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Conducteur des représentations du groupe linéaire

H. Jacquet?, 1. 1. Piatetski-Shapiro?, and J. Shalika?

! Department of Mathematics, Columbia University, New York, NY 10027, USA
2 Department of Mathematics, The Johns Hopkins University, Baltimore, MD 21218, USA
3 Department of Mathematics, Yale University, New Haven, CT 06520, USA

1. Introduction et notations

(1.1) Soit F un corps local non archimédien, y un caractére additif non trivial de
F, m une représentation admissible et irréducible du groupe G,=GL(r, F) sur un
espace complexe V. Dans [G-J], on a défini des facteurs L(s, 7) et &(s, 7, ) qui sont
de la forme:

L(s,m)=PJ(q~%" ", PeC[X], PJ(0)=1; "
8(5, T, 1P) =8"(q_ 5 IP) 5 Sn(X, W) =cX™;

ol 'on désigne par g le module du corps F. Nous ferons toujours ’hypothése que
I'exposant du caractére p est 0, c’est a dire que le plus grand idéal de F sur lequel y
est trivial est 'anneau des entiers R. Lorsqu’il en est ainsi, 'entier m ne dépend que
de 7.

Par exemple, si r=1, alors & est un caractére de F* (non nécessairement de
module un) et I'entier m est positif. De plus si m=0 le caractere est non ramifié c’est-
a-dire de la forme n(x)=|x|*. Si au contraire m est strictement positif alors = est
ramifié ; de plus, si P est 'idéal maximal de 'anneau R, on sait que = est trivial sur
le groupe 1+ P™ et non trivial sur les groupes 1+ P* avec 0<a<m.

Pour r> 1, on peut se demander si 'entier m est positif. On peut se demander
aussi §’il existe une interprétation de I'entier m analogue a celle rappelée ci-dessus.
Nous allons démontrer que tel est bien le cas, pourvu que la représentation = soit
«générique» [cf. (1.2)]. Par exemple si r=2, alors une représentation générique est
simplement une représentation de dimension infinie et le résultat est maintenant
classique [C, D, N1].

Cette question avait été d’abord soulevée par A. Weil (pour r>2) et résolue,
tout au moins dans le cas cuspidal, par D. Kazdan et M. Novodvorsky. Peut-étre
d’ailleurs d’autres mathématiciens ont-ils, avant nous, résolu cette question-
complétement. Aussi ne prétendons nous a aucune espece d’originalité. Mais
comme beaucoup de mathématiciens se sont posés ou nous ont posé cette question,
il ne nous a pas paru tout a fait inutile de publier notre démonstration. Elle est du
reste calquée sur celle donnée dans [C] pour le cas r=2.

0025-5831/81/0256/0199/$03.20



200 H. Jacquet et al.

(1.2) Introduisons maintenant les notations et les définitions dont nous aurons
besoin. Nous noterons R, ‘B, w, v, g 'anneau des entiers, I'idéal maximal, une
uniformisante, la valuation normalisée et le module du corps F respectivement.
Nous poserons a(x)=|x| =q~"*®. En particulier |ow|=qg*.

Soit A4, le sous-groupe des matrices diagonales dans G,. Si les coefficients
diagonaux de la matrice ac A4, sont les nombres (a,,a,, ..., a,) nous écrirons

a=diag(a,;,a,,...,qa,). 0

Soit N, le groupe trigonal strict supérieur dans G,. Un caractere additif non trivial
y de F étant choisi, nous définirons un caractére 6, , de N, par la formule

0, m= [T Wi,y ). @

i=1

Une représentation admissible et irréductible = de G, est dite générique s’il
existe un espace #~ de fonctions sur G, se transformant a gauche par 6, , qui soit
invariant par translations a droite, la représentation de G, sur #~ étant équivalente
a . L’espace #~ est alors unique et se note # (r; ). La condition d’étre générique
ne dépend pas de y. D’ailleurs si y, est un autre caractere additif non trivial de F,
on a p,(x)=y(a,x) avec a, dans F*. Pour W dans #(r; v) la fonction W, définie
par

Wi(g)=Wlag), a=diag(a; ',a,"? ...,a,,1),

est dans #'(n; v, ). Enfin si  est générique la représentation contragrediente 7 I'est
aussi. De plus, si W est dans # (% ; ), alors la fonction W définie par

0 1
W =Ww'g™", w=| 1 | 3)
| 0
est dans #'(%; ), ou 'on désigne par i I'imaginaire conjugué de .
(1.3) Quelques remarques sur P'organisation de cet article. Nous vérifions au
Par.2 des propriétés simples mais essentielles des polynémes P (X) pour =m
générique. Au Par. 3 nous étudions les propriétés des fonctions se transformant a
gauche par 6, , qui sont, & droite, fonctions propres de l'algébre de Hecke. Au
Par. 4, imitant la méthode du cas r=2, nous définissons le «vecteur essentiel» de
I'espace # (n;y). Pour cela nous utilisons ’équation fonctionnelle (4.2)(1). Avec
les résultats rappelés ou prouves au Par. 2, c’est la seule propriété des facteurs L et

¢ dont nous aurons besoin. Les propriétés du vecteur essentiel sont établies au
Par. 5: elles découlent aussit6t de 'identité (4.2)(1).

2. Le facteur Ldes représentations génériques

(2.1) Le but de ce paragraphe est de prouver le résultat suivant:

Proposition. Soit © une représentation générique irréductible de G,. Alors les
polynémes
P(X) et P(qg~'X™ 1)

sont premiers entre eux dans Panneau C[X,X ~'].



Conducteur des représentations du groupe linéaire 201

(2.2) Nous aurons a utiliser quelques résultats simples sur les représentations
génériques et les représentations induites. Soit Q le sous-groupe parabolique
standard de type (r,r,,....,) de G,. Pour chaque entier i,1<i<n, soit m; une
représentation admissible et irréductible de G, . Nour noterons I(n,,7,, ...,n,) la
représentation de G, induite par la représentation suivante de Q:

g1

0

D 0T e 0)0m0)® - O,
0 gn

Cette représentation admet une suite de composition finie; pour que I'un des
quotients irréductibles de la suite de composition soit générique, il faut et il suffit
que chacun des =, le soit, et il y a alors un seul quotient irreductible générique (cf.
[R]). Si tous les m; sont génériques nous noterons o(m,m,,...,m,) l'unique
composant générique de I(n,,7,, ..., 7,). La «transitivité» de P'opération d’induc-
tion montre aussitot que si les 7; sont génériques, alors:

o(ny, 7y, .. ) =0lo(ny, 7y, ..., ;) 0(m) 7 s - )] (1

Comme la représentation contragrédiente d’une représentation générique est elle
méme générique, la relation évidente

Iy gy oo m ) =1(R), 7y, . ). )
entraine
o(ny,my, ..., 1,) =0y, 7y, ..., TT,). 3)
De méme, on a
I(n,m,, .. . t)Qu=I(t,Qun,Rq, ..., ,Qu) “4)
pour tout caractére u de F*. D’ou:
oy, 7y .., T)QU=0(T, QU T, QU, ..., T, ). (5)

Enfin toute représentation admissible et irréductible de G, est un composant
d’une représentation induite I(n, 7, ..., 7,) ol les m; sont cuspidales («supercuspi-
dal» dans la terminologie d’Harisch-Chandra); de plus, si I(n;, 7y, ..., 7,) et
I(¢,,¢5, -, ¢;) ont un composant irréductible commun, alors n=s et (n,,7,, ..., 7,)
=((,,{5 .- ,), a Pordre prés. Il s’en suit que toute représentation générique est de
la forme

n=0(n,, T, ..., T,),

ou les 7; sont cuspidales et (7, 7,, ...,®,) est bien déterminé a 'ordre prés.
Par exemple, si Q est le sous-groupe parabolique de type (1. 1. ..., 1) dans G, et si
m,, T, ..., T, sont des caractéres de F* tels que 7(n;, ,)” ' =0, alors on a

1
—(r+1)—i .
T, = po? , 1Zigr,

3
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et
o(ny, 7y, ... M) =pR®0,,

ol g, est la représentation spéciale de Steinberg: cela résulte par exemple de ce que
o, est de carré intégrable, donc générique (cf. [G-J, Par. 7; J2]).

(2.3) Vérifions maintenant la proposition (2.1) pour une représentation de la
forme

n=uRa,. 1)
On a alors A=u"'®o,. Si p est ramifié la proposition est évidente car alors
PX)=1, P,X)=1. 2

Si u n’est pas ramifié, alors =o' pour un t convenable et [G-J, Par. 7]:

1
—t—-i(r— 1)

P, X)=P, (a7 X)=1—¢q X, 3)

1
t——z-(r— 1)

P, 15, X)=1—¢q X. “4)

La proposition est donc encore évidente.
Passons maintenant au cas d’une représentation de la forme

n=0(n,,m,,...,m,) (5)

ou les m, sont des caractéres non ramifiés.
Nous pouvons supposer que la suite (n,,7,, ...,m,) est de la forme

T O Thy T N T ARy Ny V9 T u:"m} ©)

T (T T S T (7 Mt TSN G £ B
En posant u} =™, nous avons donc
p 1
o . w-rt
a(/‘lpﬂlz"“’/"lr.-)zan(aa 2,
ri—1 rm—l)

uy u
7t=o<a,1®oc 2 .,0 Q. 2

Il résulte alors de [J2, (2.7.4)] que P [X7] divise le produit
1
[P, [ =x).

De méme P,(X) divise le produit
1
17, (¢" "),

Si P(X) et P(g”'X"!) ont un facteur commun (non trivial) dans l'anneau
C[X,X '] ilexiste au moins un couple (i,j) tel que les polyndmes

P

ar,

N
( "ui+‘i(’i‘1)X) =1—q—“'X,

yrim1
P (qJ 2 q“lX“l)=1_qllj_rjX—1’

G'rJ
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soient identiques, au produit preés par une unité. C’est impossible si i=j. Si i%j,
cela impose a“~"=a" ou encore pi(w) '=a"'. Or ceci contredit (6). La
proposition est donc prouvée dans ce cas.

(2.4) En général, écrivons 7 sous la forme
n=0(m,, 7y, ... Ty Ty gy eees ),

ou les représentations cuspidales 7, 7,,...,m; ne sont pas des caractéres non-
ramifiés tandis que =;, ,, ..., m, sont des caractéres non ramifiés de F*. Alors:

n=d(n, 7y, ...,nL) avec {=o(n;,,,...,7,).
Toujours d’apres [J2, (2.7.4)] le polynéme P, (X) divise le produit
Pl(X) H Pm(X)

15isj
Mais P, (X)—l [loc. cit. (3.1)]. Donc P,(X) divise en fait P/(X). De méme
P.(q -1yt ') divise P{q~'X'). D’aprés (2.3) ces polynomes sont premiers entre
eux. Le résultat s’en suit.

(2.5) Nous aurons aussi besoin du résultat auxiliaire suivant:

Proposition. Soit © une représentation irréducible générique de G,. Le degré de P est
au plus r. Pour que m contienne la représentation unité du sous groupe compact
maximal K,=GL(r,R), if faut et il suffit que le degré de P, soit r.

Démonstration. Ecrivons 7 sous la forme
n=0(n,,m,, ..., 7,,)

olt les m; sont cuspidales et m<r. Une fois de plus P (X) divise le produit [ | P, (X).
Comme chaque P, est de degré au plus un, on voit que P, est de degré au plus r.
Supposons maintenant que P, soit de degré r. Alors m=r et chaque P,_doit étre de
degré un. Cela signifie que chaque 7; est un caractére non ramlﬁe de F*

Supposons la représentation induite {=I(n,,n,, ...,m,) nonirréductible. Alors 11
existe au moins un couple (i,j) tel que =;-; !=q [B-Z, Theorem (4-11)]. On peut
supposer que c’est le couple (1,2). Alors on a:

n=0a((,n3,...,m,), (=0, n,)=0,Qu.

A nouveau P, divise le produit

Mais comme P, est de degré un [G-J, Par. 7] on obtient une contradiction. Ainsi ¢
est irréductible et 7=¢. Donc n contient la représentation unité de K,.

En sens inverse, si © est une représentation irréductible qui contient la
représentation unité de K, ou comme nous dirons encore, une représentation non-
ramifiée, alors m est le composant non-ramifié d’une représentation induite
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¢=I(n,,m,,...,m,) ou les 7; sont des caractéres non-ramifiés de F*. Alors

PX)= [] PX)

1<isr
et chaque P, est de degré un [G-J, Par. 6]. Donc P, est de degré r.

(2.6) Remargue. On peut montrer que ’énoncé obtenu en supprimant dans la
Proposition (2.5) le mot générique est encore vrai.

3. Fonctions de Whittaker formelles

(3.1) Nous aurons a utiliser des résultats élémentaires sur les fonctions se
transformant a gauche par le caractére =6, ,. Nous les énongons une fois pour
toutes.

Pour g dans G, posons

alg)=a;/a;,, 1=Zisr—1

%(g)=a, g
si g=nak avec neN,, keK, et
a=diag(a,a,, ....q,).
Soit ¢ une fonction lisse a droite telle que
p(ng)=06(n)e(g).
Alors il existe une constante C telle que
P9 +0=>ln(g) £C, 1=isr—1. 2)

En effet, comme ¢ n’a qu’un nombre fini de translatées a droite par K,, il suffit de
montrer I'existence d’un C tel que

P@*0=laa)=C, 1=isr—1.

Mais en prenant

on doit avoir
r—1
plan)=g(ana™'a)= [] w(x(a)x)p(a).
i=1
Or ¢(a)= @(an) si les |x,| sont assez petits. D’ou la conclusion. On voit méme que si

¢ est K, -invariant alors on peut prendre C=1.
De méme on a

ello I Y

=¢[(g ?)}w[(o, ..,0, gu]. &)
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On en conclut que la relation

g O\/L_, w_ /g O 1,_, u
q)l(o 1)( 0 1) —(p[(o e pour tout 0 1eK,,

a lieu pour tout g, si et seulement si la relation

g O
(p(o 1)#0

implique que la derniere ligne de g a tous ses coefficients entiers.

(3.2) Nous aurons a utiliser des résultats connus sur les représentations «non-
ramifiées» du groupe G,. Soit H, l'algebre de convolution des fonctions bi-
invariantes par K,=GL(r,R) et a support compact. On sait que cette algebre est
isomorphe a l'algébre S, des polyndmes en X |, X7, X,, X5, ....X,, X, ! qui sont
invariants par permutation des variables. Notons T}, T,,..., T, les fonctions
symétriques élémentaires des X;. Ainsi:
T1=ZX,., T2='Z.X..Xj,...,T,=HXi. 1)
i i<j i

Alors S, est encore isomorphe a 'algébre de polyndémes C[ Ty, T, ..., T,, T,” '].

Dans la suite nous adopterons les conventions suivantes pour les mesures
deHaar et les mesures invariantes. La mesure deHaar de G, (et de K,) est
normalisée par la condition mes(K,)=1, celle de N, par mes(K,nN,)=1. La
mesure invariante de N,\G, est le quotient des mesures précédentes.

Soit maintenant (x,, X,, ..., x,) une suite de r nombres non nuls. Elle détermine
un morphisme S,—C, a savoir

PHP(xth’ ”'7xr)' (2)

L’homomorphisme correspondant A:H,—C s’obtient ainsi. Soit I(x,,X,, ...,X,) la
représentation de G, induite par le caractére

ay
a, * HX'{(a‘)x'ﬁ(a” mxg(ar) 3)
0 "a

r

du groupe trigonal supérieur. Alors I'espace de cette représentation contient un
vecteur et un seul fixé par K, et égal & un sur K,. Soit f ce vecteur. Pour tout pe H
ona:

[f(gh(hydh= ) f(g). )

(3.3) Soit maintenant i un caractére additif non trivial de F d’exposant 0. Pour
toute suite de nombres complexes non nuls (x, x,, ..., X,), il existe une fonction W
et une seule telle que

W(ngk)=0n)W(g), neN, kekK; (1)
W(e)=1,; (2
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pour tout pe H
[ Wigh)p(hydh= @)W (g), A3)

ol A est le morphisme de H dans € décrit dans (3.2) (cf. [S]). Nous noterons cette
fonction

W(G, X1, X2 - %, 5 ). 4)
Il résulte de 'unicité que
WWwy L x %, 0x s 0)=W(g,x7 x5t o x7 ). (%)
De plus si g~ *=x, alors
W(g,x4,%5, ... %, ; w)detgl® = W(g, x,x,X,X, ..., X,X; ). (6

La formule explicite donnée en [S] montre qu’il existe pour chaque geG, un
¢lément W(g,X,,X,,...X,;p) de S, dont Wig,x,,x,,...,x,;p) soit la
spécialisation. On a ainsi défini une fonction sur G, a valeurs dans S, ; d’ailleurs ses
valeurs sur un ensemble compact modulo N, sont dans un sous-espace vectoriel de
dimension finie de S,. D’apres (3.1), le support de W(g,X,,X,,....X,;y) est
contenu dans I'ensemble des g tels que

l(g) €1, pour 1<Zisr—1. ™
Si de plus o, (g)| =1 alors W(g,X,X,, ..., X, ;) est en fait dans C[X,,X,,....X,].

(3.4) Nous aurons a considérer des «intégrales» de la forme

[ Wg.X,.X,,...X,:p)p(g)ldetgldg, (1)
NG,
ol ¢ est une fonction se transformant a gauche par 0@,:0—%,. La fonction ¢ sera
supposée lisse a droite, c’est-a-dire invariante a droite par un sous-groupe compact
ouvert de G,. De plus le support de ¢ sera toujours contenu dans 'ensemble des g
tels que

le (@) =C, )
ou C est une constante non nulle. L’intégrale est a interpréter comme série formelle
xraX", X=q7°, €)

a coefficients dans S,, les coefficients étant donnés par l'intégrale ordinaire
a,= [ W@g.X,X,,...X,;p)p(g),(detg)dg, @

NAG,

ou u, est la fonction caractéristique de 'ensemble
{xe F*|v(x)=n} &)

dans F*. 1l est clair que les conditions (3.3)(7), (3.4)(2) et v(detg)=n impliquent
que g est dans un ensemble compact mod N, : la fonction a intégrer dans (4) est
donc a support compact mod N, et I'intégrale a bien un sens. De plus notons que
les relations (3.3)(7) et (3.4) (2) entrainent v(detg) =m, ou m est un entier qui dépend
de C. Il en résulte que dans la série (3) on a a,=0 pour n<m.
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(3.5) Lemme. Gardons les hypothéses de (3.4) mais supposons de plus que ¢ soit
invariante a droite par K,. Alors la relation

W9, X . X5, ... X, ; p)olg)ldetgldg=0
entraine ¢ =0.

Démonstration. If suffit de démontrer le lemme lorsque ¢ a un support compact
modulo N,. L’hypotheése du lemme s’écrit alors:
§ W9, x1,%5, .. X, w)p(g)dg =0, (1)
NAG,
pour tout (x,, x,, ..., X,). Montrons que cela entraine ¢ =0. Pour cela considérons
la représentation n de G, induite, au sens de Mackey, par le caractére (de module 1)
0;,,- Décomposons la en somme continue de représentations irréductibles:

n={m.dux).

Soit ¥V I'ensemble des fonctions lisses a droite et support compact module N, dans
I'espace de la représentation 7. Comme ¥ a une base linéaire dénombrable, il
existe, pour presque tout x, une application linéaire A, de V dans I'espace de la
représentation 7, telle que

(@10, =[{Ap1, A,0,0du(x), @, ¢0,€V. )

De plus, pour presque tout x, on a

Axn(g)(p = Tcx(g)Ax(p b ge Gr b (pe V’

Soit maintenant ¢, un élément de Vinvariant sous K,. Alors A,¢,=0 a moins que
7, ait un vecteur v, %0 invariant sous K,. Supposons qu’il en soit ainsi; alors il
existe une fonction W et une seule se transformant a gauche par 6, , telle que, pour
tout peV,
(4@ 0)= | olgW(g)dy.
NAG,

Comme v, est K,-invariant la fonction West K, -invariant a droite. De plus v, doit
€tre un vecteur propre pour I'algébre H,. Il en est donc de méme de la fonction W.
Par conséquent cette fonction est un multiple d’une fonction W(x,, x,, ..., X, ;). Si
@, satisfait (1) alors (4,¢,, v,) =0 ou encore A, ¢, =0. Ainsi 4,¢,=0 pour presque
tout x. D’apres (2) on a ¢,=0. Q.E.D.

4. Le vecteur essentiel

(4.1) Nous sommes maintenant en mesure de définir le vecteur essentiel d’une
représentation générique n de G,. Rappelons une fois de plus que 'exposant de v
est supposé étre 0. Pour tout We #(rn; y), posons

YX,WX,,X,, ...X,_))

0 _
= W(g 1)W(g,X1,X2,...,X,_1;1p)
Nr—l\Gr—l

detgl*™!2dg, X=q7°. 1



208 H. Jacquet et al.

La fonction g W(g 0) satisfait évidemment les conditions de (3.4) et I'intégrale

0 1
représente une série de Laurent formelle a coefficients dans S,_,. D’aprés (3.4)(6)
on a, si U est une indéterminée,

Y(UX,W,X,X,,...X,_)=YX,W,UX ,UX,,..,UX,_,). 2)
Théoréme. Il existe un élément et un seul Wde W' (n;y) tel que
. h
() W(g (0 ‘1’)) —Wig) pour heK, _,,

r—1

(i) PX, WX, X, ... X,_ )= [] P;'(XX),
i=1

le second membre de (ii) étant la série formelle en X a coefficients dans S, _ ; obtenue
en développant P_ '(XX,) suivant les puissances croissantes de X.

Démonstration de Tunicité. D’aprés le lemme (3.4) la restriction de W au sous-

groupe
g O
0 1

est uniquement déterminée. Or, d’apresles résultats de [B-Z, Théoreme (4.9)], un
¢élément de #'(r;y) est toujours déterminé par sa restriction au sous-groupe (3).
L’unicité est donc évidente.

gEGr-l} 3

(4.2) Démonstration de Pexistence. Nous nous appuierons sur une identité dans
’espace des séries de Laurent a coefficients dans S, _ ;. Notons que cet espace peut
étre regardé comme un module sur I'anneau des polyndmes en X,X ! a
coefficients dans S, _,. De plus cet espace admet un automorphisme changeant la
série F(X)=) a,X" en la série

FX YhY=YaX "=Ya_X".
Cet automorphisme est compatible avec I'automorphisme correspondant de
lalgébre des polynomes en X, X ~'. L’identité que nous avons en vue s’écrit, pour
tout élément W de #'(w;y):

r—1

P XL WXTLXS LX) [T PaT XY
n=1

r—1 r—1
=[] e, XX, w)PX, W, X ,X,,...X,_,) [ P.XX)). 1)
i=1 i=1

Dans cette formule W est défini par (1.2)(3). Rappelons que c’est un élément de
'espace #(#% ;) attaché a la représentation contragrédiente 7 et au caractere
imaginaire conjugué de .

L’identité (1) est équivalente a la réunion d’une infinité d’identités dans
I'anneau S,_,. Pour démontrer (1) il suffit donc de démontrer I'identité analogue
obtenue en remplagant les X; par des nombres complexes x;+0. On peut méme se
restreindre au cas ou tous les x; sont de module 1. Alors la représentation induite
' =I(x,,%,,...,X,_,) de G,_, est irréductible et générique et la fonction
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W=W(x,X5...%,_,;P) est un élément de lespace #'(n';ip). De méme
Wig,x; x5, %, .., x,4;w) nlest autre que la fonction (W')T En posant, pour
W'eWr';p),

v )= (% ) Wit dg. X7

les résultats énoncés dans [J-P-S2] montrent que

Pq XL W) Pg ™ X x )
=[Te.000, WP W, W) [] PXx), 3)

pout tout W’. En prenant W'=W(x,,x,,...,x,_,;¥) nous obtenons bien la
spécialisation de (1).

D’aprés les remarques de (3.4) la série formelle (X, W, X ,X,,...X,_,) n'a
qu'un nombre fini de termes avec un exposant négatif. Il en est donc de méme du
membre de droite de (1). Au contraire le membre de gauche est une série formelle
avec un nombre fini d’exposants positifs. L’identité (1) montre donc que chaque
membre est un polyndme en X,X ~! a coefficients dans S,_,. D’apres (4.1)(2) il
existe méme un élément E(W, X ,,X,, ..., X,_,) de S,_, tel que

E(W.XX,,XX,,...XX,_,)
=YX, W,X,,X,, .‘.,X,_I)T]:[i P(XX)). )
D’une maniére imagée, on peut écrire.
EWX X, .0 X,_,)
- gl e s g T Px). O

Soit alors I(m) le sous espace vectoriel de S,_; engendré par les
EW,X,,X,,....X,_,)avec Wdans #(n; ). Cest en fait un idéal de 'anneau S, _ ;.
En effet soit P un élément quelconque de S,_, et ¢ I'élément correspondant de
H,_,. Alors

j W(gh’X1>X2a "'?Xy—- 1)(P(h)dh
= W(g’XI’XZ’ ""Xr—l ;IZ))P(XDXZ, --~aX,-— 1)-
Si West dans #'(n;y) la fonction W, définie par

Wi(9)={ W(g(h 0

-1 -1/2
0 1))<p(h )deth|~ 1/2dh

est encore dans # (n;y). En partant de la formule (5) un calcul formel facile &
justifier montre que
EWLX X, uX,_)=EW,X,X,,...X, ) PX,X,, ... X, ).

D’ou notre assertion.
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L’idéal I(m) contient le produit n P (X,). En effet d’aprés les résultats de [G-K,
Théoréme (5.2)], il existe un élément W de # (n;y) tel que

0 . .
W(g 1) =0,,-,mn), si g=nk, neN,_,, kekK,_ ;;=0sinon.
Pour ce W on a évidemment d’aprés (5):
r—1

EWX X, ...X,_)= l_—[1 P(X)).

D’ou la conclusion.
Finalement l'identité (1) s’écrit aussi:
EW,q X7 e X5 g XY
r—1
=[] e.Xp WEW,X ,X,, ... X,_,). (7

i=1
r—1
En échangeant les roles de m et # cela montre que le produit [] P(q™'X;})
i=1
appartient aussi a I(n). D’aprés la proposition (2.1) on voit qu’il n’existe pas de
suite (x,,X,, ..., X,_;) avecx;=*0, sur laquelle tous les éléments de I(w) s’annulent.
Si J est lideal correspondant de lanneau C[T,, Ty, ..., T,_,, T,_}] [notations de
(3.1)], cela signifie que les ¢éléments de J n’ont pas de zero commun (¢, t,, ...,t,_)
avec t,_, #0. Il en résulte que

J=CT,\ Ty, T, T2A]

et I(m)=S,_,.
En particulier il existe un élément W de # (n;y) tel que

EWX,, X5 .0 X,_)=1.

En revenant aux définitions, cela s’écrit

r—1

TT PXX)PX X 1, X 0, 0X, ) =1

Or YX,W,X,,X,,....X,_,) appartient a I'espace des séries de Laurent n’ayant
qu’un nombre fini de termes avec exposant négatif; cet espace est un module sans
torsion sur lanneau S,_,[X,X ']. La fonction W satisfait donc bien a la
condition (ii) du théoréme (4.1). Alors la formule

oo

definit un element de #'(n; ) qui satisfait a la condition (i). Comme l'intégrale ¥
ne change pas lorsqu’on remplace W par W, la fonction W, satisfait aussi (ii). Le
théoréme est donc démontre.

Wi(9) = j w
Kr-1

(4.3) Exemple. Supposons que © contienne la représentation unité de K,. Alors 7
est équivalente a4 une représentation induite  I(y,,y, ...,»,) et
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W=W(,,y, .- ¥,;p) appartient & #'(n;y). On a alors

r

PO =[] (1-yX).
i=1
D’apres les résultats de [J-P-S2], on a aussi:

PX,W,X,,X,, .. X, )= I1 (1-pXX)~ 1.

15igr,18jsr—1
Comme W est invariant sous K,, on voit que W satisfait les conditions du
théoréme (4.1).

(4.4) Définition. Sous les hypothéses du théoréme (4.1), on dira que W est le
vecteur essentiel de ¥ (w; p).

5. Propriétés du vecteur essentiel

(5.1) Soit a nouveau m une représentation irréductible et générique de G,.
Rappelons que i désigne un caractére additif d’exposant 0. Soit m P'entier tel que

&, X, p)=CX". (1)
Dans ce paragraphe, nous établissons le théoréme suivant:

Théoréme. (i) On a m=0.
(ii) Pour tout entier a>0 soit K (a) le sous-groupe de K, forme des matrices du

type

h v N

, heK,_,, xeR", x=1modP*, u=0modP°.

u X
On pose aussi K, (0)=K,. Alors le vecteur essentiel est invariant sous K,(m) et la
dimension de I'espace des vecteurs fixés par K,(m) est un.

(iii) Si a=0 et s'il existe dans la représentation m un vecteur non nul fixé par
K ,(a), alors azm.

(5.2) Pour démontrer le théoréme nous introduirons, pour chaque entier acZ, le
sous-groupe H(a) de G, formé des matrices du type

o 1)

ol h est dans K,_, et ou les éléments de la matrice colonne u sont dant . Cela
étant, le premier pas est de démontrer que le vecteur essentiel W est invariant sous
H(0). Par définition W est invariant sous le sous-groupe

oV

If suffit donc de démontrer que W est invariant sous le sous-groupe de H(0) formé
des matrices de H(0) pour lesquelles h=1,_,. Comme W est déterminée par sa
restriction au sous-groupe (4.1)(3), il suffit, d’aprés les remarques de (3.1), de
prouver le lemme suivant:

heK,_l}.
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Lemme. Si W est le vecteur essentiel de W (rn;y) alors la relation

g 0
W(O 1)#0, geG,_,,

entraine que la derniére ligne de g est a coefficients entiers.

Démonstration du lemme. Soit u le degré de P,. On a donc u <r (2.5). Supposons que
u=r. Alors m contient la représentation unité de K, (loc. cit.). D’aprés (4.3) W est
alors invariante sous K, et notre assertion est alors évidente. Supposons mainte-
nant u<r—1 et écrivons

P00 = T11-7X).

Nous distinguerons deux cas: u<r—1et u=r—1.
Dans le cas u<r—1, on a l'identité (cf. [J-P-S2]):

0 = —3(r—u—
j w g ,Xlaxza-'-,Xr—1;w W(g,yl,yz,...,yu;tp)ldetgls H l)dg
Nu\Gy 0 1

=[[a-yxXx)"', 1<j<u, 1Zisr—1.
Définissons maintenant une fonction ¢ sur G,_, par les conditions suivantes:
o(ngk)=0,, ,_,(m)p(g) si neN,_,, kekK,_ ,;
si a=diag(a,,a,, ...,a,_,) alors
o@=W(b,y.,¥, -..,Y,; ¥) avec b=diag(a,,a,,...,a,)

sila,, = ...1a,_,|=1; =0sinon. Il est clair que ¢ satisfait les conditions de (3.3).
On a évidemment

I (P(g)W(g,Xl’Xza ,Xr_ 1 ;Ip)'detg]s‘*ﬂr_u- l)dg= HPn(XXi)_ L.

Nr-1\Gr-1

D’apreés le lemme (3.4), on a donc

g 0 _ 3(r—u)
W(O 1)—qo(.cl)ldetgl

Le lemme en découle aussitot.

Siu=r—1, on a (cf. [J-P-S2])

I W@ yuye Ve 0WGX1,X 5, X, 5 P)
Nyr-1\Gr-1

+ @[(0,0, ...,0,1)g]|detgl’dg =] [(1 - yX X)~*,

ou & est la fonction caractéristique de R x R x ... x R dans F"~ !, En raisonnant
comme plus haut on trouve

0
W(g 1) =W(g,¥1, V2 > Ye— 13 WPLO,0, ..., 0, 1)g]|detg|"/?

et, a nouveau, le lemme découle aussitot de cette relation.
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(5.3) Dénotons toujours par W le vecteur essentiel de #7(n; ). Alors d’aprés
4.2)(1):

r—1 r—1

Y@ XL WXTLXG LX) TT Pl XX Y = ] 6, XX, y).
i=1 i

i=1

Comme ¥(X,W,X,,X,,...,.X,_,) n’a que des termes avec exposants positifs cela
s’écrit aussi [cf. (5.1)(1)]:

r—1

r—1
WX, WX, X5, ..., X, )=C""1g=me=vx-me=b [T x7m [[ Py {(XX)).
i=1 i=1

Soit W’ le vecteur essentiel de #(#; ip). Alors

r—1
PX,W,X,,X,, ... X,_ )= [] Py '(XX).

i=1
Définissons maintenant un élément W, de #'(7; ) par la formule
W (g)=W'(ga), a=diag(o™ o™ ...,0"1).
Alors, il y a une constante C’ telle que
YX, WX, X,, ..., X,_)=CYX,W,X,X5....X,_,).

Draprés le lemme (3.4) cela implique W =C'W, sur le sous-groupe (4.2)(3). Donc,
d’aprés une remarque deja faite, I7V=C’W,. Comme W’ est invariante sous H(0),
cela implique que W est invariante sous H(m). En revenant a la définition de W on
voit que cela implique I'invariante de W sous le groupe transposé ‘H(m).

Si on avait m<0, les groupes H(0) et ‘H(m) engendreraient G,. La fonction W
serait donc constante ce qui est absurde. On a donc m>0. Les groupes H(0) et
‘H(m) engendrent alors K(m) de sorte que W est bien invariante sous K(m).

Soit maintenant u un entier =0 et W, un vecteur de #'(r; y) invariant sous
K(u). L’invariance de W, sous H(0) implique que

wl(g (1))*0=>Iai(g)lél, 1<isr—1
[cf. (3.1)]. En particulier dans I'intégrale (4.1)(1) pour Y(X, W,, X ,X,,....X,_,)
on peut supposer que |detg|<1 et W(g9,X,,X,, ....X,_;;9P) est dans
C[X,,X,,....X,_,] [cf. (3.3)]. La série n’a donc que des termes a exposants
positifs et ses coefficients sont dans C[X,,X,,...,X,_,]. Il en résulte que
E(W,X,,X,,...,X,_,) est un polynéme P en X, X,,...,X,_;. D’autre part W,
étant invariante sous ‘H(u), la fonction W, est invariante sous H(u). La fonction
W, définiee par

Wz(g)=Wl(ga)a a=diag(w_“,w"‘,,..,w”“, 1)7

est donc invariante sous H(0). Comme plus haut, il en résulte que
E(W,,X,X,,....X,_,) est un élément de C[X,X,,...,X,_,]. Alors il existe un
multiple constant Q de E(W,,X,,X,,...,X,_,) tel que:

EW,X X g oo X, ) =X X5 o X, ) T"OX 1, X 50 o X, _y)-
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D’aprés (4.2)(7) on a alors:
XX, X, )"0 X7 X g XS g X

r—1

=C g7 X X, X, )"PX X X))

Si on avait u<m, Q¢ %LX7',...,q ' X,') serait un polynéme en
X..X,,....X,_, divisible par le produit X X, ...X,_,, ce qui est absurde. On a
donc u=m. Enfin si u=m la relation ci-dessus montre que P est une constante.
D’aprés l'unicité dans le théoréme (4.1) la fonction W, est alors un multiple de
W. Q.ED.

(5.4) Remarque. Si m est une représentation admissible irréductible de G,
générique ou non, on peut encore poser ¢,(X, )= CX™. On peut montrer que 'on a
encore m =0 et que m=0 si et seulement si z contient la représentation unité de K,.
Toutefois, si m>0 la dimension de I'espace des vecteurs fixés par K(m) peut étre 0,
comme le montre 'exemple des représentations de la forme g y(detg), ot y est un
caractére ramifié de F*.
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