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1. Introduction

Dans [6], N. Saavedra décrit certaines catégories munies d’un produit
tensoriel, les catégories tannakiennes (2.8), comme catégories de représenta-
tions de gerbes (cas particulier: représentations d’un schéma en groupes).
Sa démonstration est incompléte (c¢f. [2] 3.15). Notre but premier est de
la compléter. Je n’ai pas su rédiger un exposé court ne donnant que les
arguments manquants: bien des idées de Particle sont dans [6], dues &
Saavedra et, par son intermédiaire, 3 A. Grothendieck.

Les paragraphes 2 a 5 ne prétendent pas a l'originalité. Ils rassemblent
des résultats qui, au paragraphe 6, nous permettrons de compléter la
démonstration de Saavedra. Au paragraphe 7, nous montrons qu’en ca-
ractéristique 0, une catégorie tensorielle (1.2) dont tout objet a pour di-
mension (7.1) un entier > 0 est tannakienne. Au paragraphe 8, nous appli-
quons les méthodes des paragraphes 6 et 7 aux catégories tensorielles non
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nécessairement tannakiennes. Comme application (8.19), nous décrivons
les catégories tensorielles sur &, supposé parfait, munies d’un ®-foncteur
exact & valeurs dans les super-espaces vectoriels sur k (1.4).

Le paragraphe 9 donne une application du formalisme des catégories
tannakiennes a la théorie de Picard-Vessiot. Soit (K, J) un corps différentiel
de corps des constantes Ko := {z|08x = 0} algébriquement clos de ca-
ractéristique 0 et ™ + a;y*~/ + ... + a, = 0 une équation différentielle
linéaire du n'*™e-ordre & coefficients dans K . Nous montrons I’existence
d’une extension (E,9) de (K,8), de méme corps des constantes, dans la-
quelle équation admet n solutions linéairement indépendantes sur les cons-
tantes. Cette application est le fruit de discussions avec D. Bertrand. Le
résultat est un théoréme de E.R. Kolchin ([3 VI 6 prop. 13]).

Dans la fin de cette introduction, apres avoir indiqué quelques conven-
tions terminologiques, nous décrivons le résultat principal 1.12 des para-
graphes 2 a 6.

1.1  Terminologue.

Anneau {resp. algébre) signifiera toujours anneau (resp. algebre) a unité
et les morphismes envoyent ’'unité sur ’unité.

Dans tout article, k sera un anneau commutatif, le plus souvent supposé
étre un corps. Nous ne considérerons en principe que des schémas sur k.
Souvent, nous dirons simplement schéma pour schéma sur k et morphisme
de schémas pour morphisme de schémas sur &. On note X X Y le produit
sur k& X Xgpeer) Y et Hom(X,Y) 'ensemble des morphismes de schémas
sur k de X dans Y.

Nous noterons de méme un foncteur représentable et un objet qui le
représente.

1.2.  Soit k un corps commutatif. Dans cet article, nous appelerons simple-
ment catégorie tensorielle sur k ce qui dans N. Saavedra [6] (resp. Deligne—
Milne [2]) serait appelé une ®@-catégorie abélienne ACU k-linéaire rigide,
avec k — End(1) (resp. une catégorie tensorielle abélienne, rigide, k-
linéaire, avec k — End(1)). Les axiomes sont rappelés en 2.1. Il s’agit
d’une catégorie abélienne k-linéaire 7 munie d’un foncteur ® : 7 x7 — 7
et de contraintes d’associativité et de commutativité pour @ (des isomor-
phismes fonctoriels (X ®Y)®Z = X@(Y®Z)et XQY Y ®X), le
tout vérifiant des axiomes convenables. Parmi les axiomes figure l’existence
d’un objet unité 1.

1.3 Ezemple. La catégorie Vect(k) des espaces vectoriels de dimension
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finie sur k, munie du produit tensoriel et de ses contraintes évidentes
d’associativité et de commutativité.

1.4  Ezemple. T est la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie
Z/(2)-gradués sur k, ® le produit tensoriel, la contrainte d’associativité
est la contrainte évidente et celle de commutativité est donnée par la regle
de Koszul: a ® b — (—1)3¢829¢€p @ q pour a et b homogenes. Clest la
catégorie tensorielle des super-espaces vectoriels de dimension finie sur k.

1.5 Ezemple. Soit G un schéma en groupes affines sur £. On prend pour
7 la catégorie Rep(G) des représentations linéaires de dimension finie de
G sur k, pour ® le produit tensoriel des représentations, et les contraintes
évidentes.

Pour G trivial, on retrouve ’exemple 1.3.

1.6.  Une généralisation de ’exemple 1.5 jouera pour nous un rdle essentiel.
Avant de la donner, quelques préliminaires.

Soit S un schéma sur k. Rappelons (SGA 3 V1) qu’un k-groupoide agis-
sant sur S est un schéma G sur k& munis de morphismes but et source:
b,s : G — S et d’une loi de composition o : G ;(b G — G qui soit un

morphismes de schémas sur § x S et telle que pour tout schéma T sur k,
S(T) :=Hom(T,S) , G(T):=Hom(T,G) , sb:G(T)—S(T)eto

définissent une catégorie (objets: S{T');fleches: G(T')) ou toute fléche soit
inversible. Ceci peut aussi s’exprimer par des diagrammes: 1’associativité
s’exprime par D’égalité des fleches composées

oxId
o
GxGEGx {—/])mGx {—G,
ssb I’Sb Idxo be

les fleches identiques par un morphisme de S x S schémas ¢ : S — G (S
diagonal dans S x S) tel que les fleches composées

ex1d
G=GxS=8SxG—=Gx GG
5 Sb Idxe 5t
soient l'identité, les inverses par “— 17 : G — G avec s“— 17 = “ - 17},
b“— 17 = “—17s, et les commutativités
“~17x1d Idx “~1"
G GxG G G x @
Qb sgb
[ 5 s 5
€ €
S G S G.
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La terminologie de SGA 3 V1 est que (S, G) est un (schémas sur k)-groupoide.

Pour u: T — S, I'image inverse de G par u X u : T x T — 5 x S est un
k-groupoide agissant sur T le groupoide induit G .

Une représentation de G est un faisceau quasi-cohérent V sur S muni
d’une action p de G, 1.e. de la donnée pour tout k-schéma T et tout g €
G(T") d’un morphisme p(g) : V(g) — Vi(y) entre les images réciproque de V
par s(g) et b(g) : T — S. On exige que p(g) soit de formation compatible
aux changements de base 7" — T, que p(gh) = p(g9)p(h) (pour s(g) =
b(h)) et que pour g l’automorphisme identique €(s) de s € S(T'), p(g) soit
I’automorphisme identique de V;. Puisque G est un groupoide, les p(g)
sont des isomorphismes. Une action p est déterminée par p(g) dans le cas
universel T = G, ¢ =Idg : G — G, i.e. par un morphisme u : s*V — b*V
entre faisceaux quasi-cohérents sur G. Ce morphisme doit vérifier:

(a) Sur G >S< G, I'image inverse de u par o : G X G — @ est le composé

sGd
pri(u) o pri(u); (b) €*(u) est I'identité.
On dit que le groupoide G est transitif sur S (au sens fpgc) si le mor-
phisme (b,5) : G — S x S est couvrant au sens fpge, i.e. s’ existe T
k

fidélement plat quasi-compact sur S x S avec Homgyxs(T,G) # 0. Si G est
transitif, alors (a) G est plat, donc fidelement plat, sur S x S (3.6); (b) si
G agit sur V quasi-cohérent et qu’une fibre V; est un espace vectoriel de
rang fini n sur le corps résiduel k(s), alors V est localement libre de rang

de n (3.5).

1.7  Ezemple. Soit G un k-groupoide transitif agissant sur un schéma
non vide S sur k. On peut alors prendre pour 7 la catégorie des faisceaux
localement libres de rang fini sur S munis d’une action de G et pour foncteur
® le produit tensoriel, muni des contraintes évidentes.
Notation: Rep(S: G).

Pour S réduit & un point: S = Spec(k), on retrouve 1.5.

1.8 Remarque. Soient G un groupoide agissant transitivement sur S, u :
T — S et Gy le groupoide induit (1.6). On vérifie (3.5) que si T # 0,
u* : Rep(S: G) — Rep(T : Gr) est une équivalence de catégories. En
particulier, si S(k) # 0, que ¢ € S(k) et que G, est le groupe algébrique

sur k qui fixe z (la fibre de G en (z,z)), on a Rep(S : G) =, Rep(G,).

1.9. Soient 7 une catégorie tensorielle sur k et S un k-schéma. Un fonc-
teur fibre de 7 sur S est un foncteur exact k-linéaire w de 7 dans la
catégorie des faisceaux quasi-cohérents sur S, muni d’un isomorphisme
fonctoriel w(X)® w(Y) = w(X @ Y) ACU, ie. compatible aux con-
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traintes d’associativité, de commutativité et d’unité (2.7). Les axiomes
imposés a 7 impliquent que w est & valeurs dans les faisceaux localement
libres de rang fini (2.8). Pour S = Spec(B), w s’identifie & un foncteur
de 7 dans la catégorie des B-modules projectifs de type fini. On appelle
encore w un foncteur fibre sur B.

Soient w; et ws deux foncteurs fibres sur S. Un ®-isomorphisme, ou
tsomorphisme de foncteurs fibres, u : w3 — ws est un isomorphisme de
foncteurs rendant commutatifs les diagrammes

wl(X)®w1(Y) E— wl(X®Y)

v ®

wz(X) ®w2(Y) — LUQ(X®Y)

et tel que u : wy(1) — wa(1) soit I'automorphisme identique de Os .

1.10. Dans [6], Saavedra affirme avec une démonstration insuffisante (cf.
[2] 3.15) que: (*) deux foncteurs fibres de 7 sur Spec(B) sont localement
isomorphes pour la topologie fpgc, i.e. il existe B’ sur B, fidélement plat,
tel que wy et ws deviennent isomorphe apés extension des scalaires de B &
B'.

Notre but premier et de montrer que l’assertion (*) est vraie (avec
’hypothése additionnelle, nécessaire, k — End(1) que Saavedra avait ou-
bliée) et de justifier ainsi tous les résultats de [6].

1.11. Si w; et ws sont deux foncteurs fibres sur S, nous noterons
ls_g_m?(wl,wg) le foncteur qui A T sur S : u : T — § attache ’ensemble des
isomorphismes de foncteurs fibres de u*w; avec u*wy . 1l est représentable
par un schéma affine sur S. Si w; est un foncteur fibre sur S; (: = 1,2), on
pose

Isom® (wg,w;) = Isom?lxsz(pr;wz, priwi).

Pour w un foncteur fibre sur S, on pose Aut® (w) = Isom® (w,w) et

Aut®(w) = Isom®(w,w).

Selon la convention (1.1), nous noterons de méme les schémas représentant
ces foncteurs. Le schéma AutP(w) est un k-groupoide agissant sur S. Le
morphisme but b (resp. source s) est le composé de pry (resp. prz) avec
la projection sur S x S. Nous prouverons en 1.13(b), 6.8, 6.14 et 6.15 le
résultat suivant.
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1.12 Théoréme. Sotent T une catégorie tensorielle surk et w un foncteur
fibre de T sur un k-schéma S # 0.
(i) Le groupoide Aut? (w) est fidélement plat sur S x S ;
(ii) w induit une équivalence de T avec la catégorie Rep(S : Aut®(w)) de
représentations du groupoide &‘? (w).

Réciproqguement, soient G un k-groupoide agissant sur S # @ affine et
fidélement plat sur S x S et w le foncteur fibre de Rep(S : G) sur S “oubli
de laction de G.” On a

(i) G Aut(w).

Le théoreme fournit un dictionnaire entre catégories tensorielles sur &
munies d’un foncteur fibre sur S et k-groupoides agissant transitivement
sur S et affines sur S x S.

1.13 Remarques. (a) Si w; et wq sont des foncteurs fibres sur S; et Sy,
il existe sur la somme disjointe 7" := 51 I1 S5 un foncteur fibre w, unique
a isomorphisme unique prés, muni d’isomorphismes w|S; = w; (j = 1,2).
Appliquons 1.12(i) 4w . L’image inverse sur S» x S du schéma Aut{ (w) sur
TxT est l_s_m? {(w1,w2). D’apres 1.12(i), _I_sgm_? {(wy,w2) est donc fidélement
plat sur S, x 57 .

Pour S§; = S3 := 5, la restriction a la diagonale de IsLm%(wl,wg) est

Isom®(w;,wy). Le S-schéma Isom®(wy,ws) est donc fidelement plat sur
S'. Ceci justifie 1.10(*).

(b) Si 1.12 est vrai pour S affine, il est en général. Pour Passertion (1),
si S; est un recouvrement ouvert affine de S, I'image inverse de Aut®(w)
sur S; x S; est mf(w | S;,w|S;) et, appliquant 1.13(a), on conclut par
1.12(i) appliqué aux S;I1S; . Pour (ii), observer que pour U un ouvert affine

non vide de S, on a par 1.8 Rep(S : Autd(w)) =, Rep(U : Aut® (w(U)).
Conclure par 1.12(ii) pour U . Pour (iii), si U; et Us sont des ouverts affine
non vides de S, et que Gy est le groupoide induit sur U = U; 11 Us, on a
Rep(S : G) = Rep(U : Gy) et par 1.12(iii) appliqué & U, le morphisme
G — Aut(w) est un isomorphisme au-dessus de Uy x Uy .

1.14. Soit G un groupoide agissant sur S = Spec(B) . Supposons G affine
sur S x S, i.e. affine: G = Spec(L). Puisque (b, s) fait de G un schéma sur

SxS:==8 x )S (1.1), L est un B ® B-module, i.e. un B, B-bimodule
Spec(k k

tel que les deux structures induites de k-module coincident. Nous écrivons
a gauche (resp. & droite) la structure de B-module définie par b (resp. s).
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Le B, B-bimodule L est muni des structures suivantes:
(1) L est une B ® B-algébre commutative, d’oll un produit
k

p:L ® L— L.
B®B

(2) La loi de composition G x G — G correspond &
sgb

c:L—LQ®L
B

et 'identité e : S —>Gae:L— B.
Soit M un B-module (= un faiscean quasi-cohérent sur S). Une action
de G sur M est un morphisme de L-modules

LM —MQ®L
B Bb
ou, ce qui revient au méme, un morphisme de B-modules

rM—MQ®L
Bb

(& droite, la structure de B-modules défine par la structure droite de L),
avec une compatibilité a la composition et aux éléments neutres. Ces com-
patibilités se traduisent par

(1.14.1) Pégalité des fleches composées

rQL
M-I ML—MQL®L, et
M®c

M
(1.14.2) légalité a I'identité du composé M —— M ® LM
On voit que seule a servi la structure (2) sur L.
1.15. Inspirés par cette remarque, pour tout anneau non nécessairement
commutatif B, nous appellerons cogébroide agissant sur B un bimodule L
sur B muni d’un morphisme de bimodules ¢ : L — L ® L coassociatif: ¢
B

égalise la double fleche (c® 1,1 ® ¢)

c®1
L—>L®L L®L®L
1®¢
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et qui admette une counité e : L — B: un morphisme de bimodules tel que
les composés
e®1

L L@L—=1L

1Qe

soient I’identité. Noter que si ¢ admet une counité, celle-ci est unique. Nous
n’aurons besoin que du cas oi B est commutatif, mais ne pas le supposer
aide & ne pas mélanger sa gauche et sa droite.

Si B est commutatif et que les deux structures de B-module sur L
coincident, on retrouve les cogebres sur B, d’ou la terminologie. Si &
est un anneau commutatif et B une k-algebre, on appellera k-cogébroide
un cogebroide L tel que les deux structures de k-modules induites par les
structures de B-modules coincident.

Une représentation de L est un B-module a droite M muni d’une coaction
de L, i.e. d’'un morphisme de B-modules a droite r : M — M%L vérifiant

(1.14.1) (1.14.2). Si L est plat en tant que B-module & gauche, la catégorie
des représentations de L est abélienne et le foncteur d’oubli de la coaction
est exact.

1.16. Soient 7 une catégorie tensorielle sur k&, S = Spec(B) un schéma
affine sur k et w un foncteur fibre de 7 sur S. A 'imitation de Saavedra,
nous commencerons par oublier le produit tensorie] et construisons un k-
cogebroide L agissant sur B tel que w se factorise par une équivalence de
catégories de T avec la catégorie des faisceaux localement libres de rang fini
sur S munis d’une coaction de L. La preuve (6.1, 6.2) est une application
du théoréme de Barr-Beck (4.1). Elle est paralléle a celle du théoréme de
descente fidelement plate SGA 1 VIII1. La compatibilité de w au produit
tensoriel munit L d’un produit, et on vérifie que G := Spec(L) est le
groupoide Aut; (w) agissant sur S (6.3 — 6.6).

Il reste & montrer que G est fidelement plat sur S x .S . Nous construirons
une catégorie tensorielle 7 @ T avec des propriétés convenables — notam-
ment qu’un foncteur fibre w de 7 sur S définisse un foncteur fibre w x w
de T®7T sur $ x §S. Le B® B-module L sera fidélement plat en tant
qu’image par w X w d’un Ind-objet contenant 1 de 7 @ 7T .

Nous donnerons deux preuves de l'existence de la catégorie tensorielle
T ® T. La premiere utilise un théoréme de passage au quotient générique
(3.11) et ’hypothése End(1) = & pour montrer que si 7 est de @-génération
finie 1l existe un foncteur fibre w; sur un schéma S; spectre d’une extension
finie de k avec G1 = M_tf’ (wy) fidelement plat sur S; x.S1 . Du théoréeme de
structure 7 ~ Rep(Sy : G1) on déduit Pexistence de la catégorie tensorielle
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7 ®7T requise (5.21). La seconde preuve repose sur une construction directe.
Elle ne s’applique que si k& est parfait.

2. Rappels et compléments: catégories tensorielles

Soit k un corps commutatif.

2.1. Les axiomes des catégories tensorielles sur k (en notre sens, voir 1.2)
sont les suivants.

(2.1.1) La catégorie 7 est munie d’un foncteur produit tensoriel @ :
T x T — T, de contraintes d’associativité et de commutativité compa-
tibles pour ® ([4], [5] VII7, ol la terminologie est “symmetric monoidal
category”, [6] I §1.2 ou [2] §1 p.104) et il existe un objet unité 1 ([6] I
1.3.2; ’objet unité est unique a isomorphisme unique prés; il est muni de
contraintes d’'unité X ® 1 — X et 1® X — X).

Cet axiome permet de définir le produit ® d’une famille finie (X;),,
d’objets de 7 .
(2.1.2) Pour tout X, il existe XV et des morphismes ev: X @ XV — 1 et
§:1—= XY ®X tels que les composés

X®6 ®RX

X 2L XXX 2, X
seXxVY xv

XV ®—>XV®X®XV __ﬁ, v

soient 'identité.
(2.1.3) La catégorie est abélienne.

(2.1.4) Un isomorphisme k — End(1) de k avec ’anneau des endomor-
phismes de 1 est donné.

2.2.  Soit M une catégorie monoidale ([5] VII1), i.e. munie de ® : M x
M — M, d’une contrainte d’associativité ([6] I 1.1.1) et admettant un ob-
jet unité 1. Le foncteur de M dans la catégorie Hom(M, M) des foncteurs
de M dans M: X — (le foncteur s, : Z — X ® Z) est un foncteur fidéle.
Il admet la rétraction s — s(1). Il est muni d’isomorphismes fonctoriels
5,08, — 8,0, : XQ(Y®Z) — (X®Y)®Z . Cet isomorphisme est AU
compatible & la contrainte d’associativité et admettant s; — Idaq com-
patible aux contraintes d’unité. Aprés application du foncteur s, X, XV, ev
et 6 comme en (2.1.2) fournissent une adjonction entre foncteurs: s, est
adjoint a gauche de s, . Soit de méme d le foncteur

d : (M, opposé de ) — (Hom(M, M),0): X — (Z — Z ® X).
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Le foncteur d, ., est adjoint a gauche de d, .

Soient dans M des objets XV, X et ev : X @ XV — 1. De I’énoncé
analogue ([5] IV1 Th 2 (iil)) pour P’adjonction entre foncteurs, on déduit
que 6 : 1 — X ® XV vérifiant (2.1.2), s’il existe, est uniquement déterminé
par ev. De plus, (XY, ev) pour-lequel existe § est unique & isomorphisme
unique prés: étant donnés (XV(i),ev) (i = 1,2), les adjoint s de s,
sont canoniquement isomorphes. De plus, 'isomorphisme s s

XV (i)

X xV{1) - TXxV(2)
est le composé Sxvay ™ SxvySxSxvay — Sxvi, €b est donc induit par
XV(1) = XV (2)@ X @ XV(1) — XV(2). On appelle XV le dualde X . En
cas d’ambiguité, on écrira ev, et 6, les morphismes ev et § .

Si X et Y admettent des duaux XY et YV, YV ® XV est un dual de
X®Y, avec
eVygy =€V, 0(X®ev, @ XV)etby,, = (X®6, ®XV)0é, . Cecirésulte
de ’énoncé analogue pour P’adjoint d’un foncteur composé.

Un adjoint a droite s3 de s, est ce qu'on appelle un Hom interne
Hom(X, ). Si s} existe, soit X' := s7(1). L’adjonction s,s7 — Id,
évaluée en 1, définit e : X ® X’ — 1. Tensorisant par Y , on obtient
e®Y : X®X' ®Y — Y. Par adjonction, e ® Y définit

(2.2.1) X'®@Y — Hom(X,Y):s,, — 5% .

Par définition, X ® (2.2.1) : sys,, — s,8} , composé avec s,s% — Id,

XYx
redonne e ® Y :s,s,, — Id: le composé sys,, — 5,57 — Id est défini

xXYx!

pare: X®@ X' —1.

x!

2.3 Proposition. Pour que X admette un dual, il faut et il suffit que sx
admette un adjoint d droite s; = Hom(X, ) et que le morphisme (2.2.1):
Hom(X,1)®Y — Hom(X,Y) soit un isomorphisme pour tout Y .

Preuve. La nécessité est claire sur 2.2. Réciproquement, supposons que
(2.2.1): s, — s est un isomorphisme. Si on identifie s, , & 57 par (2.2.1),
on a vu que le morphisme d’adjonction ev : sys,, = s, 55 — Id est défini
pare: X ® X’ — 1. Le morphisme d’adjonction é : Id — §% Sx = 8,854
est déduit par adjonction de l'identité s, — s, , donc caractérisé par la
propriété:

5,6

(2.3.1) Sx — Sx5,,5x est Pidentité .

Sx

evs

Evaluant é en 1, on obtient §(1) : 1 — X' ® X . Evaluant (2.3.1) en 1, on
X®6(1) e®@X .
XX ®X ——— X est I'identité. Le

obtient que le composé X
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morphisme Id — s,,s, défini par 6(1) a donc la propriété caractéristique
(2.3.1) et (1) définit 6: les morphismes d’adjonction pour (s,,s,,) sont
définispare: X @ X' —1et §(1): 1 — X' ® X . Ceci prouve 2.3.

2.4. Si X et Y admettent un dual, on a par adjonction Hom(s,,,s, ) —
Hom(s,,,s,). Cette bijection induit une bijection Hom(X,Y) —
Hom(YY,XV): a f: X — Y correspond son transposé, le composé

f ®1

1®f®1 v
vy e X e XY — YV e Y @ XY L xY,

La bijection inverse attache & f:YY — XV le composé
fl:X—YQRYVeX —-YRXVeX —Y.

11 suffit de s’assurer que les mémes formules décrivent dans Hom(M, M)
les bijections Hom(s,, s, ) < Hom(s,,,s,.)-

Un contragrédient de f est un morphisme fY : XV — YV tel que
evy, o (f¥® f) =ev, et (f® f¥)oé, = 6,. Le diagramme commu-
tatif:

1®6 ev®l

XV — XV XXV — XV

fvl lf"®1®1 Tev@l
186 1®f®1

v 22 yvexexV YVevYexY

montre que si f a un contragrédient fV , alors ‘f f¥ = Id. Par passage &
la catégorie duale munie du ® symétrique (ceci échange ev et § et respecte
f—f), on obtient fVif = Id. Le transposé if est donc inversible, d’inverse
fV ; parce que f — if est bijectif et est compatible 4 la composition, f est
inversible aussi.

2.5.  Si le produit tensoriel est commutatif — plus précisement si M vérifie
(2.1.1), la relation entre X et XV est symétrique: X est un dual de
XV, et *f = f. L’axiome (2.1.2) implique alors les conditions qui pour
Saavedra définissent les catégories rigides: Dexistence de Hom internes
(Hom(X,Y) = XV ®Y), que

(2.5.1) Hom(X,Y)® Hom(X’,Y’') = Hom(X Q Y, X' ®@Y’)

(car XV @ YV est un dual de X ® Y) et que X -~ XVV. La réciproque
est vraie (2.3 et (2.5.1) pour Y = X' = 1).
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Autre terminologie: une catégorie monoidale vérifiant (2.1.2) est aussi
appellée “compact closed monoidal category”. Cette terminologie est par-
fois réservée aussi catégories vérifiant (2.1.1) (2.1.2) (G. M. Kelly and M.
L. Laplaza, Coherence for compact closed categories, J. Pure and Applied
Alg. 19 (1980) p. 193-213) i.e. aux @-catégories ACU rigides de Saavedra.

Si M vérifie (2.1.1) (2.1.2), le foncteur Y — X ® Y a pour adjoint &
gauche et a droite Y — XY ® Y . Il commute donc aux limites inductives
et projectives. En particulier, si (2.1.3) est vérifié, ® est un bifoncteur
exact en chaque variable.

Si M vérifie (2.1.1) & (2.1.3), Pisomorphisme 1 ® X — X munit chaque
X dans M d’une structure de End(1)-module, fonctorielle en X . L’anneau
End(1) est commutatif ([6] I 3.3.1). Les structures de modules de X et Y
fournissent la méme structure de module sur Hom(X,Y), et la composition
est bilinéaire: la catégorie M est End(1)-linéaire. Le foncteur ® est End(1)-
bilinéaire. L’axiome (2.1.4) équivaut & dire que la catégorie abélienne M
est k-linéaire, que ® est k-bilinéaire et que k — End(1).

2.6 Proposition. Soit B un anneau commutatif. Dans la catégorie monoi-
dale des B - modules, si X admet un dual (2.2), X est un B-module

projectif de type fini.

Preuve. Soient XV X,ev et § comme en (1.1.2). Par 2.2, XV QY ~
Homp(X,Y). Faisant Y = B, on voit que X" est le dual de X . Faisons
Y = X . On obtient que XY ® X — Hompg(X,X). Si Idx est 'image
de > oa; @ xi, les a; et les z; définissent une factorisation de l'identité:
X 5 B® I, X : X est facteur direct d’un module libre de rang fini.

2.7. Soit T : M; — M3y un foncteur entre catégories monoidales muni
d’un isomorphisme fonctoriel T(X) @ T(Y) — T(X ® Y). Il est dit A si
cet isomorphisme est compatible aux contraintes d’associativité: commu-
tativité du diagramme

TX)®TY)®T(Z2) — T(X)(T(Y)®T(2))

! !

T(X®Y)®Z) —— TXo({Y®2).

Il est dit U s’il existe un isomorphisme T'(1) — 1 compatible aux contraintes
d’unité (2.1.1). Un tel isomorphisme, s’il existe, est unique. Si des con-
traintes de commutativité pour ® sont données, il est dit C' st compatible
a ces contraintes.



CATEGORIES TANNAKIENNES 123

Si le foncteur T est AU et que XV est un dual de X, T(XV) (muni de
T(ev,) et T(64)) est un dual de T(X). Si X et Y admettent un dual, le
transposé 2.4 de f : X — Y est défini en terme de ev et § et T('f) est le
transposé de T(f).

D’aprés 2.6, un foncteur AU d’une catégorie monoidale M vérifiant
(2.1.2) dans la catégorie monoidale des modules sur un anneau commu-
tatif B est & valeurs dans les B-modules projectifs de type fini.

Solent M et Mg vérifiant (2.1.1). Nous dirons simplement ®-foncteur
T : My — M, pour “foncteur muni d’un isomorphisme fonctoriel
T(X)®T(Y) - T(X ®Y) ACU”. Un morphisme de ®-foncteurs est
un morphisme de foncteurs Ty — Ty tel que les diagrammes

Ty(A) ® Ty(B) —— Ti(A® B)

! !

Ty(A) ® To(B) —— T2(A® B)

soient commutatifs et que T1(1) — T3(1) soit 'automorphisme identique
de 1.

Si la catégorie source vérifie (2.1.2), tout morphisme u de @-foncteurs
est un isomorphisme: u, et u,, sont contragrédients et u, est inversible
par 2.4 ([6] 1 5.2.3)

2.8. Soit 7 une catégorie tensorielle sur k. Les foncteurs fibres de T sur
un k-schéma S, définis en 1.9, sont les ®-foncteurs k-linéaires exacts de 7
dans les faisceaux quasi-cohérents sur S. D’aprés 2.7, un foncteur fibre est
a valeurs dans les faisceaux localement libres de rang fini sur S, et commute
au passage au dual. On dit que 7T est tannakienne si 7 admet un foncteur
fibre w sur un S # 0. Pour tout schéma sur S,u : T — S, I'image inverse
wy : X — w*w(X) de w sur T est un foncteur fibre sur 7'. Prenant pour
T un point de S, on voit quune catégorie tannakienne admet un foncteur
fibre sur le spectre d’un corps.

2.9. Pour V un espace vectoriel de dimension finie sur k£ et X dans une
catégorie additive k-linéaire A, on définit V ® X par

Hom(Y,V ® X) = V @ Hom(Y, X).

Le choix d’une base eq,...,¢e, de V identifie V® X & X™.

La sous-catégorie pleine de 7 des multiples 1" de 1 est équivalente par
V>V ®1 a celle des k-espaces vectoriels de dimension finie. D’apreés [2]
1.17, elle est stable par sous-quotients.
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2.10. Corollaire. Soit M une calégorie abélienne munie d’un produit ten-
soriel exact & droile el vérifiant (2.1.1). Soit w un @-foncteur exact & droite
de T, catégorie lensorielle sur k, dans M.

(i) w est ezact.

(i) St M n’est pas réduite & zéro, w est fidéle.

2.10.1 Eremple. Prenons pour M la catégorie des faisceaux quasi-cohérents
sur le k-schéma S. D’aprés (i), un ®-foncteur w k-lindaire exact & droite
de T dans M est un foncteur fibre. D’aprés (ii), un foncteur fibre sur S est
fidele si S # @. La restriction de w a un ouvert de S est encore un foncteur
fibre. Si X # 0, le faisceau localement libre (2.8) w(X) est donc partout
non nul.

Preuve. (i) Soit 0 — X — Y — Z une suite exacte dans 7 . Appliquant w
3 la suite exacte transposé et utilisant que w commute au passage au dual
et au transposé (2.7), on trouve que la suite 0 — w(X) - w(Y) > w(Z) a
une suite transposée w(Z)Y — w(Y)Y — w(X)¥ — 0 exacte. Dans M, si
une suite U — V — W — 0 est exacte et que les Hom internes Hom(U, 1)
et Hom(V, 1) existent, Hom(W, 1) existe et la suite

0 — Hom(W,1) — Hom(V, 1) ~— Hom(U, 1)

est exacte. Puisque w(X) est dual de w(X)¥,w(X) est Hom(w(X)V¥,1); de
méme pour Y et Z, et la suite exacte

00— w(X) — w(Y) — w(Z)

donne (i).

(i) (¢f [6] 114.21). Si X #0,ev: X¥®X — 1 est non nul, donc
an épimorphisme (2.9 prouvé en [2] 1.17). Si M n’est pas réduite & zéro,
w(l) =1 est non nul et épimorphisme w(ev) : w(XV)®w(X) — 1 est non
nul. On a donc w(X) # 0. Ceci prouve (ii).

2.11 Remarque. Pour un exemple de ®@-foncteur k-linéaire ACU a valeurs
dans les espaces vectoriels sur &k, non exact, et qui n’est donc pas un fonc-
teur fibre, voir [2] IV 2.5.

2.12. Pour A une catégorie abélienne k-linéaire, nous aurons souvent &
considérer la condition de finitude suivante:

(2.12.1) Tout objet de A est de longueur finie et quels que soient X et YV
dans A, Hom(X,Y) est de dimension finie sur k.
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2.13 Proposition. Si T est une catégorie tannakienne, alors
(i) 7T vénmfie (2.12.1).
(ii) Siw est un foncteur fibre sur S = Spec(B), Hom(X,Y) (% B s’injecte

dans Homp (w(X),w(Y)).

Preuve. Soit wq un foncteur fibre sur un corps K. La finitude (2.12.1)
résulte de ce que wp est exact et fidéle et de (ii) pour wg .

Prouvons (ii). Si H C Hom(X,Y') est un sous-espace de dimension finie,
il résulte de 2.9 que H ® 1 «» Hom(X,Y). Appliquant w, on obtient

H® B — wHom(X,Y) = Homp(w(X),w(Y))

d’oti résulte (ii).
Le résultat suivant m’a été signalé par O. Gabber.

2.14 Proposition. Soit A une catégorie abélienne k-linéaire vérifiant
(2.12.1). Supposons qu’il eziste dans A un objet X el que tout objet de A
soit sous-quotient d’un X" . Alors, A admet un générateur projeciif.

Preuve. Rappelons qu’une suite de composition d’un objet Y de A est
une filtration décroissante G : G® =Y D G! O ... D G¢ = 0 de quotients
successifs simples. Pour chaque objet simple S, soit lgs(Y') le nombre de
i tel que Gri(Y) soit isomorphe &4 S. Dans le groupe de Grothendieck de
A, [Y] est la somme étendue aux classes d’isomorphie d’objet simples des
lgs(Y).[S]-

Rappelons qu’une extenston essentielle d’un objet Y est un épimorphisme
a: F — Y tel que E n’ait pas de sous-objet E' C F, distinct de ', qui
s’envoie sur Y . S1Y est simple, il revient au méme de dire que tout £/ C E
distinct de E est contenu dans ker(a).

Si E est une extension essentielle d’une objet simple S, on a pour tout
objet simple 7'

Hom(S,T) — Hom(E,T) .

En effet, pour f : £ — T non nul, ker(f) C ker(a) est de colongueur 1 dans
E, ker(f) = ker(a) et f se factorise par . En particulier, Hom{(FE,T) = 0
pour T non isomorphe & S'.

2.15 Lemme. Soit E une extension essentielle d’un objet simple S. Pour
toutY , on a

(2.15.1) dim;, Hom(E,Y) < lg.(Y). dim End(S) .
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Sl y a égalité pourY | il y a égalité pour Y™ et tous ses sous-quotients el
le foncteur Hom(E, ) est exact sur la sous-catégorie (Y) de A des sous-
quotients des Y™ .

Preuve. Pour toute suite exacte courte 0 = Y/ - Y — Y” — 0, la suite
exacte

(2.15.2) 0 — Hom(E,Y") — Hom(E,Y) — Hom(E,Y")

donne dimy Hom(E,Y) < dimg Hom(E,Y')+dim; Hom(E,Y") avec égalité
si et seulement si on peut mettre un zéro & droite de (2.15.2). Pour Y
simple, (2.15.1) est vrai, avec égalité. L’inégalité (2.15.1) en résulte par
récurrence sur lg(Y). S’il y a égalité pour Y, il y a égalité pour tout
sous-objet, tout quotient, et 2.15 en résulte.

2.16 Preuve de 2.14 (fin). Soit S un objet simple de A. Soit F une suite
de composition de X et construisons par récurrence sur { une extension
essentielle P; de S telle que

dimy Hom(P;, X/F*) = lg (X/F*).dimy End(S).
Pour ¢ = 0 ou 1, on peut prendre P; = S. Construisons P;;;. Soit une

famille finie de morphismes f, : P, — X/F* qui engendre Hom(P;, X/F?).
Soit Q4 le produit fibré

Qa X/Fi+1

! !

P, —— X/Ft,
Q' le produit fibré sur P; des Q, et @ un sous-objet de @' minimal parmi
ceux s’envoyant sur P;. Par construction, ¢} est une extension essentielle
de P;, donc de S. Par (2.15.1) appliqué & Q et 2 X/F*, on a
(2.16.1) Hom(P;, X/F*) = Hom(Q, X/ F*).

Par construction, tout morphisme de P, dans X/ F* se releve en un mor-
phisme de @ dans X/Fi+!. Par (2.16.1)

Hom(Q, X/F'*!) — Hom(Q, X/F?)
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et (2.15.1) est une égalité pour Q et X/F't!. On prend Piy1 = Q.

Au bout de la récurrence, on obtient une extension essentielle P(S) de
S telle que (2.15.1) est une égalité pour P(S) et X . D’aprés 2.15, P(S)
est projectif. Tout objet simple de A figure dans les quotients successifs
d’une suite de composition de X . Il n’y a donc qu’un nombre fini de
classes d’isomorphie d’objet simples. La somme P des P(S) -— un par
classe d’isomorphie d’objets simples — est un générateur projectif.

2.17 Corollaire. Toule catégorie A comme en 2.14 est équivalente a la
catégorie des modules @ droite de type fini sur une k-algébre de rang fini A

Prendre A = End(P) et ’équivalence X — Hom(P, X).

2.18. Soient A comme en 2.14 et B une sous-catégorie pleine stable par
sommes et sous-quotients. L’inclusion ¢ de B dans A a des adjoints a
gauche et a droite i* et ¢' : i*(X) est le plus grand quotient de X qui soit
dans B, i'(X) le plus grand sous-objet. Si P est un générateur projectif
de A, i*P est un générateur projectif de B. Soit A = End(P) et A son
quotient End(#*P).

La catégorie A s’identifie a celle des A-modules a droite par X +—
Hom(P,X). Dans ce modele, P est Aq,*P est Ay et B s’identifie a
la catégorie des A-modules a droite annulés par 1’idéal bilatére a tel que

A= Ala.

2.19. Voici un exemple qui montre que si 7 n’est pas tannakienne, les
conclusions (i) (ii) de 2.13 peuvent étre en défaut. Supposons k de carac-
téristique 0 et contenant ¢ transcendant sur Q. On renvoie a [2] 1.27 pour
la définition de la catégorie tensorielle (GL;) sur k librement engendrée par
un objet X; de dimension t. On vérifie que si un objet X d’une catégorie
tensorielle 7 sur k est de dimension ¢, il existe un ®-foncteur exact de (G L)
dans 7 envoyant X; sur X . Deux tels ®-foncteurs sont isomorphes, et les
®-automorphismes d’un tel ®-foncteurs sont ceux de X . En particulier,
on dispose d’une ®-foncteur

(GL:) -_— (GLt_l) . Xt — ].@Xt_l .

Itérons cette construction et soit 7 la limite inductive des catégories
(GLi—n) (n > 0). On peut voir cette catégorie tensorielle sur & comme
librement engendrée par un objet X; de dimension ¢ munt de décompositions
Xe=1®X, 1, Xso1= 1@ Xs—z,--- . Dans (GLi_n), Xe = 1" ® Xs_p, a
pour anneau d’endomorphismes M, (k) x k. Passant & la limite, on trouve
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que ’anneau des endomorphismes de X; dans 7 est ’anneau des matrices
infinies de la forme

* 0
0 Ad

L’objet X; de T n’est pas de longueur finie, et Hom(X;, X;) n’est pas de
dimension finie sur k.

3. Rappels et compléments: groupoides

Dans [6], N. Saavedra cherche a écrire une catégories tannakienne comme
catégorie des représentations d’une gerbe. Nous avons mis 1’accent sur les
représentations de groupoides transitifs. Comme nous allons Pexpliquer,
c’est un version moins intrinséque de la méme chose.

3.1. Soit k£ un corps commutatif. Comme en 1.6, dont nous suivons les
notations, nous ne considérons que des schémas sur k.

Soit G un k-groupoide agissant sur S. Pour tout k-schéma T, (S(T'),
G(T'),0) est une catégorie ou toute fleche est inversible. Pour T variable
ces catégories forment une catégorie fibrée gg:G , ou simplement GO, sur la
catégorie (Sch/k) des schémas sur k: on dispose de foncteurs image inverse.
L’image inverse par « : T/ — T d’un objet a de G%(T'), i.e. de a € S(T") =
Homg(T, S) est le composé a o u. Celle d’un morphisme f : f € G(T) est
fou. Pour a,b deux objets de G°(T'), i.e. pour a,b € S(T), le foncteur
qui & u: T" — T associe Homgo(r:y(u*a, u"b) est représentable, représenté
par I'image inverse de G/S x S par (b,a)ou :T" — S x S. En particu-
lier, ce foncteur est un faisceaux pour la topologie fpqc (fidelement plate
quasi-compacte): G2, est un préchamp fpqc (i.e. les fleches se recollent).

Soit Gs.¢ ou simplement G le champ fpgc associé & G°. Ce champ
contient G° comme sous-catégorie pleine et il est caractérisé par la propriété
que tout objet de G est localement dans G®. C’est un champ en groupoides.
Pour tout champ C sur (Sch/k) le foncteur G% — G induit une équivalence
entre les catégories de foncteurs compatibles aux changements de base

(3.1.1) Homge (G, C) — Homggy/4(6°,C)

3.3. Pour F une catégorie fibrée sur (Sch/k), appelons représentation de
F un (Sch/k)-foncteur compatible aux changements de base de F dans
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le champ des faisceaux quasi-cohérents sur S variable. C’est la donnée,
pour tout schéma T sur k, d’un foncteur R de F(T') dans les faisceaux
quasi-cohérents sur 7', de formation compatible aux changements de base.
Notation: Rep(F) est la catégorie des représentations de F .

Soit G un groupoide transitif agissant sur 5. D’apres 3.1, la restriction
a gg ¢ est une équivalence de Rep(Gs.q) avec Rep(gg:G). Si R est une
représentation de gg:G , on a pour tout 7" et tout a : T' — S dans ggG(T)
un isomorphisme R(a) — a*R(Ids), et R est déterminé par le faisceau
quasi-cohérent Rg := R(Idg) sur S et par les R(g) := ¢*Ry — b* Ry pour
g :a— bdans G o(T). Ces R(g) sont une représentation de G (1.6), et
R — (R(Ids),les R(g)) est une équivalence

(3.2.1) Rep(Gs-g) =, Rep(S : G).

Rappelons qu’une gerbe (fpgc) sur k est un champ fpgc en groupoides
sur (Sch/k), non vide et tel que deux objets soient toujours localement
isomorphes.

3.3 Proposition. Awvec les notations précédentes, pour que Gg ¢ soit une
gerbe, il faut et il suffit que S # 0 et que G soil transitif (1.6).

Preuve. Pour que deux objets soient toujours localement isomorphes, il
faut et il suffit que tel soit le cas dans le cas universel des deux objets de
Go(S x §) définis par les deux projections de Sx S sur S. C’est la définition
de “transitif”.

3.4. Soient G une gerbe sur les schémas sur k et wg un objet de G(S) . Pour
tout schéma sur S x S : (b,a) : T — S x S, soit Aut, (wo)(T) ’ensemble
des isomorphismes « : a*wg — b*wg. Si ce foncteur est représentable, il
est représenté par un groupoide G agissant transitivement sur S, qu’on
appellera le groupoide des k-automorphismes de wg .

Cette construction est inverse de celle de 3.1. Si le k-groupoide G agit
sur .5, ’application identique de S est un objet de Gg ¢ de groupoide
d’automorphismes G'. Si G est une gerbe, que S # ¢, que wg est un objet
de G(S) et que le foncteur Aut,(wo) est représentable, représenté par le k-
groupoide transitif G agissant sur S, G2 ; s’envoie dans G par un foncteur
pleinement fidéle et le morphisme de gerbe induit de Gg.¢ dans G est une
équivalence.

3.5. Soit u : G; — G un (Sch/k)-foncteur entre gerbes sur (Sch/k). Pour
w dans G;(S), soit Autg(w) le faisceau sur S quia Tsur S:p: T — S
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attache Pensemble des autornorphismes de p*w dans G;(T). Si pour un
S # Qetunw dans G1(5),u : Autg(w) — Autg(u(w)) est un isomorphisme,
alors w est une équivalence. Voici deux applications.

Soient G un k-groupoide agissant transitivement sur S,u: T — S et Gp
le groupoide induit. On suppose que T' # §. Le morphisme de préchamps
u: G.g. — G%.¢ induit un isomorphisme du faisceau des automorphismes
de Idr dans GJ.;.. avec le faisceau des automorphismes de u dans G2, .
Le morphisme induit de gerbes u : Gr.g;, — Gs.¢ a la méme propriété,
donc est une équivalence. Appliquant (3.2.1), on obtient

(3.5.1) Rep(S : G) =, Rep(T : Gr).

Soient G; et Gy deux k-groupoides agissant transitivement sur S = ¢
et G,-A le schéma en groupes sur S image inverse de G; par ’application
diagonale de S dans S x §. 1l représente le faisceau des automorphismes
de Idg dans Gg.¢,(S). Soit u : G; — G4 un morphisme de groupoides. Si
Pimage inverse u® : GlA — G’2A de u par 'application diagonale de S est
un isomorphisme, le morphisme u induit donc une équivalence de gerbes
de Gs.¢, avec Gs., . Appliquant 3.4 & ces gerbes et a 'objet sur S défini
par V’application identique de S, on retrouve les G;:

. A . . . .
(3.5.2)siu® : G® — G% est un isomorphisme, alors u est un isomorphisme.

Si R est un représentation d’une gerbe G, et qu’un R(w) (w dans G(T),
T # ) a une propriété Plocale pour la topologie fpgec, tous les R(w) ont
cette propriété. Par exemple, il existe T avec G(T') non vide, et, remplagant
T par un de ses points, on peut supposer T spectre d’un corps; R(w) est
alors plat sur T'. Pour P “plat”, on trouve que les R(w) sont tous plats.
De méme, si un R(w) est localement libre de rang n, ils le sont tous. Pour
une représentation d’un groupoide transitif (M, p), cela donne la platitude
de M sur S et ’assertion (b) avant 1.7.

3.6. Soit G une gerbe (fpgc) sur (Sch/k). Pour w; et wy dans G(S), soit
Isomg(wy,ws) le faisceau fpge sur S qui & u : T — S attache ’ensemble
des isomorphismes u*w; — u*wy dans G(T). Quel que soit u:T — S,
Isomyp(u*wi, u*wy) est 'image inverse sur T de Isomg(w;,ws). Sile fonc-
teur Isomg(wy,ws) est représentable, Isomp(wy,ws) 'est donc aussi. On
pose Autg(w) := Isomg(w,w). Sipour un S # @, le faisceau Isomg(wy,ws)
a une propriété P locale fpqc, tout Isomg, (w),w)) vérifie encore P: deux
objets de G étant localement isomorphe, il existe des T; — S x S’ couvrant
S x §', et donc couvrant S’ tels que wi et wy (resp. w) et wy) deviennent
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isomorphes sur les T;. De méme, si P est une propriété locale fpqc de
schémas sur S, et qu'un Isomg(w;i,ws) est représentable par un schéma
sur S vérifiant P, tout Isomg. (w],w4) qui est représentable est représenté
par un schéma sur S’ vérifiant P.

Pour P “&tre plat sur S”, on trouve comme en 3.5 qu’un groupoide G
transitif sur S est plat sur S x S: on a G = Isomg, s(prjwo, priwg). Pour
Pla propriété d’un faiscean fpqgc d’étre représentable par un schéma affine
sur la base S, on trouve que s’il existe S # 0 et wy,ws dans G(S) tels
que Isomg{wy,ws) soit représentable par un schéma affine sur S, alors tout
Isomg.(w],w}) est affine sur S’. On dit que G est une gerbe d lien affine.

Si G est une gerbe a lien affine sur (Sch/k) et que w est dans G(S),
Auty(w) = Isomg, ¢(prjw,priw) est affine sur S x S. Par 3.1, 3.4 les
gerbes a lien affines correspondent aux groupoides agissant transitivement
sur S et affines sur S x §.

Soient G une gerbe a lien affine. Il existe S spectre d’un corps tel que
G(S) soit non vide. Soient wqo dans G(S) et G = Aut,(w). La gerbe G est
équivalente 3 Gs.¢ (3.4) et toute gerbe & lien affine est équivalente & une
gerbe Gs.¢ avec S spectre d’un corps et G un k-groupoide affine agissant
transitivement sur S .

On a dans ce cadre les résultats suivants, qui se démontrent comme dans
le cas particulier des représentations de groupes.

3.7 Proposition. Soient K un corps non nécessarrement commutatif et L
un cogébroide agissant sur K. Toute représentation V de L est réunion
filtrante de ses sous-représentations de dimension finie sur K .

Preuve. Soit p: V — V (IX{) L la coaction. Tout a € V (IX{) L est contenu

dans un sous-espace Vi ® L, avec V; de dimension finie, et le plus petit V3
K

possible est ’ensemble des A(e) pour A € Homg_ (L, K) (morphismes de
K-espaces vectoriels & gauche). Pour a = p(v), ce V) contient v (prendre
A = counité) et est stable: si p(v) = Y v; ® £ avec des ¢; linéairement
indépendents, V; est engendré par les v; . L’axiome des coactions donne

Zp(vi)@)&' -‘—ZW@C(&) EVI®RL®L
d’out p(v;) € V1 ® L pour chaque 7.

3.8 Corollaire. Sous les hypothéses de 3.7, L est réunion filtrante de sous-
cogébroides de type fini en tant que K @ K-modules.
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La preuve sera donnée en 4.9.

3.9 Corollaire. Soit G un k-groupoide agissant sur S, transulif el affine
sur S x 5. Tout module quasi-cohérent sur S muni d’une action de G est
réunion filtrante de ses sous-modules a coaction localement libres de rang

finz.
Preuve. Par 3.5, on se ramere au cas 3.7 ou S est spectre d’un corps.

3.10. Dans SGA 3V, les actions de groupoides ont été introduites pour
démontrer des existences de quotient pour des actions de groupe. Dans
cette direction, le résultat suivant est un corollaire de M. Artin {1].

3.11 Proposition. Soit X un schéma plat de type fini sur S noethérien et
G un S-groupoide agissant sur X , de type fint sur X x X . On suppose que
5

(a) L’image inverse G2 de G sur la diagonale de X x X est plate sur
S
X

(6) Les projections b,s : G == X sont plates.
Alors, il existe une espace algébrigue T quotient de X par G avec X
fidélement plat sur T et G fidélement plat X x X .
T

Preuve. On commence par se ramener au cas ou S est de type fini sur
Z , pour pouvoir appliquer {1]. La composition fait de G® un schéma en
groupes plat de présentation finie sur X . I agit par composition & gauche
sur G vu comme schéma sur X par s. Par [1] 6.3, R := G® \ G existe: le
faisceau fppf quotient est représentable par un espace algébrique. Puisque
G — R est couvrant fppf et que G é G =G4 ;(( G, G — R est fidélement

plat. On en déduit que R est plat sur X . Le quotient R s’envoie dans

X x X par un monomorphisme. On en déduit que R est un schéma. On
X

peut alors & nouveau appliquer [1] 6.3 & R agissant sur X pour obtenir T.

A nouveau, T représente le faisceau fppf quotient de X par R, et de ce

que X couvre T avec R = X x X on déduit que X est fidelement plat sur
T

T; G est fidelement plat sur R =X x X .
T

4. Comonades

4.1  Rappels. Pour toute catégorie C , la composition des foncteurs
fait de la catégorie Hom(C,C) des foncteurs de ¢ dans C une catégorie
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monoidale (2.2, [5] VII1): la composition des foncteurs est associative et
admet le foncteur identique pour unité. Une comonade ([5] VI1), on dit
aussi cotriple, est un monoide dans la catégorie duale, i.e. un foncteur ¥
muni de ¢ : F — F o F coassociatif et admettant une counité ¢ : ' — Id:
les fleches composées

col
F S FoF—=FoFoF

loc
sont égales et les fleches composées

c ol
F—FoF—=F

loe

sont 'identité. Noter que la counité, si elle existe, est unique. Une coaction
de la comonade F' sur un objet X de C est un morphisme

p: X — F(X)

tel que les fleches composées

X L F(X)=—=FF(X)
F(p)

soient égales et que les fleches composées
X5 FPXx)-SX

soit 'identité.

Soit (T, U) une paire de foncteurs adjoints T : A - Bet U : B — A.
Soient € : TU — Id et 5 : Id — UT les fleches d’adjonction, F' := TU et
¢c:=TnU : F — FoF. On sait que F', muni de ¢ est une comonade de
counité € et que T : T — TUT = FT définit fonctoriellement sur chaque
TE (E dans A) une coaction de F'.

Le théoréme de Barr-Beck ([5] VI7) affirme ceci. Supposons que 7" a les
propriété suivantes:

(a) une double fleche E %& F a un noyau si son image par T en a

un;(b) si u : K — E égalise f,g, alors K est un noyau de (f,g) dés que
TK est un noyau de (Tf,Tg). Alors, le foncteur

T : A — objets de B munis d’une coaction de F = TU
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est une équivalence.
Noter que les hypothéses (a) (b) sont vérifiées si les catégories A et B
sont abéliennes et que T est exact et fidele.

4.2. Un prédécesseur du théoréme de Barr-Beck est le théoreme de des-
cente fidelement plate pour les modules (SGA1VIII1). Pour le bénéfice
des géometres algébristes, expliquons la relation entre les deux.

On prend pour A la catégorie des modules sur un anneau commutatif A,
pour B celle des modules sur B commutatif fidélement plat sur A, pour T
P’extension des scalaires de A & B et pour U la restriction de scalaires. Le

2
foncteurF:TUestMHB(%)M,etonidentiﬁe B%Mé(B@B)%)M
A

par b@m — b® 1@ m. Le “2” sur ® indique l'usage de la seconde
structure de B-module sur B ® B. La premiére structure est celle qui

2
définit la structure de B-module de FM = (B (%) B) %) M . Un morphisme

2
u:M—>FM= (B®B)(§M s’identifie & un morphisme de B ® B-modules
A A

1 2
v:(B®B)QM — (B®B)QM
A 'B A 'B

(avecu’ : (1®m) = u(m)). Passons au language géométrique: S := Spec(A4),
X = Spec(B), M := faisceau quasi-cohérent sur X défini par M. A v’
correspond sur X X X = Spec(B % B) un morphisme

u”’  priM — praM.

Que u soit une coaction de F' se traduit: sur X x X x X, le triangle
s S

pris(u’’)

primM ——— pryM

pri () N prig(u)
prmM

commute, et I'image inverse de u” par P’application diagonale A : X —
X x X est I'identité. Quel que soit le S-schémaY et f,g:Y — X, (f,g)*u”
s

est un morphisme ¢_, : f*M — ¢*M; les conditions ci-dessus signifient
que pour tout Y onac,, =Id et ¢, , = ¢, c,, . Elles impliquent que les
¢

,; sont des isomorphismes, et en particulier (pour ¥ = X x X) que u”
5
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est un isomorphisme. Les coactions de F s’identifient donc aux données
de descente sur M et le théoreme de Barr-Beck redonne, avec en fait la
démonstration habituelle, que les A-modules s’identifient aux B-modules
munis d’une donnée de descente.

4.3. Nous aurons besoin d’un cas particulier de 4.1 plus général que 4.2.
Soient A et B deux anneaux (& unités) non nécessairement commutatifs,
A la catégorie des A-modules a droite et B celle des B-modules a droite.
Chaque A, B-bimodule 4 Mp définit un foncteur de 4 dans B: E — E (%

aMpg . Cette construction est un foncteur pleinement fidele:
(A, B — bimodules) — Hom(A, B),

admettant la rétraction F — F(A). Nous appliquerons 4.1 a des foncteurs
de ce type @ M de A ou B vers A ou B. La composition, pour les foncteurs,
correspond au produit tensoriel pour les bimodules et les morphismes de
foncteurs 4.1 donneront lieu a des morphismes de bimodules. Par exemple:
st L est un B, B-bimodule, définissant le foncteur F : N — N % L de B

dans B, le foncteur F'o F est défini par L ® L et une structure de comonade
B

¢: F — FoF sur F équivaut sur L & une structure de cogebroide agissant
sur B: L - L®L. Une coaction N — F(N) de F sur N s’identifie a une
B

coaction N - N®L de L sur N.
B

Pour tout B-module 3 droite projectif de type fini M, de dual MV | et
tout B-module X , le morphisme

(4.3.1) X @MY — Homp(M,X) : z ® a — z.a(m)
B

est un isomorphisme. Si 4 Mp est un A, B-bimodule projectif de type fini
en tant que B-module, de B-dual p M} , le foncteur

T:A—»B:EHE(%AMB
a donc pour adjoint & droite U le foncteur N — N ® pM:
B

HomB(E'(%)AMB,N) = HomA(E,HOIIlB(AMB,N))
— A
31 Hom (E,N®gM)).
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Les foncteurs composés TU et UT sont les foncteurs

NHN@(BMX(X)AMB)
B A

et B — E'(%(AMB %BMX). Les fleches d’adjonction TU — Id et Id — UT
sont définies par des morphismes de bimodules ev : g MY (%) AMp — B et
A:A— 4Mp®pM). Le morphisme ev (resp. A): TUB — B (resp.
A —UTA) corrfspond par adjonction a I'identité de U B (resp. T'A). Pour

ev, on obtient le morphisme

ev:BMX§)AM3—>B:a®mr—>a(m).

Pour M un B-module & droite projectif de type fini M | de dual MV, soit
8(M) ou simplement 6 I’élément de M % MV d’image I'identité de M par

’isomorphisme (4.3.1) pour X = M:
(4.3.2) M %) MY = Endg(M).

Pour M = s Mp, (4.3.2) est un isomorphismes de A, A-bimodules et A est
le morphisme

A:A——fAMB%)BMX:at——»aézéa.

Si on écrit un B-module a droite projectif de type fini M comme facteur

direct d’un module libre B™ : B" == M avec ¢ (resp. e ) de coordonnées
€

et € M (resp. e; € MY), on a

(4.3.3) (M) = Ze‘ei = Z 6;ejei .

Traduisons 4.1. On trouve sur L := g M (%A Mp une structure de cogébroide
¢: L — L®L agissant sur B, définie par A et de counité ev, et, pour tout

A-module a droite E', une coaction E® sMp — EQ® sMg ® L de L sur

E ® sMp . Cette coaction est définie pgr A: c’est 4 i

E%)AMB—+E§AMB(§BMX(§)AMB:6®mk——>6®5®m.
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Le théoréme de Barr-Beck (4.1) donne:

4.4 Proposition. Sile A, B-bimodule s Mp est projectif de type fini sur B
et fidélement plat sur A, le foncteur E— EQ 4 Mp est une équivalence de
A

la catégorie des A-modules avec celle des B-modules munis d’une coaction
du cogébroide L := pMY ® aMp .
A

4.5 Proposition. Sous les hypothéses de 4.4, pour que E soit un A-module
de type fini (resp. de présentation finie), il faut et il suffit que E® 4 Mp
sott un B-module de type fini (resp. de présentation finie).

Preuve (¢fSGA 1VIII 3.4). Puisque 4 Mp est de type finisur B, E®@ 4 Mp
est de type fini si £ ’est. Récriproquement, si E® 4 Mp est de type fini, il
existe un sous-module de type fini F de E tel que FQ sMg — E® 4 Mg
contienne tous les éléments d’un systeme générateur fini de E® 4 Mp. On
aalors F® 4Mp — E® 4Mp,donc F = E et E est de type fini.

Si E est de type fini: £ = A"/R, E est de présentation finie si et
seulement si R est de type fini, et w(E) = 4 M} /w(R) est de présentation
finie si et seulement si w(R) est de type fini. L’assertion respée en résulte.

4.6 Remarque. (i) Si k est un anneau commutatif, que A et B sont des
k-algebres et que les deux structures de k-module de 4 Mp coincident, le
cogebroide L := pMY ® 4Mp est un k-cogebroide.
A

(ii) Pour A = k, et M un B-module projectif de type fini, on obtient

ainsi sur MY ® M une structure de k-cogebroide agissant sur B, de counité
k
ev. Ce cogébroide agit sur M ('image par @ M de k) par pg : M — M QL :
k B
m—é@meMOIMYOM=MQL.
B k B

4.7. Soient k un anneau commutatif, B; et B; deux k-algébres, C une
petite catégorie et w; (j = 1,2) un foncteur de C dans la catégorie des
Bj-modules a droite projectifs de type fini. On se propose de définir un
By, By-bimodule Li(wy,ws), dont coincident les structures induites de k-
modules, muni pour tout X dans C d’un morphisme de bimodules

(471) wl(X)v %WQ(X) -_ Lk(wl,(.c)g)
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tel que pour tout f: X — Y dans C le diagramme

v wi(f)'el1 v
wi(Y)Y @ wa(X) wi(X)Y ® wa(X)

(4.7.2) 11®w2(f) l
wi(Y)Y ® wa(Y)

L(wl , wz)
soit commutatif, et universel pour ces propriété. Dans la terminologie de [5]

IX 6, L(wy,wz) est le “coend” de wi (Y)Y @ wa(X). Définition: Lg(wq,ws)
est le quotient de la somme Lo des wy(X)Y ®wy(X) (X dans C) qui égalise
3

les doubles fleches

(@i(N)'® L, 1w (f)) :wi(Y)" (%WZ(X) = Lo.

Si cela ne préte pas & confusion on écrira simplement L(w;,wz) pour
Lk(wl y (.Uz) .

La donnée de morphismes (4.7.1) équivaut a celle de morphismes de
Bjy-modules

(4.7.3) MX) :wa(X) — wi(X) © Liwy,wz)

et (4.7.2) signifie que A(X) est fonctoriel en X . La propriété universelle
de L(wi,ws2) est que pour tout By, By-bimodule U | si les deux structures de
k-module de U coincident, lapplication f + (f o A(X)) de
Homp, p,(L(w1,ws),U) dans les systémes de morphismes

u(X) : we(X) —*M(X)g U,

fonctoriels en X , est une bijection.
Pour trois foncteurs wi,ws,ws , itérant (4.7.3), on obtient

w3(X) ——M:JQ(X) }? L(WQ,UJ3) — wl(X) 1? L(wl,c«)g)g L((.dz,w;g)

fonctoriel en X , d’ou

(4.7.4) L(wy,w3) — L{wy,ws) g@) L(ws,ws) .
2
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Le coproduit (4.7.4) est coassociatif: pour quatre foncteurs wy,ws,ws,ws,
le diagramme

L(wl,w4) — L(wl,wz)g@) L(LUQ,LU4)

! !

L(wi,ws) gZ) L(wg,wg) —— L(wl,wz)? L(wz,ws) g@ L{ws,ws)
3 2 3

est commutatif. Les morphismes d’évaluations w;(X)Y ® w;(X) — B;
définissent une counité ¢ : L(w;,w;) — B; : les fleches composées

1Q¢
L(wy,wy) — L(wy,ws) g@ L(wg,ws) —— L(wq,ws)
2
c®1
L(wl,wg) — L(wl,wl) I? L(wl,wg) ——>L(w1,w2)

sont l'identité.

Le cas qui nous importe le plus est celui ou By = Bs et ou wy = ws.
Soit B := By = By. L’application (4.7.4) pour w; = wy = w3 = w fait de
Li(w) := Lg(w,w) un k-cogébroide agissant sur B. Si cela ne préte pas
& confusion, on le notera simplement L{w). Les A(X) sont une coaction
de L(w) sur les w(X), fonctorielle en X . La propriété universelle de L{w)
assure que, pour tout k-cogébroide i agissant sur B, il revient au méme
de se donner une coaction fonctorielle de % sur les w(X) ou un morphisme
de cogébroides L(w) — 9.

On appellera L(w) le cogébroide des k-endomorphismes de w .

4.8 Ezemple. (i) Pour C réduite & un objet et & sa fleche identique, la

donnée de w est celle d’un B-module a droite projectif de type fini M .

Le cogébroide L(w) est MY ® M et sa coaction sur M celle de 4.6. La
k

propriété universelle de L{w) dit que, pour tout k-cogebroide v agissant

sur B, 'isomorphisme

Homg(M, M @ ¢) «—— Homp g(M" @ M, )

fait se correspondre les coactions de ¢ sur M et les morphismes de cogébroide
de MY @ M dans 1.
k

(ii) Soient comme en 4.3 4Mp un A, B-bimodule projectif de type fini
en tant que B-module & droite, p M) son B-dual et L := gMY ® 4 Mp .
A
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On suppose que A et B sont des k-algebres et que les deux structures de
k-module de 4 Mp coincident. Pour k = Z, ces hypothéses sont automa-
tiques. Soit C une sous-catégorie pleine de la catégorie des A-modules &
droite, contenant le A-module A, et telle que les E(%)AMB soient projectifs

de type fini sur B. Soit w le foncteur £ +— E® 4 Mp. Par 4.3, L coagit
A

sur les w(E) (E dans C), d’ou un morphisme
(4.8.1) Lw) — L.

Ce morphisme est un isomorphisme. Pour C réduite au A-module A4, c’est
la définition du produit tensoriel sur A. Dans le cas général, la vérification
sera donnée en 4.11.

4.9 Preuve de 3.8. La comultiplication ¢ : L — L ® L est une coaction de

K

L sur L (représentation réguliére). D’aprés 3.7, L est réunion filtrante de
sous-représentations V; de dimension finie sur K . La coaction de L sur V}
correspond par 4.8(i) & un morphisme de cogébroides f; : V;Y @ V; — L.
La counité e de L induit une forme linéaire sur V; et fi(e|V; ® z) = .
L’image de f; contient donc V; . Parce que K est un corps, 'image de f; est
un sous-cogebroide de L. Le cogebroide L est réunion filtrante des images
des f; et ceci prouve 3.8.

4.10 Fonctorialités.

(i) Soit f: B; — B; et ®p, B} le foncteur d’extension des scalaires. On
a

(4.10.1) L(wl,wz)B %B (B} <§Bg) — L((®B, B}) ow:1,(®p,B5) ows) .

k

(ii) Soit T : D — €. Les morphismes weTD — wiTD ® L(wy,ws)
définissent

(4.10.2) L{wy o Tyws 0 T) — L(wy,w2).

(iil) Si C est limite inductive filtrante de catégories C; et que T; est le
foncteur naturel C; — C, les morphismes 4.10.2 induisent un isomorphisme

(4.10.3) lim L(wy 0 Tj,wy 0 T;) = L(wr,wa)-
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(iv) Supposons B; commutatif. Soient (C;)ies une famille finie de catégories,
' de source C; (z e€el,j=1,2)et ®w‘ le foncteur de source le produit C

des C; produit tensoriel sur B; des w} (®w’)((C ) = ® wi(C;). On a

L i) i ~ L i’ 1 .
(®uwi,®wy) — Blng (wi,w3)

k

4.11 Vérification de 4.8(ii). Soit D la sous-catégorie pleine de C réduite
a A. La fonctorialité 4.10(ii) fournit L(w|DP) — L(w). On a (cf 4.8(ii))
L(w|D) == L et le triangle

4 10(44)

L(w|D) L(w)

(asn\ (481)
L

est commutatif. Le morphisme 4.10(ii) admet donc une rétraction et il

suffit de vérifier que L(w|D) s’envoie sur L(w), i.e. que pour tout C

dans C, 'image dans L(w) de w(C)¥ ® w(C) est contenue dans celle de
k

w(A)V®w(A) . Tout élément de w(C)" Qw(C') est une somme finie ) o; ®@x;
et chaque z; € C ® aMp est une somme finie ) a;; ® m;, donc une

somme d’éléments de la forme f(y) avec f : A — C et y € w(A).
suffit des lors de vérifier qu’un élément de w(C)Y (%) w(C) de la forme

a® f(y),f: A— C,y € w(A), a une image dans L(w) contenu dans
celle de w(A)Y QE w(A) . Par définition de L(w), le diagramme

t

w(C)Y ® w(A) Lo ey @ w(4)

fo 1

w(C) ©uw(C) — L

est commutatif. Appliquant ceci & a ® y € w(C)¥ ® w(A4), on trouve que
Pimage de a ® f(y) est aussi celle de f(a) @ y € w(A)¥ Qw(A).
k
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4.12. On suppose que B est un corps. Soient L un k-cogébroide agissant
sur B,C la catégorie des B-espaces vectoriels de rang fini munis d’une
coaction de L et w le foncteur d’oubli. Puisque L coagit sur chaque w(X),
la propriété universelle de L(w) fournit un morphisme u de L(w) dans L.

4.13 Proposition. Avec les hypothéses et notation de 4.12, le morphisme
u: L(w) — L est un isomorphisme.

Preuve. Par construction, une coaction de L sur V' de rang fini est na-
turellement relevée & L(w) . Appliquant 3.7 et passant & la limite inductive,
on trouve que la restriction “de rang fini” est inutile. Prenant V = L,
et la coaction ¢ : L — L %) L, on obtient ¢; : L — L % L(w). Soit
a = (counité ® 1)o¢y : L — L(w). Puisque (1®u)oec; =c,onaua=1d.

Soit V muni d’une coaction p, relevée en une coaction p de L(w).

Puisque p : V — V ® L est un morphisme de vectoriels a coaction, le
diagramme

v . vel

J'ﬁ 11®01

®1
VeLw ——s VOL® Lw

1® counité @1

Ve Lw

est commutatif, d’olt 5 = (1®a)p. Le morphisme déduit de p: VVQV — Lw
admet donc la factorisation V¥ @ V. — L -2+ Lw. La définition de Lw
montre alors que a est surjectif, donc que u est isomorphisme.

5. Produit tensoriel de catégories abéliennes

5.1. Soient k un anneau commutatif et (A;);es une famille finie de caté-
gories abéliennes k-linéaires. Nous appellerons une catégorie abélienne k-
linéaire .4, munie d’un foncteur k-multilinéaire exact a droite en chaque
variable

(5.1.1) ®: A — A
un produit tensoriel sur k des catégories A; si la condition suivante est

vérifiée. Pour C une catégorie abélienne k-linéaire, soit Homy , 5 4(A,C) la
catégorie des foncteurs exacts & droite de 4 dans C. Soit
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Hom, . 4((As)ier; C) la catégorie des foncteurs multilinéaires exacts & droite
en chaque variable du produit des A; dans C. On exige que pour tout C le
foncteur de composition avec (5.1.1)

Homy .5 4(A,C) — Homy 5 4((Ai)ier, C)

soit une équivalence de catégories. Un tel produit tensoriel, s’il existe, est

unique (& équivalence unique a isomorphisme unique prés). Siles A; et

les A; admettent un produit tensoriel sur k, des foncteurs exacts a droite

T; : Ai — A} induisent un foncteur exact a droite QT; : ® A; — QA;. Si

les A; sont limites inductives filtrantes de catégories A et que pour chaque

a le produit tensoriel des A{ existe, la limite inductive des ® Ay est un
£

produit tensoriel des A; .

Variante. La définition 5.1 est adaptée a nos besoins. Il serait parfois
plus naturel de la modifier en remplacant Hom, ., par la catégorie des
foncteurs qui commutent & toutes les limites inductives (non supposées
filtrantes) qui existent a la source.

5.2. Pour A une k-algébre cohérente (a droite), nous noterons (A)con la
catégorie abélienne des A-modules a droite de présentation finie. On note
AC°PP la k-algébre apposée. Si A est cohérente a gauche, (A°P) . est donc
la catégorie des A-modules a gauche de présentation finie.

Soit A une k-algébre cohérente (& droite) et C une catégorie abélienne
k-linéaire. Soit A4 Dalgebre A, vue comme A-module a droite. On a
End(A44) = A et le foncteur T — T(Ag) est une équivalence de
Homy . 5 4((A)con, C) avec la catégorie des objets X de C munis d’une struc-
ture de A-module & gauche A — End(X) k-linéaire. Le foncteur inverse
attache a M le foncteur N — N (%) M . Si N = coker(d: AT — A7),

N®M := coker(d: M™ — M"™).
A

De méme, si (A;) (i € I) est une famille finie de k-algébres cohérentes,
le foncteur 7' +— T'((A;q)) est une équivalence de Homy . 5 4((Asi)con,ier,C)
avec la catégorie des objets X de C munis de structures de A;-module
commutant deux 4 deux et k-linéaires, i.e. d’une structure k-linéaire de
®A;-module. Appliquant la définition 5.1, on trouve:

5.3 Proposition. Soient (A;)icr une famille finie de k-algébres cohérentes
dont le produit tensoriel sur k est encore cohérent. Le produit tensoriel sur
k:

® : H(Ai)coh — (®Ai)coh
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fait de (®Ai)con le produit tensoriel sur k des (A;)con -

5.4 Corollaire. Sous les hypothéses de 5.3, si k est un corps, le pro-
dutt tensoriel: @ : M(Aj)eon — ®(Ai)eoh = (®A;)con st exact en chaque
variable et on a

(5.4.1) (%)Hom(Mi,Ni) — Hom(®M;, ®N;).

Preuve. Le produit tensoriel est exact car 5.3 I'interpréte comme un pro-
duit tensoriel sur k. Les foncteurs aux deux membres de (5.4.1) sont mul-
tilinéaires et exacts a gauche en les M, . Résolvant les M; :

AT AT M — 0,

on se ramene a supposer que M; = A;. Les deux membres s’identifient
alors au produit tensoriel sur k des N; .

5.5 Proposition. Si k est un corps et que les A; sont de dimension finze
sur k, le produit lensoriel

& . H(Az')coh — ®(Ai)coh - (®Ai)coh y

ezact en chaque variable d’aprés 5.4, fait de la catégorie duale de (®A;)con
le produit tensoriel des duales des catégories (A;)eon -

Preuve. Le foncteur “k-dual” D est une antiéquivalence de (A;™")con
avec (Ai)coh - Il est compatible au produit tensoriel sur k: commutativité
a isomorphisme canonique pres de

H(A?pp)coh (®A?pp)C0h

2 &

MANE —— (@A)

coh coh

et 5.5 résulte de 5.3.

5.6 Mise en garde. Sous les hypotheéses de 5.5, si T : II(A4;) — C est un
foncteur k-multilinéaire exact en chaque variable, T se factorise de fagon
unique par un foncteur exact & droite Ty : (®4;)con — € (5.3). Par 5.5, il
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admet aussi une factorisation unique par Ty : (® 4;)con — C exact & gauche.
L’exemple suivant montre que ces prolongement peuvent différer, i.e. que
Ty peut ne pas étre exact.

Soient k' une extension finie inséparable de k, I = {1,2}, A; = k', et
(A1)con = (A2)con = C = Vect(k’). Soit T le foncteur produit tensoriel
sur k'. Le foncteur Ty des k' ® k'-modules de type fini dans Vect(k’) est

k
X—X ® k'. Il nest pas exact. On peut vérifier que le foncteur 7, est
KQk'
isomorphe au foncteur X — Homyr g (K, X) .
Cette difficulté disparait en caractéristique 0:

5.7 Proposition. Sous les hypothéses de 5.5, plus celle que k parfait,
st T : M{Aj)con — C est k-multilinéaire et exact en chaque variable, le
foncteur exact & droite Ty de (®4;)con dans C qu’il définit est ezact.

Preuve. Soit M l'objet T((A;q)) de C. Pour des N, € Ob(Ai)coh, on
définit comme suit les
Torl* ((N:), M) .

On prend des résolutions projectives N;, des N; et I’homologie du multiple
complexe

®Niw @ M =T((Ni)).
®Al

Parce que T est exact en chaque varaible, on a Tor, = 0 pour n > 0. Le
foncteur Ty se dérive de méme en Tor®4:(N, M). On a

Tor®4(®N;, M) = Tor\*)((N:), M),
d’ott la nullité
(5.7.1) Tor®4(®N;, M) pourn > 0.

Le foncteur Tor, étant semi-exact, il suffit, pour en déduire la nullité de
tous les
Tor®4:(N, M) (n > 0), et 5.7, de vérifier le lemme suivant.

5.9 Lemme. (i) St S; est un A;-module sumple, le produit tensoriel des S;
est un @A;-module semi-simple.
(ii) Tout @ A;-module simple figure dans un produit tensoriel comme en (i).

Preuve. (ii) est clair. Prouvons (i). Remplagant A; par son quotient par
Vannulateur de S;, on se raméne & supposer S; fidele. L’algébre A; est
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alors une algebre centrale simple sur une extension finie k; de k. Puisque
k est parfait, cette extension est séparable. Le produit tensoriel des A; est
semi-simple et 5.9 en résulte.

5.10. Un A, % As-module 4 droite est encore un As-module 4 droite M

muni d’une structure de A;-module a droite: AT*® — Enda,(M) k-linéaire.
Pour & un corps et A; de dimension finie &, une telle interprétation du pro-
duit tensoriel avec (A )con vaut plus généralement. Soient k un corps, A une
k-algebre de dimension finie et B une catégorie abélienne k-linéaire. Soit
(A — B) (resp. (B — A) la catégorie des objets B de B munis d’une struc-
ture de A-module & gauche A — End(B), k-linéaire (resp. d’une structure
k-linéaire de A-module & droite). Le produit tensoriel 2.9: Vect(k) xC — C
induit un produit tensoriel k-bilinéaire exact en chaque variable

(5.10.1) ® : (A)eon X B — (B — A).

5.11 Proposition. Avec les notations 5.10, le foncteur (5.10.1) fait de la
catégorie but le produit tensoriel sur k des catégories sources.

Preuve. Le foncteur (5.10.1) induit pour toute catégorie k-linéaire C un
foncteur

(5.11.1) Hom, , (B — A),C) — Hom, , 4((A)con x B,C).

Montrons qu’on en obtient un quasi-inverse en attachant 47 : (A)coh X B— C
le foncteur de (B — A) dans C:

5.11.2 B — T(Ay, B A.
( ) (Ad )AgA

Noter que T'(A4, B) a une structure de A-module & droite venant de celle
de B et une de A-module a gauche venant de celle de A4. Le produit
tensoriel est le conoyau dans C de

T(A2,B)@ (A® A)® A==T(As, B) ® A.

Pour un objet 4 X 4 muni d’une structure de A, A-bimodule, on a aussi plus
simplement

(5113) aXa A®AA:COkeI‘(AXA®A:?AXA).
®
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Comme en 5.2, la catégorie Hom, ; ;({A)con X B,C) est équivalente, par
T +— T(A,B), 4 Hom,; 4(B,(A —C)). L’équivalence inverse est

U +—— (le foncteur (M, B) — M @ U(B).
A

Composant cette équivalence avec (5.11.1) et (5.11.2), on obtient les fonc-
teurs

Homeéd(B—A,C)‘.:—@" Homgéd(B,A"C)
®

suivants.

@: T(Ba) — T(Aq (%) B);

®@: AT(B) — AT(BA) A%A A.

Dans @, T(Ag ® B) est muni de la structure de A-module & gauche due
k

a celle de A;. Dans (@), 4T(B4) est muni d’une structure droite (due &

Ba) et gauche (due & 47T) et le produit tensoriel est encore le conoyau

AT(Ba)® A== 4T (Ba).
Le composé (2)o est

T(Ba) — T(44® B) © A.

Par exactitude & droite de T, le second membre est encore T((A%BA) ®
AQA
A) et
(A4 (% By) A%A A= B, (% A = By, de sorte que @ o @est isomorphe a
I’identité.
Le composé Qo @est

T(B T(As®B = (Ag®@AT(B A= T(B) = oAT(B).
AT(B) — AT(As2B) © A= (As@aT(B)) © A= AQAT(B) = AT(B)

Il est également isomorphe a I'identité et ceci prouve 5.11.

5.12. Soit A une catégorie abélienne k-linéaire satisfaisant a la condition
de finitude (2.12.1): objets de longueur finie et Hom de dimension finie.

Pour X dans A, soit (X) la sous-catégorie pleine de A d’objets les sous-
quotients des X" (n > 0). Elle est abélienne. D’apres 2.14, 2.17, la
catégorie (X) est équivalente a la catégorie des modules sur une k-algébre
de rang fini.
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La catégorie A est réunion croissante de ses sous-catégorie pleines (X)
et de 5.3, 5.4, 5.5, 5.7 on déduit par passage & la limite (5.1) les énoncés
(1) et (iii) & (vi) ci-dessous.

5.13 Proposition. Soit (A;)iesr une famille finie de catégories abéliennes
k-linéaires vérifiant (2.12.1).

(1) Le produit tensoriel sur k des A; existe.

(i) Il vérifie encore (2.12.1).

(iii) Le produit tensoriel @ : ML A; — A est ezact en chaque varable.

(iv) 11 fait de la duale de A le produit tensoriel des duales des A; .

(v) On a ®Hom(X,,Y;) -~ Hom(®X; ,®Y;) .

(vi) Si k est parfait — par exemple de caractéristique 0 — un foncteur mul-
tilinéaire exact en chaque variable: L A; — C définit un foncteur ezact de

A dans C.

L’assertion (ii) sera déduite de 5.14 ci-dessous.

Soient (Al);er et (A;)er deux familles finies de catégories abéliennes
k-linéaire vérifiant (2.12.1) et T, : A — A, k-linéaire et exact & droite.
Soient A’ ;= @A}, A := ®A; et T := &T, le foncteur k-linéaire exact a
droite de A’ dans A avec

T(®X,) = ®Ti(X,).

5.14 Proposition. Avec les hypothéses et notations précédentes,

(1) st les T; sont exacts (resp. exactes et fidéles, resp. une équivalence de A
avec une sous-catégorie pleine stable par sous-quotient de A;), le foncteur
T a la méme propriéié.

(i) Soient A}, A7 C A, des sous-catégories abéliennes pleines stables par
sous-quotients. L’intersection essentielle, dans A == @A;, de @A} et ® A/
est le produit tensoriel des intersections essentielles A, N AL .

Preuve. (i) Par passage & la limite, on se raméne encore & supposer

Al = (AD)con,Ai = (Ai)coh , avec les A! et A; de dimension finie sur k.

Le foncteur exact & droite T; est de la forme £ — FE ® M; (5.2), ol M;
AI

est un A}, A;-bimodule de type fini sur 4;. Soient A = ®4,, A = A/
et M = Q@M;. Ona A = (A)con, A = (A)on et T est QM . Pour que
AI

T; soit exact (resp. exact et fidele), il faut et suffit que M; soit plat (resp.
fidélement plat). Parce que A, est de dimension finie sur k, cette condition
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équivaut a4 M; facteur direct d’'un A}-module libre {resp. et tel que A}
soit facteur direct d’une puissance MF). Ces conditions sont stables par
produit tensoriel sur k& .

Si A} est une sous-catégorie pleine stable par sous-quotient, il existe un

idéal bilatére a; de A; tel que A] soit la catégorie des A;~modules annulés
par a; (2.18): on peut faire A = A;/a} et M; = A;/a;. On a encore
stabilité par produit tensoriel sur k.
(ii) Si A} C A; = (Ai)con (resp. A C A;) est la sous-catégorie des A;—
modules annulés par a; (resp. a}), leur intersection essentielle (d’objets les
objets de A; isomorphes 4 un objet de A} et & un objet de A!') est la sous-
catégorie des A;—modules annulés par a; + a!. On conclut en observant
qu’un A-module annulé par les af et les af est annulé par les a} +af .

5.15 Preuve de 5.13(ii). Ecrivons .A; comme limite inductive des sous-
catégories (X;). D’apres 5.14(i), ®(X;) — A et est une sous-catégorie
pleine stable par sous-quotients. De (2.12.1) pour les ®{X;) résulte donc
(2.12.1) pour leur limite inductive A .

5.16. Soient (7;);ier une famille finie de catégorie tensorielles sur k vérifiant
(2.12.1) et T leur produit tensoriel sur k£ (5.13(i)). Le produit tensoriel
® : T; x T; — 7; se factorise par un foncteur exact a droite T; : 7,7; — 7; .
Le produit tensoriel des T; est un foncteur exact a droite

(5.16.1) T:TT=QRL)®®T)=(T,9T;) — T, =T .

Le composant avec ® : 7 x 7 — 7 ® T, on définit le produit tensoriel
de T. C’est un foncteur exact a droite en chaque variable, muni d’un
isomorphisme fonctoriel

(5.16.2) (®X:) ® (®Y:) — &(X: 9Y;).

Cet isomorphisme le caractérise: si ®' est un foncteur exact & droite
7 x T — T, muni d’un isomorphisme (5.16.2) de foncteurs I7; x 117; —
T, il existe un unique isomorphisme ® — ®’ compatible aux isomor-
phismes (5.16.2) pour ® et ® . On munit ® : 7 x 7 — 7 des con-
traintes d’associativité et de commutativité qui rendent commutatifs les
diagrammes

(®X:) ® (8Y;) —— (V) ® (®X;)
5.16.2” 516 2”

®(Xi®Y:)) ——= oY;®X,)
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(®X:) ® (8Y:)) ® (8Z:) —— (®X:) ® ((9Y:) ® (92:))

5.16.2 itéré

5.16.2 itéré

AX:iY)®Z) —— X:ie(Yi®Z))

5.17 Proposition. Sous les hypothéses de 5.16, plus celle que k est parfait,
le produtt tensoriel T des T; est une catégorie tensorielle sur k .

Preuve. La vérification de (2.1.1) est laissée au lecteur; (2.1.3) est inclus
dans la définition d’une catégorie produit tensoriel. L’unité de 7 est le
produit tensoriel des unités des 7; et (2.1.4) résulte de 5.13(v). Prouvons
(2.1.2).

D’apreés 5.13(vi) les foncteurs T; : 7; ® 7; — 7; sont exacts. Par 5.14(i)
leur produit tensoriel T : T @ T — T est exact. Par 5.13(iii), le produit
tensoriel de T est exact en chaque variable.

D’aprés 5.13(iv), la construction de la catégorie abélienne 7 est auto-
duale. Son produit tensoriel @ étant exact, sa caractérisation (5.16.2) est
également autoduale. Celle de ses contraintes d’associativité et de commu-
tativité aussi.

D’aprés 5.13(iii)(iv), la construction du produit tensoriel 7 des 7; est
autoduale. Les antiéquivalences X — XV des 7; induisent donc une
antiéquivalence de 7 dans 7 , encore notée X + XV | munie d’un iso-
morphisme fonctoriel

(5.17.1) RXY = (®X;)Y
qui le caractérise (de la méme fagon que (5.16.2) caractérise ® : 7 x 7 —
7). Si X = ®X;, les morphismes ev et § pour les X; ont des produits
tensorielsev: X @ XV — 1,6 :1— XV ® X qui font de XV un dual de X
(2.2).

Définissons un isomorphisme entre les foncteurs multilinéaires

Hom(X ®Y,Z) et Hom(Y,X" ®Z),
de T°PP x TPP x T dans Vect(k) . Ces foncteurs, exacts a gauche en chaque

variable, se factorisent uniquement par des foncteurs exacts a4 gauche de

TPPQTPPQT dans Vect(k) (5.13)(iv). Par 5.13(iv) encore, et la définition
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du produit tensoriel, il revient au méme de se donner un isomorphisme entre
les foncteurs multilinéaires de I1 7,°P x I ,°°P x I 7; dans Vect(k):

Hom(®X; ® ® Y;,®Z;) et Hom(®Y;, (®X;)¥ ® ® Z;).

Par (5.16.2), (5.17.1) et (5.13(v)), ces foncteurs s’identifient respectivement
au produit tensoriel des foncteurs

Hom(X; ®Y;,Z;) et Hom(Y;, X ®Z:).

isomorphes par I’adjonction entre s, et s , (2.2).

Le foncteur s, admet donc un adjoint a droite Hom(X, ),asavoirs,,
(muni de morphismes d’adjonction convenables). Par 2.3, pour conclure, il
suffit de montrer que le morphisme (2.2.1):

(5.17.2) Hom(X,1)® Y — Hom(X,Y)

est un isomorphisme. Ces foncteurs: 7°PP x 7 — T sont exacts a gauche en
chaque variable. Par 5.13(iv), ils définissent des foncteurs exacts & gauche
TP @ T — T et pour vérifier que (5.17.2) est un isomorphisme, il suffit
de vérifier que le morphisme entre foncteurs I 7°"? x II7; — 7 qui s’en
déduit est un isomorphisme. En particulier, il suffit de vérifier que (5.17.2)
est un isomorphisme pour X de la forme ® X; . On a vu qu’un tel X admet
un dual et on conclut par 2.3.

5.18. Pour prouver 1.12 sans hypothése sur k, il nous faudra savoir que
la conclusion de 5.17 est encore vraie, sans hypothése sur k, si les 7; sont
tannakiennes (2.8) sur k. Nous le prouverons en 6.9, 6.16-6.20, en nous
aidant de 5.21, qui le prouve dans un cas particulier.

Soient (S;)ier une famille finie de k-schémas non vides sur lesquels agis-
sent des
groupotides affines transitifs G; . Soient S le produit de S; et G celui des G; ;
G est un groupoide transitif agissant sur S. Le produit tensoriel externe
® pr;V; est un foncteur

(5.18.1) ® : II Rep(S; : G;) — Rep(S,G).

Nous prouverons en 6.21 que ce foncteur fait de Rep(S : G) le produit
tensoriel des Rep(S; : G;). Dans le language des gerbes: si les G; sont une
famille finies de gerbes a lien affine sur &, le produit tensoriel

Il : Rep(G); — Rep(I1G,)
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fait de Rep(I1 G;) le produit tensoriel des Rep(G;). On a en effet Gs.¢ —
11Gs,.q, et le produit tensoriel (5.18.1) s’identifie au produit tensoriel de
représentations de gerbes.

5.19. Soient B une k-algebre et L := gpLp un k-cogébroide agissant sur
B . On suppose que, en tant que B-module & gauche, L est projectif de
type fini. Soit L’ son B-dual comme B-module & gauche. C’est encore
un B, B-bimodule avec {(¢,bA) = (€b,A} et (£,Ab) = (£,\)b. Pour V un
k-espace vectoriel et W un B-module a droite,

Hom,(V,W ® L) — Hompg(V ® L', W)
B k

par f — (v® A — (X, f(v))). Pour V un B-module & droite, cet isomor-
phisme induit un isomorphisme

Hompg(V, W 9 L) ~= Homp(V ® L'\W).

La comultiplication ¢ : L — L ® L, vue comme morphisme de foncteurs en
B
V:V®L—-V®L® L donne par adjonction un morphisme de foncteurs
B B B
enV:VQL ®L —V®L', défini par une multiplication L’ ® L' — L',
B B B B

faisant de L’ une k-algébre munie de B — L', et une coaction de L sur un
B-module V s’identifie & une structure de L’-module sur V' qui prolonge sa
structure de B-module.

Soient (B;);cr une famille finie de k-algebres, L, un k-cogebroide agissant
sur B;, B le produit tensoriel sur k£ des B, et L celui des L;; L est un

cogebroide agissant sur B. Le produit tensoriel sur £ est un foncteur
(généralisant (5.18.1))

® : II(B; — modules de présentation finie & coaction de L;)
(5.19.1)

— (B — modules de présentation finie & coaction de L).

Lemme 5.20. 5t B et les B; sont cohérents, et que chaque L; est projectif
de type fini en tant que B;-module & gauche, alors le foncteur (5.10.1) fait
de la catégorie but le produit tensoriel des catégories sources.

Preuve. La cohérence de B; implique celle de L. (notation de 5.10). On
laisse au lecteur le soin de vérifier que ’équivalence 5.10

(B; — module cohérent & coaction) — (L} ~ module cohérent)
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est compatible au produit tensoriel sur k. Il ne reste alors qu’a appliquer
5.3.

Lemme 5.21. Avec les hypothéses et notations de 5.18, s1 S; est le spectre
d’une extension finie de k, le foncteur (5.18.1) fait de la catégorie but le
produit tensoriel des catégories sources.

Preuve. Soit L; 'algébre affine de G;. Le cogebroide L, est réunion
croissante de sous-cogébroides L de type fini en tant que k; @ k;—modules
(3.8), donc de dimension finie sur k; . Par passage & la limite (5.1), 5.21
résulte de 5.20 pour les k; et les LY.

6. Le théoréme principal

6.1. Soient k un corps commutatif et A une catégorie abélienne k-linéaire
vérifiant (2.12.1): objets de longueur finie et Hom de dimension finie sur
k. Pour X dans A, on notera (X) la sous-catégorie abélienne pleine de A
d’objets les sous-quotients des X™ .

Soient B une k-algébre et w un foncteur k-linéaire exact et fidéle de A
dans la catégorie ( B-mod),; des B-modules a droite projectifs de type fini.

Pour X dans A, la catégorie (X) admet un générateur projectif P (2.14).
Le foncteur Y — Hom(P,Y') est une équivalence de (X) avec la catégorie
(A)con des modules & droite de type fini sur A := End(P). Par cette
équivalence, P corresponds a A;. Posons 4Mp := w(P). Par 5.2, le
foncteur exact & droite w|(X) s’identifie au foncteur £ — FE (%) aMp

de (A)con dans les B-modules. Noter que, w étant k-linéaire, les deux
structures de k-module de 4 Mp coincident.
D’aprés 4.8(ii), L(w | (X)) est le k-cogebroide pMY ® aMp de 4.3. Par
A

hypothése, w | (X) est exact et fidele. Le A-module 4 Mp est donc fidelement
plat sur A. D’aprés 4.4 et 4.5, w induit une équivalence de {X) avec la
catégorie des B-modules a droite de type fini munis d’une coaction de
L(w (X))

La catégorie Ind(X) des Ind-objets (cf. 7.5) de (X) s’identifie a celle
de tous les A~-modules & droite. L’extension de L(w | (X)) aux Ind-objets:
w(“lim”X;) = lim indw(X;), est encore E - E (%) aMp . Par 44, cette

extension est une équivalence de Ind(X) avec la catégorie des B-modules a
droite munis d’une coaction de L(w | (X)) . Ceci, et les propriétés supposées
de w, montre que tout B-module a droite de type fini, muni d’une coaction
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de L{w ] (X)), est projectif de type fini, et que tout B-module a droite &
coaction est limite inductive de B-modules a droite projectifs de type fini
a coaction, en particulier est plat.

L’exactitude de w assure que 4 Mp est A-plat. De plus, pour tout A-
module & droite N , le B-module & droite N % AMp est plat. La formule

Lw|(X)) = pM4 §’ aMp

montre alors que L{w | {X)) est plat pour ses deux structures de B-modules.
Si Y est dans (X), i.e. (Y) C (X), et que a est I'idéal bilatére de A tel
que (Y} corresponde aux A-modules annulés par a (2.18), on a

Lwl|(Y)) = (4/a® s Mp)" © (A/a® 4Mp)
A Ala A
=(A/a <§J aMgp)Y © aMp,

et (A/a® aMp)" est le noyau de I’épimorphisme g M} — (a ® 4 Mp)",
A A

d’oti une suite exacte

o= Lw|(Y)) — L(w (X)) — (a @ 4M5)’ ® 4aMp — 0.

Le morphisme 4.10(ii) de L{w |[{Y)) dans L(w |{X)) est donc injectif, de
conoyau plat a droite et & gauche sur B .

Un B-module de type fini, & coaction de L{w | (X)), correspond & un
objet de (Y') si la coaction

N — N ® L] (X))

se factorise par N @ L(w |(Y)).
La catégorie A est réunion filtrante des sous-catégories (X) et L(w) est
limite inductive des L{w | (X)) (4.10 (iil)). Passant & la limite, on obtient:

6.2 Proposition. Avec les hypothéses et notations de 6.1, le foncteur w
induit une équivalence de A avec la catégorie des modules & droite type fina
sur B munis d’une coaction de L(w).

6.3. Soit B un anneau commutatif. Nous allons utiliser la construction
L(wi,wy) de 4.7 pour By = By = k = B. Plus tard, nous aurons a
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considérer un corps commutatif k, deux k-algebres commutatives By , By
et nous aurons & prendre pour B I’anneau commutatif B; ® B> .
k

Soient A; (i = 1,2,3) trois catégories et, pour i = 1,2,3, w! et w}
deux foncteurs de A; dans (B-mod),s; (6.1). Supposons donné un foncteur
® : A1 x Ay — A3 et, pour j = 1,2, un 1isomorphisme de foncteurs

w]l(Xl) %wf(Xg) = w?(Xl Q@ Xz) .

Nous avons défini en 4.7 des B-modules Lp(w},w}) et 4.10(ii)(iv) fournit
un produit B-bilinéaire

(6.3.1) LB(w},w%) %) LB(wf,w%) — LB(wf’,wg) .

Quels que soient X; et X2 dans A; et Az, le morphisme (4.7.3)

w3 (X1 ® X3) — wi(X1 ® Xa) ® Lp(w$,w3)

se déduit des morphismes analogues pour les w}(X;) et w}(X;) par (6.3.1).
Soient A une catégorie & produit tensoriel vérifiant (2.1.1) et w; et wo

deux ®-foncteurs de A dans les B-modules projectifs de type fini. Faisons

Ai=Aet wj- =wj (i =1,2,3). Le produit (6.3.1) devient un produit

(6.3.2) LB(wl,wg)gLB(wl,wg) — Lp{wy,ws).

6.4 Proposition. Le produit (6.3.2) est associatif, commutatif et & unité,
i.e. fait de Lp(wy,w2) une B-algébre commutative.

Preuve. On dispose de diagrammes essentiellement commutatifs

XY ) (Y, X
Ax A ZO7E0 4 ® A
le Bw, @ le ®w, @ le
(B-mod) ——— (B-mod) ———= (B-mod)

( = 1,2). Dans O, le carré est rendu commutatif par 'isomorphisme de
foncteurs wj (X)%)wj (V) = w(Y) %wj (X). Dans (9, par I'isomorphisme
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wi(X®Y) = w;(X) ® w;(Y). Par définition d’un ®-foncteur, I’isomor-
phisme de foncteurs composés rendant commutatif le bord du diagramme
est le méme qu’en ©, une fois identifié w(Y ® X) & w(X ® Y) par la
commutativité de ® dans A. Appliquant L( , ) & ce diagramme, on
obtient la commutativité de (6.3.2). L’associativité s’obtient de méme. Si
{1} est la sous-catégorie de .4 réduite a 'objet unité et a sa fleche identique,
on a par définition des ®-foncteur w;(1) — B et Lp(w; |{1},w2]{1}) =
B. L’unité B — Lp(wi,w2) de Lp(wi,ws) est définie par 4.10(ii).

6.5. Pour A une catégorie & produit tensoriel vérifiant (2.1.1) et wq,wo
deux ®-foncteurs de A dans les modules sur un schéma S, nous noterons
Hom® (w1, ws) (resp. Isom® (w1,ws)) le foncteur sur (Sch/S) quia u: T —
S attache ’ensemble des morphismes (resp. isomorphismes) de @-foncteurs
u*w; — u*wy (2.7). Siw; et wy sont a valeurs dans les modules localement
libres de rang fini, ces foncteurs sont représentables par un schéma affine
sur §. D’aprés 2.7, si A vérifie (2.1.1) et (2.1.2), cette condition est vérifiée
et Isom® (w1, ws) — Hom$ (w1, ws).

Comme en 1.11, pour w; a valeurs dans les modules sur S;, on pose
Ho_m,?(wz,wl) = Hom?lxsz(prgwg,pr’{wl). De méme pour Isom. Pour
wi = wg, on écrit End(w) pour Hom(w,w) et Aut(w) pour Isom(w,w).

6.6 Proposition. Sowent A une catégorie & produil tensoriel véryfiant
(2.1.1) et wi,wy deur ®-foncteurs de A dans (B-mod)ysy. Posons S :=
Spec(B). Le schéma Spec Lp(wi,ws) sur S représente le foncteur
Hom® (ws,w1) .

Preuve. Soient T = Spec(C) un schéma affine sur S : v : T — 5.
Par définition (4.7) un morphisme f de B-modules de Lg(w;,w2) dans C
s’identifie & un systeme fonctoriel de morphismes de B-modules

I ICUQ(X) —»wl(X)%)C
La donnée des f, équivaut a celle de morphismes C-linéaires

f;( 2WQ(X)%C——>QJ1(X)(§C,

fonctoriels en X | i.e. & un morphisme f’ de foncteurs de u*wy dans u*w; .
On laisse au lecteur le soin de vérifier que pour que f soit un morphisme
d’algebres, il faut et il suffit que f’ soit un morphisme de ®-foncteurs.

6.7. Soient k un anneau commutatif et B; et By, deux k-algébres com-
mutatives. Solent .4 une catégorie a produit tensoriel vérifiant (2.1.1) et
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w; (j = 1,2) un ®-foncteur de A dans (B)-mod)ps . Par extension des
scalaires, wy (resp. ws) definit un ®-foncteur de A dans (B %Bg—mod)ptf ;

on le note w; ® 1 (resp. 1 ®@wsz). On a

Ly(wi,w2) = Lp,gB, (w1 ® 1,1 Quws).
k

D’aprés 6.6, SpecLy(w;,ws) représente le foncteur Hom}c@ (wg,w1) . D’apres
6.5, ce dernier coincide avec Isom? (wy,ws) si A vérifie (2.1.2).
Pour trois B; et w;, la composition des morphismes

Hom® (w3, w2) X Hom{ (wa, w1) — Hom® (w3, w1)
2

correspond & un morphisme de k-algebres

¢: Ly(wy,ws) — Lg(wi,ws) ]@38) Lip(wz,w3) .

Par définition, le morphisme de Ly(wi,w2) gZ) Li{ws,ws)-modules déduit
2

par extension des scalaires (par ¢) de

w3(X) g’ Li(wy,ws) — wi(X) gZ) Li(wi,w3)
3 1

est le composé des morphismes déduits par extension des scalaires de
w3(X) 1? Lk(wz,w;;) —>w2(X) }? Lk(W2,W3) et
3 2

WQ(X) ? Lk(wl,W2) ~——+w1(X) ? Lk(wl,wQ) .
2 1

Ceci revient a la commutativité

wa(X) —_— wl(X)g Li(wi,w2)

! !

wa(X) g@ Li(wy,wz) —— wl(X)}g@ Lk(wx,wz)I? Li(wg,w3)
2 1 2

et ¢ est done (4.7.4).

6.8 Preuve de 1.12(ii) pour S affine. Soient 7 une catégorie tensorielle
sur k, B une k-algébre, S = Spec(B) et w un foncteur fibre de 7 sur S.
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On fait A=7 ,By = By = B, w1 =wy = w, (2.13)(i) permet d’appliquer
6.2. D’aprés 6.7, Aut® (w) est le spectre de L(w) = Lj(w,w). L’action de
Aut® (w) sur les w(X) est définie par les morphismes

w(X) - w(X) %) L{w,w)

qui définissent L (4.7.3). Par 6.7 encore, la loi de composition du groupoide
Aut®(w) est définie par la comultiplication de L(w) et 6.2 équivaut 2
1.12(ii).

Passons & la preuve de 1.12(i) pour S affine. Un point crucial sera le cas
particulier du lemme suivant obtenu en faisant [ = {1,2} et T, =T, = T .

6.9 Lemme. Soit (7;)icr une famille finie de catégories tannakiennes sur
k. Le produit tensoriel sur k ®7T; des T; , muni du produit tensoriel (5.16),
est une catégorie tensorielle sur k.

Pour k parfait, le résultat a déja été prouvé (5.17). Le cas général sera
traité en 6.16 — 6.20.

Si w; est un foncteur fibre de 7; sur B; # 0, le foncteur exact de II'7; dans
les ® B;-modules: (X;) — %w,- (X;) se factorise par un foncteur k-linéaire

exact a droite de ®7; dans les ® B;-module. Etant exact a droite, c’est un
foncteur fibre (2.10.1). Il résulte donc de 6.9 qu’un produit tensoriel de
catégorie tannakiennes est encore une catégories tannakienne.

6.10. Soit 7 une catégorie tannakienne sur k. La catégorie abélienne 7
étant noethérienne (2.13(1)), tout Ind-objet de 7 est réunion croissante de
ses sous-objets dans 7 . Si w est un foncteur fibre de 7 sur un k-schéma S,
on étend w en un ®-foncteur encore noté w de Ind 7 dans les modules quasi-
cohérents sur S par w(“lim” Xo) — limw(Xa) . Pour X dans Ind 7, w(X)

est plat sur S en tant que limite inductive de modules localement libres.

6.11 Lemme. Avec les hypothéses et notations de 6.10, si le Ind-obget X
est non nul, w(X) est fidélement plat sur S .

Preuve. Si X # 0, il existe Y — X avec Y dans 7 et non nul. D’apreés
2.10.1, w(Y) est localement libre partout de rang non nul, donc fidélement
plat sur S. On a w(Y) — w(X) avec un quotient w(X/Y) plat. La fidéle
platitude de w(X) en résulte.
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6.12. Soient C une petite catégorie, 7 une catégorie tensorielle sur & et
T1,T deux foncteurs de C dans 7 . A l'imitation de 4.7, on se propose de
définir un Ind-objet A7 (T, T3) de T, muni, pour tout X dans C, de

(6.12.1) TU(X)¥ ® T(X) — A7 (T}, T3)
tel que pour tout f: X — Y dans C le diagramme

Ti(X)Y @ To(Y) —— Ta(X)" ®@ T2(X)

(6.12.2) l l

YV OT(Y) —— Ar(Th,T»)

soit commutatif, et universel pour ces propriétés. Pour C finie, A est sim-
plement un quotient convenable de la somme des T7(X)Y @ T5(X) (X dans
C), et est dans 7 . Dans le cas général, on écrit C comme limite inductive
filtrante de ses sous-catégories finies C, , et on pose

Ar(Ty, T2) = “lim” A7 (Ty | Ca, T2 | Ca).

Soient 7; et 73 deux catégories tensorielles sur k telles que le produit
tensoriel sur k 7 := 77 ® T, existe et soit une catégorie tensorielle sur k.
Soit inj; l'injection de 7; dans 7 :inj; : X — X ®1,injz : X — 1® X .
Pour T; un foncteur de C dans 7, , on pose

Ak(Tl, Tz) = A’]‘(il’ljl Tl, inj2 Tz) .
Soient B; et By des k-algebres commutatives et w; un foncteur fibre de
T7; sur Bj. Le foncteur (X,Y) — wi(X) (% w2(Y') est un foncteur exact en

chaque variable de 7; x 75 dans les B; ® By-modules. Par définition du
k

produit tensoriel 7; ® 75, il se factorise uniquement par un foncteur exact
a droite
w: T @ Ty — (B1 ® B» — modules) .
k

Ce foncteur est un ®-foncteur. Etant exact & droite, il est un foncteur fibre
(2.10.1). On a

(6123) WAk(Tl,TQ) = Lk(wlTl,ngg) .

Faisons C = 73 = 7o = T et prenons pour T; le foncteur identique de
7 dans 7. Obtient un ind-objet A := Ax(Idr,Idr) de 7 ® 7. D’aprés
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6.12.3, quels que soient les foncteurs fibres w; et wy de 7 sur By et By, on
a

(6.12.4) wA = Li(wi,w2).

6.13 Lemme. A := Ag(Id7,Id7) est non nul

Preuve. Soit T le foncteur exact a droite de 7 ® 7 dans 7 tel que
T(X®Y)=X®Y.Ona
k

TA = Ar(ld7,1d7).
Les morphismes d’évaluation
XVeoX —1
rendent commutatifs les diagrammes

XVeY XVeoX

! !

Yy — 1

pour f:Y — X et définissent ¢ : A7(Id7,Id7) — 1. Pour X =1, (6.12.1)
est un morphisme de 1 = 1Y ® 1 dans Ar(Id7,Idr). Le composé

1=1Y®1 — Ar(ld7,Idy) — 1
est 'identité. On a donc Az (Idr,Id7) # 0. A fortiori, A # 0.

6.14 Preuve de 1.12(i) pour S affine. Posons S = Spec(B). Avec les
notations de 6.7, il s’agit de montrer que si  un foncteur fibre de 7 sur
S, Lg(n,n) est fidélement plat sur B (% B . Par 6.12.4 pour wy = wy 1= 7,

c’est une conséquence de 6.11 et 6.13.

La méme preuve donne, directement plutot que via la réduction 1.13, que
pour wy et wy des foncteurs fibres sur Sy et S, Isom, (wy,w3) est fidélement
plat sur S; x S5

6.15 Preuve de 1.12(iii) pour S affine. Soit G un groupoide agissant
transitivement sur S # @ et affine sur S x S. Soit w le foncteur fibre
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“oubli de P'action de G” de Rep{S : G) sur S. Il s’agit de prouver que
G - Auti(w). Les deux membres étant des groupoides transitifs, il suffit
de le prouver aprés passage & une fibre. Pour Sy — S, S5; # 8, G, le
groupoide induit et w; le foncteur fibre oubli de Rep(S; : G;) sur S1, on
a Rep(S : G) = Rep(S1 : G1) (3.5.1) et le groupoide induit par Auty(w)
sur Sy est donc Auty(w;). Prenant pour S; un point de S, ceci raméne a
supposer que S; est le spectre d’un corps. Il ne reste qu’a appliquer 4.13.
Compte tenu de 1.13(b), ceci termine la preuve de 1.12.

6.16 Preuve de 6.9. Soit 7 une catégorie tensorielle sur k. Pour X dans
T, la catégorie tensorielle {X)g engendrée par X est la sous-catégorie
pleine de T d’objets les sous-quotients des sommes de X®" @ XV®™ . On
dit que 7 est de ®-génération finie 8l existe X dans T tel que 7 = (X)g .
Il est clair que T est réunion filtrante de ses sous-catégories (X)g et, par
passage 4 la limite inductive (5.1), il suffit de prouver 6.9 lorsque les 7;
sont de ®-génération finie. L’assertion résulte de 5.21 et du lemme suivant

6.17 Lemme. S: 7T est une catégorie tannakienne sur k de ®-génération
finte, il eziste un foncteur fibre w de T sur S speclre d’une extension finte
de k tel que Aut, (w) soit fidélement plat sur Sx S (d’od, par 1.12(i1) prouvé
en 6.8, T — Rep(S : Aut;(w)))

Soient 7 comme en 6.17 et w un foncteur fibre sur S = Spec(B) # 0.

6.18 Lemme. Le groupoide G := Auti(w) agissant sur S est une limite
projective de groupoides G, (n > 0) affines et de présentation finie sur
S x S, avec Gy, sous-schéma fermé de G, pour m > n.

Preuve. Pour V un faisceau localement libre de rang fini sur S, soit
End, (V) (resp. Aut,(V)) le foncteur quia T sur SXS : (p1,p2) : T'— SxS
attache I’ensemble des morphismes (resp. isomorphismes) p5V — piV . Le
foncteur est représentable par un schéma affine sur S x S encore noté
End; (V) (resp. Auty(V)). Si V est libre, le choix d’une base ey, ..., e, de
V identifie Aut, (V) au fibré trivial sur S x S de fibre GL,, . La composition
des isomorphismes fait de Aut, (V) un groupoide agissant sur S. Pour V
libre muni d’une base, c’est le produit du groupoide S x S agissant sur S
et du groupe GL, .

Pour Y dans 7, soit Aut(w | (Y)) le foncteur qui & T sur Sx S : (p1,p2) :
T — S attaché I’ensemble des isomorphismes de foncteurs p}(w | (Y)) =
p3(w [(Y}). L’application de Aut,(w|(Y))(T) dans Aut,(w(Y))(T) est in-
jective. Son image est I’ensemble des isomorphismes g : piw(Y) — piw(Y)
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tels que pour tout Z C Y",E’ég c plw(Y™) = plw(Y) = phw(Y™) =
p5w(Y)" respecte les sous-modules pfw(Z). En effet, pour tout sous-
quotient @ = Z1/Z3 de Y™, un tel g induit un isomorphisme g, entre
les pfw(Q) = pfw(Z,)/piw(Z,), et un argument de graphe montre que ces
g, commutent aux w(f), pour f un morphisme entre sous-quotients de
Y” . Cette description montre que pfw(Q) = pfw(Z1)/pfw(Zs). Pour @’
un sous-quotient Z;/Z5 de Y™, et f: Q — @', le graphe I'(f) C @ x Q'

de f & une 1mage inverse f‘(f) C cy™t™ respectée par "émg. On a donc
w(fgg = gq,w(f) et g se prolonge en le morphisme de foncteurs (g, ).
Cette description montre que Aut,(w|(Y)) est représenté par un sous-
schéma fermé — encore noté Aut(w | (Y)) de Aut,(w(Y)).

Si P est un générateur projectif de (Y}, Auty(w | {Y))(T) s’identifie en-
core a I'ensemble des isomorphismes g : pjw(P) — piw(P) qui commutent
a l’action de End(P). Ceci montre que Autg(w|(Y)) est le sous-schéma
de Aut,(w(P)) défini par un nombre fini d’équations. C’est aussi le sous-
schéma de Aut,(w(Y)) défini par un nombre fini d’équations: si P est le
sous-quotient Z;/Z, de Y™ il s’agit de respecter les w(Z;) C w(Y)", la
structure de End P-module de w(P) = w(Z;)/w(Z;) et w(f) pour f un
épimorphisme P™ — Y .

Soit X un @-générateur de 7. Quitte & remplager X par X® 14 XV, on
peut supposer, et on suppose, que 1 et XV sont dans (X). Les T(X,n) :=
(X ®") forment alors une suite croissante de sous-catégories de 7 de réunion
T . Soit G, le foncteur qui & {(p1,p2) : T — S x S attaché I’ensemble
des isomorphismes g de pjw |7 (X, n) avec pjw | 7(X, n) qui respectent les
isomorphismes w(Y ® Z) — w(Y) ® w(Z) pour Y dans 7(X,i) et Z dans
T(X,j) avec i +j < n. 1l suffit pour cela que g commute aux images
inverses par les p; des isomorphismes

m ~ m

w(®X) — @w(X)
pour m < n. On en déduit que G, est représenté par un sous-schéma
fermé de Aut,(w(X)) défini par un nombre fini d’équations.

Le groupoide G s’identifie & I'intersection des sous-groupoides G, de
Aut, (w(X)) et 6.18 en résulte.

6.19 Proposition. Sous les hypothéses de 6.18, avec B un corps, G est
fidélement plat de présentation finie sur S x S.

Preuve. Avec les notations de 6.18, soient G® (resp. G&') la restriction
de G (resp. G,) a la diagonale S < S x S de S x §. C’est un schéma en
groupe sur S. Puisque S est noethérien, G® = G pour n > ny.



CATEGORIES TANNAKIENNES 163

Ecrivons B comme limite inductive filtrante de k-sous-algebres de type
fini B, et soit S, := Spec(By) . Fixons n. Puisque G, est de présentation
finie sur S x S, des arguments standard montrent que pour « assez grand,
G,, provient d’un groupoide de présentation finie G, o agissant sur S, .
Puisque B, C B, S, est intéegre. Remplacant S, par un ouvert affine
dense, on peut supposer que les deux projections p; : Gp o — S, sont
plates et que la restriction Gﬁa de Gp o a la diagonale Sq — So X Sa
est plate sur S, . Sous ces hypothéses, le quotient au sens des faisceaux
fopf Sa/Gn,o est représentable par un espace algébrique Q,: on dis-
pose d’un morphisme fidélement plat S, — Q4 , égalisant la double fleche
Grn.o =3 Sa, et le morphisme G, o — So X S, est fidélement plat (3.11).

@

Un espace algébrique admet toujours un ouvert non vide qui est un schéma
affine. Remplagant S, par I'image inverse d’un tel ouvert, on obtient une
situation ol Qo = So/Gr o est un schéma affine. On a le diagramme

G «© G Gr.a

S i

S — Sa — Qa -

Pour f 'image inverse sur S d’un élément de I'(Q4,0), les deux images
inverses de f sur G coincident. D’apres (2.1.4),on a f € ket Q, = Spec(k).
On conclut que G, o est fidélement plat sur S, x Sy, donc G,, fidélement
plat sur S x S.

Pour m > n > np, le morphisme de groupoides agissant transitivement
sur S : G, — Gp induit un isomorphisme G5 — G2 . C’est donc un iso-
morphisme (3.5.2) et G = G,, pour n > ng, en particulier G est fidélement
plat de présentation finie sur S x §.

6.20 Corollaire. Si T admet un ®-générateur et admet un foncteur fibre
w sur S = Spec(B) # 0, alors T admet un foncteur fibre sur une extension
finte convenable k' de k .

Preuve. Soit s € S, de corps résiduel K . Par extension des scalaires, w
fournit un foncteur fibre sur K. On peut donc supposer, et on suppose,
que B est un corps. Ecrivons B comme limite inductive de sous-algébres
B, de type fini sur k. D’aprés 6.19, le groupoide G agissant sur S des
automorphismes de w est de présentation finie. Il provient d’un groupoide
de présentation finie G4 sur un S, . Puisque G est fidélement plat sur
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S x &, pour B assez grand, le groupoide G agissant sur Sg induit par G,
est fidélement plat sur S X Sg(EGA). Le changement de base de Sp a S
est alors une équivalence: Rep(Ss : Gg) — Rep(S : G) (3.5.1). On déduit
done de w un foncteur fibre wy sur Sz . La fibre de wg en un point fermé
de Sp est le foncteur fibre voulu.

Le lemme 6.17 résulte de 6.19 et 6.20. Par 6.16, ceci termine la preuve
de 6.9, et celle du théoréme principal 1.12.

6.21 Preuve de 5.18. Soient S;, G;, S et G comme en 5.18. Soit G;g le
groupoide agissant sur S induit par ;. On a

Rep(S; : G;) — Rep(S : Gis)

et G est le produit (sur S x S) des G;g . 1l s’agit donc de prouver que le
produit tensorie] sur S':

(6.21.1) I Rep(S : Gis) — Rep(S : G)

fait de la catégorie but le produit tensoriel des catégories sources.
Changeons de notations et soient G; des k-groupoides agissant tran-
sitivement sur S, de produit G. Soit 7 le produit tensoriel des 7; :=
Rep(S; : G;). Le produit tensoriel sur S des foncteurs fibres w; “ou-
bli de ’action de G;” est un foncteur exact en chaque variable 17, —
(modules sur S). Il se factorise par un foncteur fibre w de 7 sur S. On
a (1.12(11)) 7 = Rep(S : Autg(w)) et le morphisme défini par transport
de structures G = SgsGi = SESMk(wi) — Aut;(w) donne lieu & un

diagramme essentiellement commutatif

7 —— Rep(S: G)

~N\ /
Rep(S : Autg(w)) .
Il reste a prouver que le morphisme
(6.21.2) G = ] Auty(wi) — Auty(w)
SxS

est un isomorphisme. On dispose de ®-foncteurs inj; = 7; — 7 : X —
produit tensoriel de X avec les 1 € Ob7; (j # ¢). Il définissent des
morphismes Aut,(w) — Aut,(w;), de produit une retraction de (6.21.2).
Cette rétraction est injective, car tout objet de 7 est sous-quotient d’un
®inj;(X;) = ®X;. Le morphisme (6.21.2) est donc un isomorphisme.
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7. Caractérisation interne des catégories tannakiennes
(caractéristique 0)

Notre but dans ce paragraphe est de prouver le théoréme suivant

7.1 Théoréme. Soit T une catégorie tensorielle (1.2, 2.1) sur k de carac-
téristique 0. Les condition suivantes sont équivalentes

(i) T est tannakienne (2.8).
(ii) Pour tout X dans 7 , dim X est un entier > 0.

(iil) Pour tout X dans T , il existe un entier n > 0 tel que AX =0.

Rappelons la dféﬁnition de dim X . Pour tout morphisme f : X — Y soit
5(f): 1 =Y ®X le composé (1xv® f)od:1-XV®X - XVRY =
Y@ XY. Pour X =Y, on pose Tr(f) := evo é(f) € End(1) = &, et
dimX :=Tr(lx)=evoé.

La puissance extérieure AX est I'image de Dantisymétrisation ¢ =
E(—l)‘(")a : %)X — éX. En caractéristique 0, c’est aussi 'image du
projecteur a/n!, et

(7.1.1) dimAX = Tr(e/n!) = Tr(a)/n! .
Montrons que cette dimension est donnée par la formule habituelle

(7.1.2) dimAX = (dif;;x) = (dim X )(dim X —1) -+ (dim X —n+1)/n! .

7.2 Lemme. Soient n un entter > 1, X; (i € Z/(n)) dans T, et des
morphismes

i Xi — Xiy1. Il définissent un endomorphisme @u; du produst tensoriel
des X; . La trace de cel endomorphisme coincide avec celle du composé des
u; .

(7.2.1) Tr(®u;) = Tr(upo---ouy).

Preuve. Pour le composé de deux morphismes X — Y — Z | §(vu) est
le composé

5(0)®5(x) ev
1 S ZeY'eYeX'— 20 XY .
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Itérant, on obtient que §(u, o --- 0 u;) est le composé

6(un)® - @8(u1) ev(Xn)® - ®ev(X2)
1 L X @XY®XA®X Y - ®X20XY X19XY

et la trace de u, - - - u; est le composé

Tr(uy -~ up) = §ev(x,~) o ®6(u;).

n
La trace de ®u; est donnée par la méme formule et 7.2 en résulte.
1

Prouvons (7.1.2). Si ¢ € G, est une permutation cyclique, 7.2 appliqué
a X; =X ,u; =Idx donne

Tr(o, (%)X) = dim(X).
Pour ¢ une permutation ayant k cycles, on en déduit
Tr(o, (%)X) = dim(X)*

et (7.1.1) prouve lexistence d’un polynéme universel P € Q[T tel que

n
dimAX = P(dim X). Prenant pour T la catégorie des espaces vectoriels
sur k, on trouve que pour tout entier d > 0,

P() = (:) .
On a donc P(T) = (:) et (7.1.2) en résulte.

7.3 Lemme. St T vérifie 7.1(ii) et que X dans T est de dimension 0,
alors X = 0.

Preuve. Si X # 0, 'application identique de X est non nulle et § :
1 - X ® XV est non nul, donc injectif (¢f 2.9). On a dim(X ® XV) =
dim X.dim XV = 0 et dimcoker(é6) = dim(X ® XV)—dim1 = —1: contra-
diction.

7.4 Preuve de 7.1: (ii) => (iii). Si dim X est un entier n > 0, (7.1.2)
n n+l
donne dim A X =0, donc par 7.3 A X = 0.



CATEGORIES TANNAKIENNES 167

Preuve de 7.1: (i) = (ii). Si AX = 0, on a dimAX = 0 et (7.1.2)
montre que dim X est un entier entre O et n — 1.

Il est clair que (i) =>> (ii)(iii). il reste & montrer que si 7 vérifie (ii) et
(iii), alors T est tannakienne. La preuve sera donnée en 7.18.

7.5. Dans les n® 7.5 4 7.12, nous allons montrer comment on peut imiter,
dans une catégorie tensorielle quelconque 7, des rudiments d’algébre com-
mutative et de géométrie algébrique. Nous n’exigeons pas que k soit de
caractéristique 0.

Soit Ind 7 la catégorie des Ind-objets de 7 (SGA418.2). Une définition
est: un objet est un systéme inductif filtrant X; , et les fleches sont définies
par

Hom((X:), (1)) = lim lim Hom(X;, ;).
i

Le systéme inductif filtrant (X;)}, vu comme objet deInd 7', est noté “li_}m” X;.
Une définition équivalente: la catégorie des foncteurs 7 — (Ens), limites
inductives filtrantes de foncteurs représentables. Au systéme inductif {X,),
associer la limite inductive des foncteurs hx, . Parce que 7 est une catégorie
abélienne, Ind(7) ’est aussi. Le produit tensoriel dans 7 en définit un dans
Ind 7, encore exact, associatif et commutatif.

Un anneeu (4 unité) A de Ind T est un objet A de Ind 7 muni d’un pro-
duit A® A — A associatif et admettant une “unité” 1 — A (un morphisme
u tels que les composés

u@A .
A 14 —— AQA —— A et

AQu

A A

A®1 AR A

soient I’identité).

On définit de fagon évidente les A-modules a gauche et a droite, le produit
tensoriel sur A, la commutativité de A. Par exemple: un A-module &
gauche M est un objet de Ind 7 muni d’un produit A ® M — M rendant
commutatif le diagramme

AQAQM —— AQM

Je !

AM —— M
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et tel que le composé

u@M

M 1o M

AM — M

soit 'identité. On a M (%) N = coker(M ® AQ N==3M ® N). Pour A

commutatif, la catégorie des A-modules, munie du produit tensoriel sur A,
vérifie 2.1.1. L’objet unité est le A-module A, encore noté 14 .

7.6 Ezemple. (i) L’objet 0 admet une unique structure d’anneau. Tout
module sur cet anneau est nul.

(i) L’objet unité 1, muni du morphisme structural 1 ® 1 — 1 et de
I'identité 1 — 1 est un anneau. Un objet de Ind(7") admet exactement une
structure de module sur cet anneau.

L’anneau 1 (resp. 0) est initial (resp. final) dans la catégorie des anneaux
de Ind(7).

7.7. Soient f: A — B un morphisme d’anneaux commutatifs de Ind(7).

On dit que B est plat (resp. fidélement plat) sur A si le foncteur (A-modules)

— (B-modules) : M — B ® M est exact (resp. exact et fidéle). Le forma-
A

lisme de la descente fidelement plate des modules (SGA 1XIII 1) s’applique
tel quel: si B est fidelement plat sur A, le foncteur M — B ® M est
A

une équivalence de la catégorie des A-modules avec celle de B-modules
N munis d’une donnée de descente (un isomorphisme (B ® B) @ N EASN
A B

N ® (B ® B) vérifiant la condition de cocycle usuelle). La preuve de
B A

SGA 1VIII1 s’applique, ou on peut se ramener au théoréme de Barr-Beck
(4.1) comme en 4.2.

Si A # 0, le morphisme unité 1 — A est non nul, donc un monomor-
phisme (¢f2.9). Le tensorisant avec un Ind-objet M , on obtient un mono-
morphisme M «— A@ M. Si A # 0, on adonc A®Q M # 0. Le pro-
duit tensoriel dans Ind 7 coincide avec le produit tensoriel de modules sur
Panneau 1. Le foncteur M — A (% M = A® M est donc exact et fidele. Si

A # 0, A est donc fidélement plat sur 1.

7.8. Pour disposer d’un langage plus géométrique, on appelle catégorie des
schémas affines en T Popposée de celle des anneaux commutatifs a unité de
Ind(7). On dira aussi: 7-schéma affine. On note Sp(A4) le T-schéma affine
défini par A. Les produits fibrés existent: ils correspondent au produit
tensoriel. Les sommes disjointes finies existent: elles correspondent aux
produits.
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Soit S un 7-schéma affine. Un S-schéma affine est un 7T-schéma affine
X, munide a: X — S. Un S-schéma en groupes affines est un objet en
groupes de la catégorie (7T-schémas affines/S) des 7-schémas affines sur S.

On appelle schéma vide (resp. point noté (P*)) le schéma initial (resp.
final) Sp(0) (resp. Sp(1)). On dit que S = Sp(A) est non videsi A # 0.
Puisque (P?) est final, il n’y a pas lieu de distinguer entre (P*)-schémas
affines et T-schémas affines, ni entre (P*)-schémas en groupes affines et
objets en groupes de la catégorie des 7T-schémas affines, 1.e. algébres de
Hopf commutatives & antipode de Ind(7).

Pour abréger, nous dirons simplement S-groupe pour S-schéma en groupes
affines et 7-groupe pour (P?)-schéma en groupes affines.

On dit que T = Sp(B) est fidélement plat sur S = Sp(A) si B est
fidelement plat sur A. On dit que des S, — S (¢ € I) couvrent S §’il
existe T fidelement plat sur S, une partie finie J de I et un diagramme
commutatif

T-— =118
ieJ
NS
S.

Ceci définit une topologie sur la catégorie des 7-schémas affines. L’adjectif
“localement” référera a cette topologie.

Ezemple. Sile T-schéma S est non vide, il est fidélement plat sur le point.

Comme en théorie des schémas, il est souvent commode de décrire un S-
schéma affine X en terme du foncteur représentable 7/S +— Homgs(T, X)
correspondant. Ce foncteur est un faisceau pour la topologie fidélement
plate. On appelera Homg (7T, X) ’ensemble des T-poinits de X . Comme
d’habitude, se donner une structure de S-groupe sur X revient 4 se donner
une structure fonctorielle de groupe sur ’ensemble de ses T-points, pour
tout T'/S. Cas particulier § = (P?): I’ensemble X (T') des T-points de X
est Hom(T, X) .

St S = Sp(A), un A-module M sera encore appelé un module sur S. Le
produit tensoriel est le produit tensoriel sur A. Il vérifie (2.1.1). On écrit
1s pour 14 (le A-module unité A). Les catégories de modules forment une
catégorie fibrée sur celle des T-schémas affine. Pour Sp(B) au-dessus de
Sp(A), 'image inverse de M sur Sp(A) est B(%)M sur Sp(B) . Le formalisme

de la descente fidélement plate pour les schémas affines s’applique.
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Pour M dans Ind(7), posons ['(M) := Hom(1, M). Pour M un module
sur S = Sp(A), on a

(M) = Hom(1, A) «— Homy (14, M)

et on appelle encore T'(M) les sections globales de M sur S. Prendre garde
que le foncteur T’ peut ne pas étre exact.

7.9 Ezemple: V(M). Soit M un module sur S = Sp(A). La puissance
symétriqgue Sym”, (M) est le plus grand quotient de éM sur lequel le groupe
A

symétrique S, agisse trivialement. L’ algébre symétrigue Sym’ (M) est la
somme des Sym, M (n > 0). Pour toute A-algebre commutative B, on a

Homu_ag(Symjy M, B) -~ Homa(M, B).

Pour tout T' = Sp(B) au-dessus de S, soit My déduit de M par change-
ment de base. Le foncteur T +— Hom(Mry, 17) est représentable, représenté
par V(M) := Sp(Sym}; M): on a

Homp(B ® M, B) — Homs(M, B) < Homu_aig(Symjy M, B) .

Le foncteur T +— Hom(Mrp, 17) est un foncteur en groupes et V(M) est
donc un S-groupe.

7.10 Ezemple: fibrés vectoriels. Si M sur S = Sp(A) admet un dual MY
(2.2 pour M la catégorie des A-modules), tout facteur direct de M en
admet un également et, pour T sur S, (MV)r est encore un dual de Mrp .
En particulier, si M est facteur direct d'un A ® X avec X dans 7T, M
admet un dual.

Si M et N admettent un dual, on dispose (2.4) de

u+— ‘u: Homa (M, N} — Homyu(NY,M"Y).

Pour N = 1,4, on trouve en appliquant 7.9 que le foncteur qui & T" sur
S attache ’ensemble des sections globales sur T de M7 est représentable,
représenté par V(MVY):

P(MT) = HomT(lT,MT) = HOII]T(M¥,1T).

On appellera encore le T-schéma V(MY) le fibré vectoriel M . Pour
S = (P"), et pour M dans 7, on appellera de méme Sp(Sym*(MV)) le
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T-schéma vectoriel M . Cette terminologie est parallele a celle qui identifie
un espace vectoriel V' de dimension finie sur k et le schéma Spec Sym* (V')
ayant méme k-points.

7.11 Ezemple: k-schémas et T-schémas, G, ,Gp. S1T : Ty — T3 est un
®-foncteur entre catégories tensorielles sur k, il s’étend en un ®@-foncteur
encore noté T : Ind7; — Ind 75 . Ce dernier transforme anneaux de Ind 7;
en anneaux de Ind 75, et 71-schémas affines en 7;-schémas affines.

Prenons pour 7; une catégorie tensorielle 7, pour 7; la catégorie des
multiples de 1, identifiée & celle des k-vectoriels de dimension finie (2.9)
et pour T Pinclusion de 73 dans 7 . On trouve qu’un schéma affine sur k
définit un 7-schéma affine. La droite affine sur k définit ainsi le schéma
vectoriel 1, qu’on notera A!; son image inverse sur S = Sp(A) est le fibré
vectoriel 15, qu’on notera AL . On a AL = Sp(Sym?(14)) et Sym?%(1,4) =
61>90A = A[X]. L’ensemble Homg(S, AL) des sections de AL est ['(A). On
n

notera 1 la section unité.
De méme, le k-schéma G,,, définit le T-schéma qui représente le foncteur

S = Sp(A) = T(A)* .

7.12 Ezemple: espace homogéne sous un vecloriel. Soit dans 7 une suite
exacte

0—M-LEZ1—0.

Soit ' : 1 — EV le transposé de v. Le morphisme v définit un morphisme
de T-schémas vectoriels E — A!. Soit P le 7-schéma image inverse du
point 1. C’est le produit fibré

P E

l !

(PY) —— 4!

i.e. le Sp du produit tensoriel Sym*(EV) ® 1. Les fleches sont Sym*(1) =
sym*(1)

6)5 1 — 1: coordonnées l'identité et Sym*(1) — Sym*F
n>0

Le produit tensoriel est la limite inductive des Sym™(EV), avec pour mor-
phismes de transition la multiplication par *v:

V:endegré 1, .

P = Sp(lim Sym™(E")) .
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Supposons k de caractéristique 0. La puissance symétrique Sym"™ X de

X dans 7T est alors le facteur direct de Q%X défini par le projection s/n!,
avec s = ) o (0 € 8,). Si X; C X, le produit tensoriel des filtrations

0 C X; C X est une filtration sur é)X . Parce que le produit tensoriel est
n
exact, le gradué associé est @(X1®X/X,) . Passant au facteur direct définit
par s/n!, on obtient une filtration de Sym™(X), de quotients successifs les
Sym? (X1} @ Sym™P(X/X,).
Dans le cas de la suite exacte

ty

——-)MV—->O’

0 — 1% EY

on obtient une filtration croissante F de Sym™(E"Y) de quotients successifs
les Sym™(MV). On a F, = Sym?(EY) (p< n):

0C1=Sym’(EY) < EY = Sym!(EY) < Sym2(EY) < --- — Sym™(EY).

7.13. Soit P une propriété de modules, stable par changements de bases.
En accord avec 7.8, on dira qu’un module M sur S vérifie P localement

s’ll existe des S, — S couvrant M tel que les M; sur S; déduits de M par
changement de base vérifient P. La propriété P est dite locale si elle est

vraie dés que localement vraie.
Fzemple: la propriété d’admettre un dual est locale.

7.14 Lemme. Supposons k de caractéristique 0 et soit 0 — M — E —
N — 0 une suile exacte dans T . Localement, cetle suite est scindable.

Preuve. Supposons tout d’abord que N = 1. Soit P comme en 7.12.
Parce que k est de caractéristique 0, les calculs 7.12 donnent P # §. Le
7T -schéma P est donc fidelement plat sur le point. Aprés changement de
base a P, il existe par définition une section globale de Fp de projection
sur Np = 1p la section un. Une telle section globale n’est pas autre chose
qu’un scindage de la suite exact 0 — Mp — Ep — 1p — 0 de modules sur
P.

Passons au cas général. Prenons 'image inverse de lextension 0 —
Hom(N, M) — Hom(N, E) ~ Hom(N,N) — 0 par é : 1 — Hom(N, N).
Il revient au méme de scinder (M, E, N) ou cette nouvelle extension; ceci
nous ramene au cas déja traité.
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Si un module M sur S = Sp(A) admet un dual, sa dimension dim4 (M) €
I'(A) est définie comme le composé evod:14 - MY QM — 1,4.

7.15 Lemme. Soit M un module sur S = Sp(A). On suppose que k est
de caractéristique 0, que A £ 0, que M est facteur direct d’un A-module
A® X (X dans T) et que dimg M est un entier d > 0. Alors, M admet

localement une décomposition M =13 ® N .

Preuve. La donnée d’une décomposition M = 15 @ N équivaut a celle de
morphismes 1g — M —— lg avec vu = 1. Soit F le foncteur qui & T
sur § attache ’ensemble des paires v,u : ip = Mp = 1p avecvu = 1.

Nous allons montrer que F' est représentable, représenté par un 7-schéma
affine Sp(B) sur Sp(A), et que B est fidélement plat sur A.

Le foncteur des paires v,u : 17 — Mp — lr est représenté par le fibré
vectoriel M x MY sur S. La composition (u,v) — vu est un morphisme
de foncteur, définissant un morphisme de T-schémas ¢ : M x MY — AL .
Le foncteur F' est représenté par le produit fibré

Sp(B) ——— M x MV

! L

Calculons B. On a A} = SpSym%(14), Sym%(14) = A[T] = %Aet

S X AL est T — 1: A[T] — A ic. Iidentité en chaque degré: BA — A .
0

Ona M x MY = Sp(Sym%(M") ® Symj,(M)) et la composante de degré
un, A, de Sym?(1,) s’envoie dans MY @ M , la fleche est §. Le produit
A

tensoriel B est le plus grand anneau quotient de Sym’% (M) ® Sym’ (M)
A
dans lequel les fleches unité et § : A — MY ® M sont égalisées. Cest

(7.15.1) B = P lim Sym M¥ © Sym*P M ,
p€EZ n

les fleches de transition dans la limite inductive étant la multiplication par
6.

La puissance symétrique Sym’; M est plate sur A: si M est facteur di-
rect de A ® X, c’est un facteur direct du A-module plat 4 ® Sym”X =
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Sym7 (A ® X). La formule (7.15.1) montre donc que, comme A-module,
B est somme de limites inductives filtrantes de modules plats sur A.
Pour conclure, nous allons montrer que le morphisme A — B admet une
rétraction A-linéaire. Il suffit pour cela de construire un systéme de mor-
phismes

T, : Sym MY %) SymiM — A

avec 7, = Id, rendant commutatif les diagrammes

5
Sym’, MV ® Sym M —— Sym}*'MV ® Sym’ ! M
(7.15.2) N
A

Parce qu’on est en caractéristique 0, la puissance symétrique Sym” est
) A

le facteur direct de ® défini par le projecteur s/n! (cf 5.12) et la dualité
A
entre <§)MV et é)M induit une dualité entre Sym3 MY et Sym}; M. On
A A
prend

(7.15.3) T tev/dimy Sym™M

ou dimuy Sym™"M =d(d+1)---(d+n—1)/n! (¢f7.1).

7.16 Lemme. Pour 7, donné par (7.15.3), les diagrammes (7.15.2) com-
mutent.

Preuve. La multiplication par é de (7.15.2) se déduit de 'opération ana-
logue dans &) par symétrisation:
5.
Symi MY ® Symit M —— Sym}*' MY ® Symt' M
[ Is/(n+1)!®s/(n+l)!
+1 +1
BMYOEOM —— oMY@ OM .
A A A A

Onaevo(s/(n+1)!®@s/(n+ 1)) =evo(1®s/(n+1)!). Développons en
0 € Spt1. Le terme relatif & o ne dépend que desi o(n+ 1) = n+1 ou
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non. On obtient

evo (b )= %I(ev,é).ev (termes o o(n+ 1) =n+1)
n

n+1
d+n

= ev,

n+1

~+

ev (autres termes)

d’ou 7.16.

7.16.1 Remarque. Dans la catégorie tensorielle sur k des super espaces
vectoriels de dimension finie (1.4) un espace vectoriel V purement impair
n’admet pas localement 1 pour facteur direct. Le lecteur vérifiera que dans
ce cas le foncteur F de la preuve de 7.15 est le foncteur vide.

7.17 Proposition. Sous les hypothéses (1i)(vi1) de 7.1, tout X dans T est
localement isomorphe 4 19mX

Preuve. Soit d = dim X . Appliquant 7.15 de fagon itérée, on obtient
A # 0 et un isomorphisme de A-modules entre A ® X et un A-module
li @ N . On a pour les A-modules

n )4
Q(U@V)_pﬁnﬁU®§V.

d
Pourn=d+1,0ona /\lji4 = 14 et N est donc facteur direct de
d+1 d+1 d+1
RideM~N(aeX)=40 R x=0.
On a donc N =0, ce qui prouve 7.17.

7.18 Preuve de 7.1 (fin). Appliquant 7.14 et 7.17 transfiniment, on obtient
un anneau commutatif A # 0 de Ind 7 tel que

(7.19.1) Pour tout X dans 7, les A-modules A ® X et A™ X sont iso-
morphes;

(7.19.2) Pour toute suite exacte courte dans 7, la suite exacte courte de
A-modules qui s’en déduit par extension des scalaires est scindable.

Le foncteur X + I'(A ® X) est alors un foncteur fibre sur I'(4) .
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8. Le groupe fondamental d’une catégorie tensorielle

8.1. Dans ce paragraphe, nos résultats essentiels supposent que 7 est une
catégorie tensorielle sur k vérifiant la condition de finitude (2.12.1): objets
de longueur finie et Hom de dimension finie, et que 7 @ 7 est encore une
catégorie tensorielle sur k. Cette derniére condition est vérifiée pour k
parfait (5.17) ou pour 7 tannakienne (6.9). J’ignore si elle est toujours
vérifiée.

L’idée essentielle est qu’on peut paraphraser certains des arguments et
des résultats du paragraphe 6, pour w le foncteur identique de 7 dans 7 .
Dans la catégorie but le réle essentiel est joué par les Hom(X,Y), et le
foncteur identique est a interpréter comme attachant X a4 X, et comme
définissant

Hom(X,Y) — Hom(X,Y)

pour X,Y dans 7. A gauche, Hom(X,Y) est un k-espace vectoriel de
dimension finie, interprété comme un objet de 7 (¢f 2.9 et 7.11).

8.2. Soient k un corps commutatif, 7 une catégorie tensorielle sur &k, A
une k-algébre de rang fini, (A)con la catégorie des A-modules a droite de
type fini et 4 M un objet de 7 muni d’une structure de A-module a gauche.
Il définit un foncteur

wO:(A)Coh——->’T:E'r—>E§)AM.

La catégorie (A)con (%) T est la catégorie (T — A) des objets de 7 munis

d’une structure de A-module a droite (5.11). Le foncteur

w:(T—A)—+T:E—+E(§AM

est exact a droite; il correspond au foncteur

(A)CthT—>T:E,T»—>(E(§AM)®T

de (A)coh X 7 dans T .

Soit MY le dual (au sens de T) de 4M . On le munit de la structure
de A-module a droite transposée de la structure de A-module de 4 M . Le
morphisme d’évaluation: MY ® 4 M — 1 se factorise par evy : MY (%)AM —

1 et le morphisme 6 : 1 —~ 4M ® M) se prolonge de fagon unique en un
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morphisme de A-bimodules 64 : A — s M ® MY = Hom(a M, aM) . Soit
w* le foncteur de 7 dans (7 — A):

w T T My .

On laisse au lecteur le soir de vérifier que, comme en 4.3, evy et 64

définissent des morphismes de foncteurs ww* — Id et Id — w*w faisant

de (w,w*) une paire de foncteurs adjoints. Posons L := MY ® aM . Le
A

foncteur ww* de 7 dans 7 est ®L, et le morphisme de foncteur ww* —
w(w*ww* = (ww*)(ww*) est défini par un coproduit ¢: L — L ® L, coas-
sociatif et de counité ev4 : on dira-que L est une cogebre de 7 .

Une représentation de L est un objet T de 7 munide u : T — T ® L
rendant commutatif

T . TeL

«f 1o

u®l
TQL —— TQ®LR®L
1®eva < 1o . . .
ettel que T - T®L T soit I'identité. La cogebre L de T agit
fonctoriellement sur chaque w(E).
Supposons wq exact et fidéle, et que 7 vérifie (2.12.1). D’apres 5.14(i),
le foncteur

wo®Rld: (A)eoh®T — T QT

est encore exact et fidele. Si 7 ® T est tensorielle, le foncteur k-linéaire
exact Adroite T : T ®T — T tel que T(X ®@Y) = X @Y est exact et
&

fidele (2.10). Le foncteur composé w = T o (wg @ Id) est exact et fidéle et
le théoréme de Barr-Beck (4.1) donne:

8.3 Proposition. Avec les hypothéses et notations de 8.2, s1 T vérifie
(2.12.1), que T @ T est tensorielle et que wo : (A)ecoh — T est ezact el
fidéle, le foncteur w induit une équivalence de (A)eon ® T avec la catégorie
des objets de T munis d’'une action de L .

8.4 (parallele 24.7). Soient C une petite catégorie et wy,wy deux foncteurs
de C dans 7. Nous avons défini en 6.12 un object Ax{w;,wq) de Ind(7).
Si cela ne crée pas de confusion, nous le noterons simplement A(w,w2).
On peut interpréter (6.12.1) comme un morphisme

(8.4.1) AX) twa(X) — wi(X) @ Alwr,w2)
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et (6.12.1) signifie que ce morphisme est fonctoriel en X . La propriété uni-
verselle de A := A(w;,ws) est que pour tout ind-objet U de T, ’application
f — foA(X) de Hom(A,U) dans les systémes de morphismes u(X) :
we(X) — w1{X) ® U fonctoriels en X , est une bijection.

Pour trois foncteurs wy,ws, w3, itérant (8.4.1) on obtient

(./J3(X) — wz(X) ® A(wz,w;;) — wl(X) ® A(wl,WZ) & A(wg,w;;)
fonctoriel en X , d’ou
(842) A(wl,wg) — A(wl,wQ) ® A(LUQ,LU;;) .

Le coproduit (8.4.2) est coassociatif en un sens évident et les morphismes
d’évaluation w;(X)¥ ® w;(X) — 1 définissent comme en 4.7 une counité
¢ Alw;,w;) — 1.

Pour w un foncteur de € dans 7 , posons A(w) := A(w,w). Le coproduit
(8.4.4) de A(w):

(8.4.3) Aw) — A(w) @ A(w)
est coassoclatif et admet une counité.

8.5 Ezemples (paralléle a 4.8). (i) Pour C réduite a un objet et a sa fleche
identique, la donnée de w est celle d’un objet M de T et A(w) =MV QM .

(ii) Soient A wune algébre de dimension finie sur k&, 4M un objet de 7
muni d’une structure de A-module & gauche, C une sous-catégorie pleine
de la catégorie des A-modules a droite de type fini, contenant A, et w la
restriction a C du foncteur £ +— E%AM . Le morphisme w(A)Y @ w(A4) —

A(w): aMY ® M — A(w) se factorise par un isomorphisme
A
AMV & aM L»A(w)
A

Pour C réduite & A, c’est la définition du produit tensoriel sur A. Le cas
général sera traité en 8.7.

8.6 Fonctorialités (paralléle ¢ 4.10). (i) Soient T': T — T’ un ®-foncteur
exact a droite, donc exact d’apres 2.10, entre catégories tensorielles. Notant
encore T son extension aux Ind-objets, on a

(8.6.1) TA(wy,ws) = A(Tw;, Tws).
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(ii) Soit T': D — C. Les morphismes wyTD — w1TD ® A(w1,wz) (D dans
D) définissent

(8.6.2) Awi o T wy 0 T) — Awq,ws2) .

(iii) Si C est limite inductive filtrante de catégorie C; et que T; est le foncteur
naturel de C; dans C, les morphismes (8.6.2) induisent un isomorphisme

(8.6.3) l_iz_)nA(wl oTi,wyoT) — Alwy,ws) .

(iv) Soient (C;)ies une famille finie de catégories, wi de source C; (i € 1, j =
1,2), € le produit des C; et ®w; le foncteur de C dans 7 produit tensoriel

13

des w} (Q‘Z)w;)((C,)) = Q?wj’ (C;). On a

(8.6.4) ® A(wj,ws) —= A(@w], @w)).
1 13 1

8.7 Vérification de 8.5(ii) (paralléle ¢ 4.11). Soit L := MY @ 4M . Par 8.2,
A

L coagit sur les w(E). La propriété universelle de A(w) fournit A(w) — L.
Appliquant 8.6(ii) & la sous-catégorie pleine D de C réduite & A, on obtient
L — A(w) (8.5(ii) pour D) et on vérifie que le composé L — A(w) — L
est Iidentité. Prouvons que L — A(w) est un épimorphisme, i.e. que pour
tout E dans C, I'image de w(F)Y @ w(E) dans A(w) est contenue dans celle
de w(A)Y @ w(A4). Soit u un epimorphisme A" — E, de composantes u; .
Les diagrammes

W(E) ®w(d) —— w(4)" ®w(A)

L !

w(E)Y ®w(E) Aw)

sont commutatifs et on conclut en observant que la somme

®w(E)" ®@w(4) — w(E)’ ®w(E)

est un épimorphisme.
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8.8. Soient 7 une catégorie tensorielle sur k, A; et A; deux catégories
abéliennes k-linéaires vérifiant (2.12.1), w; : A; — 7 k-linéaire et exact a
droite, et w : A; ® A3 — T k-linéaire et exact a droite défini par

w(Xi % X2) = wi(X1) @ wa(X>).

Appliquant 8.6(i1) & @ : A; x A2 — A; ® Az, on obtient

(881) A(wl) ® A(wz) 5 (;_(—ix) A(wl(Xl) ® U.)Q(Xg)) — A(OJ) .
Ce morphisme est un isomorphisme. Pour le vérifier, on écrit A; = Tg_}n(Xi)

(X; dans A;) et on se raméne par 5.1 et 8.6(iii) a supposer A; = (X;) , donc
que A; est de la forme (A;)con avec A, de dimension finie sur k. Le foncteur
w; s’écrit E +— E ® M;, avec M, un objet de 7 muni d’une structure de

A;-module. On a A; @ Az = (A1 ® Az)coh , W est @a,g4,(M1 ® Ms) et le
morphisme s’identifie & I'isomorphisme évident

(MY ® M) ® (MY ® My) = (M1 @ M3)Y ® (M;® Ms).

1042

8.9 (paralléle 4 6.3). Soient A; (i = 1,2,3) trois catégories et w! (resp. wh)
un foncteur de A; dans 7 . Supposons donné un foncteur ® : 4; x A — Az
et, pour j = 1,2 un isomorphisme de foncteurs

w}(Xl) ®w]2(X2) = w?(Xl ® Xg) .
Appliquant 8.6(ii)(iv), on obtient un produit
(8.9.1) Awi,ws) @ Aw? w?) — A(wd,w?).

caractérisé par Vexigence que, quels que soient X et X, dans A; et A,,
le morphisme (8.4.1)

w3 (X1 ® X3) — wi(X1 ® X2) @ Aw}, w3)

se déduit des morphismes analogues pour les wi(X;) et wi(X;) (1 = 1,2)
par (8.9.1).

Soit A une catégorie a produit tensoriel vérifiant (1.1.1) et wy,ws deux
®-foncteurs de A dans 7 . Faisons A4, = A et w;: =w; (1 =1,2,3). Le
produit (8.9.1) devient un produit

(892) A(wl,W2) ® A(wl,wz) — A(w1,w2) .
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La méme preuve qu’en 6.4 donne
8.10 Proposition. Le produit (8.9.2) est associatsf, commutatef et d unité.

Pour T' = Sp(B) un schéma affine en 7 et w un ® foncteur de A dans
T , notons wr le ®-foncteur A — w(A4) ® B de A dans les modules sur T'.
La preuve de 6.6 donne

8.11 Proposition. Sous les hypothéses de 8.9.2,

(i) Le T-schéma SpA(wy,w2) représente le foncteur Ho_m®(w1,w2) qui au
T -schéma affine T' attache ensemble des morphismes de ®@-foncteurs de
wir dans wap .

(i1) Si A vérifie (1.1.1) et (1.1.2), tout morphisme wir — wor comme en
(i) est un isomorphisme: Ho_m®(w1,w2) coincide avec Isom® (wy,ws).

(i) Etant donnés trois @-foncteurs wi, w2, ws la composition
Ho_m®(w1,w2) X Ho_m®(w2,w3) — Ho_m®(w1,ws) est définie par (8.4.2).

8.12. Prenons pour A la catégorie T et pour foncteurs w; et wz le fone-
teur identique. Posons A = A(Id7). D’aprés 8.11, Sp(A) est le 7-groupe
qui représente le foncteur qui & T' = Sp(B) attache le groupe des auto-
morphismes de ®-foncteur du foncteur X — Xp = X ® B de 7 dans les
modules sur T'.

8.13 Définition. Le T -groupes Sp(A) construit en 8.12 est le groupe fonda-
mental de T . On le note n(7) .

Si w est un foncteur fibre de 7 sur un schéma S sur &k, w(7m(7)) est
un schéma en groupes affines sur §. L’action donnée par (8.4.1) de #(7)
sur chaque X de 7 définit une action de w(x (7)) sur les w(X). Cette
action est fonctorielle et compatible au produit tensoriel. Comparant 4.7
et 8.2-8.4, on trouve que

(8.13.1) w(m(T)) = Autg(w).

A. Grothendieck compare cette situation & la suivante: pour X un es-
pace topologique localement connexe et localement simplement connexe,
les groupes fondamentaux m (X, z) forment un systéme local sur X , i.e.
un objet en groupes de la catégorie des faisceaux localement constants sur
X . Ce faisceau de groupes agit sur tout faisceau localement constant. Sa
fibre m (X, z) en z est le groupe des automorphismes du foncteur “fibre en
z”:

(faisceaux localement constants) — (Ens).
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8.14 Ezemple. (i) Pour 7 une catégorie tannakienne, la donnée d’un 7-
groupe G équivaut par G — (w(G)) a la donnée, pour tout foncteur fibre
w sur tout schéma S sur k, d’un schéma en groupes affines G, sur S,
de formation compatible & tout changement de base S’/S. Le groupe
fondamental 7(7) est donné par

wr— Autg(w).

(1i) Cas particulier: si 7 = Rep(G), un 7-groupe s’identifie & un schéma
en groupes affines sur £, muni d’une action de G. Le schéma en groupe
G, muni de son action sur lul-méme par automorphismes intérieurs, cor-
rrespond & 7(Rep(G)) .

(iii} Pour G le groupe trivial, on trouve que m(Vect k) est le groupe trivial.
(iv) Prenons pour 7 la catégorie des super-espaces vectoriels de dimension
finie sur k (1.4). Regardons le k-schéma en groupes po des racines carrées
de Punité comme un T-groupe (cf 7.11). 11 agit sur chaque super-espace
vectoriel par Paction “parité”: (e,a) — ¢3°8%.q pour a homogene, et on
vérifie que

m(T) = ps.

8.15 Fonctorialité. Soit n : 7, — T, un ®-foncteur exact k-linéaire entre
catégories tensorielles sur k. Faisant 7" = 7 dans 8.6(i), on obtient

(8.15.1) Sp(A(n)) = n(x(T1))

et le T5-schéma en groupes affines n(7(7;)) représente le foncteur Aut®(n) :
T = Sp(B) +— automorphismes du ®-foncteur X — 7,.(X) = n(X)® B
de 7, dans les modules sur T'. Faisant T = 7 dans 8.6(ii), on obtient un
morphisme

(8.15.2) 7(T2) — n(7(Th))

Le morphisme de foncteurs correspondant attache a un automorphisme du
foncteur
X — X7 = X ® B l'automorphisme qu’il induit de son composé avec 7.

8.16. Produit. Soient 7; et 7o deux catégories tensorielles sur k. On
suppose que 7y et Ty vérifient (2.12.1) et que 7 := 7; ® T3 est encore
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tensorielle sur k. On identifie 7; a une sous-catégorie pleine de 7 stable
par sous-quotients par

inj, 7y = T @ Vect(k) — T, © T
X— Xl
k

(appliquer 2.9 et 5.14(i)). De méme pour 7. Le produit tensoriel
Qp : T XxXT =TT
est le composé du produit tensoriel dans 7 ® T et de (injy, injz):

Xl %Xz = injl(Xl) ® injz(Xz) .

Par 8.8 appliqué au foncteur identique de 7®7 dans TQ®7 , (T ® T ) est
leSpde A( : 7T xT — 7T ®T). Par 8.6(iv), ce A est le produit tensoriel
k

des A(inj; : T — 7 x 7)) qui, par 8.6(i) pour T = inj; et w = Id7 coincident
avec inj; A(Idr). On conclut que les morphismes (8.15.2) (pour 7 = inj;)

(T, ® Tz) — inj; 7(T;)
définissent un isomorphisme

(8.16.1) 7(Ty © To) <> inj1 ((T1)) x inja(x(T3))..

8.17 Théoreme. Soient T et T deuz catégories tensorielles sur k vérifiant
(2.12.1) et 1 un ®-foncteur exact de Ty dans Ty . On suppose que To ® Ty
est encore tensorielle sur k (cf 8.1). Le ®-foncteur induit par v, de Ty
dans la catégorie des objets de T, munis d’une action de n(n(7y)) telle que
Paction naturelle de w(73) s’en déduise par (8.15.2), est une équivalence
de catégories.

La preuve sera donnée en 8.26.

Prenant pour 7; la catégorie Vect(k) des multiples de 1, on obtient par
8.14(ii1).

8.18 Corollaire. Soit T une catégorie tensorielle sur k. On suppose que
T vérifie (2.12.1) et que T ® T est encore tensorielle sur k. Alors, pour
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que X dans T soit une somme de copies de 1, il faut et il suffit #(T) agisse
trivialement sur X .

Si on prend pour 73 la catégorie Vect(k), on retrouve le fait qu’un fone-

teur fibre w de 7 sur k induit une équivalence 7 — Rep Aut(w), puisque
w(x(T)) = Aut(w).

8.19. Un autre cas intéressant est celui ol 73 est la catégorie 1.4 des super-
espaces vectoriels de dimension finie. On a 7(73) = p, (8.14(iv)). Soit G
est un super groupe affine, i.e. un 7p-groupes, muni de p : ps — G tel
que D'action par automorphismes intérieurs de uy sur lalgébre affine de G
soit I’action “parité” (8.14(iv)). La catégorie des super-espaces vectoriels
V de dimension finie, munis d’une action p de G telle que pop soit ’action
“parité” est une catégorie tensorielle Rep(G, p) sur k. D’aprés 8.17, toute
catégorie tensorielle 7 sur k£, muni d’'un ®-foncteur exact

w : T —> (super-espaces vectoriels)
est ainsi obtenue: on a une équivalence

T = Rep(w((7T)),p donné par (8.15.2)).

8.20. Soient k un corps, 7 une catégorie tensorielle sur &, A une catégorie
abélienne vérifiant (2.12.1) et wo un foncteur k-linéaire exact & droite de A
dans 7 . La catégorie A est limite inductive filtrante de ses sous-catégories
{X), et chacune est équivalente & une catégorie (A)con pour A une k-algébre
de rang fini. Par (5.1) et 5.11, A® 7 existe:

A®T:H_H>1<X)®T.

Le foncteur AX 7T — 7 : (A, T) — wp(A) ® T est exact & droite et se
factorise donc uniquement par

w  AQRT — T .

On a
L(wo) = lim L{wo | (X)).

Par définition des Ind-objets, on a pour T dans 7

Hom(T, T ® L(wo)) = lim Hom(T,T'® L(wo | (X)))
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et la catégorie des objets de 7 munis d’une coaction de L{wg) est la limite
inductive des catégories analogues pour les L(wg |{X)). Appliquant 8.3 et
8.5(i), on obtient

8.21 Proposition. Avec les hypothéses et notations de 8.19, st 7 @ T est
tensorielle et que wg : A — T est ezxact el fidéle, le foncteur w induit une

équivalence de AQT avec la catégorie des objets de T munis d’une coaction
de L(wo) .

En particulier, par (8.15.1)

8.22 Proposition. Soit wg : Ty — 7 un ®-foncteur exact k-linéaire entre

catégories tensorielles sur k. Si Ty vérifie (2.12.1) et que T ® T est ten-

sorielle, le foncteurw : Ty T — T tel que w(T1 @T) = wo(T1) @ T tnduit
E

une équivalence de Ty @ T avec la catégorie des objets de T munis d’une
action de wo(7(77)) .

Supposons que 7 vérifie (2.12.1) et faisons 7; = 7 . Prenons pour fonc-
teur wq le foncteur identique de 7 dans 7 . On obtient

8.23 Corollaire. Supposons que T vérifie (2.12.1) el que T @ T est ten-
sorielle. Le foncteurw : T QT — T tel que w(X ®Y) = X @Y induit une
& k

équivalence de T(%)T avec la catégorie des objets de T munis d’une action
de n(T),; Vaction de n(T) sur w(X (%Y) =X ®Y est celle déduite de son

action sur X .

8.24 Preuve de 8.18. La sous-catégorie Vect(k) C T (2.9) est stable par
sous-quotient et

Veet(k) @7 — T Q7

est donc pleinement fidéle d’image essentielle stable par sous-quotients
(5.14(i)). Le groupe w(Vect(k)) est trivial et comparant 8.22 pour 7; =
Vect(k) et 7, on trouve que ’équivalence 8.23 de 7 ® T avec les objets
de T a action de 7(7) identifie Vect(k) ® T a la sous-catégorie des objets
de 7 a action triviale. En particulier, pour X dans 7, X ® 1 est dans
Vect(k) ® T si et seulement si P'action naturelle de 7(7") sur X est triviale.
D’aprés 5.14(ii), pour que X @ 1 soit dans Vect(k) ® 7, il faut et il suffit
que X soit dans Vect(k) et 8.18 en résulte.
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8.25 Corollaire. Soient 71,7, deuz catégories tensorielles sur k vérifiant
(2.12.1}) et T =T1®7T2. On suppose T, @ Ty et T tensorielles. Le foncteur
mh T =TT : X X(%)l est une équivalence de Ty avec la catégorie

des objets de Ty ® Ty sur lesquels injo(m(73)) agit trivialement.

Puisque 7(7) -~ inj;7(7;) X inja7(72), on a une inclusion inj; 7(7;) —
#n(T); via cette inclusion, inj;w(7;) agit sur les objets de 7; ® T3 . Clest de
cette action qu’il est question dans le corollaire.

Preuve. Siun 7-groupe G agit sur un objet T' de T, G = Sp(B), l'action
de G est un morphisme p : T — T ® B. L’unité de B : 1 — B définit
une autre flecche ®1 : T — T @ B. Soit T¢ le noyau de la double fleche
(p,®1). C’est un Ind-objet de 7, et un sous-objet de T'. Parce que T
est noethérienne (5.13.2), tout Ind-objet de T est réunion croissante de ses
sous-objets dans 7 . Un Ind-objet, qui est sous-objet d’un objet de 7 | est
donc dans T et T¢ est dans 7 .

Appliquons 8.18. Le foncteur T, — 7o : Y +— Y™(T2) ge factorise par
Vect(k) et est exact & gauche. Il définit un foncteur exact & gauche 7;®7; —
Ti ® Ty se factorisant par 77 ® Vect(k) = 7;. Ce foncteur coincide avec
T — T27(T2) . §] suffit de le vérifier aprés composition aprés 7; x 7o —
Ty ® Ty, et que

(Xl %Xz)injr(’fg) =X, % X;njﬂ'(Tz)

résulte de I’exactitude de ®; . En particulier, si T est fixe par injsn(72), T
est dans 'image de 77 . La réciproque est claire.

8.26 Preuve de 8.17. On sait déja (8.22) que
n®Id: Ty ® Ty — (nw(7h) — objets de Tp)

est une équivalence. En particulier, 77 ® 75 est tensorielle. Soient X dans
T, ® To. 1l est muni d’une action (py, p2) de injy7(77) x injsm(73). Son
image (n ® Id)(X) dans 7; est munie d’une action p de n(7;). Cette
action est le produit des actions — qui commutent — suivantes: p}, déduit
par(8.15.2) 7(73) — nw(7y) de action de nm(77), et p5, déduit de Paction
p2 . Tout objet de 77 ® T étant quotient d’un T} (? T, il suffit de le vérifier

dans le cas — laissé au lecteur —ou X =71 ® 15 .
k
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Le foncteur n ® Id transforme donc Vaction de injaw(7) sur X en la
différence entre deux actions de (n®@1Id)oinjom(7T) = 7(7 ) sur (nRId)(X).
L’action naturelle, et Paction via (8.15.2): #(7) — nn(71). Pour que
Paction de injaw(7) sur X soit triviale (i.e que X soit dans 77) il faut et
suffit que son image par 7 ® Id le soit, et 8.17 résulte de 8.25.

9. Corps différentiels

9.1. Soit (K,d) un corps différentiel: un corps commutatif de caractéris-
tique 0, muni d’une dérivation 0 : K — K. Le corps des constanies k est
k := ker(9). Une connexion V sur un espace vectoriel V sur K , supposé
de dimension finie, est V : V — V| additif et vérifiant P'identité de Leibniz

V(Av) = 0Av + AVv.
Le produit tensoriel d’espaces vectoriels a connexion est défini par
V(v1 ®v2) = (V1) @ v2 + v1 ® (Voz).

Pour ce produit tensoriel, et ses données évidentes d’associativité et de
commutativité, la catégorie 7 des espaces vectoriels de dimension finie
sur K munis d’une connexion est une catégorie tensorielle sur k. L’objet
unité est (K,0) et k = End(K,0). Le foncteur w de 7 dans les espaces
vectoriels sur K : “oubli de V” est un foncteur fibre. La catégorie 7 est
donc tannakienne.

Soit (X,V) dans 7. Comme en 6.16, on notera (X)g la sous-catégorie
pleine de 7 d’cbjets les sous-quotients de sommes de X" @ XV®™ | (lest
encore une catégorie tannakienne.

9.2. Supposons que wp : (X)g — Vect(k) soit un foncteur fibre. Si k
est algébriquement clos, un tel foncteur fibre existe (6.20) et est unique &
isomorphisme (non unique) prés car tout Aut(wg)-torseur sur k est trivial.

Soient G := Aut(wg) C GL(wo(X)), Gk déduit de G par extension
des scalaires & K et P le Gg-torseur Isomy (wo (% K,w|({X)g). C’est un

sous-schéma du G L(wq(X))-torseur des isomorphismes K -linéaires wo(X)®
k

K-S X.
Ce torseur est muni d’une connexion, redonnant la connexion de
(W(% K)? € Ob{X)g pour W une représentation de Aut(wg) . Pour le voir,

le plus simple est d’interpréter la dérivation & comme un automorphisme
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infinitésimal: pour K[e] les nombres duaux (€2 = 0), 8 définit I’automor-
phisme k[e] linéaire de K[e] : exp(ed) : A+ pe — A+(0A+pu)e. Une connex-
ion sur un objet sur K (espace vectoriel, torseur ... ) s’interpréte comme
un automorphisme exp(ed)-linéaire de 'objet sur K|[e] s’en déduisant par
extension des scalaires. La connexion de chaque w(W) (W dans (X)g)
définit une connexion sur w | {X)g et, par transport de structure, sur P.

La connexion de P peut aussi étre vue comme une dérivation de I'(P, O).
Le schéma P est un sous-schéma du schéma vectoriel défini par le K-espace
vectoriel Homg (wo(X) ® K, X). La connexion de X (et la connexion de
wo(X) ® K avec les a € wo(X) horizontaux) définissent sur cet espace
vectoriel une connexion qui induit celle de P. Sur Pespace I'(P,0)® X des
morphismes de P dans X, on définit V par V(f®2)=Vfer+ fQVe.
Pour a € wo(X), le morphisme p — p(a) est horizontal.

9.3 Proposition. Avec les notations précédentes,

(1) Le schéma P sur K est lisse et conneze.

(it) Soit k(P) le corps des fonctions rationnelles sur P. Le corps des con-
stantes de ce corps différentiel est k .

Preuve. Le schéma P est lisse car ¢’est un torseur sous le groupe algébrique
Gk sur K.
Le foncteur W — (W@ K)¥ est une équivalence de catégories Rep(G) —
k

(X)e - En particulier, si (V,V) = (W (%) K)P | les sous-espaces vectoriels
de V stable sous V sont les (W’ (% K)? pour W C W G-stable. Le k-

vectoriel V'V des vecteurs horizontaux: Vv = 0 s’identifie & Homs(1,V)
(par f — f(1)) et donc & W< . Par passage a la limite inductive, les
méme résultats valent pour une représentation de G non nécessairement de
dimension finie. A une telle représentation correspond un espace vectoriel
4 connexion, réunion filtrante de sous-espaces de dimension finie stables
par V et dans (X)g .

Prenons pour W la représentation réguliere de G : I'(G, Q) sur lequel G
agit par translations a gauche: f(z)+— f(g~'z). Le V obtenu est T'(P,0),
muni de V. Sur G, les seules fonctions invariantes par translation sont
les constantes, et les seules sous-schémas fermés invariants par translations
sont § et G. On obtient

(9.3.1) k= T(P,0)Y;

(9.3.2) un idéal I C T(P,0), stable par V, est trivial: I = T'(P,0) ou 0.
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Si P n’était pas connexe, il y aurait dans I'(P,0) des idempotents non
triviaux — nécessairement horizontaux — et ceci contredirait (9.3.1). Ceci
prouve (i).

Prouvons (ii). On ne peut pas directement appliquer le méme argument
(9.3.1) a k(P), car k(G) n’est pas une représentation du groupe algébrique
G, seulement de G(k). Soit f € k(P) avec Vf = 0. Soit I C I'(P,0)
l'idéal des g tels que gf € T(P,0). Si gf € T(P,0), on a V(gf) =
V(g).f € T(P,0) et I'idéal I est donc stable par V. Par (9.3.2), on a
I =T(P,0) et donc f € T'(P,0). On conclut par (9.3.1).

9.4. Une extension de Picard-Vessiot de K, pour (X, V), est un corps
différentiel (L, ) extension de (K, d) tel que
(a) X ® L est engendré sur L par ses vecteurs horizontaux;

K

(b) L est engendré par les coordonnées, dans une base de X sur K, des
vecteurs horizontaux de X ® L, et
K

(c) le corps des constantes de L est k.
La propriété de (V,V) : “V ® L est engendré sur L par ses vecteurs
K

horizontaux” est stable par produits tensoriels et sous-quotients. Si elle est
vérifiée pour V, on a

VoLV L-VeL
K LY K
et en particulier, si k est le corps des constantes de L,
(9.4.1) (VOLV®L-VQL.
K k K
Si (L, 8) est une extension de Picard-Vessiot de K, pour (X, V), le foncteur
wr : {X)g — Vect(k) : V — (V %L)V

est donc un foncteur fibre.
Sur L, on dispose de 'isomorphisme (9.4.1) entre les foncteurs fibres
déduit de wy, et w: un K-morphisme

(9.4.2) Spec(L) — Isom%(wr, O K,w [{(X)g) -

9.5 Proposition. Awvec les notations précédentes, (9.4.1) identifie L au

corps des fonctions rationnelles de Isom$ (w; ® K,w|(X)g).
k
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Preuve. Soient G = Aut®(wr) et P le Gx-torseur Isom(wr @ K,w | {(X)g) .
k

Le morphisme (9.4.2), en termes d’anneaux, est
(9.5.1) I(P,0)— L.

Le noyau I de ce morphisme est un idéal V-stable. Par (9.3.2), I = 0 et
(9.5.1) est injectif. Le G-torseur P est contenu dans le GL(wr(X))-torseur
Isom(wr ® K, X) et que I'(P, O) engendre L exprime 9.4(b).

k

9.6.5cholie. Si wq : (X)g — Vect(k) est un foncteur fibre, le torseur P de
9.5 a pour corps de fonctions rationnelles k(P) une extension de Picard-
Vessiot de K: pour V dans (X)g et a € wo(X), p(a) est une section
horizontale de V sur P, d’ou

(9.6.1) a+— p(a) :wo(V) = (Ve L)Y
(9.6.2) w(V)®L Vel

Pour V = X, ceci fournit (a), l’assertion (b) résulte de ce que P <=
Isom$ (wo(X),X ® K) et (c) est 9.3(ii). Par (9.6.1), wo est canonique-
ment isomorphe & wy (6.4). Ceci, et 9.4, donnent un dictionnaire entre
extensions de Picard-Vessiot pour (X, V) et foncteurs fibres pour (X)g .

9.7 Corollaire.S: k est algébriguement clos, il existe une ertension de
Picard-Vessiot L pour (X,V). Elle est unique d isomorphisme (non unique)
pres.

Soit G := Aut(wy). Le groupe des K-automorphismes différentiels de
L est G(k): G est le groupe de Picard-Vessiot. Voir I. Kaplansky, An
introduction to differential algebra, Hermann, Paris 1957.

9.8 Remarque. Solent (ei)lsis,, une base de X et Vel = ch-cj. Soit M
J

une extension différentielle de K . Pour que > yie* € X®M soit horizontal,
K

if faut et suffit que les y; vérifient le systeme

(9.8.1) Oyi = — > _yjch.

Plutot que d’une extension de Picard-Vessiot pour X, on parle clas-
siquement d’une extension de Picard-Vessiot pour un systéme (9.8.1): une
extension différentielle de L, engendrée par des y;, , formant n solutions
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linéairement indépendentes de (9.8.1) et de méme corps de constantes que
K.

Plus classiquement encore, on considére des équations différentielles liné-
aires du n'*™¢ ordre en une indéterminée y . On passe de 13 & un systéme par
’astuce habituelle: passer au systeme vérifié par (y, 9y, 8%y, --- ,0" 1y).

9.9 Remarque. Plus généralement, soient K un corps de caractéristique 0,
D un espace vectoriel sur K et [,] un crochet de Lie sur D. On ne le
suppose pas K-linéaire, mais on suppose qu’il existe § : D — Der(K, K)
(linéaire et morphisme de Lie) vérifiant

(9.9.1) [D1, ADa] — A[Dy, D2) = 6p, (\)Ds .

Le corps des constantes k est V'intersection des noyaux des (D) (D € D).
Une connection intégrable sur un K-espace vectoriel V est une action de
Lie V de D sur V vérifiant

Vp(A)=0p(A)v+A.Vpu.

Les K-espaces vectoriels de dimension finie & connection intégrable (V, V)
forment une catégorie tannakienne sur k.

Une eztensions différentielle de (K, D) est (L,D’) avec L extension de
K, muni de L (% D = D' compatible aux actions § de D et D’ sur K et L.

Une eztension de Picard-Vessiot de (K, D), pour (V,V), est une extension

différentielle (L,D’) de (K,D), de méme corps de constantes, telle que

L ® V soit engendré par ses vecteurs horizontaux (annulés par les Vp) et
K

que L soit engendré par les coordonnées, dans une base de V sur K, des
vecteurs horizontaux de V @ L. Comme en 9.6, les extensions de Picard-
K

Vessiot correspondent aux foncteurs fibres de (V)g sur k. En particulier,
si k est algébriquement clos, elles existent et sont uniques & isomorphisme
preés.

Exemple: on prend pour K un corps aux dérivées partielles: muni de d
dérivations d; qui commutent. On prend pour D le K-espace vectoriel de
base les 9; , pour 8 : §; — 0; et on définit [ ,] par (9.9.1) et [§;,0;] = 0.
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Index terminologique

anneau (algebre): & unité
Barr-Beck (théoréme de)
coaction(d’un cogebroide)
{d’une comonade)
cogebroide
(des k-endomorphismes de w)
comonade
compact closed
contragrédient
contrainte d’associativité (commutativité)
d’unité
dimension
dual
fibre (foncteur - ): @-foncteur exact k-linéaire
fidélement plat (dans 7)
®@-foncteur; morphisme de —
fopf : fidelément plat de présentation finie
fpqe : fidélement plat quasi-compact
gerbe
gerbe a lien affine
T -groupe
(k-) groupoide
Hom interne
Induit (groupoide — )
Ind-objet
®-isomorphisme (isomorphisme de foncteur fibres)
localement (dans 7): pour la topologie fpqc
module (sur un 7-schéma)
monoidal (catégorie - )
puissance extérieure, symmétrique
(dans une catégorie tensorielle)
(fidélement) plat (dans une catégorie tensorielle)
représentation (d’un cogébroide)
(d’une catégorie fibrée, d’une gerbe)
(d’un groupoide)
rigide
schéma affine en 7 = 7-schéma affine

1.1
4.1
1.15
4.1
1.15
4.7
4.1
2.5
2.4
1.2
2.1.1
7.1
2.2
1.9
71,78
2.7

3.2
3.6
7.8
1.6
2.2
1.6
7.5
1.9, cf. 2.7
7.8
7.8
2.2

7.1,7.8
71
1.15
3.2

1.6

2.5

7.8



P. DELIGNE

Index des notations

193

Pour P'usage de Isom, Aut, avec ® en exposant et k ou S en indice, voir
6.5

1.11. Pour Hom et End: .

ACU:

(A-B), (B-A)

coh ¢ (A)coh

ead: Hom,, ,: catégorie de foncteurs exacts a droite
gS G ggG

Ind(---): catégorie des ind-objets (cf. 7.5) de ...
k : toujours commutatif
Lk(wl,wg) y Lk(w)
A(wl,wz), A((.d) (dans T)
‘(!i—r‘)n”
(P?*) (dans 7)
ptf : (B-mod),s: projectif de type fini
Sp(--+)
Rep(G)
Rep(S: G)
Rep(§)
T-schéma affine, groupe
schéma vectoriel
Vect(k)
(X)
(X)e
Ar
7(T)

27
5.10
52
5.2
3.1

11
4.7
8.4
7.5

7.8
6.1
7.8
1.5
1.7
3.2
7.8
7.10
1.3
5.12
6.16
6.12
8.13



194

PIERRE DELIGNE

sections globales d’un module sur un 7 -schéma
T-schéma vectoriel
super-
tannakien (catégorie — )
tensoriel (catégorie - )
(produit — de catégories abéliennes)
transitif (groupoide - )
transposé
vide (T-schéma ~ non -)

7.8
7.10
1.4

2.8
12,21
5.1
1.6
24

7.8
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