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1. Introduction 

Dans [6], N. Saavedra decrit certaines categories munies d'un produit 
tensoriel, les categories tannakiennes (2.8), comme categories de representa
tions de gerbes (cas particulier: representations d'un schema en groupes). 
Sa demonstration est incomplete (c/. [2] 3.15). Notre but premier est de 
la completer. Je n'ai pas su rediger un expose court ne donnant que les 
arguments manquants: bien des idees de Particle sont dans [6], dues a 
Saavedra et, par son intermediaire, a A. Grothendieck. 

Les paragraphes 2 a 5 ne pretendent pas a Toriginahte. lis rassemblent 
des resultats qui, au paragraphe 6, nous permettrons de completer la 
demonstration de Saavedra. Au paragraphe 7, nous montrons qu'en ca
racteristique 0, une categorie tensorielle (1.2) dont tout objet a pour di
mension (7.1) un entier > 0 est tannakienne. Au paragraphe 8, nous appli-
quons les methodes des paragraphes 6 et 7 aux categories tensorielles non 
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necessairement tannakiennes. Comine application (8.19), nous decrivons 
les categories tensorielles sur k, suppose parfait, munies d'un (8)-foncteur 
exact a valeurs dans les super-espaces vectoriels sur k (1.4). 

Le paragraphe 9 donne une application du formalisme des categories 
tannakiennes a la theorie de Picard-Vessiot. Soit {K, d) un corps difFerentiel 
de corps des constantes K^ := {x\dx = 0} algebriquement clos de ca-
racteristique 0 et y^' -f aiy"~^/ -f • • • -f a„ = 0 une equation difFerentielle 
lineaire du n^^"^^-ordre a coefficients dans K . Nous montrons Texistence 
d'une extension (E^d) de (A', 9), de meme corps des constantes, dans la-
quelle Tequation admet n solutions lineairement independantes sur les cons
tantes. Cette application est le fruit de discussions avec D. Bertrand. Le 
result at est un tlieoreme de E.R. Kolchin ([3 VI 6 prop. 13]). 

Dans la fin de cette introduction, apres avoir indique quelques conven
tions terminologiques, nous decrivons le resultat principal 1.12 des para-
graphes 2 a 6. 

1.1 Terminologie. 

Anneau (resp. algebre) signifiera toujours anneau (resp. algebre) a unite 
et les morphismes envoyent I'unite sur Tunite. 

Dans tout Particle, k sera un anneau commutatif, le plus souvent suppose 
etre un corps. Nous ne considererons en principe que des schemas sur k . 
Souvent, nous dirons simplement schema pour schema sur k et morphisme 
de schemas pour morphisme de schemas sur k . On note X X Y \e produit 
sur k X Xspec(fc) y ^t Hom(X, y ) Pensemble des morphismes de schemas 
sur ^ de X dans Y. 

Nous noterons de meme un foncteur represent able et un objet qui le 
represente. 

1.2. Soit k un corps commutatif. Dans cet article, nous appelerons simple
ment categoric tensorielle sur k ce qui dans N. Saavedra [6] (resp. Deligne-
Milne [2]) serait appele une (8)-categorie abelienne ACU ^-lineaire rigide, 
avec k - ^ End(l) (resp. une categorie tensorielle abelienne, rigide, k-
lineaire, avec k —> End(l)). Les axiomes sont rappeles en 2.1. II s'agit 
d'une categorie abelienne Ar-lineaire T munie d'un foncteur (g) : T x T -^ T 
et de contraintes d'associativite et de commutativite pour 0 (des isomor-
phismes fonctoriels {X(^Y)<^Z -^ X^{Y<^Z) et X0Y -^Y^X),\e 
tout verifiant des axiomes convenables. Parmi les axiomes figure I'existence 
d'un objet unite 1. 

1.3 Exemple. La categorie Vect(fe) des espaces vectoriels de dimension 
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finie sur k, munie du produit tensoriel et de ses contraintes evidentes 
d'associativite et de commutativite. 

1.4 Exemple. T est la categorie des espaces vectoriels de dimension finie 
Z/(2)-gradues sur A?, 0 le produit tensoriel, la contrainte d'associativite 
est la contrainte evidente et celle de commutativite est donnee par la regie 
de Koszul: a 0 6 i-̂  (_i)degadeg6j 0 ^ pQ^j. fl et 6 homogenes. C'est la 
categorie tensorielle des super-espaces vectoriels de dimension finie sur k. 

1.5 Exemple. Soit G un schema en groupes affines sur k . On prend pour 
T la categorie Rep(G) des representations lineaires de dimension finie de 
G sur k , pour (g) le produit tensoriel des representations, et les contraintes 
evidentes. 

Pour G trivial, on retrouve 1'exemple 1.3. 

1.6. Une generalisation de I'exemple 1.5 jouera pour nous un role essentiel. 
Avant de la donner, quelques preliminaires. 

Soit S un schema sur k . Rappelons (SGA3 VI) qu'un k-groupoide agis-
sant sur S est un schema G sur k munis de morphismes but et source: 
b,s : G —^ S et d'une loi de composition o : G x G —^ G qui soit un 

morphismes de schemas sur S x S et telle que pour tout schema T sur k, 

S{T) := Hom(T, S) , G{T) := Hom(r, G) , 5,6: G{T) -^ S{T) et o 

definissent une categorie (objets: S{T) ;fleches: G{T)) ou toute fleche soit 
inversible. Ceci pent aussi s'exprimer par des diagrammes: I'associativite 
s'exprime par I'egalite des fleches composees 

oxid 
G X G X G \G X G^-^G, 

'S^ 'S^ Idxo 'S^ 

les fleches identiques par un morphisme de 5 x 5 schemas e : S —^ G {S 
diagonal dans S x S) tel que les fleches composees 

exid 
G = GxS = Sx G \G X G-^G 

soient I'identite, les inverses par " — 1" : G 
6" — 1" = " — r ' 5 , et les commutativites 

" - r 'x id 
G ^ G X G 
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La terminologie de SGA 3 VI est que (5, G) est un (schemas sur Ar)-groupo'i*de. 
Pour u :T -^ S, Timage inverse de G par u x u :T xT —^ S x S est un 

A:-groupo*ide agissant sur T: le groupoide induii GT • 
Une representation de G est un faisceau quasi-coherent V sur S muni 

d'une action p de G, i.e. de la donnee pour tout fc-schema T et tout g G 
G{T) d'un morphisme p{g) : V,(^) —̂  V6(̂ ) entre les images reciproque de V 
par s{g) et 6(p) : T -^ S. On exige que /}(^) soit de formation compatible 
aux changements de base T' -^ T ^ que p{gh) = p{g)p{h) (pour s{g) = 
b(h)) et que pour g I'automorphisme identique e{s) de s G S{T), p{g) soit 
Tautomorphisme identique de V,. Puisque G est un groupoide, les p(g) 
sont des isomorphismes. Une action p est determinee par p(g) dans le cas 
universel T — G ^ g ^ Ida : G —^ G ^ i.e. par un morphisme u : s^'V -^ h'^V 
entre faisceaux quasi-coherents sur G. Ce morphisme doit verifier: 
(a) Sur G X G, I'image inverse de u par o : G x G -^ G est le compose 

sgb sSb 

pr|(t/) o pr2(it); (b) €*{u)  est I'identite. 
On dit que le groupoide G est transitif suv S (au sens fpqc) si le mor

phisme (b,s) : G -^ S X S est couvrant au sens fpqc, i.e. s'il existe T 
k 

fidelement plat quasi-compact sur S x S avec Roinsxs{T,G) ^̂^ 0 . Si G est 
transitif, alors (a) G est plat, done fidelement plat, sur S x S (3.6); (b) si 
G agit sur V quasi-coherent et qu'une fibre V, est un espace vectoriel de 
rang fini n sur le corps residuel k{s), alors V est localement libre de rang 
de n (3.5). 
1.7 Exemple. Soit G un A:-groupoide transitif agissant sur un schema 
non vide 5 sur k. On pent alors prendre pour T la categorie des faisceaux 
localement libres de rang fini sur S munis d'une action de G et pour foncteur 
0 le produit tensoriel, muni des contraintes evidentes. 
Notation: Rep(5 : G) . 

Pour S reduit a un point: S = Spec(fc), on retrouve 1.5. 

1.8 Remarque. Soient G un groupoide agissant transitivement sur S , u : 
T -^ 5 et G T le groupoide induit (1.6). On verifie (3.5) que si T 7̂  0, 
u* : Rep(5 : G) -^ Rep(T : GT) est une equivalence de categories. En 
particulier, si S{k) ^ 0, que x G S{k) et que Gx est le groupe algebrique 

sur k qui fixe x (la fibre de G en {x, x)), on a Rep(5 : G) - ^ Rep(Ga;). 

1.9. Soient T une categorie tensorielle sur fc et 5 un fc-schema. Un fonc
teur fibre de T sur S est un foncteur exact A?-lineaire a; de T dans la 
categorie des faisceaux quasi-coherents sur 5 , muni d'un isomorphisme 
fonctoriel u){X) (g) u){Y) -^ LJ{X 0 Y) ACU, i.e. compatible aux con-
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traintes d'associativite, de commutativite et d'unite (2.7). Les axiomes 
imposes a T impliquent que UJ est a valeurs dans les faisceaux localement 
libres de rang fini (2.8). Pour S = S p e c ( 5 ) , UJ s'identifie a un foncteur 
de T dans la categorie des 5-modules projectifs de type fini. On appelle 
encore u; un foncteur fibre sur B . 

Soient cji et CJ2 deux foncteurs fibres sur S. Un ®-isomorphismej ou 
isomorphisme de foncteurs fibres^ u : ui -^ UJ2 est un isomorphisme de 
foncteurs rendant commutatifs les diagrammes 

ui{X)^uji{Y) ^ a ; i (X(8)y) 

u(8>ti u 

U;2{X)^LJ2{Y) ^ LJ2{X^Y) 

et tel que u : a ; i ( l ) -^ i02{l) soit Tautomorphisme identique de Os • 

1.10. Dans [6], Saavedra affirme avec une demonstration insuflfisante (c/. 
[2] 3.15) que: (*) deux foncteurs fibres de T sur Spec(J5) sont localement 
isomorphes pour la topologie fpqc, i.e. il existe B' sur B, fidelement plat , 
tel que uji et 102 deviennent isomorphe apes extension des scalaires de 5 a 
B'. 

Notre but premier et de montrer que I'assertion (*) est vraie (avec 
rhypothese additionnelle, necessaire, k —> End ( l ) que Saavedra avait ou-
bliee) et de justifier ainsi tons les resultats de [6]. 

1.11. Si cji et (^2 sont deux foncteurs fibres sur 5 , nous noterons 
Isomf (u;i,u;2) le foncteur qui a T sur S : u :T -^ S at tache Tensemble des 
isomorphismes de foncteurs fibres de U*(JJI avec U*UJ2 • H est represent able 
par un schema affine sur S. Si u;, est un foncteur fibre sur Si (i = 1,2), on 
pose 

Isomf (u;2,ct;i) := Isomf^^^^(pr2a;2,priu;i) . 

Pour u un foncteur fibre sur 5 , on pose A u t f (a;) = Isom^(u;,a;) et 

Au t f (u - ) := I so rn f (a - ,u - ) . 

Selon la convention (1.1), nous noterons de meme les schemas representant 
ces foncteurs. Le schema A u t f (a;) est un fc-groupoi*de agissant sur S. Le 
morphisme but 6 (resp. source s) est le compose de pri (resp. pr2) avec 
la projection sur S x S. Nous prouverons en 1.13(b), 6.8, 6.14 et 6.15 le 
resultat suivant. 
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1.12 Theoreme. Soieni T une caiegorie iensorielle surk et LJ un foncieur 
fibre de T sur un k-schema S ^^ . 
(i) Le growpoide Autf*(a;) est fidelemeni plat sur S x S; 
(ii) uj induit une equivalence de T avec la caiegorie Rep(5 : Autf (cj)) de 
representations du groupoide Aut^fo;). 

Reciproquement, soient G un k-groupoide agissant sur S ^ % affine et 
fidelement plat sur S x S et uj le foncteur fibre de Rep(5 : G) sur S "oubli 
de Vaction de G/^ On a 

(iii) G^AutfCw). 

Le theoreme fournit un dictionnaire entre categories tensorielles sur k 
munies d'un foncteur fibre sur 5 et Ar-groupoi'des agissant transitivement 
sur S et affines sur S x S. 

1.13 Remarques. (a) Si u)i et a;2 sont des foncteurs fibres sur Si et ^2 , 
il existe sur la somme disjointe T := 5i 11 ^2 un foncteur fibre LJ , unique 
a isomorphisme unique pres, muni d'isomorphismes LO\SJ — coj {j — 1,2). 
Appliquons 1.12(i) acj . L'image inverse sur SixS\ du schema Autf* (a;) sur 
T x T e s t Isom®(u;i,u;2) • D'apres 1.12(i), Isomf^fcJi ,0;^) est done fidelement 
plat sur S2 X Si . 

Pour Si — S2 '-= S, la restriction a la diagonale de Isom^(c<;i ,u;^) est 
Isomf (a;i ,0^9) • Le 5-schema Isomf (cji .LJ-)) est done fidelement plat sur 
5 . Cecijustifie 1.10(*). 

(b) Si 1.12 est vrai pour S affine, il Test en general. Pour I'assertion (i), 
si Si est un recouvrement ouvert affine de S, l'image inverse de Aut®(a;) 
sur Si X 5; est Isom^(u) \Si,uj \Sj) et, appliquant 1.13(a), on conclut par 
1.12(i) applique aux SiUSj . Pour (ii), observer que pour U un ouvert affine 

non vide de 5 , on a par 1.8 Rep(5 : Autf (cj)) ^ Rep(C/ : Autf(u(U)). 
Conclure par 1.12(ii) pour U. Pour (iii), si Ui et U2 sont des ouverts affine 
non vides de 5a: et que Gu est le groupoide induit sur U = Ui U U2 , on 3, 
Rep(5 : G) - ^ Rep{U : Gu) et par 1.12(iii) applique a 17, le morphisme 
G -^ Autf.(Lj) est un isomorphisme au-dessus de Ui x U2 -

1.14. Soit G un groupoide agissant sur S = Spec(J5). Supposons G affine 
sur S X S , i.e. affine: G = Spec(L). Puisque (6, s) fait de G un schema sur 
S X S := S X S (1.1), L est un 5 (g) B-module, i.e. un B, jB-bimodule 

Spec(ik) k 

tel que les deux structures induites de fc-module coincident. Nous ecrivons 
a gauche (resp. a droite) la structure de J5-module definie par 6 (resp. s). 
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Le 5 , 5-bimodule L est muni des structures suivantes: 
(1) L est une B 0 5-algebre commutative, d'ou un produit 

k 

p : L <S> L — > L . 

(2) La loi de composition G x G ^>^ G correspond a 
sSb 

c : L —y L® L 
B 

et ridentite e:S-^Gke:L-^B. 
Soit M un B-module (= un faisceau quasi-coherent sur 5). Une action 

de G sur M est un morphisme de L-modules 

L^ M —^ M 0 L 
'B B^ 

ou, ce qui revient au me me, un morphisme de 5-modules 

r : M —y M ® L 
B^ 

(a droite, la structure de 5-modules define par la structure droite de L), 
avec une compatibilite a la composition et aux elements neutres. Ces com-
patibilites se traduisent par 
(1.14.1) I'egalite des fleches composees 

M -^ M <S> L ^ M ®L®L , et 
M(g)c 

r M(8>e 

(1.14.2) I'egalite a Tidentite du compose M —^ M (g) L >M . 
On voit que seule a servi la structure (2) sur L. 

1.15. Inspires par cette remarque, pour tout anneau non necessairement 
commutatif 5 , nous appellerons cogebroide agissant sur B un bimodule L 
sur B muni d'un morphisme de bimodules c : L -^ L ® L coassociatif: c 

B 
egalise la double fleche (c (g) 1,1 0 c) 

c<8)l 

L -^ L® L ,'L ®L®L, 
B i6?)c B B 
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et qui admette une counite e \ L ^^ B: un morphisme de bimodules tel que 
les composes 

e(8)l 

L-^ L^L = t L 

soient I'identite. Noter que si c admet une counite, celle-ci est unique. Nous 
n'aurons besoin que du cas ou B est commutatif, mais ne pas le supposer 
aide a ne pas melanger sa gauche et sa droite. 

Si B est commutatif et que les deux structures de 5-module sur L 
coincident, on retrouve les cogebres sur B , d'ou la terminologie. Si k 
est un anneau commutatif et B une A:-algebre, on appellera fc-cogebroi'de 
un cogebroide L tel que les deux structures de A:-modules induites par les 
structures de 5-modules coincident. 

Une representation de L est un 5-module a droite M muni d'une coaction 
de L , i.e. d'un morphisme de 5-modules a droite r : M -^ M <S> L verifiant 

B 
(1.14.1) (1.14.2). Si L est plat en tant que 5-module a gauche, la categorie 
des representations de L est abehenne et le foncteur d'oubli de la coaction 
est exact. 

1.16. Soient T une categorie tensorielle sur k, S = Spec(5) un schema 
afRne sur fc et u; un foncteur fibre de T sur S. A Timitation de Saavedra, 
nous commencerons par oublier le produit tensoriel et construisons un k-
cogebroide L agissant sur B tel que LJ se factorise par une equivalence de 
categories de T avec la categorie des faisceaux localement libres de rang fini 
sur S munis d'une coaction de L. La preuve (6.1, 6.2) est une application 
du theoreme de Barr-Beck (4.1). Elle est par allele a celle du theoreme de 
descente fidelement plate SGA 1 V i l l i . La compatibilite de co au produit 
tensoriel munit L d'un produit, et on verifie que G := Spec{L) est le 
groupoide A\it^(u;) agissant sur 5 (6.3 - 6.6). 

II reste a montrer que G est fidelement plat sur S x S . Nous construirons 
une categorie tensorielle T ^T avec des proprietes convenables - notam-
ment qu'un foncteur fibre u; de T sur S definisse un foncteur fibre uj x u 
de T 0 T sur S x S. Le B ^ B-module L sera fidelement plat en tant 
qu'image par LJ x to d'un Ind-objet contenant 1 de T 0 T . 

Nous donnerons deux preuves de I'existence de la categorie tensorielle 
T <S>T. La premiere utilise un theoreme de passage au quotient generique 
(3.11) et I'hypothese End(l) = k pour montrer que si T est de (^-generation 
finie il existe un foncteur fibre LJI sur un schema Si spectre d'une extension 
finie de k avec Gi := Aut® (cji) fidelement plat sur SixSi . Du theoreme de 
structure T ^ Rep(Si : Gi) on deduit I'existence de la categorie tensorielle 



CATEGORIES TANNAKIENNES 119 

T®!' requise (5.21). La seconde preuve repose sur une construction directe. 
EUe ne s'applique que si k est parfait. 

2. Rappels et complements: categories tensorielles 

Soit k un corps commutatif. 

2.1. Les axiomes des categories tensorielles sur k (en notre sens, voir 1.2) 
sont les suivants. 

(2.1.1) La categorie T est munie d'un foncteur produit tensoriel 0 : 
T X T -^ T , de contraintes d'associativite et de commutativite compa
tibles pour (g) ([4], [5] VII7, ou la terminologie est "symmetric monoidal 
category", [6] I §1.2 ou [2] §1 p.104) et il existe un objet unite 1 ([6] I 
1.3.2; 1'objet unite est unique a isomorphisme unique pres; il est muni de 
contraintes d'unite X (g) 1 - ^ X et 1 0 X - ^ X). 

Get axiome permet de definir le produit 0 d'une famille finie {Xi)^^^ 
d'objets de T . 
(2.1.2) Pour tout X , il existe X^ et des morphismes ev : X 0 X ^ —̂  1 et 
6 : 1 —> X^ 0 X tels que les composes 

X%b .. ev(8)X 
X . X 0 X ^ 0 X > X 

X^ y X^ 0 X 0 X^ > X^ 

soient Fidentite. 

(2.1.3) La categorie est abelienne. 

(2.1.4) Un isomorphisme k >• End(l) de k avec I'anneau des endomor-
phismes de 1 est donne. 

2.2. Soit M une categorie monoid ale ([5] VIII), i.e. munie de 0 : A^ x 
M -^ M ^ d'une contrainte d'associativite ([6] I 1.1.1) et admettant un ob
jet unite 1. Le foncteur de M dans la categorie Hom(A^, A^) des foncteurs 
de M dans M: X v-^ (le foncteur s^ : Z \-^ X <^Z) est un foncteur fidele. 
II admet la retraction s h^ s{l). II est muni d'isomorphismes fonctoriels 
s^osy - ^ s^^y : X 0 ( y 0 Z ) -^ ( X 0 y ) 0 Z . Get isomorphisme est AU: 
compatible a la contrainte d'associativite et admettant ^i - ^ UM com
patible aux contraintes d'unite. Apres application du foncteur 5, X,X^,ev 
et S comme en (2.1.2) fournissent une adjonction entre foncteurs: s^ est 
adjoint a gauche de s^^ . Soit de meme d le foncteur 

d: {M,oppose de 0 ) —^ (Hom(A^. A^).o) :Xi—^ (Z ^ Z <S) X). 
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Le foncteur d^^ est adjoint a gauche de d^ . 
Soient dans M des objets X ^ , X et ev : X 0 X^ -^ 1. De Tenonce 

analogue ([5] IV 1 Th 2 (iii)) pour Padjonction entre foncteurs, on deduit 
que ( 5 : 1 - ^ X 0 X^ verifiant (2.1.2), s'il existe, est uniquement determine 
par ev. De plus, (X^,ev) pourdequel existe S est unique a isomorphisme 
unique pres: etant donnes (X'^(z),ev) (i = 1,2), les adjoint s^^ de s^ 
sont canoniquement isomorphes. De plus, Tisomorphisme s^^.^ -^ s^^.. 

X (1) X (2) 
est le compose s^^ -^ ^xV(2)^x^xV(i) ""̂  ^x^(2) ^^ ^^^ done induit par 
X^( l ) -^ X^(2)0X(8)X^(1) -> X^(2) . On appelle X^ le dual de X . En 
cas d'ambiguite, on ecrira ev^ et <5̂  les morphismes ev et 5. 

Si X et y admettent des duaux X"̂  et Y"^ ,Y^ 0 X^ est un dual de 
X 0 y , avec 
^^x®Y — ^^x <^{X ^eVy 0 X ^ ) et S^^y = ( X 0 6 ^ 0 X ^ ) o 6 ^ . Ceci resulte 
de I'enonce analogue pour I'adjoint d'un foncteur compose. 

Un adjoint a droite 5^ de s^ est ce qu'on appelle un Hom interne 
Hom(X, ). Si s*^ existe, soit X' := <s^(l)- L'adjonction 5^5^ -^ Id, 
evaluee en 1, definit e : X 0 X' —̂  1. Tensorisant par Y , on obtient 
e 0 y : X 0 X ' 0 y -^ y . Par adjonction, e 0 y definit 
(2.2.1) X ' 0 y —^ Hom(X, Y) : s^, —^ s*^ . 

Par definition, X 0 (2.2.1) : s^s^, —^ ^x^*x ' ^o^ipose avec s^s*^ —>• Id, 
redonne e 0 y : s^s^, —> Id: le compose s^s^, —^s^s*^ —> Id est defini 
par e : X 0 X' -^ 1. 

2.3 Proposition. Pour que X admeite un dual, il faut et il suffii que sx 
admetie un adjoint a droite s*^ = Hom(X, ) et que le morphisme (2.2.1): 
Hom(X, 1) 0 y -^ Hom(X, Y) soit un isomorphisme pour tout Y . 

Preuve. La necessite est claire sur 2.2. Reciproquement, supposons que 
(2.2.1): s^, -^ 5^ est un isomorphisme. Si on identifie 5^, a 5^ par (2.2.1), 
on a vu que le morphisme d'adjonction ev : s^s^, — s^s*^ —̂  Id est defini 
par e : X 0 X' —>• 1. Le morphisme d'adjonction 6 : Id —>- 5^5^ = ^x'^x 
est deduit par adjonction de I'identite s^ —>• s^ , done caracterise par la 
propriete: 

*x ^ 

(2.3.1) s^ ^ ^x^x'^x ^ ^x est ridentite . 

Evaluant 6 en 1, on obtient 6{1) : 1 —̂  X ' 0 X . Evaluant (2.3.1) en 1, on 

obtient que le compose X > X 0 X ' 0 X >• X est I'identite. Le 
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morphisme Id —> ^x'^x defini par (5(1) a done la propriete caracteristique 
(2.3.1) et ^(1) definit 6: les morphismes d'adjonction pour (s^.s^,) sont 
definis par e : X 0 X ' -^ 1 et S{1) : 1 -> X ' 0 X . Ceci prouve 2.3. 

2.4. Si X et y admettent un dual, on a par adjonction Honi(5^,s^) - ^ 
Hom(5^v5 5xv) • Cette bijection induit une bijection Hom(X, Y) - ^ 
Hom(y^,X^) : k f : X —^Y correspond son transpose, le compose 

V : y"" ^ y ^ 0 X (8) x ^ ^ y ^ 0 y 0 x ^ . x ^ . 

La bijection inverse attache k f :Y^ -^ X^ le compose 

/ ^ x — ^ y 0 y ^ 0 X — . y 0 X ^ 0 X — > y . 

II sufSt de s'assurer que les memes formules decrivent dans RomjM.M) 
les bijections Hom(s^, 5^) -(-> Hom(5^v , s^^). 

Un contragredieni de / est un morphisme / ^ : X^ —> Y^ tel que 
ev^ o (/^ 0 / ) r= ev^ et {f ^ f^) o 6^ = by . Le diagramme commu-
tatif: 

/' • 1 r 
yv ^ y ^ 0 X 0 X ^ —^—^ y ^ 0 y 0 X ^ 

montre que si / a un contragredient / ^ , alors Y/^ = Id. Par passage a 
la categorie duale munie du 0 symetrique (ceci echange ev et 6 et respecte 
f ^-^^f)j on obtient f^^f = Id . Le transpose */ est done inversible, d'inverse 
/ ^ ; parce que f ^-^^f est bijectif et est compatible a la composition, / est 
inversible aussi. 

2.5. Si le produit tensoriel est commutatif- plus precisement si M verifie 
(2.1.1), la relation entre X et X^ est symetrique: X est un dual de 
X^ , et " / = / . L'axiome (2.1.2) implique alors les conditions qui pour 
Saavedra definissent les categories rigides: Texistence de Hom internes 
( H o m ( X , y ) = : X V 0 y ) , que 

(2.5.1) Hom(X, y ) 0 Hom(X', y ' ) - ^ Hom(X 0 y , X ' 0 Y') 

(car X^ 0 Y^ est un dual de X 0 y ) et que X - ^ X^^ . La reciproque 
est vraie (2.3 et (2.5.1) pour Y = X' = 1). 
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Autre terminologie: une categoric monoidale verifiant (2.1.2) est aussi 
appellee "compact closed monoidal category". Cette terminologie est par-
fois reservee aussi categories verifiant (2.1.1) (2.1.2) (G. M. Kelly and M. 
L. Laplaza, Coherence for compact closed categories^ J. Pure and Applied 
Alg. 19 (1980) p. 193-213) i.e. aux (g)-categories ACU rigides de Saavedra. 

Si Ai verifie (2.1.1) (2.1.2), le foncteur Y i-̂  X 0 Y a pour adjoint a 
gauche et a droite Y »—> X^ (g) Y . II commute done aux limites inductives 
et projectives. En particulier, si (2.1.3) est verifie, (g) est un bifoncteur 
exact en chaque variable. 

Si M verifie (2.1.1) a (2.1.3), Tisomorphisme 1®X - ^ X munit chaque 
X dans M d'une structure de End(l)-module, fonctorielle en X . L'anneau 
End(l) est commutatif ([6] I 3.3.1). Les structures de modules de X et Y 
fournissent la meme structure de module sur Hom(X, Y), et la composition 
est bilineaire: la categorie M est End(l)-lineaire. Le foncteur (g) est End(l)-
bilineaire. L'axiome (2.1.4) equivaut a dire que la categorie abelienne M 
est fc-lineaire, que 0 est fc-bilineaire et que k - ^ End(l ) . 

2.6 Proposition. Soit B un anneau commutatif. Dans la categone monoi
dale des B - modules, si X admet un dual (2.2), X est un B-module 
projectif de type fini. 

Preuve . Soient X^,X,ev et 6 comme en (1.1.2). Par 2.2, X^ 0 Y ĉ  
RomB{X,Y). Faisant Y = B, on voit que X^ est le dual de X. Faisons 
Y = X . On obtient que X^ <S> X -^ RomB{X,X). Si Idx est I'image 
de ^ai 0 Xi , les a^ et les Xi definissent une factorisation de Tidentite: 
X - ^ B^ - ^ X : X est facteur direct d'un module libre de rang fini. 

2.7. Soit T : jV(i ^ ' A^2 un foncteur entre categories monoid ales muni 
d'un isomorphisme fonctoriel T{X) 0 T{Y) -^ T{X 0 Y) . II est dit A si 
cet isomorphisme est compatible aux contraintes d'associativite: commu-
tativite du diagramme 

{T{X)0T{Y))^T{Z) > r (X)0(T(Y)0T(Z) ) 

i 
T{{X 0 Y) 0 Z) . T{X 0 (Y 0 Z)) . 

II est dit U s'il existe un isomorphisme T(l) —̂  1 compatible aux contraintes 
d'unite (2.1.1). Un tel isomorphisme, s'il existe, est unique. Si des con
traintes de commutativite pour 0 sont donnees, il est dit C si compatible 
a ces contraintes. 
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Si le foncteur T est AU et que X^ est un dual de X , T(X'^) (muni de 
T(ev^) et T{S^)) est un dual de T{X). Si X et Y admettent un dual, le 
transpose 2A de f : X -^ Y est defini en terme de ev et 6 et T{^f) est le 
transpose de T ( / ) . 

D'apres 2.6, un foncteur AU d'une categorie monoid ale A4 verifiant 
(2.1.2) dans la categorie monoid ale des modules sur un anneau commu-
tatif B est a valeurs dans les 5-modules projectifs de type fini. 

Soient Mi et M2 verifiant (2.1.1). Nous dirons simplement <^-foncteur 
T : Ml —>• M2 pour "foncteur muni d^un isomorphisme fonctoriel 
T{X) (g) T{Y) -^ T(X 0 Y) ACU'\ Un morphisme de <S>-foncteurs est 
un morphisme de foncteurs Ti -^ T2 tel que les diagrammes 

Ti{A)^Ti{B) - ^ ^ Ti{A^B) 

T2{A)^T2{B) . T2{A^B) 

soient commutatifs et que Ti(l) -^ ^2(1) soit Tautomorphisme identique 
de 1. 

Si la categorie source verifie (2.1,2), tout morphisme u de (8)-foncteurs 
est un isomorphisme: u^ et u^^ sont contragredients et u^ est inversible 
par 2.4 ([6] I 5.2.3) 

2.8. Soit T une categorie tensorielle sur k . Les foncteurs fibres de T sur 
un Ar-schema S, definis en 1.9, sont les 0-foncteurs fc-lineaires exacts de T 
dans les faisceaux quasi-coherents sur S. D'apres 2.7, un foncteur fibre est 
a valeurs dans les faisceaux localement libres de rang fini sur S, et commute 
au passage au dual. On dit que T est tannakienne si T admet un foncteur 
fibre a; sur un 5 7̂  0. Pour tout schema sur S,u \T ^>- S, I'image inverse 
Ur^ : X \-^ u^uj^X) de uj sur T est un foncteur fibre sur T. Prenant pour 
T un point de «?, on voit qu'une categorie tannakienne admet un foncteur 
fibre sur le spectre d'un corps. 

2.9. Pour V un espace vectoriel de dimension finie sur A; et X dans une 
categorie additive Ar-hneaire A, on definit V <^ X par 

Hom(y, V^X) = V ®k Hom(y, X). 

Le choix d'une base e i , . . . , en de V identifie V ® X k X^ . 
La sous-categorie pleine de T des multiples 1" de 1 est equivalente par 

F 1-̂  F 0 1 a celle des fc-espaces vectoriels de dimension finie. D'apres [2] 
1.17, elle est stable par sous-quotients. 
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2.10. CoroUaire. Soit M une caiegorie abelienne munie d'un produH ten-
soriel exact a droHe ei verifiant (2.1.1). Soii LO un ^-foncieur exact a droite 
de T , categone tensorielle sur k , dans M. . 

(i) uj est exact. 
(ii) Si M n'est pas reduite a zero, u est fidele. 

2.10.1 Exemple. Prenons pour M la categorie des faisceaux quasi-coherents 
sur le ^-schema S. D'apres (i), un (g-foncteur UJ k-lineaive exact a droite 
de T dans M est un foncteur fibre. D'apres (ii), un foncteur fibre sur S est 
fidele si 5 / 0 . La restriction de a; a un ouvert de S est encore un foncteur 
fibre. Si X 5̂  0, le faisceau localement libre (2.8) u){X) est done partout 
non nul. 

P reuve . (i) Soit 0 ^^ X ^^-Y -^ Z une suite exacte dans T . Appliquant to 
a la suite exacte transpose et utilisant que UJ commute au passage au dual 
et au transpose (2.7), on trouve que la suite 0 —> (^{X) —^ (^(Y) —^ ^{^) ^ 
une suite transposee uj{Zy -^ ^ ( ^ ) ^ —^ ^{Xy -^ 0 exacte. Dans M., si 
une suite U -^ V —^ W -^ 0 est exacte et que les Hom internes Hom(C/, 1) 
et Hom(K 1) existent, Hom(W, 1) existe et la suite 

0 —> Eom(W. 1) —> Hom(K 1) — . Hom((/, 1) 

est exacte. Puisque LO{X) est dual de uj{Xy ,UJ{X) est B.om(uj(Xy, 1); de 
meme pour Y et ^ , et la suite exacte 

0 —^ uj{X) — . uj{Y) —y uj{Z) 

donne (i). 
(ii) (c/. [6] II 4.2.1). Si X 7̂  0, ev : X^ (g) X ^ 1 est non nul, done 
un epimorphisme (2.9 prouve en [2] 1.17). Si A^ n'est pas reduite a zero, 
uj{V) = 1 est non nul et Tepimorphisme a;(ev) : UJ(X^)^UJ{X) —^ 1 est non 
nul. On a done u)(X) 7̂  0. Ceci prouve (ii). 

2.11 Remarque. Pour un exemple de 0-foncteur ^-lineaire ACU a valeurs 
dans les espaces vectoriels sur k , non exact, et qui n'est done pas un fonc
teur fibre, voir [2] IV 2.5. 

2.12. Pour A une categorie abelienne A:-lineaire, nous aurons souvent a 
eonsiderer la condition de finitude suivante: 

(2.12.1) Tout objet de A est de longueur finie et quels que soient X et y 
dans A, Hom(X,y) est de dimension finie sur k. 
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2.13 Proposition. Si T est une categorie tannakienne, alors 
(i) r venfie (2.12.1). 
(ii) Si u est un foncteur fibre sur S = Spec{B), Hom(X, Y)<S> B s'injecte 

k 

dans EoYnB(u)(X),u}{Y)). 

Preuve. Soit û o un foncteur fibre sur un corps K. La finitude (2.12.1) 
resulte de ce que CJQ est exact et fidele et de (ii) pour UJQ . 

Prouvons (ii). Si H C Hom(X, Y) est un sous-espace de dimension finie, 
il resulte de 2.9 que H (^1 "-^ Hom(X, Y). Appliquant u , on obtient 

H^B^ a;Hom(X, Y) = EomB{u;{X),Lj{Y)) 

d'ou resulte (ii). 
Le result at suivant m'a ete signale par O. Gabber. 

2.14 Proposition. Soit A une categorie ahelienne k-lineaire verifiant 
(2.12.1). Supposons quHl existe dans A un ohjet X tel que tout objet de A 
soit sous-quotient d'un X^ . Alors, A admet un generateur projectif. 

Preuve. Rappelons qu'une suite de composition d'un objet y de v4 est 
une filtration decroissante G : G^ = Y D G^ D -- - D G^ = 0 de quotients 
successifs simples. Pour chaque objet simple 5 , soit lgs{Y) le nombre de 
i tel que GrQ(Y) soit isomorphe a S. Dans le groupe de Grothendieck de 
A J \Y] est la somme etendue aux classes d'isomorphie d'objet simples des 
ksiY).[S]. 

Rappelons qu'une extension essentielle d'un objet Y est un epimorphisme 
a : E —^ Y tel que E n'ait pas de sous-objet E' Q E ^ distinct de E, qui 
s'envoie sur Y . Si 1" est simple, il revient au meme de dire que tout E' Q E 
distinct de E est contenu dans ker(a). 

Si E est une extension essentielle d'une objet simple 5 , on a pour tout 
objet simple T 

Hom(5,T)-^Hom(jE;,T) . 

En eff'et, pour f : E —^ T non nul, ker(/) C ker(a) est de colongueur 1 dans 
E, ker(/) = ker(Qf) et / se factorise par a. En particulier, Hom(£',T) = 0 
pour T non isomorphe a S. 

2.15 Lemme. Soit E une extension essentielle d^un objet simple S. Pour 
tout Y ^ on a 

(2.15.1) dimikHom(jE;,y) < lg,(y).dimik End(S'). 
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S'll y a egalHe pour Y , il y a egalHe pourY^ ei tons ses sous-quotients ei 
le foncteur Hom{Ej ) est exact sur la sous-categorie {Y) de A des sous-
quotients des Y" . 

P reuve . Pour toute suite exacte courte 0 -^ Y' ^^ Y —̂  Y" —̂  0, la suite 
exacte 

(2.15.2) 0 -^ Hom(^, Y') -^ Hom(£;, Y) -^ Hom(^, Y") 

donne dimjk Hom(jE', Y) < dimjk Hom(£', Y')+dimjb Hom(£', Y'') avec egalite 
si et seulement si on peut mettre un zero a droite de (2.15.2). Pour Y 
simple, (2.15.1) est vrai, avec egalite. L'inegalite (2.15.1) en resulte par 
recurrence sur lg(Y). S'il y a egalite pour Y , il y a egalite pour tout 
sous-objet, tout quotient, et 2.15 en resulte. 

2.16 P reuve de 2.14 (fin). Soit S un objet simple de A. Soit F une suite 
de composition de X et construisons par recurrence sur i une extension 
essentielle Pi de 5 telle que 

dimib Eom{Pi,X/F^) = lg^{X/F').dimk End(5). 

Pour i = 0 ou 1, on peut prendre P^ = S. Construisons Pi^i . Soit une 
famille finie de morphismes fa : Pi -^ X/F^ qui engendre Hom(Pi,X/F*). 
Soit Qa le produit fibre 

i + l Qa ^ X/F 

Pi > X/F' , 

Q' le produit fibre sur Pi des Qa et Q un sous-objet de Q' minimal parmi 
ceux s'envoyant sur Pi. Par construction, Q est une extension essentielle 
de Pi, done de S. Par (2.15.1) applique a Q et a X/F^, on a 

(2.16.1) Eom{Pi,X/F') - ^ Eom{Q,X/F'). 

Par construction, tout morphisme de Pj dans X/F^ se releve en un mor-
phisme de Q dans X/F*+^. Par (2.16.1) 

Hom(Q,X/ r+^) -^ Hom(Q,X/F) 
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et (2.15.1) est une egalite pour Q et X/F^'^^ . On prend Pj+i = Q. 
Au bout de la recurrence, on obtient une extension essentielle P{S) de 

S telle que (2.15.1) est une egalite pour P{S) et X . D'apres 2.15, P{S) 
est projectif. Tout objet simple de A figure dans les quotients successifs 
d'une suite de composition de X . II n'y a done qu 'un nombre fini de 
classes d'isomorphie d'objet simples. La somme P des P{S) — un par 
classe d'isomorphie d'objets simples — est un generateur projectif. 

2.17 Corollaire. Touit caiegone A comme en 2.14 est equivalente a la 
categoric des modules a droite de type fini sur une k-algebre de rang fini A 

Prendre A = E n d ( P ) et Tequivalence X y-^ H o m ( P , X ) . 

2.18. Soient A comme en 2.14 et B une sous-categorie pleine stable par 
sommes et sous-quotients. L'inclusion i de B dans A a des adjoints a 
gauche et a droite i* et r : i*{X) est le plus grand quotient de X qui soit 
dans B, i'{X) le plus grand sous-objet. Si P est un generateur projectif 
de A J i*P est un generateur projectif de B. Soit A = E n d ( P ) et A son 
quotient End(2*P) . 

La categorie A s'identifie a celle des ^-modules a droite par X H^ 
H o m ( P , X ) . Dans ce modele, P est Ad, i*P est Ad et B s'identifie a 
la categorie des A-modules a droite annules par I'ideal bilatere a tel que 
A = A/a. 

2.19. Voici un exemple qui montre que si T n'est pas tannakienne, les 
conclusions (i) (ii) de 2.13 peuvent etre en defaut. Supposons k de carac-
teristique 0 et contenant t transcendant sur Q . On renvoie a [2] 1.27 pour 
la definition de la categorie tensorielle (GLt) sur k librement engendree par 
un objet Xt de dimension t. On verifie que si un objet X d 'une categorie 
tensorielle T sur k est de dimension t, il existe un 0-foncteur exact de (GLt) 
dans T envoyant Xt sur X . Deux tels (8)-foncteurs sont isomorphes, et les 
0-automorphismes d'un tel (S)-foncteurs sont ceux de X . En particulier, 
on dispose d'une (8)-foncteur 

{GLt)-^{GLt-i):Xt^-l^X t - i • 

Iterons cette construction et soit T la hmite inductive des categories 
{GLt-n) (i^ > 0). On pent voir cette categorie tensorielle sur k comme 
librement engendree par un objet Xt de dimension t muni de decompositions 
Xt = l^Xt-i,Xt-i = l e X t _ 2 , - - - • Dans (GLt-n ) , X t = 1" 0 X t - n a 
pour anneau d'endomorphismes M„(fc) x k . Passant a la limite, on trouve 
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que I'anneau des endomorphismes de Xt dans T est I'anneau des matrices 
infinies de la forme 

0 \J 

L'objet Xi de T n'est pas de longueur finie, et Hom(X/,Xt) n'est pas de 
dimension finie sur k . 

3. Rappels et complements: groupoides 

Dans [6], N. Saavedra cherche a ecrire une categories tannakienne comme 
categorie des representations d'une gerbe. Nous avons mis Taccent sur les 
representations de groupo'ides transitifs. Comme nous allons I'expliquer, 
c'est un version moins intrinseque de la meme chose. 

3.1. Soit k un corps commutatif. Comme en 1.6, dont nous suivons les 
notations, nous ne considerons que des schemas sur k. 

Soit G un fc-groupoide agissant sur S. Pour tout fc-schema T , (S{T), 
G(T),o) est une categorie ou toute fleche est inversible. Pour T variable 
ces categories forment une categorie fibree Gg.Q , ou simplement G^ , sur la 
categorie (Sch/k) des schemas sur k: on dispose de foncteurs image inverse. 
L'image inverse par w : T' -^ T d'un objet a de g^{T), i.e. de a G S{T) = 
Homjk(T, S) est le compose ao u. Celle d'un morphisme f : f £ G(T) est 
f o u. Pour a,b deux objets de G^{T), i.e. pour a,6 G S{T), le foncteur 
qui ku\T' —^T associe Homgo(7'/)(w*a, w*6) est representable, represente 
par l'image inverse de G/S x S par (b,a) o u : T' —^ S x S. En particu-
lier, ce foncteur est un faisceaux pour la topologie fpqc (fidelement plate 
quasi-compacte): GS:G ^^^ ^^ prechamp fpqc (i.e. les fleches se recollent). 

Soit Gs G ou simplement G le champ fpqc associe k G^ - Ce champ 
contient G^ comme sous-categorie pleine et il est caracterise par la propriete 
que tout objet de G est localement dans G^ • C'est un champ en groupoides. 
Pour tout champ C sur (Sch/k) le foncteur G^ —^ G induit une equivalence 
entre les categories de foncteurs compatibles aux changements de base 

(3.1.1) Homsch/*(a,C) ^ Homsch/*(^°,C). 

3.3. Pour T une categorie fibree sur (Sch/k), appelons representation de 
JF un (Sch/fc)-foncteur compatible aux changements de base de !F dans 
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le champ des faisceaux quasi-coherents sur S variable. C'est la donnee, 
pour tout schema T sur k, d 'un foncteur R de J^{T) dans les faisceaux 
quasi-coherents sur T , de formation compatible aux changements de base. 
Notation: R e p ( ^ ) est la categorie des representations de T. 

Soit G un groupoide transitif agissant sur S. D'apres 3.1, la restriction 
3i Gs Q ^^^ ^^^ equivalence de Rep(^5:Gf) avec R e p ( ^ | . ^ ) . Si R est une 
representation de GSQ > o^ ^ pour tout T et tout a : T ^^ S dans Gsoi"^) 
un isomorphisme R(a) - ^ a*i^(Id5') , et R est determine par le faisceau 
quasi-coherent i^o •= ^ (1^5) sur S et par les R{g) := a*Ro —̂  b*RQ pour 
g : a —^ b dans 6̂ 5 (^(T). Ces R{g) sont une representation de G (1-6), et 
R H^ (i?(Id5), lesi^(^)) est une equivalence 

(3.2.1) Rep(^5G) ^ Rep (5 : G). 

Rappelons qu'une gerbe {fpqc) sur k est un champ fpqc en groupoides 
sur (Sch/k) , non vide et tel que deux objets soient toujours localement 
isomorphes. 

3.3 P r o p o s i t i o n . Avec les notations precedentes, pour que Gs G soit une 
gerbe, il faut et il suffit que S ^% et que G soit transitif (1-6). 

P r e u v e . Pour que deux objets soient toujours localement isomorphes, il 
faut et il suffit que tel soit le cas dans le cas universel des deux objets de 
Go{S X S) definis par les deux projections de 5 x 5 sur S . C'est la definition 
de " t rans i t i f . 

3.4. Soient G une gerbe sur les schemas sur k et LOQ un objet de G{S) . Pour 
tout schema sur S x S : (b^a) : T —^ S x S, soit Autj|,(u;o)(T) I'ensemble 
des isomorphismes a : a^ujQ -^ b*LjQ . Si ce foncteur est representable, il 
est represente par un groupoide G agissant transitivement sur 5 , qu'on 
appellera le groupoide des A:-automorphismes de LUQ . 

Cette construction est inverse de celle de 3.1. Si le A^-groupoi'de G agit 
sur 5 , Tapplication identique de S est un objet de Gs G de groupoide 
d'automorphismes G . Si ^ est une gerbe, que S ^ <p , que UJQ est un objet 
de G{S) et que le foncteur Autj^(a;o) est representable, represente par le k-
groupoi'de transitif G agissant sur S, GSG s'envoie dans G par un foncteur 
pleinement fidele et le morphisme de gerbe induit de GS:G dans G est une 
equivalence. 

3.5. Soit u \Gi ^^ G2 un (Sch/fc)-foncteur entre gerbes sur (Sch/fc). Pour 
Lu dans Gi{S), soit Aut5(u;) le faisceau sur 5 qui a T sur S : p \ T -^ S 
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attache I'ensemble des automorphismes de p*u; dans Gi(T). Si pour un 
5 7̂  0 et un a; dans Gi{S), u : Autgfu;) —> Auts{u{(jj)) est un isomorphisme, 
alors LJ est une equivalence. Voici deux applications. 

Soient G un Ar-groupoide agissant transitivement sur 5 ,tx : T —> 5 et GT 
le group o'lde induit. On suppose que T ^^. Le morphisme de prechamps 
'^ ''^T:GT ~^ ^^S:G i^duit uu isomorphisme du faisceau des automorphismes 
de IdT dans GT.GT ^^^^ ^̂  faisceau des automorphismes de u dans Q%.Q • 
Le morphisme induit de gerbes u : QT.GT -^ QS.G a la meme propriete, 
done est une equivalence. Appliquant (3.2.1), on obtient 

(3.5.1) Rep(5 : G) ^ Rep(T : GT) • 

Soient Gi et G2 deux fc-groupo'ides agissant transitivement sur S — (j) 
et Gj le schema en groupes sur 5 image inverse de Gi par Tapplication 
diagonale de S dans S x S. II represente le faisceau des automorphismes 
de Id5 dans Gs:Gt{S). Soit w : Gi —>• G2 un morphisme de groupoides. Si 
rimage inverse u^ \ G^ -^ G^ de u par Tapplication diagonale de S est 
un isomorphisme, le morphisme u induit done une equivalence de gerbes 
de Qs.Gi avec Qs G2 • Appliquant 3.4 a ces gerbes et a I'objet sur S defini 
par I'application identique de 5 , on retrouve les Gi: 

(3.5.2) si u^ : Gi -^ G2 est un isomorphisme, alors u est un isomorphisme. 

Si R est un representation d'une gerbe G , et qu'un R{u;) (u; dans G{T) , 
T 5̂  0) a une propriete P locale pour la topologie fpqc, tons les R{u)) ont 
cette propriete. Par exemple, il existe T avec G{T) non vide, et, rempla^ant 
T par un de ses points, on pent supposer T spectre d'un corps; R{u) est 
alors plat sur T. Pour P "plat", on trouve que les R{uj) sont tons plats. 
De meme, si un R{UJ) est locale me nt libre de rang n, ils le sont tous. Pour 
une representation d'un groupoide transitif (A^,p), cela donne la platitude 
de M sur S et I'assertion (b) avant 1.7. 

3.6. Soit G une gerbe (fpqc) sur (Sch/A?). Pour û i et U2 dans G{S), soit 
Isom5(u;i ,u}').) le faisceau fpqc sur S qui k u : T -^ S attache I'ensemble 
des isomorphismes u*uji —> u*uj2 dans G{T). Quel que soit u :T —^ S, 
lsgmrp{u*uji^u*(jj2) est Timage inverse sur T de Isom^fcJi ,009.). Si le fonc-
teur lsomg{(jJiyUJ2) est representable, Isomy(cJi,c<;9) Test done aussi. On 
pose Autg(a;) := Isom5(a;,u;). Si pour un 5 7̂  0 , le faisceau Isom5(a;i ,0;^) 
a une propriete ^ locale fpqc, tout Isom /̂fu;̂ ,̂̂ ^^) verifie encore^: deux 
objets de G etant localement isomorphe, il existe des Ti -^ S x S' couvrant 
5 X 5 ' , et done couvrant 5 ' , tels que LJ[ et ui (resp. u)2 et L02) deviennent 
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isomorphes sur les T,-. De meme, si P est une propriete locale fpqc de 
schemas sur 5 , et qu^un Isom5(a;i,a;9) est represent able par un schema 
sur S verifiant P , tout Isomg/fa;^,:^^) ^^^ ^̂ ^ representable est represente 
par un schema sur 5 ' verifiant P. 

Pour P "etre plat sur 5" , on trouve comme en 3.5 qu'un groupoide G 
transitif sur 5 est plat sur S x S: on a. G = Isom^^^fprgCJn,pr^cjn). Pour 
^ l a propriete d'un faisceau fpqc d'etre representable par un schema afBne 
sur la base 5 , on trouve que s'il existe 5 ^ 0 et u;i,a;2 dans G{S) tels 
que Isom5(a;i ,a;^) soit representable par un schema afSne sur S , alors tout 
Isomc/(cJi,u;o) est aiBne sur S'. On dit que G est une gerbe a lien affine. 

Si G est une gerbe a lien affine sur (Sch/fc) et que uj est dans G{S), 
Aut;^(a;) := Isom5^5(pr2u;,pr^a;) est affine sur S x S. Par 3.1, 3.4 les 
gerbes a lien affines correspondent aux groupo'ides agissant transitivement 
sur 5 et affines sur S x S. 

Soient G une gerbe a hen affine. II existe 5 spectre d'un corps tel que 
^(5) soit non vide. Soient UQ dans ^(5) et G = Autj^.(a;). La gerbe G est 
equivalente a GS.G (3.4) et toute gerbe a hen affine est equivalente a une 
gerbe Gs.G t̂vec S spectre d'un corps et G un fc-groupoide affine agissant 
transitivement sur S. 

On a dans ce cadre les resultats suivants, qui se demontrent comme dans 
le cas particulier des representations de groupes. 

3.7 Proposition. Soient K un corps non necessatrement commuiatif et L 
un cogebroide agissant sur K. Toute representation V de L est reunion 
filtrante de ses sous-representations de dimension finie sur K . 

Preuve. Soit p : V -^ V <Sf L la. coaction. Tout a G F 0 L est contenu 
K K 

dans un sous-espace Vi^ L , avec Vi de dimension finie, et le plus petit Vi 
K 

possible est I'ensemble des A(a) pour A E Homji^-.(I/, A') (morphismes de 
A-espaces vectoriels a gauche). Pour a = p{v), ce Vi contient v (prendre 
A = counite) et est stable: si p{v) = "^Vi 0 A' avec des 4 lineairement 
independents, Vi est engendre par les Vi. L'axiome des coactions donne 

^^Pivi) ^li^Y^ Vi 0 c(A) eVi(^L^L 

d'ou p{vi) EVI^L pour chaque i. 

3.8 CoroUaire. Sous les hypotheses de 3,7^ L est reunion filtrante de sous-
cogebroides de type fini en tant que K ® K-modules. 
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La preuve sera donnee en 4.9. 

3.9 CoroUaire. Soii G un k-groupoide agissani sur S, iransziif ei affine 
sur S X S. Tout module quasi-coherent sur S muni d'une action de G est 
reunion filtrante de ses sous-modules a coaction localement libres de rang 
fini. 

Preuve. Par 3.5, on se ramere au cas 3.7 ou S est spectre d'un corps. 

3.10. Dans SGA3V, les actions de groupoides ont ete introduites pour 
demontrer des existences de quotient pour des actions de groupe. Dans 
cette direction, le resultat suivant est un corollaire de M. Artin [1]. 

3.11 Proposition. Sott X un schema plat de type fini sur S noetherien et 
G un S-groupo'ide agissant sur X , de type fini sur X xX . On suppose que 

s 

(a) L'image inverse G^ de G sur la diagonale de X x X est plate sur 

X . 
(b) Les projections b,s : G =4X sont plates. 

Alors, il existe une espace algebrique T quotient de X par G avec X 
fidelement plat sur T et G fidelement plat X x X . 

T 
Preuve. On commence par se ramener au cas ou S est de type fini sur 
Z , pour pouvoir appliquer [1]. La composition fait de G^ un schema en 
groupes plat de presentation finie sur X . II agit par composition a gauche 
sur G vu comme schema sur X par s. Par [1] 6.3, R := G^ \ G existe: le 
faisceau fppf quotient est representable par un espace algebrique. Puisque 
G —> i^ est couvrant fppf et que G x G — G^ x G, G —^ R est fidelement 

R X 
plat. On en deduit que R est plat sur X . Le quotient R s'envoie dans 
X X X par un monomorphisme. On en deduit que R est un schema. On 

X 
pent alors a nouveau appliquer [1] 6.3 a i^ agissant sur X pour obtenir T. 
A nouveau, T represente le faisceau fppf quotient de X par J?, et de ce 
que X couvre T avec R= X x X on deduit que X est fidelement plat sur 

T 
T ; G est fidelement plat sm R = X x X . 

4. Comonades 

4.1 Rappels. Pour toute categorie C , la composition des foncteurs 
fait de la categorie Hom(C,C) des foncteurs de C dans C une categorie 
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monoidale (2.2, [5] VIII): la composition des foncteurs est associative et 
admet le foncteur identique pour unite. Une comonade ([5] VII) , on dit 
aussi cotriple, est un monoide dans la categorie duale, i.e. un foncteur F 
muni de c : F —^ F o F coassociatif et admettant une counite e : F —^ Id: 
les fleches composees 

col 

F -UFoF==tFoFoF 

loc 

sont egales et les fleches composees 

eol 

F -^FoF jF 
loe 

sont I'identite. Noter que la counite, si elle existe, est unique. Une coaction 
de la comonade F sur un objet X de C est un morphisme 

p:X — . F{X) 

tel que les fleches composees 

X -^F{X)=^FF{X) 

soient egales et que les fleches composees 

X -^ F{X) - ^ X 

soit I'identite. 
Soit (T, U) une paire de foncteurs adjoints T . A -^ B ei U . B —^ A. 

Soient e : TU ^ Id ei ri : Id-^ UT les fleches d'adjonction, F := TU et 
c := Tr)U : F —^ F o F. On sait que F, muni de c est une comonade de 
counite e et que Trf :T —^ TUT = FT definit fonctoriellement sur chaque 
TE (E dans A) une coaction de F. 

Le theoreme de Barr-Beck ([5] VI7) aflftrme ceci. Supposons que T a les 
propriete suivantes: 

(a) une double fleche E =t F a un noyau si son image par T en a 

un;(b) si u : K -^ E egalise / , ^ , alors A' est un noyau de (f^g) des que 
TK est un noyau de (Tf.Tg). Alors, le foncteur 

T : A -^ objets de B munis d'une coaction de F = TU 
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est une equivalence. 
Noter que les hypotheses (a) (b) sont verifiees si les categories A et B 

sont abeUennes et que T est exact et fidele. 

4.2. Un predecesseur du theoreme de Barr-Beck est le theoreme de des-
cente fidelement plate pour les modules (SGAl Vi l l i ) . Pour le benefice 
des geometres algebristes, expliquons la relation entre les deux. 

On prend pour A la categorie des modules sur un anneau commutatif ^ , 
pour B celle des modules sur B commutatif fidelement plat sur A, pour T 
Textension des scalaires de A a 5 et pour U la restriction de scalaires. Le 

foncteur F = TU est M \-^ B (S> M, et on identifie J5(g)Ma(5(g)B)(8)M 
A A A B 

par 6(g)mi—>-60l(g)m. Le "2" sur 0 indique Tusage de la seconde 
structure de B-module sur B ® B. La premiere structure est celle qui 

2 
definit la structure de j5-module de FM = ( 5 0 JB) 0 M . Un morphisme 

A B 
2 

u : M —^ FM = {B®B)®M s'identifie a un morphisme de 5(g)5-modules 
A B A 

u :(B®B)(S>M —y(B<S>B)®M 
A B A B 

(avecw' : ( l 0 m ) = u{m)), Passons au language geometrique: S := Spec(A), 
X \— Spec(5), M := faisceau quasi-coherent sur X defini par M. A u' 
correspond sur X x X = Sr>ec(B (g) B) un morphisme 

S A 

u" : pr^jM —^ pr2A^ • 

Que u soit une coaction de F se traduit: sur X x X x X ^\e triangle 
s s 

pr^A^ y ^i^M 

pr^A< 

commute, et I'image inverse de u" par Tapplication diagonale A : X —> 
X X X est ridentite. Quel que soit le 5-schema Y et / , p : Y —> X , (/, gYu" 

est un morphisme c^^ : f*M -^ g*M ] les conditions ci-dessus signifient 
que pour tout Y on a c^j = Id et c^^ — c^^^c^^ . EUes impliquent que les 
Cĝ  sont des isomorphismes, et en particulier (pour Y = X x X) que u" 
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est un isomorphisme. Les coactions de F s'identifient done aux donnees 
de descente sur M et le theoreme de Barr-Beck redonne, avec en fait la 
demonstration habituelle, que les A-modules s'identifient aux 5-modules 
munis d'une donnee de descente. 

4.3. Nous aurons besoin d'un cas particulier de 4.1 plus general que 4.2. 
Soient A et B deux anneaux (a unites) non necessairement commutatifs, 
A la categorie des A-modules a droite et B celle des B-modules a droite. 
Chaque A,5-bimodule AMB definit un foncteur de A dans B \ E \-^ E ® 

A 

AMB . Cette construction est un foncteur pleinement fidele: 

{A,B - bimodules) —> Hom(^, B), 

admettant la retraction F »—> F{A). Nous appliquerons 4.1 a des foncteurs 

de ce type (g)M de ^ ou JB vers AowB . La composition, pour les foncteurs, 
correspond au produit tensoriel pour les bimodules et les morphismes de 
foncteurs 4.1 donneront lieu a des morphismes de bimodules. Par exemple: 
si L est un B, 5-bimodule, definissant le foncteur F : N i—^ N (^ L de B 

B 
dans B, le foncteur FoF est defini par L(g)L et une structure de comonade 

B 
c : F -^ F o F sur F equivaut sur L a une structure de cogebroide agissant 
sur B : L —^ L^L . Une coaction N -^ F(N) de F sur N s'identifie a une 

B 
coaction N -^ N ^ L de L sur N . 

B 

Pour tout 5-module a droite projectif de type fini M , de dual M^ , et 
tout 5-module X , le morphisme 
(4.3.1) X 0 M^ —^ H o m s ( M , X ) : x ^ a y — ^ x.a{m) 

B 

est un isomorphisme. Si A^B est un A, 5-bimodule projectif de type fini 
en tant que 5-module, de J5-dual B^A ' ^̂  foncteur 

T : A -^ B : E ^ E ^ AMB 
A 

a done pour adjoint a droite U le foncteur N )-^ N ^ B^^-
B 

EomB{E<^AMB,N) = EomA{E,EomBU^B. N)) 
A 

4 3.1 
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Les foncteurs composes TU et UT sont les foncteurs 

N ^ N ®{BMI<^ AMB) 
B A 

eiE\-^ E^(AMB®BM\). Les fleches d'adjonction TU -> Id et Id -^ UT 
A B 

sont definies par des morphismes de bimodules ev : B M Y (g) AMB -^ B et 
A 

A : A -^ AMB 0 B^A • L^ morphisme ev (resp. A): TUB —^ B (resp. 
B 

A -^ UTA) correspond par adjonction a Tidentite de UB (resp. TA). Pour 
ev, on obtient le morphisme 

ev : B M ^ 0 AMB —^ B : a<^m i—> a{m). 
A 

Pour M un B-module a droite projectif de type fini M, de dual M^ , soit 
6{M) ou simplement 6 Telement de M 0 M^ d'image I'identite de M par 

B 
I'isomorphisme (4.3.1) pour X — M: 

(4.3.2) M O M ' ' - ^ Ends (M) . 
B 

Pour M = ^ M ^ , (4.3.2) est un isomorphismes de ^,^-bimodules et A est 
le morphisme 

A : A —^ AMB 0 BMX - a i—> aS = 6a . 
B 

Si on ecrit un 5-module a droite projectif de type fini M comme facteur 
e' 

direct d'un module hbre B^ : JB" ; = ± M avec e (resp. e ) de coordonnees 
e 

e* G M (resp. ê  G M"^), on a 

(4.3.3) S{M) = J^e'ei = ^ ^ j e ^ e ^ . 

Traduisons 4.1. On trouve sur L := B^\^A^B une structure de cogebroi'de 
A 

c : L -^ L® L agissant sur B, definie par A et de counite et;, et, pour tout 

A-module a droite E, une coaction E 0 A^B —^E^ A^B <S> L de L sur 
A A B 

E 0 A^B • Cette coaction est definie par A: c'est 
E 0 AMB —> E 0 AMB 0 B M Y 0 AMB :e®m \—^ e 0 5 0 m . 

A A B A 
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Le theoreme de Barr-Beck (4.1) donne: 

4.4 Proposition. Si le A, B-bimodule A^B ^st projectif de type fini sur B 
ei fidelement plat sur A, le foncieur E h-> E<S> A^B ^st une equivalence de 

A 

la categorie des A-modules avec celle des B-modules mums d^une coaction 
du cogebroide L := B^A ^ AMB -

A 

4.5 Proposition. Sous les hypotheses de 4'4> pour que E soit un A-module 
de type fini (resp. de presentation finie), il faut et il suffit que E 0 A^B 
soit un B-module de type fini (resp. de presentation finie). 

Preuve (c/SGA 1VIII 3.4). Puisque AMB est de type fini sur B , E®AMB 

est de type fini si E I'est. Recriproquement, si E(S>A^B est de type fini, il 
existe un sous-module de type fini F de E tel que F (g) A^B '-^ E ^ A^B 
contienne tous les elements d'un systeme generateur fini de E^ A^B • On 
a alors F ® A^B —^ E ® AMB , done F = E et E est de type fini. 

Si E est de type fini: E = A^/R, E est de presentation finie si et 
seulement si R est de type fini, et u;{E) = ^M^/a;(i?) est de presentation 
finie si et seulement si LO{R) est de type fini. L'assertion respee en resulte. 

4.6 Remarque, (i) Si k est un anneau commutatif, que A et B sont des 
Ar-algebres et que les deux structures de /^-module de A^B coincident, le 
cogebroide L := B M Y 0 A^B est un fc-cogebroide. 

A 

(ii) Pour A = k , et M un 5-module projectif de type fini, on obtient 
ainsi sur M^ <S)M une structure de Ar-cogebroide agissant sur B , de counite 

k 

ev . Ce cogebroide agit sur M (I'image par (S>M de k) par po : M -^ M<S>L : 
k B 

m\-^ 6 (®m e M ® M^ ® M = M (S) L . 
B k B 

4.7. Soient k un anneau commutatif, Bi et B2 deux /?-algebres, C une 
petite categorie et UJJ {j = 1,2) un foncteur de C dans la categorie des 
5j-modules a droite projectifs de type fini. On se propose de definir un 
Bi,52-bimodule Lk{uJi,L02), dont coincident les structures induites de k-
modules, muni pour tout X dans C d'un morphisme de bimodules 

(4.7.1) LJiiXy 0a;2(X) - ^ Lk{u;i,U2) 
k 
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tel que pour tout f : X -^Y dans C le diagramme 

a^i(/)*<8)l 
iJl{Yy ®UJ2{X) . UJi{XY ®U2{X) 

uji{Yy ®uj2{y) ^ L{ujui^2) 

soit commutatif, et universel pour ces propriete. Dans la terminologie de [5] 
1X6, L{(jJi^ijj2) est le "coend" d e u ; i ( y ) ^ <^uj2[X). Definition: Lk{u)i,uj2) 
est le quotient de la somme LQ des uj\{XY 0c<;2(X) {X dans C) qui egalise 

k 
les doubles fleches 

{ui{fy 0 1,1 (8)u;2(/)) : a ; i (y )^ ®U2{X) =t LQ . 

Si cela ne prete pas a confusion on ecrira simplement L(a;i,u;2) pour 

Lk{(x)i,UJ2)-
La donnee de morphismes (4.7.1) equivaut a celle de morphismes de 

52-modules 

(4.7.3) A(X) : U2{X) - ^ u;,{X) (g) L(a;i,a;2) 

et (4.7.2) signifie que A(X) est fonctoriel en X . La propriete universelle 
de L{uijiJ2) est que pour tout Bi, jB2-t>imodule U , si les deux structures de 
Ar-module de U coincident, I'application / • — > • ( / o \{X)) de 
Hom^j j32(Z/(a;i,u;2), Ĉ ) dans les systemes de morphismes 

u{X):uj2{X)-^uji{X)^U, 
Bi 

fonctoriels en X , est une bijection. 
Pour trois foncteurs u;i,u;2,W3 , iterant (4.7.3), on obtient 

U)3{X) ^0J2{X) (g) L(u;2,^3) ^UJi{X) 0 L{u;i,L02) 0 L{UJ2,L03) 
B2 Bi B2 

fonctoriel en X , d'ou 

(4.7.4) L(u;i,a;3) —^ L{ui,uj2) 0 L(a;2,^3) • 
B2 
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Le coproduit (4.7.4) est coassociatif: pour quatre foncteurs cji, u;2, ^ 3 , ^4 , 
le diagramme 

B2 

[ 
^(^1,^3) 0 L(a;3,a;4) ^ L{OJI,IJJ2) 0 L{(JJ2,<^3) 0 L{UJ^,UJ4) 

JBs B2 B^ 

est commutatif. Les morphismes d'evaluations ujj{Xy 0 ^ j ( ^ ) "^ ^i 
definissent una counite c : L(ixjj,ujj) -^ Bj : les fleches composees 

l (8>c 

L{u)i,U2) —^ L{ui,uj2) 0 i(a;2,a;2) yL{iJi,uj2) 
B2 

c<8>l 
L(u;i,a;2) —^ L(a;i,a;i) 0 L(a;i,u;2) yL{uJi,u)2) 

Bi 

sont ridentite. 
Le cas qui nous importe le plus est celui ou Bi = B2 et ou uji = ^2 • 

Soit B := Bi = B2 ' L'application (4.7.4) pour cji = UJ2 = (^3 = LJ fait de 
Lk{(^) := Lk(ciJ,uj) un fc-cogebroi'de agissant sur B. Si cela ne prete pas 
a confusion, on le notera simplement L(LJ) . Les \{X) sont une coaction 
de L{LJ) sur les u^{X), fonctorielle en X. La propriete universelle de L{LO) 
assure que, pour tout /ij-cogebroi'de -0 agissant sur B, il revient au meme 
de se donner une coaction fonctorielle de xp sur les (JO{X) OU un morphisme 
de cogebroi'des L(u;) —>• V' • 

On appellera L(u) le cogebroide des k-endomorphismes de uj . 

4.8 Exemple. (i) Pour C reduite a un objet et a sa fleche identique, la 
donnee de UJ est celle d'un 5-module a droite projectif de type fini M . 
Le cogebroide L{uj) est M^ 0 M et sa coaction sur M celle de 4.6. La 

k 

propriete universelle de L{(JJ) dit que, pour tout Ar-cogebroide \p agissant 
sur B , risomorphisme 

EomB{M,M (^ip) i—^ EomB,B{M^ 0 M,^) 

fait se correspondre les coactions de ip sur M et les morphismes de cogebroide 
de M^ 0 M dans ip . 

k 

(ii) Soient comme en 4.3 AMB un A,5-bimodule projectif de type fini 
en tant que 5-module a droite, B^A ^^^ 5-dual et L := B^A ^ A^B • 

A 
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On suppose que A et B sont des A:-algebres et que les deux structures de 
^-module de A^B coincident. Pour A: = Z , ces hypotheses sont automa-
tiques. Soit C une sous-categorie pleine de la categorie des A-modules a 
droite, contenant le A-module A , et telle que les E^AMB soient projectifs 

A 

de type fini sur B. Soit u; le foncteur E \-^ E ^ A^B • P^r 4.3, L coagit 
A 

sur les uj{E) {E dans C), d'ou un morphisme 

(4.8.1) L{ij) — ^ L . 

Ce morphisme est un isomorphisme. Pour C reduite au A-module A, c'est 
la definition du produit tensoriel sur A . Dans le cas general, la verification 
sera donnee en 4.11. 

4.9 P reuve de 3.8. La comultiplication c : L -^ L (^ L est une coaction de 
K 

L sur L (representation reguliere). D'apres 3.7, L est reunion filtrante de 
sous-representations Vi de dimension finie sur K . La coaction de L sur Vi 
correspond par 4.8(i) a un morphisme de cogebroides fi : V^"^ 0 Vi —^L. 
La counite e de L induit une forme lineaire sur Vi et fi{e \Vi ^ x) = x. 
L'image de fi contient done Vi. Parce que K est un corps, I'image de fi est 
un sous-cogebroide de L. Le cogebroide L est reunion filtrante des images 
des fi et ceci prouve 3.8. 

4.10 Fonciorialiies. 

(i) Soit f : Bj -^ B'^ et ^BJBJ le foncteur d'extension des scalaires. On 

(4.10.1) L{LOULJ2) 0 {B[^B'2)^^L{i^B,B[)oLOu{®B,B'2)ou2). 
Bi<S>B2 k 

(ii) Soit T : V -^ C. Les morphismes UJ2TD -^ uj\TD 0 L{uji^u)2) 
definissent 

(4.10.2) L{yjioT,ijj2oT) —y L{(JJI,UJ2) . 

(iii) Si C est limite inductive filtrante de categories C, et que Ti est le 
foncteur naturel Cj -^ C, les morphismes 4.10.2 induisent un isomorphisme 

(4.10.3) limL(a;i oTi,uj2 oTj) - ^ L{ui,uj2) • 
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(iv) Supposons Bj commutatif. Soient {Ci)i^i une famille finie de categories, 
u)j de source Ci (i G / , j = 1,2) et 0u;!- le foncteur de source le produit C 
des d produit tensoriel sur Bj des a;J : (<S)CJJ)((Cj)) := 0 (j^jiQ) . On a 

Bj 

Bi®B2 

k 4.11 Verification de 4'S(ii). Soit V la sous-categorie pleine de C reduite 
a A . La fonctorialite 4.10(ii) fournit L{LJ\V) -> L{u). On a (c/4.8( i i ) ) 
L{u\V) - ^ L et le triangle 

4 10(u) 

L(a;|P) > L{u;) 
(4 8 1 ) \ / ( 4 . 8 1) 

L 

est commutatif. Le morphisme 4.10(ii) admet done une retraction et il 
suffit de verifier que L{LJ\T>) s'envoie sur L{uj) ^ i.e. que pour tout C 
dans C, Timage dans L{(JJ) de (jo{Cy 0 ^{C) est contenue dans celle de 

k 

uj{Ay ^(JO{A) . Tout element de a;(C)^0a;((7) est une somme finie ^ oti^Xi 
k 

et chaque Xi E C <S> A^B ^st une somme finie Yl^ij ^ ^ i ? done une 

somme d'elements de la forme f{y) avec f : A -^ C et y E ^{A). II 
suffit des lors de verifier qu'un element de uj{CY 0 <-^{C) de la forme 

k 

a 0 f{y), / : A ^ C , y G (^{A), a une image dans L(LJ) contenu dans 
celle de OJ{AY <S>(J^(A) . Par definition de L{uj), le diagramme 

k 

u;(Cy®uj{A) — ^ uj{Ay ®Lj(A) 
k k 

Lj{cy ^uj{c) ^ L 
k 

est commutatif. Appliquant ceci a a 0 y G ^(C*)^ 0 ^{A), on trouve que 
r image de a 0 f{y) est aussi celle de V ( a ) 0 2/ G ^ ( ^ ) ^ 0 ^ ( ^ ) • 
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4.12. On suppose que B est un corps. Soient L un Ar-cogebro*ide agissant 
sur 5 ,C la categoric des jB-espaces vectoriels de rang fini munis d'une 
coaction de L et a; le foncteur d'oubli. Puisque L coagit sur chaque (^{X), 
la propriete universelle de L(u)) fournit un morphisme u de L{LJ) dans L. 

4.13 Proposition. Avec les hypotheses et notation de 4'^^> '^ morphisme 
u : L{(jj) —)• L est un isomorphisme. 

Preuve. Par construction, une coaction de L sur V de rang fini est na-
turellement relevee k L{u)), Appliquant 3.7 et passant a la limite inductive, 
on trouve que la restriction "de rang fini" est inutile. Prenant V = L ^ 
et la coaction c : L —̂  L 0 L , on obtient ci : L —^ L <S> L(u:). Soit 

B B 

a — (counite 0 1) o ci : L -^ L{UJ) . Puisque (1 0 w) o ci = c, on a ua = Id . 
Soit V muni d'une coaction p, relevee en une coaction p de L{uj). 

Puisque p : K —̂  ^ 0 L est un morphisme de vectoriels a coaction, le 
diagramme 

V ^ ) V(S>L 

l(S)Ci 

p®l 1(8) counite ^ 1 

V ^ LLU ^ F 0 L 0 Lu; ^ V ^ Lu 

est commutatif, d'ou p = ( l0a)p . Le morphisme deduit de p : ^ " ^ 0 ^ —> Lu 
admet done la factorisation V^ 0 F —>• L —>• LLU . La definition de Luj 
montre alors que a est surjectif, done que u est isomorphisme. 

5. Produit tensoriel de categories abeliennes 

5.1. Soient k un anneau commutatif et {Ai)i^i une famille finie de cate
gories abeliennes fc-lineaires. Nous appellerons une categoric abelicnne k-
lineairc A, munie d'un foncteur fc-multilineairc exact a droite en chaque 
variable 

(5.1.1) 0 : n A - — ' A 

un produit tensoriel sur k des categories Ai si la condition suivante est 
verifiee. Pour C une categoric abelicnne Ar-hneaire, soit Honiĵ  ekdi^^^) ^^ 
categoric des foncteurs exacts a droite de A dans C. Soit 
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Homĵ  earf((-^«)«6/5 ^) 1̂  categoric des foncteurs multiline aires exacts a droite 
en chaque variable du produit des Ai dans C. On exige que pour tout C le 
foncteur de composition avec (5.1.1) 

HomfceadM^^) —^Homfc,^rf((A)»e/>^) 

soit une equivalence de categories. Un tel produit tensoriel, s'il existe, est 
unique (a equivalence unique a isomorphisme unique pres). Si les Ai et 
les A'i admettent un produit tensoriel sur k, des foncteurs exacts a droite 
Ti : Ai —>- Ai induisent un foncteur exact a droite 07^ : ^Ai —> <S>Ai. Si 
les Ai sont limites inductives filtrantes de categories Af et que pour chaque 
a le produit tensoriel des Af existe, la limite inductive des (S>Af est un 

i 

produit tensoriel des Ai. 
Variante. La definition 5.1 est adaptee a nos besoins. II serait parfois 
plus naturel de la modifier en rempla^ant Homĵ . ^^^ par la categorie des 
foncteurs qui commutent a toutes les limites inductives (non supposees 
filtrantes) qui existent a la source. 

5.2. Pour A une Ar-algebre coherente (a droite), nous noterons (A)coh la 
categorie abelienne des A-modules a droite de presentation finie. On note 
A°f̂ P la Ar-algebre apposee. Si A est coherente a gauche, (A°PP)coh ^st done 
la categorie des A-modules a gauche de presentation finie. 

Soit A une Ar-algebre coherente (a droite) et C une categorie abelienne 
A:-lineaire. Soit Ad I'algebre A, vue comme A-module a droite. On a 
End(Ad) = A et le foncteur T H-» ^(-^d) ^st une equivalence de 
B^nik,ekd{i^)cohyC) avec la categorie des objets X de C munis d'une struc
ture de A-module a gauche A -^ End(X) Ar-lineaire. Le foncteur inverse 
attache a M le foncteur N h-^ N ^ M. Si N = coker(c? : A'P -^ A"^) , 

A 

N<^M := cokev(d : M ^ -^ M " ) . 
A 

De meme, si (Ai) (i G /) est une famille finie de Ar-algebres coherentes, 
le foncteur T i—> T{{Aid)) est une equivalence de Honijt e^^((A)coh,i€/j^ ) 
avec la categorie des objets X de C munis de structures de ^j-module 
commutant deux a deux et A:-lineaires, i.e. d'une structure Ar-lineaire de 
(g)i4i-module. Appliquant la definition 5.1, on trouve: 

5.3 Proposi t ion. Soient (A,),^/ une famille finie de k-algehres coherentes 
dont le produit tensoriel sur k est encore coherent. Le produit tensoriel sur 
k: 

(g) : n(Ai)coh — ' (<S)Ai)coh 
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fait de ((S)^i)coh l^ produU tensoriel sur k des (Ai)coh • 

5.4 Corol laire . Sous les hypotheses de 5.3, si k est un corps, le pro-
duit tensoriel: 0 : Il{Ai)coh —̂  ^(^Ocoh = (0^i)coh ^st exact en chaque 
variable et on a 

(5.4.1) (^Eom{Mi,Ni) - ^ Eom{(^Mi,(S>Ni). 
k 

P r e u v e . Le produit tensoriel est exact car 5.3 Tinterprete comme un p r o 
duit tensoriel sur k . Les foncteurs aux deux membres de (5.4.1) sont mul-
tilineaires et exacts a gauche en les Mj . Resolvant les Mi : 

on se ramene a supposer que Mi = Ai . Les deux membres s'identifient 
alors au produit tensoriel sur k des Â^ . 

5.5 P r o p o s i t i o n . Si k est un corps et que les Ai sont de dimension finie 
sur k , le produit tensoriel 

0 : Il{Ai)coh — ' 0(A-)coh = (0A)coh , 

exact en chaque variable d^apres 5.4f ff^H de la categoric duale de (0Aj)coh 
le produit tensoriel des duales des categories (^i)coh • 

P r e u v e . Le foncteur "Ar-dual" D est une antiequivalence de (A^^^)coh 
avec {Ai)coh • H est compatible au produit tensoriel sur k: commutativi te 
a isomorphisme canonique pres de 

n(^r')coh ^ (0A^^ )̂coh 

D D 

et 5.5 resulte de 5.3. 

5.6 Mise en garde. Sous les hypotheses de 5.5, si T : Il{Ai) —> C est un 
foncteur fc-multilineaire exact en chaque variable, T se factorise de fagon 
unique par un foncteur exact a droite Td : {<S>Ai)coh -^ C (5.3). Par 5.5, il 
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admet aussi une factorisation unique par Ts : {^Ai)coh —^ C exact a gauche. 
L'exemple suivant montre que ces prolongement pen vent difFerer, i.e. que 
Td pent ne pas etre exact. 

Soient k^ une extension finie inseparable de k , I = {1,2} , Â  = Ar', et 
(Ai)coh = (^2)coh = C = Vect(Ar'). Soit T le foncteur produit tensoriel 
sur k^. Le foncteur Td des k' 0 A:'-modules de type fini dans Vect{k') est 

k 

X v-^ X 0 k'. \\ n'est pas exact. On peut verifier que le foncteur T^ est 
k'®k' 

isomorphe au foncteur X y-^ ^oviik'%k'(k'^X). 
Cette difficulte disparait en caracteristique 0: 

5.7 Proposition. Sous les hypotheses de 5.5, plus celle que k parfaii, 
SI T : Ii{Ai)coh —^ C est k-muUiUneaire et exact en chaque variable, le 
foncteur exact a droite Td de {0Ai)coh dans C qu'il definit est exact, 

Preuve. Soit M Tobjet T{{Aid)) de C. Pour des A''̂  G Ob(^)coh , on 
definit comme suit les 

On prend des resolutions projectives Ni^ des Â -̂ et Thomologie du multiple 
complexe 

0Ni, (g) M = T{{Ni,)). 

Farce que T est exact en chaque varaible, on a Tor^ = 0 pour n > 0. Le 
foncteur Td se derive de meme en Tovf^^(N, M). On a 

d'ou la nullite 

(5.7.1) Tor®^»((8)iVi,M) pour n > 0. 

Le foncteur Tor,̂  etant semi-exact, il suffit, pour en deduire la nullite de 
tons les 
Tor^^»(7V, M) (n > 0), et 5.7, de verifier le lemme suivant. 

5.9 Lemme. (i) 52 Si est un Ai-module simple, le produit tensoriel des Si 
est un (^Ai-module semi-simple. 
(ii) Tout ^Ai-module simple figure dans un produit tensoriel comme en (i). 

Preuve. (ii) est clair. Prouvons (i). Remplagant Ai par son quotient par 
Pannulateur de Si , on se ramene a supposer Si fidele. L'algebre Ai est 
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alors une algebre centrale simple sur une extension finie ki de k. Puisque 
k est parfait, cette extension est separable. Le produit tensoriel des Ai est 
semi-simple et 5.9 en resulte. 

5.10. Un Ai (S) A2-module a droite est encore un A2-niod\ile a droite M 
k 

muni d'une structure de Ai-module a droite: A^^^ -^ Endyi2(M) A?-lineaire. 
Pour k un corps et Ai de dimension finie k , une telle interpretation du pro
duit tensoriel avec (^i)coh vaut plus generalement. Soient k un corps, A une 
Ar-algebre de dimension finie et B une categorie abelienne fc-lineaire. Soit 
{A — B) (resp. {B — A) la categorie des objets B de B munis d'une struc
ture de ^-module a gauche A -^ End(J5) , Ar-lineaire (resp. d'une structure 
^-lineaire de ^-module a droite). Le produit tensoriel 2.9: Vect(fc) xC —^ C 
induit un produit tensoriel Ar-bilineaire exact en chaque variable 

(5.10.1) ( 8 ) : ( A ) c o h X S — ^ ( B - A ) . 

5.11 Proposition. Avec les notations 5.10, le foncteur (5.10.1) fait de la 
categorie but le produit tensoriel sur k des categories sources. 

Preuve . Le foncteur (5.10.1) induit pour toute categorie Ar-lineaire C un 
foncteur 

(5.11.1) EomeUi^- A),C) -^EomeUi^Ui. >< BX) ^ 

Montrons qu'on en obtient un quasi-inverse en attach ant a T: {A)coh x B —^ C 
le foncteur de {B — A) dans C: 

(5.11.2) B—^T{Ad,B) ® A. 
A<S>A 

Noter que T{Ad,B) a une structure de ^-module a droite venant de celle 
de B et une de ^l-module a gauche venant de celle de Ad. Le produit 
tensoriel est le conoyau dans C de 

T{Ad,B)iS)iA^A)^A=tT{Ad,B) (g) A. 
k k k 

Pour un objet A^A muni d'une structure de A, A-bimodule, on a aussi plus 
simplement 

(5.11.3) AXA ® A = cokeT{AXA®A=tAXA)' 
A<^A 
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Comme en 5.2, la categoric ilom^>^J(A)rr.h x B,C) est equivalente, par 
T 1-̂  T(A, B), a Hom^^^(g. {A — C)). L'equivalence inverse est 

U I—y (le foncteur (M, B)y-^M® U{B). 
A 

Composant cette equivalence avec (5.11.1) et (5.11.2), on obtient les fonc-
teurs 

© 
Eom,^,{B - A,C) .=* Horn,^,(5, A - C ) 

© 
suivants. 

© : r ( B ^ ) H — r ( ^ d | ) S ) ; 

(2): AT{B) ^ ^ J^T{BA) <S) A. 

Dans © , T{Ad <S> B) est muni de la structure de ^-module a gauche due 
k 

a celle de Ad . Dans @, AT{BA) est muni d'une structure droite (due a 
BA) et gauche (due a ^T) et le produit tensoriel est encore le conoyau 
AT{BA)^A=^AT{BA). 

Le compose @o @est 

T{BA)^^T{Ad^BA) 0 A. 
A%A 

Par exactitude a droite de T , le second membre est encore T{{A®BA) 0 
k A^A 

A) et 
{Ad ^ BA) ^ A ^ BA ® A — BA , de sorte que @o Qest isomorphe a 

k A%A A 

ridentite. 
Le compose 0 o @est 

AT{B) H-. AT{Ad®B) ^ A = {Ad^ATiB)) ^ A = A®AT{B) = AT{B) . 
k A0A k A<S>A A 

II est egalement isomorphe a Tidentite et ceci prouve 5.11. 

5.12. Soit A une categorie abelienne ^-lineaire satisfaisant a la condition 
de finitude (2.12.1): objets de longueur finie et Hom de dimension finie. 

Pour X dans A , soit {X) la sous-categorie pleine de A d'objets les sous-
quotients des X" (n > 0) . Elle est abelienne. D'apres 2.14, 2.17, la 
categorie {X) est equivalente a la categorie des modules sur une fc-algebre 
de rang fini. 
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La categoric A est reunion croissante de ses sous-categorie pleines {X) 
et de 5.3, 5.4, 5.5, 5.7 on deduit par passage a la limite (5.1) les enonces 
(i) et (iii) a (vi) ci-dessous. 

5.13 P r o p o s i t i o n . Soii {Ai)i£i une famille finie de categories aheliennes 
k'hneaires verifiant (2.12.1). 
(i) Le produH iensoriel sur k des Ai existe. 
(ii) 7/ verifie encore (2.12,1). 
(iii) Le produii iensonel 0 .HAi—^A est exact en chaque variable. 
(iv) 11 fait de la duale de A le produit tensoriel des duales des Ai . 

(v) On a 0 H o m ( X j , y ; ) - ^ Hom((8)Xi, (g)>^). 
(vi) Si k est parfait - par exemple de caracteristique 0 - un foncteur mul-
tilineaire exact en chaque variable: UAi —^ C defimt un foncteur exact de 
A dans C. 

L'assertion (ii) sera deduite de 5.14 ci-dessous. 
Soient {A^)i^i et {Ai)i^i deux fannilles finies de categories abeliennes 

^-lineaire verifiant (2.12.1) et T̂  : A[ -^ At A:-lineaire et exact a droite. 
Soient A' := <^Ai , A := ^Ai et T := 0T i le foncteur A:-lineaire exact a 
droite de A^ dans A avec 

T{^X,) = ^Ti{X^). 

5.14 P r o p o s i t i o n . Avec les hypotheses et notations precedentes, 
(i) SI lesTi sont exacts (resp. exactes etfideles, resp. une equivalence de A[ 
avec une sous-categorie pleine stable par sous-quotient de Ai), le foncteur 
T a la meme propriete. 
(ii) Soient A'- , A'/ C At des sous-categories abeliennes pleines stables par 
sous-quotients. LHntersection essentielle, dans A := <S>Ai, de '^A\ et <^A'^ 
est le produit tensoriel des intersections essentielles A[ fl A'l. 

P r e u v e . (i) Par passage a la limite, on se ramene encore a supposer 
A'l = {A[)coh,Ai — {Ai)coh , avec les A[ et Ai de dimension finie sur k . 
Le foncteur exact a droite 7] est de la forme E \-^ E ® Mi (5.2), ou Mi 

est un ylj-,i4i-bimodule de type fini sur Ai . Soient A = ®Ai, A' = 0A[ 
et M = <S>Mi . On a ^ ' = (^Ocoh , A - (A)coh et T est 0 M . Pour que 

A' 

Ti soit exact (resp. exact et fidele), il faut et suffit que Mi soit plat (resp. 
fidelement plat) . Parce que Ai est de dimension finie sur k , cette condition 
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equivaut a Mi facteur direct d'un AJ-module libre (resp. et tel que A[ 
soit facteur direct d'une puissance M^). Ces conditions sont stables par 
produit tensoriel sur k . 

Si Ai est une sous-categorie pleine stable par sous-quotient, il existe un 
ideal bilatere a J de Ai tel que A'i soit la categorie des Aj-modules annules 
par a J- (2.18): on pent faire A^- = Ml^i et Mi — Ai/a[. On a encore 
stabilite par produit tensoriel sur k. 
(ii) Si Ai C Ai = (^i)coh (resp. A'/ C ^s) est la sous-categorie des A,— 
modules annules par aj- (resp. a^'), leur intersection essentielle (d'objets les 
objets de Ai isomorphes a un objet de Ai et a un objet de Ai) est la sous-
categorie des Aj—modules annules par aj- -|- a j ' . On conclut en observant 
qu'un A-module annule par les a,- et les a^/ est annule par les aj- -h a'/ . 

5.15 Preuve de 5.13(ii). Ecrivons Ai comme limite inductive des sous-
categories (Xi) . D'apres 5.14(i), ®{Xi) *-̂  4̂ et est une sous-categorie 
pleine stable par sous-quotients. De (2.12.1) pour les <S>{Xi) resulte done 
(2.12.1) pour leur limite inductive A. 

5.16. Soient {%)i^i une famille finie de categorie tensorielles sur k verifiant 
(2.12.1) et T leur produit tensoriel sur k (5.13(i)). Le produit tensoriel 
0 : 7i X7i —)• 7i se factorise par un foncteur exact a droite Ti : %^Ti —^ % . 
Le produit tensoriel des 7] est un foncteur exact a droite 

(5.16.1) T'.T^T =z {^Ti) (g) ((8)7 )̂ = 0(7; 0 %) —> ^Ti = T . 

Le composant avec 0 : T x T - ^ T 0 T , on definit le produit tensoriel 
de T . C'est un foncteur exact a droite en chaque variable, muni d'un 
isomorphisme fonctoriel 

(5.16.2) ( 0 X 0 0 (0y,-) - ^ 0(Xi 0 Yi). 

Get isomorphisme le caracterise: si 0 ' est un foncteur exact a droite 
T X T -^ T, muni d'un isomorphisme (5.16.2) de foncteurs UTi x UTi -^ 
T, il existe un unique isomorphisme 0 —>• 0 ' compatible aux isomor-
phismes (5.16.2) pour 0 et 0 ' . On munit <^ : T x T -^ T des con-
traintes d'associativite et de commutativite qui rendent commutatifs les 
diagrammes 

( 0 X 0 0 ( 0 ^ 0 — ^ ^ i^Yi)^{^Xi) 

5.16.2 5 16 2 

0{Xii^Yi) = 0(1^-0X0 
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ii0Xi)^{^Yi))^{^Zi) > {^Xi)^{{^Yi)^{^Zi)) 

5.16.2 itere 5.16.2 itere 

(8)((Xi 0 Yi) 0 Zi) 0(X.- 0 {Yi 0 Zi)) 

5.17 Proposition. S'ows les hypotheses de 5.16^ plus celle que k est parfait, 
le produii iensoriel T des. Ti est une categone tensorielle sur k . 

Preuve . La verification de (2.1.1) est laissee au lecteur; (2.1.3) est inclus 
dans la definition d'une categorie produit tensoriel. L'unite de T est le 
produit tensoriel des unites des Ti et (2.1.4) resulte de 5.13(v). Prouvons 
(2.1.2). ̂  

D'apres 5.13(vi) les foncteurs Ti : 7̂  0 7̂  —̂  % sont exacts. Par 5.14(i) 
leur produit tensoriel T : T 0 T —)• T est exact. Par 5.13(iii), le produit 
tensoriel de T est exact en chaque variable. 

D'apres 5.13(iv), la construction de la categorie abelienne T est auto-
duale. Son produit tensoriel 0 etant exact, sa caracterisation (5.16.2) est 
egalement autoduale. Celle de ses contraintes d'associativite et de commu-
tativite aussi. 

D'apres 5.13(iii)(iv), la construction du produit tensoriel T des Ti est 
autoduale. Les antiequivalences X »—> X^ des Ti induisent done une 
antiequivalence de T dans T , encore notee X \-¥ X^ , munie d'un iso-
morphisme fonctoriel 

(5.17.1) ^X^ -^ {^Xi^ 

qui le caracterise (de la meme fa^on que (5.16.2) caracterise (S> - T x T —^ 
T). Si X = 0Xj , les morphismes ev et S pour les Xi ont des produits 
tensoriels ev : X 0 X^ -^1,6:1-^ X^ 0 X qui font de X^ un dual de X 
(2.2). 

Definissons un isomorphisme entre les foncteurs multilineaires 

Hom(X 0 y, Z) et Hom(y, X"" ® Z), 

de T°PP X T^PP X T dans Vect(fc). Ces foncteurs, exacts a gauche en chaque 
variable, se factorisent uniquement par des foncteurs exacts a gauche de 
joppgj^opp^^ dans Vect(Jk) (5.13)(iv). Par 5.13(iv) encore, et la definition 
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du produit tensoriel, ii revient au meme de se donner un isomorphisme entre 
les foncteurs multilineaires de II T^"^"^ x II 7^°^̂  x II 7̂ - dans Vect(^): 

Hom(0Xi(8)0y;-,0Zi) et Hom((g)yi, ((8)Xi)^ 0 0 ^ 0 • 

Par (5.16.2), (5.17.1) et (5.13(v)), ces foncteurs s'identifient respectivement 
au produit tensoriel des foncteurs 

Hom(Xi0y;-,Z,) et Hom(i;-,X,^ 0 Z^). 

isomorphes par Tadjonction entre s^ et s^^ (2.2). 

Le foncteur s^ admet done un adjoint a droite Hom(X, ) , a savoir s^^ 
(muni de morphismes d'adjonction convenables). Par 2.3, pour conclure, il 
suffit de montrer que le morphisme (2.2.1): 

(5.17.2) Hom(X, 1) 0 Y —^ Hom(X, Y) 

est un isomorphisme. Ces foncteurs: T^^^ xT -^T sont exacts a gauche en 
chaque variable. Par 5.13(iv), ils definissent des foncteurs exacts a gauche 
7'opp (g) T —> T et pour verifier que (5.17.2) est un isomorphisme, il suffit 
de verifier que le morphisme entre foncteurs 117̂ -̂ ^̂  x 117^ -^ T qui s'en 
deduit est un isomorphisme. En particulier, il suffit de verifier que (5.17.2) 
est un isomorphisme pour X de la forme (g)X, . On a vu qu'un tel X admet 
un dual et on conclut par 2.3. 

5.18. Pour prouver 1.12 sans hypothese sur k, il nous faudra savoir que 
la conclusion de 5.17 est encore vraie, sans hypothese sur k, si les % sont 
tannakiennes (2.8) sur k. Nous le prouverons en 6.9, 6.16-6.20, en nous 
aidant de 5.21, qui le prouve dans un cas particulier. 

Soient {Si)i^i une famille finie de Ar-schemas non vides sur lesquels agis-
sent des 
groupoi'des affines transitifs Gi. Soient S le produit de Si et G celui des Gi; 
G est un groupo'ide transitif agissant sur S. Le produit tensoriel externe 
0 pr* Vi est un foncteur 

(5.18.1) 0 : nRep(5i : Gi) —^ Rep(5,G). 

Nous prouverons en 6.21 que ce foncteur fait de Rep(5 : G) le produit 
tensoriel des Rep(5i : Gi). Dans le language des gerbes: si les Qi sont une 
famille finies de gerbes a hen affine sur k, le produit tensoriel 

n:Rep(C;)i—^Rep(^e?^) 
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fait de Rep(n5i) k produit tensoriel des Rep(^j). On a en effet GS.G —-̂  
^Gs,:G, et le produit tensoriel (5.18.1) s'identifie au produit tensoriel de 
representations de gerbes. 

5.19. Soient B une A:-algebre et L := BLB un A;-cogebroide agissant sur 
B . On suppose que, en tant que B-module a gauche, L est projectif de 
type fini. Soit L' son 5-dual comme J5-module a gauche. C'est encore 
un B,5-bimodule avec (^,6A) = {̂ 6, A) et ( ,̂ A6) = {^,A)6. Pour V un 
fc-espace vectoriel et W un 5-module a droite, 

Homife(V ,̂ W^L)^^ Hom^f^ 0 L', W) 
B k 

par / Ĥ  (i; 0 A —> {\^f{v))). Pour V un 5-module a droite, cet isomor-
phisme induit un isomorphisme 

HomB(K, W®L)-^ "RomBiV 0 L', W). 
B B 

La comultiplication c : L —^ L<S)L , vue comme morphisme de foncteurs en 
B 

V: V<S^L—^V^L<S)L donne par adjonction un morphisme de foncteurs 
B B B 

en V :V <S> L' <S> L' ^^ V <S> L', defini par une multiplication V ^ L' —^ L' 
B B B B 

faisant de V une Ar-algebre munie de 5 —>- L ' , et une coaction de L sur un 
B-module V s'identifie a une structure de L'-module sur V qui prolonge sa 
structure de 5-module. 

Soient {Bi)i^j une famille finie de Ar-algebres, L^ un Ar-cogebroi'de agissant 
sur Bi , B le produit tensoriel sur k des Bi et L celui des L̂  ; L est un 
cogebro'ide agissant sur B . Le produit tensoriel sur k est un foncteur 
(generalisant (5.18.1)) 

0 : n(j9j — modules de presentation finie a coaction de Lj) 

(5.19.1) 
—> ( 5 — modules de presentation finie a coaction de L). 

Lemme 5.20. Si B et les Bi soni coherents, et que chaque Li est projectif 
de type fini en tant que Bi-module a gauche, alors le foncteur (5A0.1) fait 
de la categoric but le produit tensoriel des categories sources. 

Preuve. La coherence de Bi implique celle de LJ- (notation de 5.10). On 
laisse au lecteur le soin de verifier que Tequivalence 5.10 

{Bi — module coherent a coaction) —> {L'i — module coherent) 
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est compatible au produit tensoriel sur k. II ne reste alors qu'a appliquer 
5.3. 

Lemme 5.21. Avec les hypotheses et notations de 5.18, si Si est le spectre 
d^une extension finie de k, le foncteur (5.18.1) fait de la categorie hut le 
produit tensoriel des categories sources. 

Preuve. Soit Li I'algebre affine de d . Le cogebroide Li est reunion 
croissante de sous-cogebroides Lf de type fini en tant que ki 0 Ar̂ --modules 
(3.8), done de dimension finie sur ki . Par passage a la limite (5.1), 5.21 
resulte de 5.20 pour les ki et les Lf . 

6. Le theoreme principal 

6.1. Soient k un corps commutatif et A une categorie abelienne /:-lineaire 
verifiant (2.12.1): objets de longueur finie et Hom de dimension finie sur 
k . Pour X dans A , on notera {X) la sous-categorie abelienne pleine de A 
d'objets les sous-quotients des X" . 

Soient B une fc-algebre et uj un foncteur Ar-lineaire exact et fidele de A 
dans la categorie (5-mod)pt/ des 5-modules a droite projectifs de type fini. 

Pour X dans A , la categorie (X) admet un generateur projectif P (2.14). 
Le foncteur Y i—>• Hom(P, Y) est une equivalence de (X) avec la categorie 
(^)coh des modules a droite de type fini sur A :— End(P) . Par cette 
equivalence, P corresponds a A^. Posons A^B •— ^{P) - P^^ ^-2, le 
foncteur exact a droite u) \ {X) s'identifie au foncteur E i—y E (g) A^B 

A 

de {A)coh dans les B-modules. Noter que, u; etant Ar-lineaire, les deux 
structures de Ar-module de A^B coincident. 

D'apres 4.8(ii), L{(JO \ {X)) est le ^-cogebroide BM\ 0 AMB de 4.3. Par 
A 

hypothese, UJ \ {X) est exact et fidele. Le A-module A^B est done fidele me nt 
plat sur A. D'apres 4.4 et 4.5, a; induit une equivalence de {X) avec la 
categorie des P-modules a droite de type fini munis d'une coaction de 
L{u^\{X)). 

La categorie Ind(X) des Ind-objets (cf. 7.5) de (X) s'identifie a celle 
de tons les yl-modules a droite. L'extension de L{u) \ (X)) aux Ind-objets: 
u;("lim"Xj) — lim inda;(Xt), est encore E ^-^ E <S> A^B • Par 4.4, cette 

^ A 

extension est une equivalence de Ind(X) avec la categorie des P-modules a 
droite munis d'une coaction de L{UJ \ (X)) . Ceci, et les proprietes supposees 
de Lu , montre que tout P-module a droite de type fini, muni d'une coaction 
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de L{uj \ {X)) J est projectif de type fini, et que tout 5-module a droite a 
coaction est limite inductive de 5-modules a droite projectifs de type fini 
a coaction, en particulier est plat. 

L'exactitude de LJ assure que A^B est yl-plat. De plus, pour tout A-
module a droite N , le 5-module a droite N (g) A MB est plat. La formule 

A 

L{U\{X)) = BMA®AMB 
A 

montre alors que L(a; | {X)) est plat pour ses deux structures de 5-modules. 
Si Y est dans {X), i.e. (y) C {X), et que a est Tideal bilatere de A tel 

que (y) corresponde aux ^d-modules annules par a (2.18), on a 

L{uj\{Y)) = {Ala^AMBy 0 ( A / a O ^ M ^ ) 
A Ala A 

= {Ala^AMsY <^AMB, 
A A 

et {A/a (g) AMBY est le noyau de Tepimorphisme B ^ ^ -^ {a <^ A^BY , 
A A 

d'ou une suite exacte 

o^L{u\ {¥)) -^ L{u I (X)) —> (a ^ ^M^)^ 0 AMB -^ 0. 
A A 

Le morphisme 4.10(ii) de L(LJ \ {¥)) dans L(u \ {X)) est done injectif, de 
conoyau plat a droite et a gauche sur B . 

Un 5-module de type fini, a coaction de L(u; | {X)), correspond a un 
objet de {¥) si la coaction 

N—>N0L{ij\{X)) 

se factorise par N <^ L{LJ \ (Y)). 
La categorie A est reunion filtrante des sous-categories {X) et L{LJ) est 

limite inductive des L{UJ \ {X)) (4.10 (iii)). Passant a la limite, on obtient: 

6.2 Proposi t ion. Avec les hypotheses et notations de 6.1, le foncteur w 
induit une equivalence de A avec la categorie des modules a droite type fim 
sur B munis d^une coaction de L{LO) . 

6.3. Soit B un anneau commutatif. Nous allons utiliser la construction 
L(uji^u}2) de 4.7 pour Bi — B2 — k — B. Plus tard, nous aurons a 
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considerer un corps commutatif k, deux Ar-algebres commutatives Bi , B2 
et nous aurons a prendre pour B Tanneau commutatif Bi <S> B2 ^ 

k 

Soient Ai (i = 1,2,3) trois categories et, pour i = 1,2,3, UJ\ et 0̂ 2 
deux foncteurs de Ai dans {B-inod)pft (6.1). Supposons donne un foncteur 
<^ : Ai X A2 -^ A3 et, pour j = 1,2, un isomorphisme de foncteurs 

ioj{Xi)^u;]{X2) - ^ u;f (Xi (g) X2). 
B 

Nous avons defini en 4.7 des 5-modules Lj5(a;i,a;2) et 4.10(ii)(iv) four nit 
un produit jB-bilineaire 

(6.3.1) LBiu^liol) 0 LB{U^IU;1) —> L B ( ^ ? , ^ ! ) • 
B 

Quels que soient Xi et X2 dans Ai et A2 , le morphisme (4.7.3) 

u;f (Xi (g) X2) —> a;?(Xi (g) X2) 0 i^B(wi, wf) 

se deduit des morphismes analogues pour les uj{{Xj) et u;2iXj) par (6.3.1). 
Soient A une categorie a produit tensoriel verifiant (2.1.1) et wi et 0̂ 2 

deux 0-foncteurs de A dans les 5-modules projectifs de type fini. Faisons 
•/If —- </\. eti a;j = ujj (i = 1,2,3). Le produit (6.3.1) devient un produit 

(6.3.2) LB{ioi,oj2) ® ^^5(^1,^2) —^ ^ B ( ^ I , ^ 2 ) • 
B 

6.4 Proposition. Le produit (6.3.2) est associatif, commutatif et a unite, 
i.e. fait de LB{^I,<J02) une B-algehre commutative. 

Preuve . On dispose de diagrammes essentiellement commutatifs 

(x,y)H.(y,x) 
A> 

(B-r 

<A — 

nod) : 

© 
->• Ax A — 

(5-mod) 

(D 

-* A 

(J3-mod) 

{j = 1,2). Dans © , le carre est rendu commutatif par Tisomorphisme de 
foncteurs iJj{X)^u)j{Y) —>• U;J(Y)^UJJ{X) . Dans @, par Tisomorphisme 

B B 
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u)j{X 0 Y) - ^ ^j{^) ^ ^j{Y) . Par definition d'un (8)-foncteur, I'isonior-
B 

phisme de foncteurs composes rendant commutatif le bord du diagramme 
est le meme qu'en ® , une fois identifie c<;(y 0 X ) k LO(X ^ Y) par la 
commutativi te de (g) dans A. Appliquant L( , ) a ce diagramme, on 
obtient la commutativite de (6.3.2). L'associativite s'obtient de meme. Si 
{1} est la sous-categorie de A reduite a I'objet unite et a sa fleche identique, 
on a par definition des (g)-foncteur LOJ{1) - ^ B et LB{(^I | {l},a;2 | {1}) = 
B . L'unite B —» LB{^I,(J^2) de LB(CC;I,U;2) est definie par 4.10(ii). 

6.5. Pour A une categorie a produit tensoriel verifiant (2.1.1) et LOI,LO2 
deux 0-foncteurs de A dans les modules sur un schema S, nous noterons 
Homf (u;i,a;s>) (resp. Isomf (cji .uj-}.)) le foncteur sur (Sch/5) qui k u : T -^ 
S a t tache I'ensemble des morphismes (resp. isomorphismes) de (8)-foncteurs 
u*(jJi —^u*(jj2 (2.7). Si a;i et uj2 sont a valeurs dans les modules localement 
libres de rang fini, ces foncteurs sont representables par un schema afiine 
sur 5 . D'apres 2.7, si A verifie (2.1.1) et (2.1.2), cette condition est verifiee 
et Isomf (a;i .LJ^) - ^ Homffu;! ,a;s>). 

Comme en 1.11, pour uji a valeurs dans les modules sur Si, on pose 
U9Ekf{^2T^i) ' = Homf ^5 (pr2a;2,pr i^i) • De meme pour I som. Pour 
LJi = 102 , on ecrit Endfcj) pour Hom(u;,a;) et Autfu;) pour Isom(ct;,u;). 

6.6 P r o p o s i t i o n . Soient A une categorie a produit tensoriel verifiant 
(2.1.1) et ijJi^uj2 deux ^-foncteurs de A dans (5-mod)pt / • Posons S :— 
Spec(jB). Le schema Spec LB{(^1,(^2) sur S represente le foncteur 
Homf (a;2,u;i) . 

P r e u v e . Soient T — Spec((7) un schema affine sur S : u : T —^ S. 
Par definition (4.7) un morphisme / de 5-modules de ^^5(^15^2) dans C 
s'identifie a un systeme fonctoriel de morphismes de 5-modules 

/ ^ :LU2{X)—^LJI{X)^C. 

La donnee des / ^ equivaut a celle de morphismes C-lineaires 

/ ; :u;2{X)^C-^cJi{X)^C, 
B B 

fonctoriels en X , i.e. a un morphisme / ' de foncteurs de u*ij2 dans u^cui . 
On laisse au lecteur le soin de verifier que pour que / soit un morphisme 
d'algebres, il faut et il sufiit que / ' soit un morphisme de (g)-foncteurs. 

6.7. Soient k un anneau commutatif et Bi et B2 deux A:-algebres com-
mutatives. Soient A une categorie a produit tensoriel verifiant (2.1.1) et 
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coj i^j = 1,2) un (g)-foncteur de A dans {Bj-inod)ptf . Par extension des 
scalaires, LOI (resp. LJ2) definit un (g)-foncteur de A dans {Bi <S} B2-mod)ptf ; 

k 
on le note a;i (g) 1 (resp. 1 0 U2). On a 

Lk{oji,uj2) = LB,0B2{^I 0 1,1 0 a ; 2 ) . 

D'apres6.6, SpecLk{u)iyUJ2) represente le foncteur Homf^(cj^, c<;i). D'apres 
6.5, ce dernier coincide avec Isomf (^^^1,^2) si A verifie (2.1.2). 

Pour trois Bj et LUJ , la composition des morphismes 

Homf (a;3,a;2) x Homf (0^2,0; 1) —^ Eomf{LU3,L0i) 
S2 

correspond a un morphisme de fc-algebres 

c : LkiLJi.ujs) —> Lk{uJi,uj2) 0 Lk{L02,u;3). 
B2 

Par definition, le morphisme de Lk{(^iyUJ2) 0 Ljk(ct;2,cJ3)-modules deduit 
B2 

par extension des scalaires (par c) de 

a;3(X) 0 Lkiui.uJs) —> iOi{X) 0 Lk{u;i,U3) 
B3 Bi 

est le compose des morphismes deduits par extension des scalaires de 

iJ3{X) 0 Ljk(a;2,u;3) —^ LJ2{X) 0 Lk{oj2,(-*^3) et 
J93 B2 

0J2{X) 0 I/A;(u;i,a;2) > uJi{X) 0 Ljb(a;i,u;2) . 

Ceci revient a la commutativite 

iOsiX) ^ ^ l ( - ^ ) 0 Lk{0Ji,UJ2) 
Bi 

1 
u;2(X) 0 Lk{i02,^3) ^ ^ i ( - ^ ) 0 Ljk(a;i,cc;2) 0 I/Jk(u;2,u;3) 

^ 2 -^1 B2 

et c est done (4.7.4). 

6.8 P r e u v e d e 1.12(i i) p o u r S affine. Soient T une categorie tensorielle 
sur k, B une A:-algebre, S = Spec(5) et u un foncteur fibre de T sur S. 
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On fait A = T, Bi = B2 = B, (jJi = UJ2 = i^ , (2.13)(i) permet d'appliquer 
6.2. D'apres 6.7, Aut|^(u;) est le spectre de L{uj) — Ljb(u;,u;). L'action de 
Autf*(a;) sur les u){X) est definie par les morphismes 

B 

qui definissent L (4.7.3). Par 6.7 encore, la loi de composition du groupoide 
Aut|^(a;) est definie par la comultiplication de L{u)) et 6.2 equivaut a 
1.12(ii). 

Passons a la preuve de 1.12(i) pour 5 affine. Un point crucial sera le cas 
particulier du lemme suivant obtenu en faisant 7 = {1,2} et Ti = T2 = T. 

6.9 Lemme. SoH (Ti)i^j une famille finie de categories iannakiennes sur 
k . Le produit iensoriel sur k ^Ti des 7^, muni du produH iensoriel (5.16), 
est une categorie tensorielle sur k . 

Pour k parfait, le resultat a deja ete prouve (5.17). Le Ccis general sera 
traite en 6.16 - 6.20. 

Si uji est un foncteur fibre de % sur Bi ^ 0 , le foncteur exact de ILTi dans 
les (8)B,-modules: (Xi) H^ (8)^j(^t) se factorise par un foncteur Ar-lineaire 

A; 

exact a droite de (g)7i dans les ®S,-module. Etant exact a droite, c'est un 
foncteur fibre (2.10.1). II resulte done de 6.9 qu'un produit tensoriel de 
categorie tannakiennes est encore une categories tannakienne. 

6.10. Soit T une categorie tannakienne sur k. La categorie abelienne T 
etant noetherienne (2.13(i)), tout Ind-objet de T est reunion croissante de 
ses sous-objets dans T . Si cj est un foncteur fibre de T sur un Ar-schema S , 
on etend w en un 0-foncteur encore note LJ de Ind T dans les modules quasi-
coherents sur S par a;("lim"Xa) 1-̂  limu;(Xcr). Pour X dans lndT^u{X) 
est plat sur S en tant que limite inductive de modules localement libres. 

6.11 Lemme. Avec les hypotheses et notations de 6,10, si le Ind-objet X 
est non nul, co{X) est fidelement plat sur S . 

P reuve . Si Â  7̂  0, il existe Y ^—^ X avec Y dajis T et non nul. D'apres 
2.10.1, u){Y) est localement libre partout de rang non nul, done fidelement 
plat sur S. On a uj{Y) '̂ -̂  u){X) avec un quotient uj{X/Y) plat. La fidele 
platitude de UJ{X) en resulte. 
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6.12. Soient C une petite categorie, T une categorie tensorielle sur k et 
Ti,T2 deux foncteurs de C dans T . A Timitation de 4.7, on se propose de 
definir un Ind-objet Ar(Ti,T2) de T , muni, pour tout X dans C , de 

(6.12.1) TiCXr ®T2(X) ^ Ar(Ti,T2) 

tel que pour tout f : X —^Y dans C le diagramme 

T i ( X ) ^ 0 T 2 ( y ) > Ti(X)^(8)T2(X) 

(6.12.2) I I 

T,{Yr^T2{Y) . Ar(Ti , r2) 

soit commutatif, et universel pour ces proprietes. Pour C finie, A est sim-
plement un quotient convenable de la somme des Ti(X)^ 0T2(X) (X dans 
C), et est dans T . Dans le ca,s general, on ecrit C comme limite inductive 
filtrante de ses sous-categories finies Ca , et on pose 

A r ( T i , T 2 ) : = " l i m " A r ( T i | C a , T 2 | a ) . 

Soient Ti et T2 deux categories tensorielles sur k telles que le produit 
tensoriel sur fc T := Ti 0 T2 existe et soit une categorie tensorielle sur k . 
Soit injj rinjection de 7} dans T : inji : X 1—̂  X 0 1, inJ2 : X H-> 1 0 X . 
Pour Tj un foncteur de C dans Tj , on pose 

Aik(Ti,T2):=Ar(injiTi,inJ2T2). 

Soient Bi et B2 des A?-algebres commutatives et UJJ un foncteur fibre de 
Tj sur Bj . Le foncteur (X, Y) 1-̂  u;i(X) 0 ^2{y) est un foncteur exact en 

k 

chaque variable de Ti x T2 dans les Bi (g) 52-modules. Par definition du 
A; 

produit tensoriel Ti 0 72 , il se factorise uniquement par un foncteur exact 
a droite 

u; : Ti 0 T2 —^ (Bi 0 B2 - modules). 
k 

Ce foncteur est un 0-foncteur. Etant exact a droite, il est un foncteur fibre 
(2.10.1). On a 

(6.12.3) u;A,(Ti,T2) = L,(u;iTi,u;2T2). 

Faisons C = Ti = T2 = T et prenons pour Ti le foncteur identique de 
T dans T . Obtient un ind-objet A := Ajk(Idr,Idr) de T 0 T . D'apres 
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6.12.3, quels que soient les foncteurs fibres ui et a;2 de T sur Bi et B2 , on 
a 

(6.12.4) uA = Lk{iOi,uj2). 

6.13 Lemme. A := Ajk(Id7',Idr) est non nui 

Preuve. Soit T le foncteur exact a droite de T (g) T dans T tel que 
T{X (^Y) = X<^Y . On a 

A; 

TArr Ar(Idr ,Idr) . 

Les morphismes d'evaluation 

X"" ^X — ^ 1 

rendent commutatifs les diagrammes 

X"" ^Y . X ^ O X 

Y"" ^Y . 1 

pour / : y ^ X et definissent e : ArildrMr) -^ 1 • Pour X = 1, (6.12.1) 
est un morphisme de 1 = 1^ 0 1 dans A7-(Idr,Idr)- Le compose 

1 = 1^ 0 1 — . Ar( Idr , Idr) —> 1 

est I'identite. On a done A7-(Idr, Idr ) 7̂  0 . A fortiori, A î̂  0 . 

6.14 Preuve de 1.12(i) pour 5 affine. Posons 5 = Spec(B). Avec les 
notations de 6.7, il s'agit de montrer que si rj un foncteur fibre de T sur 
S, Lk{rj, rj) est fidelement plat sur B <^ B . Par 6.12.4 pour uji = UJ2 := rj, 

k 

c'est une consequence de 6.11 et 6.13. 
La meme preuve donne, directement plutot que via la reduction 1.13, que 

pour uji et 0̂ 2 des foncteurs fibres sur Si et 52 , Isomĵ (c<;i .m^) est fidelement 
plat sur Si X S2 ' 

6.15 Preuve de 1.12(iii) pour S affine. Soit G un groupoide agissant 
transitivement sur 5 ^ 0 et affine sur S x S. Soit u le foncteur fibre 
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"oubli de Tactioii de G" de Rep(5 : G) sur 5 . II s'agit de prouver que 
G -^ Autjk(a;). Les deux membres etant des groupoides transitifs, il suffit 
de le prouver apres passage a une fibre. Pour 5i —» 5 , 5i / 0, Gi le 
groupoide induit et wi le foncteur fibre oubli de Rep(5i : Gi) sur 5i , on 
a Rep(5' : G) - ^ Rep(S'i : Gi) (3.5.1) et le groupoide induit par Autjb(a;) 
sur 5i est done Aut^(a;i). Prenant pour Si un point de 5 , ceci ramene a 
supposer que 5*1 est le spectre d'un corps. II ne reste qu'a appliquer 4.13. 

Compte tenu de 1.13(b), ceci termine la preuve de 1.12. 

6.16 Preuve de 6.9. Soit T une categorie tensorielle sur k. Pour X dans 
T , la categorie tensorielle {X)<^ engendree par X est la sous-categorie 
pleine de T d'objets les sous-quotients des sommes de X ^ " 0 ^v<8)m Q^ 
dit que T est de (^-generation finie s'il existe X dans T tel que T = {X)<^ . 
II est clair que T est reunion filtrante de ses sous-categories (X)^ et, par 
passage a la limite inductive (5.1), il suffit de prouver 6.9 lorsque les % 
sont de 0-generation finie. L'assertion resulte de 5.21 et du lemme suivant 

6.17 Lemme. Si T est une categorie tannaktenne sur k de ^-generation 
finie, il existe un foncteur fibre u de T sur S spectre d^une extension finie 
de k tel que Autf,{u) soit fidelement plat surSxS (d'ou, par L12(ii) prouve 
en 6.8, r -^ Rep(5 : Aut^(a;))) 

Soient T comme en 6.17 et u) un foncteur fibre sur 5 = Spec(5) :^ 0. 

6.18 Lemme. Le groupoide G := Autĵ .(u;) agissant sur S est une limite 
projective de groupoides Gn (fi > 0) affines et de presentation finie sur 
S X S, avec Gm sous-schema ferme de Gn pour m> n . 

Preuve. Pour V un faisceau localement libre de rang fini sur S, soit 
Endjt(V') (resp. Autj^(V)) le foncteur qui a T sur g x S : (pi,p2) :T^ SxS 
attache I'ensemble des morphismes (resp. isomorphismes) P2V -^ flV . Le 
foncteur est representable par un schema aflSne sur S x S encore note 
End^(F) (resp. Aut^(F)). Si V est libre, le choix d'une base e i , . . . ,e„ de 
V identifie Autj^(V) au fibre trivial sur 5 x 5 de fibre GL„ . La composition 
des isomorphismes fait de Autj^(V) un groupoide agissant sur S. Pour V 
libre muni d'une base, c'est le produit du groupoide S x S agissant sur S 
et du groupe GLn . 

Pour Y dans T , soit Autĵ .(u; | {¥)) le foncteur qui a T sur SxS : {pi,P2) • 
T —^ S attache Tensemble des isomorphismes de foncteurs pl(uj \ (Y)) - ^ 
PI{LJ I ( y ) ) . L'apphcation de Aut^(a;|(y))(r) dans Autfc(a;(y))(T) est in-
jective. Son image est Tensemble des isomorphismes g : pluj{Y) -^ P2^(y) 
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tels que pour tout Z C V , eg : plu^iV) = plio{Y) ^ ^ P2^{Y'') = 
P2^(y)" respecte les sous-modules p*(jj{Z). En efFet, pour tout sous-
quotient Q = Z1/Z2 de y " , un tel g induit un isomorphisme g^ entre 
les p*(jj{Q) = p*Lj{Zi)/p*uj{Z2), et un argument de graphe montre que ces 
g^ commutent aux u;{f), pour / un morphisme entre sous-quotients de 
y " . Cette description montre que PiOj{Q) = PiU(Zi)/p^u{Z2). Pour Q' 
un sous-quotient Z[/Z'2 de Y"^ , et f : Q -^ Q\\e graphe r ( / ) C Q x Q' 

de f k une image inverse r ( / ) C cy^^^ respectee par 0 g. On a done 
^(f)9Q — dqi^if) ^^ 9 s^ prolonge en le morphisme de foncteurs (S'Q). 

Cette description montre que Autj^fg; | (y)) est represente par un sous-
schema ferme - encore note Autj^{u \ (y)) de Autj^(a;(y)). 

Si P est un generateur projectif de ( y ) , Autfc(a; | ly)){T) s'identifie en
core a I'ensemble des isomorphismes g : p\uj{P) -^ P2^(P) qui commutent 
a Taction de End(P) . Ceci montre que Autfc(a; | (y)) est le sous-schema 
de Autj^(a;(P)) defini par un nombre fini d'equations. C'est aussi le sous-
schema de PiMJ^juiY)) defini par un nombre fini d'equations: si P est le 
sous-quotient Z1IZ2 de y " , il s'agit de respecter les (jj{Zi) C uj{YY , la 
structure de EndP-module de u}{P) — u{Zi)/u(Z2) et a;(/) pour / un 
epimorphisme P^ —^ Y . 

Soit X un 0-generateur de T . Quitte a remplager X par X 0 l 0 X ^ , on 
pent supposer, et on suppose, que 1 et X"^ sont dans {X) . Les T(X, n) := 
(X®") forment alors une suite croissante de sous-categories de T de reunion 
T . Soit Gn le foncteur qui a (pi,P2) '- T -^ S x S attache Tensemble 
des isomorphismes g de p\uj \ T{X, n) avec p^uj \ T(X, n) qui respectent les 
isomorphismes UJ{Y 0 ^ ) —>• Ct;(y) 0 ^{Z) pour Y dans T{X,i) et Z dans 
T{X,j) avec i -\- j < n. II suffit pour cela que g commute aux images 
inverses par les pi des isomorphismes 

Lo{<S>X) —> 0u ; (X) 

pour m < n. On en deduit que G„ est represente par un sous-schema 
ferme de Autj^(a;(X)) defini par un nombre fini d'equations. 

Le groupoide G s'identifie a I'intersection des sous-groupoides G„ de 
Autj^{ij{X)) et 6.18 en resulte. 

6.19 Proposition. Sous les hypotheses de 6.18, avec B un corps, G est 
fidelement plat de presentation finie sur S x S. 

Preuve. Avec les notations de 6.18, soient G^ (resp. G^) la restriction 
de G (resp. Gn) a la diagonale S*^^SxSdeSxS. C'est un schema en 
groupe sur S. Puisque S est noetherien, G^ = G^ pour n > UQ . 
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Ecrivons B comme limite inductive filtrante de Ar-sous-algebres de type 
fini Ba et soit Sa '= Spec{Ba) • Fixons n. Puisque Gn est de presentation 
finie sur 5 x 5 , des arguments standard montrent que pour a assez grand, 
Gfi provient d'un groupoYde de presentation finie On,a agissant sur Sa . 
Puisque Ba C B, Sa est integre. Rempla^ant Sa par un ouvert affine 
dense, on pent supposer que les deux projections p,- : Gn,a -^ Sa sont 
plates et que la restriction G^^ de Gn,a a la diagonale 
est plate sur Sa • Sous ces hypotheses, le quotient au sens des faisceaux 
fppf Sa/Gn,a est representable par un espace algebrique Qa •* on dis
pose d'un morphisme fidelement plat Sa -^ Qa, egahsant la double fleche 
Gn,a =tSa , et le morphisme Gn,a —> 5^ x 5a est fidelement plat (3.11). 

Qof 

Un espace algebrique admet toujours un ouvert non vide qui est un schema 
affine. Remplagant Sa par Timage inverse d'un tel ouvert, on obtient une 
situation ou Qa = Sa/Gn,a est un schema affine. On a le diagramme 

G ^ ^ Gn ^ Gn,a 

% 

Oa ^ ^a • 

Pour / rimage inverse sur 5 d'un element de r (Qa, O) , les deux images 
inverses de / sur G coincident. D'apres (2.1.4), on a / G A: et Qa = Spec(Ar). 
On conclut que Gfi a est fidelement plat sur Sa x Sa > 

done Gn fidelement 
plat sur S X S. 

Pour m > n > no , le morphisme de groupoides agissant transitivement 
sur 5 : Gm -^ Gn induit un isomorphisme G^ -^ G^ . C'est done un iso-
morphisme (3.5.2) et G = Gn pour n > no , en particulier G est fidelement 
plat de presentation finie sur S x S. 
6.20 Corollaire. Si T admei un ^-generateur et admet un foncteur fibre 
uf sur S = Spec{B) ^ 0 , alors T admet un foncteur fibre sur une extension 
finie convenable k' de k. 

Preuve. Soit 5 G 5 , de corps residuel K. Par extension des scalaires, u 
fournit un foncteur fibre sur K. On pent done supposer, et on suppose, 
que B est un corps. Ecrivons B comme limite inductive de sous-algebres 
Ba de type fini sur k. D'apres 6.19, le groupoi'de G agissant sur 5 des 
automorphismes de u; est de presentation finie. II provient d'un groupoi'de 
de presentation finie Ga sur un Sa - Puisque G est fidelement plat sur 
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5 x 5 , pour /? assez grand, le groupoide Gp agissant sur 5/? induit par G^ 
est fidelement plat sur Sp x S/3{EGA). Le changement de base de 5/? a 5 
est alors une equivalence: Rep(5/3 : Gp) —^ Rep(5 : G) (3.5.1). On deduit 
done de uj un foncteur fibre u^ sur Sp . La fibre de cj/? en un point ferme 
de 5/? est le foncteur fibre voulu. 

Le lemme 6.17 resulte de 6.19 et 6.20. Par 6.16, ceci termine la preuve 
de 6.9, et celle du theoreme principal 1.12. 

6.21 P reuve de 5.18. Soient Si, Gj , 5 et G comme en 5.18. Soit Gis le 
groupoide agissant sur 5 induit par Gi. On a 

Rep(5,- : Gi) ^ ^ Rep(5 : Gis) 

et G est le produit (sur S x S) des Gis • H s'agit done de prouver que le 
produit tensoriel sur 5 : 

(6.21.1) n Rep(5 : Gis) —^ Rep(5 : G) 

fait de la categorie but le produit tensoriel des categories sources. 
Changeons de notations et soient Gi des Ar-groupoides agissant tran-

sitivement sur 5 , de produit G. Soit T le produit tensoriel des 7̂  :=: 
Rep(5i : Gi). Le produit tensoriel sur 5 des foncteurs fibres Ui "ou-
bli de Taction de Gj " est un foncteur exact en chaque variable XIT̂  —̂  
(modules sur 5). II se factorise par un foncteur fibre u; de T sur 5 . On 
a (1.12(ii)) T - ^ Rep(5 : Autk{uj)) et le morphisme defini par transport 
de structures G = U Gi = 11 Autu(iJi) —^ Auti.(a;) donne lieu a un 

SxS SxS 7^^ ^ *̂^ ^ 
diagramme essentiellement commutatif 

T ^ Rep(5 : G) 

- \ / 

Rep(5 : AutA;(u;)) . 

II reste a prouver que le morphisme 

(6.21.2) ^ = n Autfc(a;,) —^ Autj^fa;) 
SxS 

est un isomorphisme. On dispose de 0-foncteurs injj = % —^ T : X ^-^ 
produit tensoriel de X avec les 1 G Ob 7} (j 7̂  i). II definissent des 
morphismes Autj^fo;) —̂  Aut;j.(u;f), de produit une retraction de (6.21.2). 
Cette retraction est injective, car tout objet de T est sous-quotient d'un 
0injj(Xi) = ^Xi. Le morphisme (6.21.2) est done un isomorphisme. 
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7. Caracterisation interne des categories tannakiennes 
(caracteristique 0) 

Notre but dans ce paragraphe est de prouver le theoreme suivant 

7.1 Theoreme. SoHT une categoric tcnsoricUc (1.2, 2.1) sur k dc carac-
teristiquc 0 . Lcs condition suivantes sont equivalentes 

(i) T est tannakienne (2.8). 
(ii) Pour tout X dans T , dimX est un entier > 0 . 

n 
(iii) Pour tout X dans T, il existe un entier n >0 tel que AX = 0 . 

Rappelons la definition de dim X . Pour tout morphisme f : X -^Y soit 
6{f) : 1 -> y 0 X le compose (l^v ^ f) o 6 : I-^ X"" ^ X -^ X"" (^Y = 
y 0 X^ . Pour X = y , on pose Tr(/) := ev o 8{f) G End(l) = k , et 
dimX := Tr( lxJ = ew o 6 . 

La puissance exterieure AX est Timage de Tantisymetrisation a = 

J2(—iy^^^a : <S>X —> 0 X . En caracteristique 0, c'est aussi Timage du 
projecteur a/n\, et 

(7.1.1) dimAX = Tr(a/n!) = Tr(a)/n! . 

Montrons que cette dimension est donnee par la formule habituelle 

(7.1.2) d i m A X = r^^';;^) : = ( d i m X ) ( d i m X - l ) - . . ( d i m X - n + l ) / n ! . 

7.2 Lemme. Soient n un entier > 1, Xj (i G 7j/{n)) dans T, et des 
morphismes 
Ui : Xi —̂  Xi^i . II definissent un endomorphisme ^Ui du produit tensoriel 
des Xi . La trace de cet endomorphisme coincide avec celle du compose des 
Ui : 

(7.2.1) Tr(0i/i) = Tr(tin o • • • o t i i) . 

Preuve . Pour le compose de deux morphismes X —y Y —^ Z, 6(vu) est 
le compose 

d{v)®d{u) ev 
1 y Z^Y"" <^Y ^ X^ > Z®X^ . 
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Iterant, on obtient que 6(w„ o - - - o ui) est le compose 

<5(un)(8)-<8)5(tii) ^ ^̂  ^̂  ev(Xn)0-0ev(X2) 
1 ^ Xi^X^^Xn^X^.i • • -^XsOXi^ y Xi^X^ 

et la trace de Un - • - ui est le compose 

Tr(w„ . .-t i l) = ®ew{Xi) o iS)6{ui). 

n 
La trace de (8)t/j est donnee par la meme formule et 7.2 en resulte. 

Prouvons (7.1.2). Si a E Qn est une permutation cyclique, 7.2 applique 
k Xi = X yUi = Idx donne 

Tr(^ , 0 X ) r= dim(X). 

Pour <7 une permutation ayant Ar cycles, on en deduit 

TT{(T , d x ) = dim(X)^ 

et (7.1.1) prouve Texistence d'un polynome universel P E Q[^] tel que 
n 

dim AX = P (d imX) . Prenant pour T la categorie des espaces vectoriels 
sur A:, on trouve que pour tout entier c? > 0, 

On a done P{T) = ^^^ et (7.1.2) en resulte. 

7.3 Lemme. Si T verifie 7.1(ii) et que X dans T est de dimension 0, 
alors X = 0 . 

Preuve. Si X :^ 0, Tapplication identique de X est non nuUe et 6 : 
1 -^ X (g) X^ est non nul, done injectif (c/ 2.9). On a dim(X (g) X^) = 
dimX. dimX^ = 0 et dim coker(6) = dim(X 0 X^) — dim 1 = — 1: contra
diction. 

7.4 Preuve de 7.1: (ii) =:^ (iii). Si dimX est un entier n > 0, (7.1.2) 
n + l n+1 

donne dim A X = 0, done par 7.3 A X = 0. 
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P reuve de 7.1: (iii) ==> (ii). Si AX = 0, on a dim AX = 0 et (7.1.2) 
montre que dim X est un entier entre 0 et n — 1. 

II est clair que (i) = > (ii)(iii). il reste a montrer que si T verifie (ii) et 
(iii), alors T est tannakienne. La preuve sera donnee en 7.18. 

7.5. Dans les n^ 7.5 a 7.12, nous allons montrer comment on pent imiter, 
dans une categorie tensorielle quelconque T , des rudiments d'algebre com
mutative et de geometrie algebrique. Nous n'exigeons pas que k soit de 
caracteristique 0. 

Soit IndT la categorie des Ind-objets de T (SGA4I8.2). Une definition 
est: un objet est un systeme inductif filtrant X,-, et les fleches sont definies 
par 

Hom((XO,(yi)) = HmlimHom(Xi,yj). 
« i 

Le systeme inductif filtrant (X,), vu comme objet deind T, est note "lim" Xi. 
Une definition equivalente: la categorie des foncteurs T —> (Ens), limites 
inductives filtrantes de foncteurs representables. Au systeme inductif (Xj), 
associer la limite inductive des foncteurs hx, - Parce que T est une categorie 
abelienne, Ind(T) Test aussi. Le produit tensoriel dans T en definit un dans 
I n d T , encore exact, associatif et commutatif. 

Un anneau (a unite) A de IndT est un objet A de IndT muni d'un pro
duit A<^A-^ A associatif et admettant une "unite" I -^ A (un morphisme 
u tels que les composes 

A = = 1 0 A > A(S)A ^ A et 

A®1 ^ A(S>A 

soient I'identite). 
On definit de fagon evidente les ^-modules a gauche et a droite, le produit 

tensoriel sur A , la commutativite de A. Par exemple: un A-module a 
gauche M est un objet de IndT muni d'un produit A<S> M ^^ M rendant 
commutatif le diagramme 

•(g)M 
A<S>A<S>M y A(S) M 

A® 1 
A^ M > M 
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et tel que le compose 

M z = 1(8) M > A^M y M 

soit I'identite. On a M 0 TV = coker(M ^ A^ N = 4 M ^ N). Pour A 
A 

commutatif, la categorie des yl-modules, munie du produit tensoriel sur A , 
verifie 2.1.1. L'objet unite est le A-module A, encore note \A -

7.6 Exemple. (i) L'objet 0 admet une unique structure d'anneau. Tout 
module sur cet anneau est nul. 

(ii) L'objet unite 1, muni du morphisme structural 1 0 1 —» 1 et de 
ridentite 1 ^- 1 est un anneau. Un objet de Ind(T) admet exactement une 
structure de module sur cet anneau. 

L'anneau 1 (resp. 0) est initial (resp. final) dans la categorie des anneaux 
de Ind(T). 

7.7. Soient f : A—^ B un morphisme d'anneaux commutatifs de Ind(T). 
On dit que B est plat (resp. fidelemeni plat) sur A si le foncteur (A-modules) 
-^ (5-modules) : M i—>• 5 0 M est exact (resp. exact et fidele). Le forma-

A 

lisme de la descente fidelement plate des modules (SGA 1XIII1) s'applique 
tel quel: si B est fidelement plat sur A, le foncteur M h-^ B <S> M est 

A 
une equivalence de la categorie des yl-modules avec celle de 5-modules 
N munis d'une donnee de descente (un isomorphisme (B <S> B) <S> N > 

A B 

N <S) {B <S> B) verifiant la condition de cocycle usuelle). La preuve de 
B A 

SGA 1 VIII1 s'applique, ou on pent se ramener au theoreme de Barr-Beck 
(4.1) comme en 4.2. 

Si ^ :^ 0, le morphisme unite 1 —̂  A est non nul, done un monomor-
phisme (cf 2.9). Le tensorisant avec un Ind-objet M , on obtient un mono-
morphisme M "-^ A ^ M . S i A ^ ^ O j O n a done A 0 M / 0. Le pro
duit tensoriel dans Ind T coincide avec le produit tensoriel de modules sur 
1'anneau 1. Le foncteur My-^A^M = A<S>M est done exact et fidele. Si 

1 
A :^ 0, A est done fidelement plat sur 1. 
7.8. Pour disposer d'un langage plus geometrique, on appelle categorie des 
schemas affines en T I'opposee de celle des anneaux commutatifs a unite de 
Ind(T). On dira aussi: T-schema affine. On note Sp(yl) le T-schema affine 
defini par A. Les produits fibres existent: ils correspondent au produit 
tensoriel. Les sommes disjointes finies existent: elles correspondent aux 
produits. 
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Soit S un T-schema affine. Un S-schema affine est un T-schema affine 
X , muni de a : X —^ S. Un S-schema en groupes affines est un objet en 
groupes de la categorie (T-schemas afRnes/5) des T-schemas affines sur S . 

On appelle schema vide (resp. point note (P^)) le schema initial (resp. 
final) Sp(0) (resp. Sp(l)). On dit que S = Sp{A) est non vide si A ^ 0. 
Puisque (P^) est final, il n'y a pas lieu de distinguer entre (P*)-schemas 
affines et T-schemas affines, ni entre (P*)-schemas en groupes affines et 
objets en groupes de la categorie des T-schemas affines, i.e. algebres de 
Hopf commutatives a antipode de Ind(T). 

Pour abreger, nous dirons simplement S-groupe pour 5-schema en groupes 
affines et T-groupe pour (P*)-schema en groupes affines. 

On dit que T — Sp(J5) est fidelement plat sur S — Sp(A) si B est 
fidelement plat sur A. On dit que des Si —^ S (i G / ) couvrent S s'il 
existe T fidelement plat sur S, une partie finie J de 7 et un diagramme 
commutatif 

T ^\[Si 

\ y 

Ceci definit une topologie sur la categorie des T-schemas affines. L'adjectif 
"localemenf referera a cette topologie. 

Exemple. Si le T-schema S est non vide, il est fidelement plat sur le point. 

Comme en theorie des schemas, il est sou vent commode de deer ire un S-
schema affine X en terme du foncteur representable T/S i—> Hom5(T, X) 
correspondant. Ce foncteur est un faisceau pour la topologie fidelement 
plate. On appelera Hom5(T,X) Tensemble des T-points de X. Comme 
d'habitude, se donner une structure de 5-groupe sur X revient a se donner 
une structure fonctorielle de groupe sur Tensemble de ses T-points, pour 
tout T/S. Cas particulier S = (P^): I'ensemble X(T) des T-points de X 
est Hom(T,X). 

Si 5 = Sp(A), un A-module M sera encore appele un module sur S. Le 
produit tensoriel est le produit tensoriel sur A. II verifie (2.1.1). On ecrit 
I5 pour 1A (le A-module unite A). Les categories de modules forment une 
categorie fibree sur celle des T-schemas affine. Pour Sp(5) au-dessus de 
Sp(A), rimage inverse de M sur Sp{A) est B^M sur Sp{B). Le formalisme 

A 
de la descente fidelement plate pour les schemas affines s'applique. 
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Pour M dans Ind(T), posons T{M) := Hom(l ,M) . Pour M un module 
sur S = Sp(A), on a 

r ( M ) = Hom(l, A) ^ ^ Hom^(lA,M) 

et on appelle encore T{M) les sections globales de M sur 5 . Prendre garde 
que le foncteur T pent ne pas etre exact. 

7.9 Exemple: V{M). Soit M un module sur S — Sp(^) . La puissance 
n 

symeirique Sym^(M) est le plus grand quotient de 0 M sur lequel le groupe 
A 

symetrique Sn agisse trivialement. L' algebre symeirique Sym^(M) est la 
somme des Sym^M (n > 0). Pour toute A-algebre commutative 5 , on a 

HomA-aig(Sym;;:iM, B) - ^ HomA(M, B). 

Pour tout T = Sp(5) au-dessus de S, soit MT deduit de M par change-
ment de base. Le foncteur T \-^ Hom(Mx, I T ) ^st represent able, represente 
par V{M) := Sp(Sym;;iM): on a 

EoniBiB ^M,B)-^ EomA{M,B) ^^ EomA^^.\g{Sym*^M, B). 

Le foncteur T H-> Hom(MT,lT) est un foncteur en groupes et V{M) est 
done un 5-groupe. 

7.10 Exemple: fibres vecioriels. Si M sur 5 = Sp(A) admet un dual M^ 
(2.2 pour M la categorie des A-modules), tout facteur direct de M en 
admet un egalement et, pour T sur S, {M^)T est encore un dual de MT • 
En particulier, si M est facteur direct d'un A (^ X avec X dans T , M 
admet un dual. 

Si M et iV admettent un dual, on dispose (2.4) de 

u^—^^u: HomA(M, N) -^ EomA{N'', M""). 

Pour Â  = 1^ , on trouve en appliquant 7.9 que le foncteur qui a T sur 
S attache Tensemble des sections globales sur T de MT est representable, 
represente par V{M^): 

T{MT) = HomT(lT,^^T) = HomT(Mr, lT) . 

On appellera encore le T-schema V{M^) le fibre vectoriel M . Pour 
S = (P*), et pour M dans T , on appellera de meme Sp(Sym*(M^)) le 
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T-schema vecioriel M . Cette terminologie est parallele a celle qui identifie 
un espace vectoriel V de dimension finie sur k et le schema Spec Sym*(F^) 
ayant meme Ar-points. 

7.11 Exemple: k-schemas et T-schemas, Ga ,Gy„. Si T : 7i —> 72 est un 
(S)-foncteur entre categories tensorielles sur k, il s'etend en un (E)-foncteur 
encore note T : Ind Ti —• Ind 72 . Ce dernier transforme anneaux de Ind Ti 
en anneaux de IndT2, et Ti-schemas afRnes en T2-schemas affines. 

Prenons pour 72 une categorie tensorielle T , pour 7i la categorie des 
multiples de 1, identifiee a celle des ^-vectoriels de dimension finie (2.9) 
et pour T I'inclusion de Ti dans T . On trouve qu'un schema affine sur k 
definit un T-schema afRne. La droite afBne sur k definit ainsi le schema 
vectoriel 1, qu'on notera A^; son image inverse sur S = Sp(^) est le fibre 
vectoriel I5 , qu'on notera A\ . On a A\ — Sp(Sym^(l^)) et Sym^(l^) = 
0 A = A[X]. L'ensemble Hom5(5, Ai) des sections de A\ est T{A) . On 

n>0 
notera 1 la section unite. 

De meme, le fc-schema G^ definit le T-schema qui represente le foncteur 
S = Sp(A) Ĥ  V{AY . 

7.12 Exemple: espace homogene sous un vectoriel Soit dans T une suite 
exacte 

0 — ^ M -^E-^l—^0 . 

Soit ^v : 1 -^ E^ le transpose de t;. Le morphisme v definit un morphisme 
de T-schemas vectoriels E —^ A^ . Soit P le T-schema image inverse du 
point 1. C'est le produit fibre 

P y E 

1 1 

i.e. le Sp du produit tensoriel Sym*{E^^) 0 1. Les fleches sont Sym*(1) = 
sym*(l) 

0 1 - ^ 1 : coordonnees Tidentite et Sym*(l) —̂  Sym*E'^ : en degre 1, *i;. 
n>0 

Le produit tensoriel est la limite inductive des Sym"(£'^), avec pour mor-
phismes de transition la multiplication par ^v: 

P = Sp(limSym"(^^)). 
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Supposons k de caracteristique 0 . La puissance symetrique Sym'^X de 
n 

X dans T est alors le facteur direct de 0 X defini par le projection s/n\, 
avec s = ^ ( 7 ((T G «Sn). Si Xi C A', le produit tensoriel des filtrations 

n 
0 C Xi C X est une filtration sur <S>X . Parce que le produit tensoriel est 

n 

exact, le gradue associe est (g)(Xi0X/Xi). Passant au facteur direct definit 
par s/n\, on obtient une filtration de Sym'^(X), de quotients successifs les 
Sym^(Xi) 0 Sym"-^(X/Xi) . 

Dans le cas de la suite exacte 
0 — , l J ^ E ' ' - ^ M ' ' —^ 0 , 

on obtient une filtration croissante F de Sym^{E^) de quotients successifs 
les Sym"(M^). On a Fp := Sym^(F^) (p < n ) : 

0 c 1 = Sym°(F^) ^E"" = Sym^E'') ^ Sym^E'') c-> . . . - . Sym'^(F^). 

7.13. Soit P une propriete de modules, stable par changements de bases. 

En accord avec 7.8, on dira qu'un module M sur S verifie P localemeni 

s'il existe des Si —^ S'couvrant M tel que les Mi sur Si deduits de M par 
changement de base verifient P. La propriete P est dite locale si elle est 

vraie des que localement vraie. 

Exemple: la propriete d'admettre un dual est locale. 

7.14 Lemme. Supposons k de caracierisiique 0 et soit 0 -^ M —^ E —^ 
Â  —>• 0 une suite exacte dans T. Localemeni, cette suite est sctndable. 

Preuve. Supposons tout d'abord que A'̂  = 1. Soit P comme en 7.12. 
Parce que k est de caracteristique 0 , les calculs 7.12 donnent P ^ ^. Le 
T-schema P est done fidelement plat sur le point. Apres changement de 
base a P , il existe par definition une section globale de Ep de projection 
sur Np = Ip la section un. Une telle section globale n'est pas autre chose 
qu'un scindage de la suite exact 0 —̂  Mp —̂  Ep —̂  Ip —> 0 de modules sur 
P . 

Passons au cas general. Prenons I'image inverse de I'extension 0 —» 
Hom(iV, M) -^ Hom(iV, E) -^ EomjN. TV) -> 0 par 6 : 1 -^ Hom(A^, N). 
II revient au meme de scinder (M, E, N) ou cette nouvelle extension; ceci 
nous ramene au cas deja traite. 
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Si un module M sur S = Sp{A) admet un dual, sa dimension dim^(M) G 
T(A) est definie comme le compose ev o ^ : 1^ —>- M^ 0 M ^ ' 1^ . 

7.15 Lemme. SoU M un module sur S = Sp{A). On suppose que k est 
de caracteristique 0, que A^^, que M est facieur direct d'un A-module 
A(Sf X (X dans T) et que dim^ M est un entier d > 0. Alors, M admet 
iocalement une decomposition M = Ig ^ N . 

Preuve. La donnee d'une decomposition M = Is ^ N equivaut a celle de 
morphismes I5 —y M —^ I5 avec vu = I. Soit F le foncteur qui a T 
sur S attache I'ensemble des paires v,u : IT —^ MT —>• I T avec vu = I. 
Nous allons montrer que F est representable, represente par un T-schema 
affine Sp(J5) sur Sp(^) , et que B est fidelement plat sur A . 

Le foncteur des paires v,u : I T —^ MT —^ I T est represente par le fibre 
vectoriel M x M^ sur S. La composition {u,v) —^ vu est un morphisme 
de foncteur, definissant un morphisme de T-schemas c : M x M^ —> ^4^ . 
Le foncteur F est represente par le produit fibre 

Sp(jB) > M X M"" 

"1" 
- ' A\. 

Calculous B. On a A^ = SpSym;;^(lA), Sym;;i(lA) = A[T] = <S>Aet 

" 1 " 1 r 1 ^^ 

S —> At est T ^ 1 : A[T] —^ A i.e. I'identite en chaque degre: 0A -^ A. 
0 

On a M X M^ = Sp(Sym^(M^) (g) SymJ^(M)) et la composante de degre 
un, A, de Sym^(l^) s'envoie dans M^ (g) M , la fleche est S. Le produit 

A 

tensoriel B est le plus grand anneau quotient de Sym^(M^) 0 Sym^(M) 
A 

dans lequel les fleches unite et S : A ^f- M^ 0 M sont egalisees. C'est 

(7.15.1) 5 = 0 ! ™ Sym^M^ ® Sym'/^M , 
pez n ^ 

les fleches de transition dans la limite inductive etant la multiplication par 
(5. 

La puissance symetrique Sym^M est plate sur A: si M est facteur di
rect de 4̂ (g) X , c'est un facteur direct du A-module plat A 0 Sym"X = 
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Sym^(A 0 X ) . La formule (7.15.1) montre done que, comme A-module, 
B est somme de limites inductives filtrantes de modules plats sur A. 
Pour conclure, nous allons montrer que le morphisme A -^ B admet une 
retraction ^-lineaire. II suffit pour cela de construire un systeme de mor-
phismes 

r„ : Sym^M^ 0 Sym^JM —^ A 
A 

avec Tj, = Id, rendant commutatif les diagrammes 

Sym^JM^ ® Sym'XM — ^ Sym^+^M^ ® Sym^+^M 

A . 

Parce qu'on est en caracteristique 0, la puissance symetrique Symi^ est 

le facteur direct de <S> defini par le projecteur s/n\ (c/5.12) et la dualite 
A 

n n 
entre (g)M^ et 0 M induit une dualite entre Sym^M^ et Sym^M. On 

A A 

prend 

(7.15.3) r„ : ev/ dimA Sym^M 

ou dim^ Sym"M = c / (c /+ l ) - - (d + n - l) /n! (c/7.1). 

7.16 Lemme. Pour r„ donne par (7.15.3), les diagrammes (7.15.2) com-
muieni. 
Preuve . La multiplication par 6 de (7.15.2) se deduit de I'operation ana-

n 
logue dans (g) par symetrisation: 

SymJM^(g)Sym^M — ^ Sym^+^M^ 0 Sym^+^M 

A 

1 

A 

hl{n + l)!<8)5/(n+l)! 

n + 1 ^, n+1 

A A 

On a ev o {s/(n + 1)! 0 s/{n + 1)!) = ev o (1 0 ^/(n + 1)!) • Developpons en 
(T G «Sn+i . Le terme relatif a (T ne depend que de si (j{n + 1) = n -f 1 ou 
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non. On obtient 

ev o ((5. ) = 7(^v, 6).ev (termes ou a{n + 1) = n + 1) 

n . . 
H -ev (autres termes) 

n -f 1 
d-^ n 

= - T ^ V , 

n -f 1 

d'ou 7.16. 
7.16.1 Remarque. Dans la categorie tensorielle sur k des super espaces 
vectoriels de dimension finie (1.4) un espace vectoriel V purement impair 
n'admet pa^ localement 1 pour facteur direct. Le lecteur verifiera que dans 
ce cas le foncteur F de la preuve de 7.15 est le foncteur vide. 

7.17 Proposi t ion. Sous les hypotheses (n)(in) de lA, tout X dans T est 
localement isomorphe a 1*̂ "̂̂ ^ . 

Preuve . Soit d = d i m X . Appliquant 7.15 de fa^on iteree, on obtient 
^ :^ 0 et un isomorphisme de A-modules entre A (S) X et un A-module 
1^ 0 AT. On a pour les A-modules 

A{U^V)= 0 AC/0A1/ . 
A A 

p+qzzn 

d 
Pour n = d4- 1, on a Al^ = l^i et AT est done facteur direct de 

d + l J d-\-l d-\-l 

A (1^ e AT) - A (A 0 X) = A 0 A X 13 0 . 
A A 

On a done AT = 0, ce qui prouve 7.17. 

7.18 Preuve de 7.1 (fin). Appliquant 7.14 et 7.17 transfiniment, on obtient 
un anneau commutatif ^ ^ 0 de Ind T tel que 

(7.19.1) Pour tout X dans T , les ^-modules A 0 X et A^'"^ ^ sont iso-
morphes; 

(7.19.2) Pour toute suite exacte courte dans T , la suite exacte courte de 
A-modules qui s'en deduit par extension des scalaires est scindable. 

Le foncteur X i-» V{A 0 X) est alors un foncteur fibre sur T{A). 



176 P. DELIGNE 

8. Le g r o u p e f o n d a m e n t a l d 'une categor ie tensor ie l l e 

8.1. Dans ce paragraphe, nos resultats essentiels supposent que T est une 
categorie tensorielle sur k verifiant la condition de finitude (2.12.1): objets 
de longueur finie et Horn de dimension finie, et que T <S>T est encore une 
categorie tensorielle sur k. Cette derniere condition est verifiee pour k 
parfait (5.17) ou pour T tannakienne (6.9). J 'ignore si elle est toujours 
verifiee. 

L'idee essentielle est qu'on pent paraphraser certains des arguments et 
des resultats du paragraphe 6, pour u le foncteur identique de T dans T . 
Dans la categorie but le role essentiel est joue par les Hom(X, Y), et le 
foncteur identique est a interpreter comme at tachant X a X , et comme 
definissant 

Hom(X, y ) —^ Hom(X, Y) 

pour XjY dans T . A gauche, H o m ( X , y ) est un Ar-espace vectoriel de 
dimension finie, interprete comme un objet de T (c /2 .9 et 7.11). 

8.2. Soient k un corps commutatif, T une categorie tensorielle sur k, A 
une /:-algebre de rang fini, (A)coh ^^ categorie des A-modules a droite de 
type fini et ^^M un objet de T muni d'une structure de A-module a gauche. 
II definit un foncteur 

A 

La categorie {A)coh ^ T est la categorie ( T — A) des objets de T munis 
k 

d'une s tructure de A-module a droite (5.11). Le foncteur 

UJ:(7 -A) — > 7 :E —y E ^ AM 

A 
est exact a droite; il correspond au foncteur 

(^)coh X T —^ T : ^ , r h - ^ ( E (8) A M ) 0 T 
A 

de (^)coh X T dans T . 
Soit M\ le dual (au sens de T ) de ^ M . On le munit de la s t ructure 

de A-module a droite transposee de la s tructure de A-module de ^ M . Le 
morphisme d'evaluation: M\®AM —> 1 se factorise par ev^i : M\®AM —> 

A 
1 et le morphisme 6 : 1 —>. ̂ M (g) M\ se prolonge de fa^on unique en un 
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morphisme de A-bimodules 6A : A -^ AM 0 M^ = Hom(4M, AM) . Soit 
a;* le foncteur de T dans {T — A): 

On laisse au lecteur le soir de verifier que, comme en 4.3, ev^ et 6A 
definissent des morphismes de foncteurs LVLJ* —> Id et Id -^ a;*u; faisant 
de (uj^uj*) une paire de foncteurs adjoints. Posons L := M^ (g) A ^ • Le 

A 

foncteur coij* de T dans T est 0 L , et le morphisme de foncteur toco* -^ 
(JJ{U;*UJ)LJ* = {LJuj*){uju;*) est defini par un coproduit c : L -^ L ^ L, coas-
sociatif et de counite ev^ : on dira que L est une cogebre de T . 

Une representation de L est un objet T de T muni de u \ T ^ T <^ L 
rendant commutatif 

T — ^ T®L 

u(8)l 

T^L > T<^L<^L 

et tel que T -^ T ^ L yT soit Tidentite. La cogebre L de T agit 
fonctoriellement sur chaque LJ{E) . 

Supposons cjQ exact et fidele, et que T verifie (2.12.1). D'apres 5.14(i), 
le foncteur 

cjo (g) Id : {A)coh 0 T — > T ( ^ T 

est encore exact et fidele. Si T (g) T est tensorielle, le foncteur /?-lineaire 
exact a droite T : T (g) T -^ T tel que T{X (g) Y) = X (g) Y est exact et 

A; 

fidele (2.10). Le foncteur compose LU = T o (CJQ 0 Id) est exact et fidele et 
le theoreme de Barr-Beck (4.1) donne: 

8.3 Proposition. Avec les hypotheses et notations de S.2, si T verifie 
(2.12J)f que T <^ T est tensorielle et que CJQ : {A)coh ~^ ^ est exact et 
fidele^ le foncteur uj induit une equivalence de (A)coh 0 ^ ^̂ ^̂ ^ ^̂  categoric 
des oh jets de T munis d'une action de L . 

8.4 (parallele a 4.7). Soient C une petite categorie et wi ,u;2 deux foncteurs 
de C dans T . Nous avons defini en 6.12 un object h.r{^i^^2) de Ind(T). 
Si cela ne cree pas de confusion, nous le noterons simplement A(u;i,a;2). 
On pent interpreter (6.12.1) comme un morphisme 

(8.4.1) \{X) : UJ2{X) —^ uJi{X) 0 K{UJUUJ2) 
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et (6.12.1) signifie que ce morphisme est fonctoriel en X . La propriete uni-
verselle de A := A(u;i,u;2) est que pour tout ind-objet [/ de T , rapplication 
f \-^ f o X{X) de Hom(A,[/) dans les systemes de morphismes u{X) : 
u)2{^) —^u)i(X)<S)U fonctoriels en X , est une bijection. 

Pour trois foncteurs c<̂ i,cc;2,c<;3 , iterant (8.4.1) on obtient 

u}3{X) —^ u}2{X) (g) A(a;2,u;3) —> u)i{X) (g) A(a;i,u;2) 0 A(u;2,a;3) 

fonctoriel en X , d'ou 

(8.4.2) A(a;i,a;3) —^ A(a;i,u;2) <S> ^(^2,^3)-

Le coproduit (8.4.2) est coassociatif en un sens evident et les morphismes 
d'evaluation LOi{Xy 0 a;i(X) —^ 1 definissent comme en 4.7 une counite 
c:A{u;i,Ui)-^ 1. 

Pour uj un foncteur de C dans T , posons A(u;) := A{UJ^LO) . Le coproduit 
(8.4.4) de A(a;): 

(8.4.3) A{uj) —>A(a;)0A(u;) 

est coassociatif et admet une counite. 

8.5 Exemples (parallele a 4-^)- i}) Pour C reduite a un objet et a sa fleche 
identique, la donnee de u) est celle d'un objet M de T et A(a;) = M^ (g) M . 
(ii) Soient A une algebre de dimension finie sur A:, ^ M un objet de T 
muni d'une structure de 74-module a gauche, C une sous-categorie pleine 
de la categorie des A-modules a droite de type fini, contenant A, et cj la 
restriction a C du foncteur E H-> E<S) A ^ • L^ morphisme c<;(A)̂  0a;(A) —> 

A 

A{LJ) : AM^ 0 M —> A{u)) se factorise par un isomorphisme 
A 

A 

Pour C reduite a A, c'est la definition du produit tensoriel sur A. Le cas 
general sera traite en 8.7. 

8.6 FonciorialiUs (parallele a 4.10^. (i) Soient T : T —» T ' un (g)-foncteur 
exact a droite, done exact d'apres 2.10, entre categories tensorielles. Notant 
encore T son extension aux Ind-objets, on a 

(8.6.1) TA(u;i,a;2) - ^ A(ru;i,Ta;2). 
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(ii) Soit T :V ^C. Les morphismes u;2TD -^ ujiTD 0 A(a;i,a;2) {D dans 
V) definissent 

(8.6.2) A(a;i o T, ̂ 2 o T) —^ A(a;i, ^2). 

(iii) Si C est limite inductive filtrante de categorie Ci et que Ti est le foncteur 
naturel de d dans C, les morphismes (8.6.2) induisent un isomorphisme 

(8.6.3) limA(a;io7;-,a;2oT) - ^ A(a;i,a;2) • 

(iv) Soient {Ci)i£i une famille finie de categories, UJJ de source d (i £ I ^ j = 
1,2), C le produit des Ci et 00;] le foncteur de C dans T produit tensoriel 

des a;j : ((8)u;j)((a)) = ^ujj{Ci). On a 

(8.6.4) (8)A(u;i,u;^) - ^ A((8)u;i,(8)u;^). 
t « i 

8.7 Verification de 8.5(ii) (parallele a 4.1i;. Soit L := M^ (g) A M . Par 8.2, 
A 

L coagit sur les LJ{E). La propriete universelle de A(a;) fournit A(u;) —^ L . 
Appliquant 8.6(ii) a la sous-categorie pleine X> de C reduite a A , on obtient 
L —^ A{uj) (8.5(ii) pour V) et on verifie que le compose L —» A(a;) -^ L 
est ridentite. Prouvons que L —>- A(a;) est un epimorphisme, i.e. que pour 
tout E dans C , Timage de u(Ey <S>(JO{E) dans A(u;) est contenue dans celle 
de u;(Ay 0 u)(A). Soit u un epimorphisme A^ -^ E, de composantes Ui. 
Les diagrammes 

u;{Ey^u{A) — ^ u;(^)^0u;(A) 

1- 1 
w{Ey®u){E) ^ A(«) 

sont commutatifs et on conclut en observant que la somme 

ew{Ey ®u){A) -> wiEY ® Lj{E) 
i 

est un epimorphisme. 
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8.8. Soient T une categorie tensohelle sur k ^ Ai et A2 deux categories 
abeliennes Wineaires verifiant (2.12.1), uji : Ai —̂  T A:-lineaire et exact a 
droite, et LJ : Ai <S^ A2 —^ T fc-lineaire et exact a droite defini par 

co{Xi (g) X2) = a;i(Xi) 0 u;2(X2). 
A: 

Appliquant 8.6(ii) a 0 : ̂ 1 x ^2 -^ -4i 0 ^2 , on obtient 

(8.8.1) A{LJI) ^ A{uj2) = A(a;i(Xi) 00^2(^2))—>A(cj). 
8.6(ii) 

Ce morphisme est un isomorphisme. Pour le verifier, on ecrit Ai = lim(X2) 
{Xi dans Ai) et on se ramene par 5.1 et 8.6(iii) a supposer Ai = (Xi) , done 
que Ai est de la forme (^i)coh .̂vec Aj, de dimension finie sur k . Le foncteur 
uji s'ecrit E ^-^ E ^ Mi ^ avec Mi un objet de T muni d'une structure de 

Aj-module. On a ^1 0 ^2 = (^1 ® M)co\i , ^ est ^^Ai^A^i^i ^ ^ 2 ) et le 
morphisme s'identifie a I'isomorphisme evident 

{M^ 0 M2) 0 {M^ 0 M2) ^ ^ (Ml 0 ^^2)"^ 0 (Ml 0 M2). 
^ 1 A2 Ai^A2 

8.9 (parallele a 6.3). Soient Ai (i = 1,2,3) trois categories et LJ\ (resp. L1J2) 
un foncteur de Ai dans T . Supposons donne un foncteur 0 : «4i x ^ 2 -^ A3 
et, pour j = 1,2 un isomorphisme de foncteurs 

cc;](Xi) 0u;J(X2) - ^ ujf{Xi 0 X2). 

Appliquant 8.6(ii)(iv), on obtient un produit 

(8.9.1) A(u;},u;2') 0 A(u;2,a;|) — . A(u;?,a;f). 

caracterise par I'exigence que, quels que soient Xi et X2 dans Ai et A2 , 
le morphisme (8.4.1) 

LoliXi 0 A:2) —> cc;̂ (Xi 0 X2) 0 A(a;f, u;f) 

se deduit des morphismes analogues pour les uKXi) et uj2{Xi) (i = 1,2) 
par (8.9.1). 

Soit A une categorie a produit tensoriel verifiant (1.1.1) et U}I,LO2 deux 
0-foncteurs de A dans T . Faisons ^^ = ^ et LJJ = ujj (i = 1,2,3). Le 
produit (8.9.1) devient un produit 

(8.9.2) A(u;i,u;2) 0 A(c<;i,u;2) —> A{UI,LJ2) • 
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La meme preuve qu'en 6.4 donne 

8.10 Proposition. Le prodmt (8.9.2) est associaiif, commuiaiif ei a unite. 

Pour T = Sp{B) un schema affine en T et u; un 0 foncteur de A dans 
T , notons (JOT le (8)-foncteur A H^ ^{A) <S> B de A dans les modules sur T. 
La preuve de 6.6 donne 

8.11 Proposition. Sous les hypotheses de 8.9.2, 
(i) Le T'Schema SpA(u;i,u;2) represente le foncteur Rom^{toi^uj2) ^ui o,u 
T-schema affine T attache Fensemble des morphismes de <S>-foncteurs de 
ujiT dans U)2T • 
(ii) Si A verifie (l^l-l) et (1.1.2), tout morphisme UIT -^ ^ 2 T comme en 
(i) est un isomorphisme: Hom^(u;i ,0;^) coincide avec Isom^ f̂u î .LO-?.) . 
(iii) Etant donnes trois ^-foncteurs UJI^U)2^UJ^ la composition 
Hom®(a;i,a;2) x Hom^(^2j^3) -^ Hom'^(a;i ,U;R) est definie par (8.4-2). 

8.12. Prenons pour A la categorie T et pour foncteurs ui et u)2 le fonc
teur identique. Posons A = A(Idr) . D'apres 8.11, Sp(A) est le T-groupe 
qui represente le foncteur qui k T = Sp{B) attache le groupe des auto-
morphismes de (g)-foncteur du foncteur X H-> XT = X <S> B de T dans les 
modules sur T. 

8.13 Definition. Le T-groupes Sp(A) construit en 8.12 est le groupe fonda-
mental de T . On le note 7r(T). 

Si u est un foncteur fibre de T sur un schema 5 sur k, Lj{7r{T)) est 
un schema en groupes affines sur S. L'action donnee par (8.4.1) de 7r(T) 
sur chaque X de T definit une action de a;(7r(T)) sur les UJ{X) . Cette 
action est fonctorielle et compatible au produit tensoriel. Comparant 4.7 
et 8.2-8.4, on trouve que 

(8.13.1) ^(7r(T)) - ^ Autcfg;). 

A. Grothendieck compare cette situation a la suivante: pour X un es-
pace topologique locale me nt connexe et locale ment simple me nt connexe, 
les groupes fondamentaux 7ri(X,x) forment un systeme local sur X , i.e. 
un objet en groupes de la categorie des faisceaux localement constants sur 
X . Ce faisceau de groupes agit sur tout faisceau localement constant. Sa 
fibre 7ri(X, x) en x est le groupe des automorphismes du foncteur "fibre en 

(faisceaux localement constants) —^ (Ens). 
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8.14 Exemple. (i) Pour T une categorie tannakienne, la donnee d'un T-
groupe G equivaut par G i—>• {u;{G)) a la donnee, pour tout foncteur fibre 
Lj sur tout schema S sur k, d'un schema en groupes affines G^j sur S, 
de formation compatible a tout changement de base S'/S. Le groupe 
fondamental 7r(T) est donne par 

u I—^ Aut5(a;). 

(ii) Gas particulier: si T = Rep(G), un T-groupe s'identifie a un schema 
en groupes afBnes sur k, muni d'une action de G. Le schema en groupe 
G, muni de son action sur lui-meme par automorphismes interieurs, cor-
rrespond a 7r(Rep(G)). 
(iii) Pour G le groupe trivial, on trouve que 7r(Vect k) est le groupe trivial, 
(iv) Prenons pour T la categorie des super-espaces vectoriels de dimension 
finie sur k (1.4). Regardons le Ar-schema en groupes //2 des racines carrees 
de I'unite comme un T-groupe (c/7.11). II agit sur chaque super-espace 
vectoriel par Taction "parite": (e,a) »—>• e^^^^.a pour a homogene, et on 
verifie que 

7r(T) =: / i 2 . 

8.15 Fonciorialite, Soit rj : Ti —^ T2 \in (8)-foncteur exact Wineaire entre 
categories tensorielles sur k . Faisant T = rj dans 8.6(i), on obtient 

(8.15.1) Sp(A(77)) = 77(7r(Ti)) 

et le 72-schema en groupes affines r/(7r(Ti)) represente le foncteur Ant'^(rj) : 
T = Sp{B) \-^ automorphismes du O-foncteur X \-^ flri-^) — li^) ^ ^ 
de Ti dans les modules sur T. Faisant T = rj dans 8.6(ii), on obtient un 
morphisme 

(8.15.2) w{%) — r?(7r(Ti)) 

Le morphisme de foncteurs correspondant attache a un automorphisme du 
foncteur 
X Ĥ  XT = X ^ B Tautomorphisme qu'il induit de son compose avec rj. 

8.16. Produit. Soient Ti et T2 deux categories tensorielles sur k. On 
suppose que Ti et T2 verifient (2.12.1) et que T :=: Ti ® T2 est encore 
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tensorielle sur k. On identifie Ti a une sous-categorie pleine de T stable 
par sous-quotients par 

inji :Ti = Ti (g) Vect(A:) —^ Ti (g) T2 

k 

(appliquer 2.9 et 5.14(i)). De meme pour T2 . Le produit tensoriel 

( g ) f c : T x r ^ T ( 8 ) T 

est le compose du produit tensoriel dans T (g) T et de (inji, inJ2): 

Xi 0 X2 = inji(Xi) (g) inJ2(X2) . 
k 

Par 8.8 applique au foncteur identique de T(g)T dans T<S)T , 7r(T0T) est 
le Sp de A(0 :T xT —^ T <^T). Par 8.6(iv), ce A est le produit tensoriel 

k 

des A(inji :T -^T xT) qui, par 8.6(i) pour T = inj, et u; = Idr coincident 
avec inji A(Id7-). On conclut que les morphismes (8.15.2) (pour 77 = injj) 

7 r (T i0T2)^ in j i7 r (7 ; ) 

definissent un isomorphisme 

(8.16.1) 7r(Ti 0 r2) - ^ inJi(7r(Ti)) x inJ2(7r(T2)). 

8.17 Theoreme. Soient Ti et T2 deux categories tensorielles sur k verifiant 
(2.12.1) ei rj un (^-foncteur exact de Ti dans T^ . On suppose que 72 (g) ^2 
est encore tensorielle sur k (cf 8.1). Le ^-foncteur induit par t], de Ti 
dans la categone des objets de T2 mums d'une action de r]{7r{Ti)) telle que 
Vaction naturelle de 7r(72) s^en deduise par (8.15.2), est une equivalence 
de categories. 

La preuve sera donnee en 8.26. 
Prenant pour Ti la categorie Vect(A:) des multiples de 1, on obtient par 

8.14(iii). 

8.18 CoroUaire. Soit T une categone tensorielle sur k . On suppose que 
T verifie (2.12.1) et que T %T est encore tensorielle sur k . Alors, pour 
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que X dans T soil une somme de copies de 1, il faut et il suffii 7r{T) agisse 
trivialement sur X . 

Si on prend pour T2 la categoric Vect(fc), on retrouve le fait qu'un fonc-
teur fibre cj de T sur k induit une equivalence T —>• Rep Aut(c<;), puisque 
u;(7r(T)) - Autfu;). 

8.19. Un autre cas interessant est celui ou T2 est la categorie 1.4 des super-
espaces vectoriels de dimension finie. On a 7r(72) = //2 (8 14(iv)). Soit G 
est un super groupe affine, i.e. un T2-groupes, muni de p : //2 —̂  G tel 
que Taction par automorphismes interieurs de ^2 sur Talgebre affine de G 
soit Taction "parite" (8.14(iv)). La categorie des super-espaces vectoriels 
V de dimension finie, munis d'une action p de G telle que pop soit Taction 
"parite" est une categorie tensorielle Rep(G,p) sur k. D'apres 8.17, toute 
categorie tensorielle T sur k, muni d'un (8)-foncteur exact 

uj : T —^ (super-espaces vectoriels) 

est ainsi obtenue: on a une equivalence 

T - ^ Rep(a;(7r(T)),p donne par (8.15.2)). 

8.20. Soient k un corps, T une categorie tensorielle sur k , A une categorie 
abelienne verifiant (2.12.1) et u;o un foncteur ^-lineaire exact a droite de A 
dans T . La categorie A est limite inductive filtrante de ses sous-categories 
{X) , et chacune est equivalente a une categorie (A)coh pour A une /?-algebre 
de rang fini. Par (5.1) et 5.11, A^T existe: 

A^T = lim(X) (8)T. 

Le foncteur A y< T —^ T \ (A, T) 1-̂  cjo(^) ^ T est exact a droite et se 
factorise done uniquement par 

u :A®T — > T . 

On a 
L{uo) = Hm L{LJO \ {X)). 

Par definition des Ind-objets, on a pour T dans T 

Hom(T,T(g) L(cc;o)) = limHom(T,T(8) L(a;o | (X))) 
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et la categoric des objets de T munis d'une coaction de L{iJo) est la limite 
inductive des categories analogues pour les L{uo \ {X)). Appliquant 8.3 et 
8.5(ii), on obtient 

8.21 Proposition. Avec les hypotheses et notations de 8.19, siT ^T est 
tensorielle et que LJO - A —^ T est exact et fidele, le foncteur u induit une 
equivalence de A<^T avec la categoric des objets de T munis d'une coaction 
de L(ufo) • 

En particulier, par (8.15.1) 

8.22 Proposition. Soit UQ : TI ^- T un ^-foncteur exact k-lineaire entre 
categories tensorielles sur k. Si Ti verifie (2.12,1) et que T <^T est ten
sorielle, le foncteur to :Ti®T -^ T tel que uj{Ti 0 T) = uJoi^i) 0 T induit 

k 

une equivalence de Ti <S> T avec la categoric des objets de T munis d'une 
action de u;o(7r(7i)) . 

Supposons que T verifie (2.12.1) et faisons Ti = T. Prenons pour fonc
teur cjQ le foncteur identique de T dans T . On obtient 

8.23 CoroUaire. Supposons que T verifie (2.12.1) et que T <^T est ten
sorielle. Le foncteurUJ :T<^T -^T tel que a;(X (g) Y) = X <^Y induit une 

k k 

equivalence deT (^T avec la categoric des objets de T munis d^une action 
k 

de 7r(T); Faction de 7r(T) sur u(X ^Y) = X <S)Y est celle deduite de son 
k 

action sur X . 

8.24 P reuve de 8.18. La sous-categorie Yect(k) C T (2.9) est stable par 
sous-quotient et 

Yect{k) 0 T — ^ T <S^T 

est done pleinement fidele d'image essentielle stable par sous-quotients 
(5.14(i)). Le groupe 7r(Vect(A:)) est trivial et comparant 8.22 pour Ti = 
Vect(^) et T , on trouve que Tequivalence 8.23 de T ® T avec les objets 
de T a action de 7r(T) identifie Vect(fc) 0 T a la sous-categorie des objets 
de T a action triviale. En particulier, pour X dans T , X 0 1 est dans 
Vect(^) 0 T si et seulement si Paction naturelle de 7r(T) sur X est triviale. 
D'apres 5.14(ii), pour que X 0 1 soit dans Vect(fc) 0 T , il faut et il suffit 
que X soit dans Vect(fc) et 8.18 en resulte. 
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8.25 CoroUaire. Soient Ti,72 deux categories iensorielles sur k verifiani 
(2.12.1) etT = Ti 072 . On suppose 72 0X2 et T iensorielles. Le foncteur 
inji : Ti -^ Ti<^T2 : X \-y X(S>1 est une equivalence de 7i avec la categoric 

k 

des objets rfe Ti 0 72 sur lesquels inJ2{7r{T2)) agit trivialemeni. 

Puisque 7r(T) - ^ inji7r(Ti) x inJ27r(72), on a une inclusion injj7r(7j) -^ 
7r(T) ; via cette inclusion, injj7r(7}) agit sur les objets de Ti 0T2 . C'est de 
cette action qu'il est question dans le corollaire. 

Preuve . Si un T-groupe G agit sur un objet T de T , G = Sp(jB), Paction 
de G est un morphisme p : T -^ T <S> B. L'unite de B : 1 —^ B definit 
une autre fleche 0 1 : T —^ T <S) B . Soit T^ le noyau de la double fleche 
(/9,0l). C'est un Ind-objet de T , et un sous-objet de T. Parce que T 
est noetherienne (5.13.2), tout Ind-objet de T est reunion croissante de ses 
sous-objets dans T . Un Ind-objet, qui est sous-objet d'un objet de T , est 
done dans T et T^ est dans T . 

Appliquons 8.18. Le foncteur T2 —^ T2 : Y y-^ ^^(^2) ĝ  factorise par 
Vect(A:) et est exact a gauche. II definit un foncteur exact a gauche Ti072 —̂  
7i 0 T2 se factorisant par Ti 0 Vect(Ar) = Ti. Ce foncteur coincide avec 
T y-^ j'inj27r(T2). jj s^mt, de le verifier apres composition apres 71 x 72 —> 
Ti 0 7^ , et que 

(Xi 0 X2)̂ "J"^^^^ = Xi 0 X^J^^^^) 
k k 

resulte de Inexactitude de 0jfc . En particulier, si T est fixe par inJ27r(72), T 
est dans Timage de Ti . La reciproque est claire. 

8.26 Preuve de 8.17. On sait deja (8.22) que 

r/ 0 Id : Ti 0 T2 —> (wiTi) - objets de T2) 

est une equivalence. En particulier, Ti 0 72 est tensorielle. Soient X dans 
7i 0 7^ . II est muni d'une action (/?i,/>2) de inji7r(Ti) x inJ27r(7^). Son 
image {r] 0 ld){X) dans T2 est munie d'une action p de 7r(T2). Cette 
action est le produit des actions - qui commutent - suivantes: p[ , deduit 
par(8.15.2) 7r(72) —> r?7r(Ti) de Paction de r]n{Ti), et P2 ? deduit de Paction 
P2 . Tout objet de Ti 0 T etant quotient d'un Ti 0 T , il suffit de le verifier 

k 

dans le cas - laisse au lecteur - ou X = Ti 0 T2 . 
k 
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Le foncteur ry 0 Id transforme done Taction de inJ27r(T) sur X en la 
difference entre deux actions de (?7(8)Id)oinJ27r(T) = 7r(T) sur ( r 7 0 l d ) ( X ) . 
L'action naturelle, et Taction via (8.15.2): 7r(T) —>- r]'K{Ti). Pour que 
Taction de inJ27r(T) sur X soit triviale (i.e que X soit dans Ti) il faut et 
suffit que son image par r/ 0 Id le soit, et 8.17 resulte de 8.25. 

9. C o r p s difFerentiels 

9.1. Soit (Kyd) un corps difFerentiel: un corps commutatif de caracteris-
tique 0 , muni d'une derivation d : K —^ K. Le corps des consiantes k est 
k := ke r (9 ) . Une connexion V sur un espace vectoriel V sur K , suppose 
de dimension finie, estViV^^V, additif et verifiant Tidentite de Leibniz 

V{Xv) = dX.v + XVv . 

Le produit tensoriel d'espaces vectoriels a connexion est defini par 

V{vi (g) V2) = (Vvi) ^V2-^vi<^ {VV2). 

Pour ce produit tensoriel, et ses donnees evidentes d'associativite et de 
commutativite, la categorie T des espaces vectoriels de dimension finie 
sur K munis d'une connexion est une categorie tensorielle sur k . L'objet 
unite est {K, d) et k = End(A', d). Le foncteur u; de T dans les espaces 
vectoriels sur K : "oubli de V" est un foncteur fibre. La categorie T est 
done tannakienne. 

Soit (X, V) dans T . Comme en 6.16, on notera {X)^ la sous-categorie 
pleine de T d'objets les sous-quotients de sommes de X®^ (^X^®^ . C'est 
encore une categorie tannakienne. 

9.2. Supposons que c<;o : {X)(^ —>• Vect(fc) soit un foncteur fibre. Si k 
est algebriquement clos, un tel foncteur fibre existe (6.20) et est unique a 
isomorphisme (non unique) pres car tout Aut(a;n)-torseur sur k est trivial. 

Soient G := AutfcJn) C GL{LJQ{X)) , OR deduit de G par extension 
des seal aires k K et P le G^-torseur Isomj^ (ujn (g) /^,u; | ( X ) ^ ) . C'est un 

k 
sous-schema du GL(u;o(A'))-torseur des isomorphismes /^-lineaires U}Q{X)(S) 

k 

K - ^ X . 
Ce torseur est muni d'une connexion, redonnant la connexion de 

(W^K)^ G Ob(X)(g) pour W une representation de Autfcjn). Pour le voir, 
k 

le plus simple est d'interpreter la derivation d comme un automorphisme 
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infinitesimal: pour K[e] les nombres duaux (e^ = 0), 9 definit Tautomor-
phisme k[e] lineaire de K[€]  : exp(e5) : A-f/ie -^ A-f (5A+//)e . Une connex
ion sur un objet sur K (espace vectoriel, torseur . . . ) s'interprete comme 
un automorphisme exp(e9)-lineaire de I'objet sur K[e] s'en deduisant par 
extension des scalaires. La connexion de chaque u{W) {W dans {X)(^) 
definit une connexion sur u; \ (X)^ et, par transport de structure, sur P. 

La connexion de P pent aussi etre vue comme une derivation de r ( P , O). 
Le schema P est un sous-schema du schema vectoriel defini par le A"-espace 
vectoriel Hom/<-(a;o(X) 0 KyX). La connexion de X (et la connexion de 
^ o ( ^ ) ^ K avec les a E ^o (^ ) horizontaux) definissent sur cet espace 
vectoriel une connexion qui induit celle de P . Sur Tespace r ( P , 0)<^X des 
morphismes de P dans X , on definit V par V ( / 0 a?) = V / 0 x -|- / 0 Vx . 
Pour a G u;o(-^), le morphisme p \-^ p{a) est horizontal. 

9.3 Proposition. Avec les notations precedentes^ 
(i) Le schema P sur K est lisse et connexe, 
(ii) Soit k{P) le corps des fonctions rationnelles sur P. Le corps des con-
stantes de ce corps differentiel est k. 

Preuve . Le schema P est lisse car c'est un torseur sous le groupe algebrique 
GK sur K . 

Le foncteur W ^-^ {W<S>K)^ est une equivalence de categories Rep(G) —̂  
k 

(X)^ . En particulier, si (V, V) = (M^ 0 K)^ , les sous-espaces vectoriels 
k 

de V stable sous V sont les {W 0 K)^ pour W C W G-stable. Le k-
k 

vectoriel V^ des vecteurs horizontaux: Vv = 0 s'identifie a Hom7'(l,V^) 
(par / 1-̂  / ( I ) ) et done a W^ . Par passage a la hmite inductive, les 
meme resultats valent pour une representation de G non necessairement de 
dimension finie. A une telle representation correspond un espace vectoriel 
a connexion, reunion filtrante de sous-espaces de dimension finie stables 
par V et dans {X)^ . 

Prenons pour W la representation reguliere de G : T{G,0) sur lequel G 
agit par translations a gauche: f{x) \-^ f{9~^x). Le V obtenu est r ( P , O), 
muni de V . Sur G, les seules fonctions invariantes par translation sont 
les const antes, et les seules sous-schemas fermes invariants par translations 
sont 0 et G. On obtient 

(9.3.1) i k - ^ r ( P , 0 ) ^ ; 

(9.3.2) un ideal / C r (P , O), stable par V , est trivial: / = T{P, O) ou 0 . 
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Si P n'etait pas connexe, il y aurait dans T{P,0) des idempotents non 
triviaux - necessairement horizontaux - et ceci contredirait (9.3.1). Ceci 
prouve (i). 

Prouvons (ii). On ne pent pas directement appliquer le meme argument 
(9.3.1) a k{P), car k(G) n'est pas une representation du groupe algebrique 
G, seulement de G{k). Soit / €  k{P) avec V / = 0. Soit I C r (P , O) 
rideal des g tels que gf €  r (P , O). Si ^ / G T{P, O) , on a V{gf) = 
V(i/)./ e T{P,0) et rideal / est done stable par V . Par (9.3.2), on a 
/ = r ( P , 0 ) et done / E T{P,0). On conclut par (9.3.1). 

9.4. Une extension de Picard-Vessiot de K ^ pour (X ,V) , est un corps 
differentiel {L,d) extension de {K,d) tel que 
(a) X <S> L est engendre sur L par ses vecteurs horizontaux; 

K , 
(b) L est engendre par les coordonnees, dans une base de X sur K , des 
vecteurs horizontaux de X <S> L , et 

K 
(c) le corps des constantes de L est k. 

La propriete de (V̂ , V) : ''V (S) L est engendre sur L par ses vecteurs 
K 

horizontaux" est stable par produits tensoriels et sous-quotients. Si elle est 
verifiee pour V ,̂ on a 

K L^ K 

et en particulier, si k est le corps des constantes de L, 

(9.4.1) (V^Lf ^L-^V^L. 
K k K 

Si (L, d) est une extension de Picard-Vessiot de K , pour (X, V) , le foncteur 

^L : {X)^ — Vect(Ar) : ] / ^ ^ ( 7 0 L)^ 
K 

est done un foncteur fibre. 
Sur L, on dispose de Tisomorphisme (9.4.1) entre les foncteurs fibres 

deduit de u;x, et u;: un A"-morphisme 

(9.4.2) Spec(L) — . Isom|(wt 0 K, LJ \ (X)^). 
k 

9.5 Proposi t ion. Avec les notations precedentes, (9.4-1) identifie L au 
corps des fonctions rationnelles de Isom^(u;T 0 K,uj \ {X)t^). 
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Preuve . Soient G = Aut'^fcjr) et P le G^-torseur lsoin(ujL<S>K,uj \ {X)^). 
k 

Le morphisme (9.4.2), en termes d'anneaux, est 

(9.5.1) T{P,0)-^L. 

Le noyau I de ce morphisme est un ideal V-stable. Par (9.3.2), 7 = 0 et 
(9.5.1) est injectif. Le G-torseur P est contenu dans le GL(c4;x,(X))-torseur 
IsomfcJr 0 K^X) et que r (P , O) engendre L exprime 9.4(b). 

k 

9.6.Scholie, Si U)Q : (X)^ —>- Vect(fc) est un foncteur fibre, le torseur P de 
9.5 a pour corps de fonctions rationnelles k(P) une extension de Picard-
Vessiot de K: pour V dans {X)<^ et a G ^Q{X) , p{a) est une section 
horizontale de V sur P , d'ou 

(9.6.1) a H-^ p(a) : a;o(V )̂ - ^ ( F (g) L)^ 

(9.6.2) u;fc(7)(g)L-^7 0 L . 
k 

Pour F = X , ceci fournit (a), I'assertion (b) resulte de ce que P '-^ 
Isom^(ujo(X),X <S> K) et (c) est 9.3(ii). Par (9.6.1), LOQ est canonique-
ment isomorphe a UJL (6.4). Ceci, et 9.4, donnent un dictionnaire entre 
extensions de Picard-Vessiot pour (X, V) et foncteurs fibres pour {X)(^ . 

9.7 Corollaire.^e k est algebnquement clos, il existe une extension de 
Picard-Vessiot L pour(X,W). EUe est unique a isomorphisme (non unique) 
pres. 

Soit G := Aut(LJT.) • Le groupe des A'-automorphismes difFerentiels de 
L est G{k): G est le groupe de Picard-Vessiot. Voir I. Kaplansky, An 
introduction to differential algebra, Hermann, Paris 1957. 

9.8 Remarque. Soient (e*)i<i<„ une base de X et Ve* = !C^i^"^ • Soit M 
j 

une extension differentielle de K . Pour que ^^ yie^ £ X^M soit horizontal, 

if faut et suffit que les yi verifient le systeme 

(9.8.1) % = -E%-4-

Plutot que d'une extension de Picard-Vessiot pour X, on parle clas-
siquement d'une extension de Picard-Vessiot pour un systeme (9.8.1): une 
extension differentielle de L , engendree par des yia , formant n solutions 
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lineairement independentes de (9.8.1) et de meme corps de constantes que 

Plus classiquement encore, on considere des equations difFerentielles line-
aires du n^ '̂"̂  ordre en une indeterminee y . On passe de la a un systeme par 
I'astuce habituelle: passer au systeme verifie par (y, dy^ d^y, • • • , d^~^y) . 

9.9 Remarque. Plus generalement, soient K un corps de caracteristique 0, 
V un espace vectoriel sur K et [, ] un crochet de Lie sur V. On ne le 
suppose pas /i^-lineaire, mais on suppose qu'il existe 6 : V ^^ Der(/^, K) 
(lineaire et morphisme de Lie) verifiant 

(9.9.1) [DuXD2] - X[DuD2] = 9D,WD2 . 

Le corps des constantes k est Tintersection des noyaux des 0(D) (D G X>). 
Une connection integrable sur un A'-espace vectoriel V est une action de 
Lie V de X> sur V verifiant 

VD{><V) = OD{X)^V -i- X.VDV . 

Les A'-espaces vectoriels de dimension finie a connection integrable (F, V) 
forment une categoric tannakienne sur k. 

Une extensions differentielle de (A,2>) est {L^V) avec L extension de 
K, muni Ae L<^V ^V compatible aux actions ^ de X> et V sur K et L. 

k 

Une extension de Picard-Vessiot de (A",!)), pour (V̂ , V) , est une extension 
differentielle {L^V) de (A,X>), de meme corps de constantes, telle que 
L^V soit engendre par ses vecteurs horizontaux (annules par les V D) et 
que L soit engendre par les coordonnees, dans une base de V sur A , des 
vecteurs horizontaux de F 0 L . Comme en 9.6, les extensions de Picard-

K 
Vessiot correspondent aux foncteurs fibres de {V)i^ sur k. En particulier, 
si k est algebriquement clos, elles existent et sont uniques a isomorphisme 
pres. 

Exemple: on prend pour A' un corps aux derivees partielles: muni de d 
derivations di qui commutent. On prend pour V le A-espace vectoriel de 
base les di , pour 9 : di y-^ di et on definit [, ] par (9.9.1) et [Sj, dj] = 0. 
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Index terminologique 

anneau (algebre): a unite 
Barr-Beck (theoreme de) 
coaction(d'un cogebro'ide) 

(d'une comonade) 
cogebro'ide 

(des ^-endomorphismes de a;) 
comonade 
compact closed 
contragredient 
contrainte d'associativite (commutativite) 

d'unite 
dimension 
dual 
fibre (foncteur - ): 0-foncteur exact Ar-lineaire 
fidelement plat (dans T ) 
0-foncteur; morphisme de -
fppf : fidelement plat de presentation finie 
fpqc : fidelement plat quasi-compact 
gerbe 
gerbe a lien affine 
T-groupe 
(k-) groupoi'de 
Hom interne 
Induit (groupoide - ) 
Ind-objet 
(g)-isomorphisme (isomorphisme de foncteur fibres) 
localement (dans T ) : pour la topologie fpqc 
module (sur un T-schema) 
monoi'dal (categorie - ) 
puissance exterieure, symmetrique 

(dans une categorie tensorielle) 
(fidelement) plat (dans une categorie tensorielle) 
representation (d'un cogebroi'de) 

(d'une categorie fibree, d'une gerbe) 
(d 'un group oi'de) 

rigide 
schema affine en T = T-schema affine 

1.1 
4.1 
1.15 
4.1 
1.15 
4.7 
4.1 
2.5 
2.4 
1.2 
2.1.1 
7.1 
2.2 
1.9 
7 .7J .8 
2.7 

3.2 
3.6 
7.8 
1.6 
2.2 
1.6 
7.5 
1.9, cf. 
7.8 
7.8 
2.2 

7.1,7.8 
7.7 
1.15 
3.2 
1.6 
2.5 
7.8 

2.7 
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Index des notations 

Pour Tusage de Isom, Aut, avec 0 en exposant et k ou S en indice, voir 
1.11. Pour Horn et End: 6.5. 

ACU: 
{A-B),{B-A) 
coh : (A)coh 
ekd : Honig^^ : categoric de foncteurs exacts a droite 

GsG , GsG 
Ind(- • •): categorie des ind-objets (cf. 7.5) de ... 
k: toujours commutatif 
L]c{ui,U)2), Lk{u)) 
A(cJi,a;2), A(cj) (dans T) 
"lim" 

— > • 

(P') (dans T) 
ptf : (B-inod)ptj: projectif de type fini 
Sp(---) 
Rep(G) 
Rep(5 : G) 
Rep(a) 
T-schema affine, groupe 

schema vectoriel 
Vect(ife) 

(^> 
( ^ ) 0 
AT 
<T) 

2.7 
5.10 
5.2 
5.2 
3.1 

1.1 
4.7 
8.4 
7.5 

7.8 
6.1 
7.8 
1.5 
1.7 
3.2 
7.8 
7.10 
1.3 
5.12 
6.16 
6.12 
8.13 
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sections globales d'un module sur un T-schema 7.8 
T-schema vectoriel 7.10 
super- 1.4 
tannakien (categorie - ) 2.8 
tensoriel (categorie - ) 1.2,2.1 

(produit - de categories abeliennes) 5.1 
transitif (groupoide - ) 1.6 
transpose 2.4 
vide (T-schema - non -) 7.8 
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