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INTRODUCTION

1. Une categorie tannakienne sur un corps k est une ACU (voir Ie

chap. I, qui presente de systematique Ie langage des constamment

utilise dans ce travail) k-lineaire abelienne f, possedant des objets relati-

vement a la loi et telle qu'il existe une extension de corps k'/k et un

ACU k-lineaire sur f a valeurs dans les k'-vectoriels de rang fini,

W : f Modf(k') qui soit fidele et exact. Plus generalement, si S est un

k-schema, un foncteur fibre sur f a valeurs dans S est un ACU k-lineaire

sur f a valeurs dans les Qs-modules localement libres de rang fini,

w : f Loclib(S) , qui soit exact, considere comme a valeurs Qcoh(S) (si S ¢

il est alors fidele). Des exemples de categories tannakiennes et de foncteurs fibre

apparaissent de naturelle en Geometrie Algebrique et en Geometrie Analytique, ils

sont fournis notamment par la consideration de motifs sur un corps (exemple qui a

motive cette theorie), modules stratifies sur un schema sur un corps, structures de

Hodge, familIes analytiques de structures de Hodge, systemes locaux en vectoriels de

rang fini sur un tapas, etc. (voir chap. VI).

Dans ce travail, on interprete les categories tannakiennes au moyen de la

theorie des schemas en groupes, on les classifie et on etudie des structures

supplementaires sur une categorie tannakienne, riotamment les filtrations des foncteurs

fibre et les polarisations des categories tannakiennes sur des sous-corps du corps des

nombres reels. En fait, on developpe une theorie plus generale, dans laquelle Ie corps

k est remplace par un anneau (commutatif) A • Les outils essentiels pour ce faire sont

Ie formalisme pour l'algebre homologique non commutative introduit par J. Giraud

(Cohomologie non abelienne, Springer-Verlag 1971) et la theorie des schemas en

groupes reductifs.

2. Soit f une categorie tannakienne sur un corps k possedant un foncteur

fibre a valeurs dans k (une telle fest appelee et choisissons un tel
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foncteur fibre, W: f Modf(k) f est done, neutralisee). Pour toute k-algebre

A , on note WA Ie foncteur f Mod (A) defini par wA(X) = A 0k w(X)

Theoreme 1) Le foncteur est representable par un k-schema en

groupes affine

2) Le 0-foncteur ACU f est une equivalence de

categories.

lei denote la 0-categorie des k-vectoriels V de rang fini munis

d'une action algebrique du k-groupe G ,i.e. d'un morphisme de foncteurs

G Aut(V) Le theoreme donne un dictionnaire entre categories tannakiennes neutra-

Ii sees sur k et k-groupes affines. Pour completer Ie cas neutre, il reste a

determiner la categorie des foncteurs fibre sur f a valeurs dans un k-schema S .

Pour ceci, a tout foncteur fibre V: f
o

Isom (WS'V) , on a alors

on associe le foncteur

Ssurest representable par un S-schema affine
_ 0

GS - Aut (WS) , GS-torseur a droite pour

la topologie fidelement plate quasi-compacte (fpqc) Sch/S •

Theoreme 2.

muni de l'action a droite evidente de

2) Le foncteur etablit une equivalence de categories

entre la categorie des foncteurs fibre sur f a valeurs dans S et celle des G -tor-S-

seurs a droite sur S pour la topologie fpqc.

En particulier, deux foncteurs fibre V, V' : f sont locale-

ment isomorphes (en tant que 0-foncteurs) pour la topologie fpqc. On peut aussi

interpreter ce theoreme de la fa90n suivante soit FIB (f) la categorie fibree

au-dessus de Sch/ k des foncteurs fibre sur f a valeurs dans un k-schema variable

alors, Ie choix d'un W : f Modf(k) determine une equivalence de FIB (f) avec la

gerbe des Gs-torseurs a droite pour la topologie fpqc (S etant un k-schema variable).
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De generale, si £ est une categorie tannakienne sur k (non necessai-

rement posons q = FIB(£) • On a alors

Theoreme 3. 1) q est une gerbe sur Sch/
k

munie de la topologie fpqc, localement

liee par un schema en groupes affine (voir Giraud, loc.cit.).

2) Le ACV evident £ est une equivalence de

categories.

Ici denote la des foncteurs cartesiens q LOCLIB(k) ,

ou LOCLIB(k) est le champ sur Sch/
k

des QS-modules localement libres de rang fini

(S etant un k-schema variable). Vne gerbe q possedant la propriete decrite dans 1)

sera appelee tannakienne. Si q est une telle gerbe, la ACV

est une categorie tannakienne, et on a un morphisme de gerbes

Celui-ci est une equivalence si le lien de q est represente par un groupe, ou bien

s'il est algebrique, i.e. localement represente par un groupe de type fini. Dans ce

dernier cas, on dit que q est algebrique et si q = FIB(£) , on dit aussi que £

est algebrique. On trouve donc un dictionnaire entre les categories tannakiennes

algebriques sur k et les gerbes tannakiennes algebriques sur k muni de la topolo-

gie fpqc De plus, une categorie tannakienne algebrique possede un foncteur fibre

a valeurs dans une extension finie de k.

3. Soit £ une categorie tannakienne sur un sous-corps K de R . II Y a lieu

de definir sur £ des structures de positivite, appelees polarisations. On voit

aussitBt qu'on peut se restreindre a etudier une variante homogene de cette notion

(il y a aussi une variante graduee), et sur des categories tannakiennes algebriques

sur R . Donnons d'abord une definition preliminaire si £ est une categorie

tannakienne (supposee dorenavant algebrique sur R) et V un objet de £, une

forme bilineaire non degeneree V @ V Rest appelee une forme de Weil si
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sa pa r Lte E:cp (Le. l'unique automorphisme de V verLf i an t cp(y,x) =cp(x,E:cpY))

dans le centre de End(V) et si pour tout endomorphisme non nul u de V on a

Tr(uuCP) > 0 , OU uCP est l'adjoint de u. Deux formes de Weil cp: V ® V

*: W® W scn t compatibles si cp ® * est une forme de Weil sur V $ W • Soi t

(z = Aut®(id£) est le centre du lien de la gerbe FIB(£) ; c'est

done un m-groupe algebrique commutatif). Une e-polarisation n de £ consiste en

la donnee pour chaque objet V de £ d'un ensemble non vide n(V) des formes de

Weil m de parite ve r I f i ant;

a) Si V, W sont des objets de £ et si cp E n(V) , ¢ E new) , alors

cp $ ¢ E TI(V $ W) , cp ® ¢ E TI(V ® W) .

b) Si Vest un objet de £ et si cp, * sont des formes de Weil compati-

bles sur V de parite E:
V'

alors cp E n(V) ¢ E TI(V)

L'existence d'une polarisation entratne que le lien L de £ est reductif et que

le m-groupe z est compact.

Une l-polarisation est appelee polarisation symetrique. Voici un exemple

typique de polarisation: soit G un m-groupe a l geb r Lque affine, C E G(m) tel

que soit central et que int(C) soit une involution de Cartan de G (I ;.e , que

la forme GC de G qu'elle definit soit une forme compacte). Alors, si pour chaque

G-module V on note TIC(V) l'ensemble des applications bilineaires G-invariantes

cp : V ® V m telles que la forme bilineaire CPC soit symetrique definie positive

(ou CPC(x,y) = cp(x,Cy)) ,TIC est une C
2-polarisation

de Que c ci est

l'exemple typique resulte de

Theoreme 4. Soit G .::!!!. m-groupe algebrique qui est soit abelien, soit connexe ,

Alors, (G)o possede une polarisation si et seulement si G est reductif et est

une forme tordue interieure de sa forme compacte et dans ce cas toute polarisation

est de la forme TIC OU C E G(m) est uniquement determine a conjugaison pres.

11 resulte de ce theoreme que si £ est une categorie tannakienne dont le
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lien est abelien ou connexe, et qui est munie d'une polarisation symetrique, Q est

neutre et possede un foncteur fibre w : Q Modf(m) unique a isomorphisme

pres tel que Aut®(w) soit un m-groupe compact ; de plus, si Vest un objet de

Q une forme V ® V m appartient a n(V) si et seulement si est

symetrique definie positive.

4. La theorie generale developpee dans les cinq premiers chapitres et esquissee

plus haut, est illustree dans Ie chapitre VI par quelques exemples. On remarquera que

pratiquement tous les exemples proviennent de la consideration de diverses theories

de cohomologie pour les varietes projectives lisses sur un corps donne, et donnent

lieu a des categories tannakiennes sur des corps de caracteristique zero. L'exemple

de ce type qui est "universe I" est donne par la categorie des motifs; ce n'est pas un

vrai exemple, puisque la construction de la categorie des motifs en tant que categorie

tannakienne depend des conjectures "standard" pour les cycles algebriques. Un

appendice est consacre a la presentation de ces conjectures ainsi que celles de

Hodge et de Tate ; on y rappelle aussi des definitions concernant les cycles alge-

briques et les theories de cohomologie.

--0--
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conseils qu'ils m'ont genereusement apportes pendant mon travail.

La Ford Foundation et Ie Centre National de la Recherche Scientifique,
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§ O. GENERALITES

0.1. ®-categories.

0.1.1. Si C est une categorie, un foncteur £ X £ £ sera appele une

ture sur £' ou encore une loi ® sur C. Vne ®-categorie est une categorie £ munie

d'une ®-structure qu'on notera ®C ' ou simplement 0, si aucune confusion n'est

possible ; a des objets X, Y de £' on associe donc un objet X 0 Y de C, qui

depend fonctoriellement de (X,Y)

0.1.2. Soit A un anneau commutatif unifere. Rappelons qu'une categorie A-lineaire

est une categorie C munie d'une structure de A-module sur les Hom(X,Y) (X,Y E ob £)

qui depend fonctoriellement de (X,Y). Vne 0-structure A-lineaire sur une categorie

A-lineaire est un foncteur A-bilineaire £ X£ £ . Vne 0-categorie A-lineaire

est une categorie A-lineaire munie d'une A-lineaire.

0.1.3. Soit X un objet d'une £. On dira que X est O-regulier

(resp. l-regulier, resp. 2-regulier) a gauche si Ie foncteur Y Y ® X de C

dans £ est fide Ie (resp. pleinement fidele, resp. une equivalence de categories).

On definit de la notion d'objet n-regulier a (n = 0,1,2). Un objet de

£ est dit n-regulier (n = 0,1,2) s'il est n-regulier a gauche et a droite.

0.1.4. Si C est une ayant ®C comme la

opposee de C est la categorie CO munie de la

On notera encore CO cette La ®-categorie symetrigue de C , no tee

csym , est la categorie C munie de la ®-structure

®C
C X£ X£

OU 0 est la symetrie canonique de C , o(X,Y)

On verifie les egalites

(Y,X) .
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(0.1.4.1)

0.2. Exemples.

0.2.1. Soit f une categorie dans laquelle Ie produit des couples d'objets existe,

et pour tout tel couple (X,Y) , choisissons un produit (X X Y,PX,Py) . On definit

alors une 0-structure sur f en posant pour des objets X,Y

X<8IY=XXY,

pour des fleches f X---7X', g: ,

f <81 g f X g .

Dans cette <8I-categorie, un objet est n-regulier (n = 0,1,2) si et seulement

s'il est n-regulier a gauche (resp. a droite). On verifie sans difficulte les asser-

tions suivantes.

0.2.1.1. Un objet X de C est O-regulier si et seulement s'il est "couvrant" ,

c'est-a-dire, si quel que soit l'objet Y de f,

morphisme.

Py : Y X X Y est un epi-

0.2.1.2. Un objet X de C est l-regulier si et seulement s'il est 2-regulier,

ou encore, s'il est un objet final de C

0.2.2. f = Mod(A) la categorie des modules sur un anneau commutatif unifere A. Le

produit tensoriel de A-modules definit une loi <81 sur C. De que dans l'exemple

precedent, un objet X de fest n-regulier (n = 0,1,2) si et seulement s'il est

n-regulier a gauche (resp. a droite). Prouvons qu'un A-module Lest 2-regulier si

et seulement s'il est projectif de rang 1 .

0.2.2.1. sr L
v

est projectif de rang 1 ,et L designe Ie A-module HomA(L,A) , on
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a des isomorphismes canoniques

L0L A

v
L0L A

il en resulte, par associativite du produit tensoriel de A-modules, que Ie foncteur

est un quasi-inverse du foncteur X X 0 L .

O.z.z.z. Supposons L Z-regulier ceci signifie que Ie foncteur

X0 L
A

est une equivalence de categories abeliennes. II en resulte en particulier que Lest

projectif de type fini. En effet, L est image de A par l'equivalence precedente,

et la propriete pour un A-module projectif de type fini se conserve par equiva-

lence : c'est clair pour projectif, et pour type fini on remarque qu'un A-module M

est de type fini si et seulement si pour tout systeme inductif filtrant (N ) , dans
a

leque1 les morphismes de transition sont des monomorphismes, Ie morphisme canonique

lim Hom(M,N ) Hom(M,lim N )
--+ a --> a

est un isomorphisme.

Enfin, L est de rang I, parce qu'il existe un A-module L' et un iso-

morphisme L' 0 L C" A (Le foncteur X X 0 Lest essentiellement sur j ec t Lf ) .

0.Z.3. Soit G un groupe commutatif d'un topos I, et soit g la categorie des

G-torseurs (GIRAUD [lJ, chap. III). Le produit contracte (loc.cit.) de torseurs definit

une sur g. Dans cette tous les objets sont Z-reguliers.

0.Z.4. Soit un groupe (de Ens), TIZ un TIl-module abelien. On construit une

categorie g dont les objets sont les elements de TIl ' tous les morphismes etant

des automorphismes, et pour s E TIl on a

La composition dans g provient de l'addition dans TI
Z

. On definit sur £ une loi
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o de 1a suivante

11 est immediat que dans cette tous les objets sont Z-reguliers ; cela

provient de ce que TIl est un groupe et de ce que l'ensemble des fleches de , muni

de l'operation induite par la loi 0 en est aussi un, a savoir Ie produit semi-direct

0.Z.5. Soit H un espace topologique, et soit H la categorie ayant H comme

ensemble d'objets, et dont 1 'ensemble HOrnn(h1,hZ) (h1,hZ E H) est celui des classes

de chemins de hI a h
Z

modulo homotopie, la composition etant la composition de

classes de chemins. 11 est clair que la categorie H depend fonctoriellement de H,

c'est-a-dire qu'a une application continue f: H H' on attache un foncteur

f : H H' , tel que si f " = f' 0 f , on ai t

si f,g: H H' , chaque homotopie t de f

f " = f' 0 f

dans g

et idH idH . En outre,

definit une transformation

naturelle !: i , des homotopies homotopes induisant la transformation

naturelle.

Remarquons enfin que Ie foncteur Cat qu'on vient de construire

commute avec les produits, c'est-a-dire que Ie foncteur canonique

!!....Ll!' - H X.!i'

est un isomorphisme de categories.

En particulier, chaque application continue H X H _ H determine une

sur la categorie H

(X,x
o)

un espace pointe.

(avec la topologie

SoitVoici un cas particulier de l'exemple 0.Z.5.

On prend pour H l'espace O(X,x
o)

des lacets de X en Xo

eompacte ouverte), muni de l'operation de composition des laeets. On trouve done la

0.Z.6.
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ayant comme objets Ies Iacets de X en xo' comme morphismes Ies

homotopies entre ces Iacets (a homotopie pres). La Ioi 0 provient de Ia composition

des Iacets.

§ 1. CONTRAINTES POUR UNE LOI 0

1.1. Contraintes d'associativite.

1.1.1. Soit £ une 0-categorie. Une contrainte d'associativite pour C est un

isomorphisme fonctoriel

x 0 (y 0 Z) :::::...,.. (X 0 y) 0 Z

tel que pour des objets X,Y,Z,T Ie diagramme suivant soit commutatif ("axiome du

pen t agone")

(1.1.1.1.)

(X 0 y) 0 (Z 0 T)

/

X 0 (y 0 (Z 0 T» «X 0 Y) 0 Z) 0 T

idx""Y,Z,T 1 l·x,y,z","'"
X 0 «Y 0 Z) 0 T) ;> (X 0 (y 0 Z» 0 T

On appellera 0-categorie associative une qui est munie d'une

contrainte d'associativite.

1.1.2. L'axiome du pentagone assure, d'apres MAC LANE [1], 3.1 (voir aussi BENABOU

[1], Appendice I, § 5 et KELLY-MAC LANE [lJ) 1a "coherence" de Ia contrainte d'asso-

ciativite . Voici une commode en pratique d'exprimer cette coherence

Si on s'est donne une contrainte d'associativite on peut construire

a) Une Ioi associant a chaque famil1e (Xi)iEI d'objets de f indexee par

un ensemble fini totalement ordonne non vide (1,<) un objet de f dependant foncto-

riellement des o
1,<

X.
1
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tel Ie que si (X) est la famil1e reduite a un seu1 objet on a

18) (X) = X

(X')'EI ,(X')'EI un isomorphisme fonctorie1
11 111 2

b) Pour deux te1les familles

en les Xi
18) Xi) 18) ( 18) Xi)...-,.. 18) X. •

11'< 12,< 1,< 1

<Oil I = Illl 12 est muni de I' ordre < qui induit les ordres donnes sur 11, 12 et

pour lequel 11 < 12), tel que pour X, Y ,Z E ob .£' l' isomorphisme

'"X 18) (y 18) Z) ----':!I' (X 18) y) 18) Z

qu 'on en dedu i t; soit cpX y Z •, ,
De plus, une telle 10i generalisee est unique dans Ie sens suivant : si

(18)',cp') sont deux lois comme dans a), b), i1 existe un unique systeme d'isomor-

phismes a: 18) X.
1,< 1

18)'
1,<

X.
1

compatible avec et telle que si (X) est la famille reduite a un element,

a soit l'identite de X

1.1.3. Le groupe Aut (18» des automorphismes du foncteur 18): f X f f agit a

gauche sur l'ensemb1e Assoc('£,I8» des contraintes d'associativite pour .£ de la

fa<;on suivante : si E Assoc(f,l8» , c E Aut(l8» , alors est defini par la commu-

tativite du diagramme

X 18) (y 18) Z) X,y,Z
;) (X 18) y) 18) Z

idx*y,Z1 !
0.1.2.1) X 18) (y 18) Z) (X 18) y) 18) Z

CX, yl8>Z 1 1CXl8)y,Z

X 18) (y 18) z) )0 (x 18) y) 18) Z
c

On dira que deux elements de Assoc(f,l8» sont cohomologues s'ils sont dans 1a

orbite pour 1 'action de Aut (18» •

1.2. Contraintes de commutativite.

1.2.1. Soit f une I8)-categorie. Dne contrainte de commutativite pour C est un iso-
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morphisme fonctoriel W
Wx y X 0 Y Y 0 X,

tel qu'on ait

(1.2.1.1)

Une munie d'une contrainte de commutativite est appelee une

commutative.

1.2.2. lci encore, Ie groupe Aut(0) opere sur l'ensemb1e Comm(£,0) des contrain-

tes de commutativite pour C

diagramme commutatif suivant

0.2.2.1)

Si * E Comm(£;0) , c E Aut(0) ,c* est defini par Ie

X0Y

'x,¥ 1
X0Y -----,.,. Y 0 X

c
*X Y,

Deux contraintes de commutativite pour C sont dites cohomo1ogues si el1es sont

dans la orbite pour I 'action de Aut(0) .

1.2.3. Si £ est une munie d'une contrainte de commutativite * ,X

un objet de £, on appelle symetrie canonique de X 0 X

Wx = *X,x ; X 0 X X0 X

l'automorphisme d'ordre 2

On dit que la contrainte de commutativite * est stricte si 1es symetries

canoniques sont des identites; £ est encore appelee une strictement

commutative.

1.3. Contraintes d'unite.

1.3.1. Soit C une 0-categorie. Dne contrainte d'unite pour £ (ou plus simp1ement

une pour £) est un triple (l,g,d), ou 1 E ob £, et g, d , sont des

isomorphismes fonctoriels
gx X""::::""10X

d
X

X -::...;.. X 0 1
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verifiant 1a condition

(1.3.1.1)

l 'objet

On notera encore d l'isomorphisme gl

1 est 2-regu1ier (0.1.3).

d
1

. On peut remarquer que

Si X est un objet de £' on posera par definition

rrx: Hom(l,X)

1.3.1.1. Soit X un objet de £; 1a natura1ite de g, d appliquee respectivement

aux morphismes gx' dX ' donne 1es formu1es

(1.3.1.2)

1.3.1.2. Voici une autre consequence de la naturalite de g, d

couple constitue d'un objet Z de £ et d'un isomorphisme z

diagramme suivant

Soit (Z,z) un

Z 1 . A10rs Ie

(1.3.1.3)

Z <81 Z

Z<8I.l .l<8lZ

Z

est commutatif. En effet, on se ramene aussitOt au cas du couple (l,id
1)

resulte de (1.3.1.1).

ou ce1a

1.3.1.3. Remarque. On peut definir une unite a gauche (resp. a droite) pour £'

comme un couple (l,g) (resp.(l,d». Ces notions ne seront pas utiles dans 1a suite

de ce travail, aussi se bornera-t-on aux unites bilateres definies plus haut.

1.3.1.4. Soient (l,g,d) , (l',g' ,d ') des unites sur C . On appelle morphisme de

(.l,g,d) dans (l',g',d') un morphisme A: 1 I' rendant commutatifs les dia-

grammes
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VX@l

x 1"p'
x @ I'

(x E ob f)

En faisant X =1 , on voit que A est un isomorphisme, et que pour (l,g,d),

(l',g',d') donnes, i1 y a au plus un tel A. En d'autres termes, 1a categorie

Unit (f) des unites pour 1a f, est un groupotde rigide.

1.3.2. Voici des variantes de 1a notion d'unite pour une C. Si

et ici on a

1 E ob C , on dit que 1 est un objet unite de C s'i1 est 2-regu1ier (0.1.3) et

s'i1 existe un isomorphisme 1 1 @1 . Un couple (l,d) ou d: 1 1 @1 est

un tel isomorphisme, sera appele une unite reduite pour C. La fest

dite unifere si elle possede un objet unite. II est clair que si (l,g,d) est une

1.3.2.1. La notion d'objet unite presente un surtout si C peut munie

d'une contrainte d'associativite. Dans ce cas, C est unifere si et seulement s'i1

existe un objet 2-regu1ier dans f, et de plus deux objets unite sont isomorphes.

Prouvons d'abord 1a premiere assertion: si X est un objet 2-regu1ier, i1 existe un

objet 1 et un isomorphisme 1 @ X X. On verifie aussitOt a l'aide d'une

contrainte d'associativite cp ,que 1 est un objet unite de f.. Soient maintenant

1 , l' des objets unite de f; pour trouver un isomorphisme 1 l' , i1 suffit de

trouver un isomorphisme 1 @ (1 @1') 1 @ (1' @1')

cp d@id id8lrl I

1 @ (1 @1') -;;0. (1 @1) e L' -;;0. 1 @L' -;;0. 1 @ (1' @1')
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On developpera davantage cette situation en 2.2.

1.3.2.2. Soient (l,d) ,(l',d') des unites reduites pour C. Un morphisme de (l,d)

dans (l',d') est un isomorphisme A: 1 I' rendant commutatif Ie carre

d

1

(1.3.2.1)

d'
l' )

11191

1,0 A

1'119 l'

On obtient ainsi une categorie . De plus, la correspondance qui

a une unite (l,g,d) pour C associe l'unite reduite (1,d1) definit un foncteur

p1einement fidele

(1.3.2.2)

Celui-ci n'est pas en general une equivalence de categories (voir exemples).

1.3.3. On s'interesse dans ce numero au monotde des endomorphismes d'un objet unite.

1.3.3.1. Soit 1 un objet unite de Ie monotde End (1) est commutatif.

En effet, i1 suffit de prouver que End(l 119 1) est commutatif, et puisque

1 est 2-regulier, tout endomorphisme de 11191 peut s'exprimer

c

ou u, v E End(l) . Si e' est un autre endomorphisme, on a

d'ou

ee'

e'e

1.3.3.2. Soient 1, l' des objets unite de £' et supposons qu'ils sont isomorphes.

Chaque isomorphisme 1 l'- - definit un isomorphisme de monotdes

End(l) ::::: End(l')
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11 resulte de ce qui precede que l'isomorphisme de mono!des obtenu ainsi est

independant du choix de l'isomorphisme 1 l'

En particulier, si C est une unifere dont les objets unite

sont deux a deux isomorphes (c'est le cas si C peut muni d'une contrainte

d'associativite), on peut definir sans ambiguite le monotde des endomorphismes de

l'objet unite, qu'on notera

(1.3.3.1)

1.3.3.3. Soit (l,g,d) une unite pour C (1.3.1) on definit deux operations p, p'

de End (1) dans Ie foncteur identique de £' i.e. des morphismes de mono!de

p , p '

ou encore pout tout u E End(l) , X E ob £ , des morphismes

fonctoriels en X et verifiant les formules suivantes pour u, v E End(l)

(1.3.3.2)

On les definit par les diagrammes commutatifs suivants

0.3.3.3)

PX (u)

X > X

gxl 1gx
U®idx

1181 1181 X

Pi. (u)
X ;:. X

J 1d
x

id
X
0u

X 181 X 1811

11 est immediat que px(u) sont naturels en x, et qu'on a (1.3.3.2). La
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natura1ite de d entratne qu'on a, si u E End(l)

(1.3.3.4) P (u ) = p' (u ) = u1 1

On peut enfin remarquer que 1e monotde End(idg) est commutatif (pour toute

categorie g), et qu'en particu1ier Px et Px commutent pour X E ob C

1.4. Contrainte opposee et contrainte symetrique d'une contrainte.

Soit C une On lui a associe dans 0.1.4 sa 0-categorie opposee

CO . Si est une contrainte d'associativite pour C , on definit une contrainte

d'associativite o
pour par 1a formu1e

(1.4.1)
X,Y,Z

-1
Y Z), ,

L'axiome du pentagone (1.1.1.1) est trivia1ement veri fie pour vu qu'i1 l'est

pour Dans Ie esprit on definira 1es contraintes de commutativite ou unite

opposees a une contrainte de commutativite ou unite pour C

On peut aussi parler de contrainte symetrique d'une contrainte. Par exemp1e,

1a contrainte d'associativite symetrique de est definie par

(1.4.2) sym -1
)x,Y,Z =

Au 1ecteur de verifier que lorsqu'on ecrit (1.1.1.1) dans pOur X,Y,Z,T , on

obtient ce diagramme dans C et pour T,Z,Y,X (dans cet ordre), modulo une

rotation de 180 0 autour de l 'axe vertical.

Bien entendu, on a des formu1es du genre

(1.4.3)
=

=

sym = tp

En outre, si sont des contraintes d'associativite pour g, est

cohomo1ogue si et seu1ement si (re sp . est cohomo1ogue a ,0 (re sp .

enonce pour 1es contraintes de commutativite.
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1.5. Exemples.

1.5.1. Associativite.

Dans tous les exemples donnes au § 0 on dispose de contraintes d'associativite

"naturelles", sauf dans 0.2.5. Pour 0.2.1, c'est l'isomorphisme

x X (y X Z) (X X y) X Z

qui envoie (x,(y,z» dans «x,y),z), pour x E X(T) , y E yeT) , z E Z(T) , T E ob f..

Pour 0.2.2 l'isomorphisme d'associativite "naturel"

est donne par

x (9 (y (9 Z) (X (9 Y) (9 Z

<+lex (9 (y (9 z ) (x (9 y) (9 z .

L'isomorphisme d'associativite dans 0.2.3. est defini aussi de naturelle. II

provient de l'isomorphisme d'associativite correspondant a 0.2.1 (pour f. Ie topos !)

par un passage au quotient.

Etudions maintenant des cas speciaux.

1.5.1.1. Prenons a nouveau l'exemple 0.2.2. On va determiner les contraintes

d'associativite. On commence par remarquer que les morphismes de trifoncteurs

: X (9 (y (9 Z) (X (9 y) (9 Z sont en correspondance biunivoque avec les

elements de l'anneau A de base, la correspondance etant celIe qui a a E A associe

dHini par

a
, , a«x (9 y) (9 z) •

En appliquant ceci au diagramme (1.1.1.1), on voit que la seule valeur de a tel que

soit une contrainte d'associativite est a = 1 , done dans ce cas, il existe

exactement une contrainte d'associativite.

1.5.1.2. Pour 0.2.4 , il Y a une contrainte d'associativite evidente, a savoir l'iden-

tite. On va voir qu'il y en a d'autres. Se donner un morphisme de trifoncteurs

revient dans ce cas a se donner une application f: ni n2 ,la relation entre
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f et ql etant J

Lorsqu'on ecrit 1a commutativite du diagramme (1.1.1.1) en uti1isant cette relation,

on trouve

3
X = sl ' y = s2 ' Z = s3 ' T = s4 . Autrement dit, f : TIl TI2

definit une contrainte d'associativite si et seu1ement si fest une 3-cochatne de TIl a

va1eurs dans 1e TIl-module TI
2

(SERRE [ l],VII § 3). On exp1icite de (1.1.2.1) pour

demontrer que des 3-cocyc1es f, f' determinent des contraintes d'associativite

cohomo1ogues (1.1.2) si et seu1ement si f, f' sont des cocyc1es cohomo1ogues. On

trouve done, dans ce cas, que 1e groupe des contraintes d'associativite, pour l'opera-

est isomorphe au groupe des 3-cocyc1es de a va1eurs dans

1e groupe des contraintes d'associativite modulo cohomo1ogie est isomorphe au

1.5.1.3. Soit H un espace topo1ogique muni d'une loi H X H H . D'apres 0.2.5

une homotopie
A

H X H X H II

B

H

ou A(h1,h2,h3)

torie1 ql

: X @ (y @ Z) (X @ y) @ z .

11 faut toutefois des conditions additionne11es sur pour que ql verifie l'axiome

du pentagone. Ces conditions sont remp1ies par exemp1e dans 1e cas particu1ier 0.2.6 .

1.5.2. Commutativite.

Dans 1es exemp1es 0.2.1 , 0.2.2 , 0.2.3 , on dispose de contraintes de
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commutativite naturelles. Dans 0.2.4, on verifie qu'il existe des contraintes

de commutativite si et seulement si est abelien et opere trivialement dans TI2

Dans ce cas, le groupe des contraintes de commutativite (pour la composition), est

Aut (0) , lui, s'identifie au groupe

isomorphe canoniquement au groupe des fonctions antisymetriques

C
2(TI

1'TI2) des fonctions

2
opere dans Ant (TI1,TI2) par laModulo ces identifications,

Le groupe
2

TIl TI2
2

TIl TI2

regle

ant(c)(x,y) c(y,x) - c(x,y) .

11 en resulte que le groupe des classes de cohomologie de contraintes de commutativite

pour C s'identifie a

1.5.3. Unites.

1.5.3.1. Dans l'exemple 0.2.1, les objets unite sont les objets finaux de la categorie

f . La categorie Unit(f) est, soit vide, soit equivalente a la categorie triviale

n'ayant qu'un morphisme * Le foncteur (1.3.2.2) est un isomorphisme de categories.

1.5.3.2. Dans les exemples 0.2.2, 0.2.3, il Y a des objets unite naturels, a savoir

respectivement Ie A-module A et le G-torseur trivial G. La categorie Unit(f) est

dans ces deux cas equivalente a ,<, et le foncteur (1.3.2.2) est un isomorphisme de

categories.

1.5.3.3. L'exemple 0.2.4 est instructif. La donnee d'une unite (1.3.1) revient a celle

d'un couple (Y,6) de fonction IT
l

IT2 verifiant

(1.5.3.1) y(1) = 6(1)

celle d'un morphisme entre les unites correspondant a (y,6), (y',6') revient a donner

A E TI2 verifiant

y' (s ) yes)

6'(s) - o(s) SA.
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Done, dans ce cas, 1e groupotde Unit(£) n'est pas connexe.

Si on ca1cu1e, pour s E TIl ' u E TI2 ' 1es automorphismes de

, on obtient

s , p (u) ,
s

(1.5.3.2)
p (u)
s

p' (u )
s

(s,u)

(s,s.u)

ce qui montre qu'en general p # p' .

1.5.3.4. Dans l'exemp1e 0.2.6 on dispose d'une unite natureI1e, qui provient du

1acet trivial. Remarquer que dans cet exemp1e, on a

End<,V

et 1.3.4 nous dit que 1e TI2 d'un espace topo1ogique est abelien.

§ 2. COMPATIBILITES ENTRE CONTRAINTES

2.1. Associativite et commutativite.

2.1.1. Soit £ une 0-categorie. On dira qu'une contrainte d'associativite et une

contrainte de commutativite pour C sont compatibles, si pour des objets X, Y ,

Z de £, Ie diagramme suivant est commutatif ("axiome de l'hexagone")

(2.1.1.1)

(X ® y) 0 z

X 0 (y e Z)

X e (Z ® y)

* Z ® (X ® y)

(Z 0 X) 0 y

(X ® Z) ® y

Un couple comme ci-dessus sera appele une contrainte mixte d'associativite-

commutativite, ou plus simp1ement une contrainte AC pour 1a ®-categorie C • Une

munie d'une contrainte AC sera appelee une AC . El1e est dite

stricte si * l'est (1.2.1).
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2.1.2. L'axiome du pentagone et de l'hexagone assurent 1a coherence de 1a contrainte

AC (MAC LANE [lJ, 4.2). Voici comment on peut exprimer cette coherence:

Si on s'est donne une contrainte AC on peut construire

a) une loi associant a chaque fami11e (Xi) d'objets de £ indexee par

un ensemble fini non vide I un objet de £ qui depend fonctorie11ement des Xi

et de I (pour des bijections I I' d'ensemb1es finis), note

I8i X. ,
I 1

te11e que si (X) est 1a fami11e reduite a un objet, on a

b) Pour deux te11es faml'lles (X) (X ) un l'somorphl'sme, 'EI ' . 'EI '1 1 1 1 1 2

(fonctorie1 en 1es Xi)

(I8iX.) I8i (I8iX.)
I 1 I 1
1 2

tel que pour X,Y,Z E ob£ , 1es isomorphismes

X I8i (y I8i Z) (X I8i y) I8i Z

qu'on en deduit sont respectivement' ai.X,Y , TX,Y,Z

On a bien entendu, l'unicite d'une te11e loi a), b) comme dans 1.1.2.

2.1.3. Le groupe Aut(l8i) opere a gauche sur l'ensemb1e AComm(£,I8i) des contraintes

AC . Si est une te11e contrainte, c E Aut(l8i) , on a

(2.1.3.1)

ou c. ,ont ete definis dans 1.1.3, 1.2.2 . Bien entendu, i1 faut verifier

que si on remp1ace par Ie diagramme (2.1.1.1) est encore

commutatif, ce qui n'est pas diffici1e. Enfin, 1es elements de AComm(£,I8i) conjugues

sous l'action de Aut(l8i) sont dits cohomo1ogues.
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2.2. Associativite et unite.

2.2.1. Soit C une On dit qu'une contrainte d'associativite et une

contrainte d'unite (l,g,d) pour £ sont compatibles, si pour tout couple (X,Y)

d'objets de £ les triangles suivants

(2.2.1.1)

Iilx,Y,I
X I8i (Y @1) -) (X @ Y) @1

X@Y

(a)

(b)

(c)

sont commutatifs.

Un couple comme ci-dessus sera appele une contrainte mixte

d'associativite-unite, ou plus simplement une contrainte AU pour la £

Une munie d'une contrainte AU sera appelee une AU .

2.2.2. De analogue 8 1.1.2, 2.1.2, on peut construire de unique (8

isomorphisme unique pres) si on s'est donne une contrainte AU

a) Une loi associant 8 chaque famille (Xi ) i E1 d'objets de C indexee par

un ensemble fini totalement ordonne (1,<) un objet qui depend fonctoriellement des

@ X.
1,<

telle que si I 0,
@ X. = I ,o -

et que si (X) est la famille reduite a un seul objet

@(X) = X .

b) Pour deux telles familIes
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fonctoriel en les Xi

(0 Xi) ° (0 Xi) --.. 0 Xi
1
1,<

12,< 1,<

est muni de l'ordre < induisant les ordres donnes sur II' 12

et pour lequel II < 12), tel que si X, Y , Z E ob .Q ' les isomorphismes

X 0 (y 0 Z) (X ° y) 0 Z

qu'on en dedu i t soit respectivement dx , gx' CJlx,y,Z .

2.2.3. Les conditions (2.2.1.1) ne sont pas les conditions minimales de coherence pour

une contrainte AU . Par exemple, la commutativite des deux premiers triangles dans

(2.2.1.1) pour tout couple (X,Y) d'objets de .Q, entratne celIe du troisieme triangle.

Demontrons d'abord sa commutativite pour Y l . Appliquant la naturalite de d au

morphisme dX: X --.. X ° l on a un carre commutatif

X
d
X ) X0l

(2.2.3.1)
dx1 1

dx0id l

X0l ) (x 0l) 0l,
d
X0l

d'ou a (2.2.l.l),(a), pour Y = l , Ie triangle commutatif cherche

X ° (l0 l)
cp

) (X ° l) 0l
(2.2.3.2)

X@
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Le cas X 1 est traite de analogue, et on obtient un triangle commutatif

(2.2.3.3)

CPl,l, y

l ° (l ° y)

Pour le cas general, considerons d'abord le morphisme dx0 gy : (X0l)0(l0Y) X0Y .

C'est un isomorphisme, d'oll la commutativite de (2.2.l.l),(c), est ramenee a ce1le du

triangle

---;;.,.. (X ° l) ° Y

/ ''..l'''y

(1 ° y)

x s (l ° y)

'x0
id1

"\
(X °V 0

(2.2.3.4)

Enfin, la commutativite de (2.2.3.4) est une consequence de la discussion

du diagramme (2.2.3.5) page 32 , dont (2.2.3.4) est la region V. La commutativite

du pentagone exterieur suit de (1.1.1.1), celle de I de la naturalite de celle

de II, III de la commutativite de (2.2.3.3), (2.2.3.2) respectivernent. Enfin la

commutativite des carres constitues par IV, V et par V, VI suit de la naturalite

de D'oll la commutativite de (2.2.3.5) et en particulier de (2.2.3.4).

2.2.3.1. On peut remarquer que pour dernontrer la commutativite de (2.2.l.l),(c),

on n'a utilise que la cornmutativite des diagrammes.

crx,l,l
X 0 ° l) 3> (X ° l) ° l

/1"<, -: X0l
X0l

(2.2.3.6)

l ° (l e y)
1, Y

-- 3> (l01)0Y
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'""
-;:;10 ,

:;1

I
'""><
e
'-'

(2.2.3.5)
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On peut demontrer par ailleurs que la commutativite de (2.2.3.6) entra1ne

celIe de (2.2.1.1) (a), (b) ; 1a uemonstration est semb1able a celIe faite en 2.2.3.

Ainsi, (2.2.3.6) est 1a condition minima1e de compatibi1ite (voir aussi KELLY [1).

2.2.4. Soit C une munie d'une contrainte d'associativite On note

1a sous-categorie p1eine de (1.3.1.4) dont les objets sont 1es

unites pour £' qui sont compatibles avec

2.2.4.1. Proposition. Le groupotde rigide est trivial, i.e. deux objets

gue1congues x,y de Unass (C) sont isomorphes et de plus, Hom(x,y) = * .
- - -

2.2.4.2. Preuve. II suffit de prouver la premiere assertion, compte tenu de 1.3.1.4.

Soient (l,g,d) , (1' ,g' ,d') des unites pour £, compatibles avec Prouvons

d'abord la commutativite du carre

(2.2.4.1)

Apres multiplication a gauche par 1, ce diagramme devient la region

centrale de

(2.2.4.2)
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sa commutativite decoule de celIe des triangles exterieurs et du circuit peripherique,

consequence de (2.2.1.1) et de (2.2.3.1).

On dispose maintenant d'un isomorphisme A: 1 I' donne par (2.2.4.1).

Je vais prouver que c'est un morphisme de (l,g,d) dans (l',g',d'). II suffit de prouver

que pour X E ob f , Ie triangle

.> X01

1
(2.2.4.3) X idx0A.

X 01'

est commutatif, la preuve de l'assertion analogue pour gx' gx etant semblable. Ce

triangle est la region gauche du diagramme

X0 1

/ 1
d
x0id l

idiSlgi -

X X0 (1' ° 1) ----,;.. (X ° l' ) @l

r id?<:
X0 I' dX01

dont la commutativite decoule de celIe de ses 2 triangles droits et du circuit peri-

pherique, eIIe m@me consequence de (2.2.1.1) et de la naturalite de d

2.2.5. Conservons 1es hypotheses de 2.2.4. Rappelons (voir 1.3.2) que Unred(f)

denote Ia categorie des couples (l,d) d'un objet unite et d'un isomorphisme

d : 1 1 @ 1 . On a egalement un foncteur

(2.2.5.1) Unass (C) Unred(f)--cp -

2.2.5.1. Proposition. Ce foncteur est un isomorphisme de categories. En particulier,

pour tout objet 1 de f, 1 'ensemble des structures d'unite pour f sur 1 est en

correspondance biunivoque avec l'ensemble des isomorphismes 1 1 @ 1

2.2.5.2. II s'agit d'associer a chaque unite reduite (l,do) une unite

(l,g,d). Si X est un objet de f, il existe un couple (Z,z) OU Z E ob C et
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z est un isomorphisme z: X z @ 1 , puisque 1 est 2-regulier . On definit

d
X

comme l'isomorphisme X X @1 rendant commutatif Ie diagramme

X

(2.2.5.2)

"1 1
z0id

l

Z@l--- Z@ (1 @1) --- (z @1) @1
i'\:@do CPz,l,l

II est facile de voir que dx ne depend pas du couple (Z,z) choisi, et que 1es dX

sont nature1s en X. Cela provient de ce que 1 etant 2-regulier, en particulier

Ie foncteur Z Z @1 est pleinement fidele. On definit de les

gx : X 1 @ X. Pour l'instant, on ne sait pas si (l,g,d) est une unite. II

faudrait demontrer que gl = d
l

. En fait, on demontrera d'abord la commutativite des

diagrammes (2.2.1.1). II suffit de demontrer la commutativite du premier. Si pour Y

on a choisi un couple (Z,z) avec z: Y Z @1, pour X@ Y on prendra Ie couple

(T,t), ou T = X@ Z , et OU test defini par

idx0 z Cflx,Z,l
t X @ Y ) X @ (Z @1) > (X @ Z) (8) 1

La commutativite cherchee resulte du diagramme (2.2.5.3) page 36 . Dans ce diagramme

les regions I, II sont commutatives par naturalite de cp. III par definition, et

IV par l'axiome du pentagone (1.1.1.1) . D'ou la commutativite de (2.2.5.3). On

obtient Ie premier diagramme de (2.2.1.1) en composant Ie long du bordo

On va demontrer maintenant que

(2.2.5.4) d = d1 0

ce qui, compte tenu de 1a formule analogue qu'on en deduit par symetrie

d
o

entratne que est un objet de Unass (C). Pour cela, on considere Ie couple
--cP -
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(l@l)@l

------')10) 1@(1@1)
id1l8>do

En combinant ceci avec (2.2.1.1),(c),

d'ou par 2-regu1arite de 1, l'ega1ite vou1ue. II est clair que si

A : (l,do) (1' est un morphisme d'unites reduites, A est un morphisme

entre 1es unites correspondantes qu'on vient de construire. Le fait que ce foncteur

soit inverse du foncteur (2.2.5.1) est une consequence immediate de (2.2.3.6) et

(2.2.5.4) .

2.2.5.3. Remargue. Ce qu'on vient de prouver signifie que si £ est une

associative (1.1.1), C possede une unite compatible avec sa contrainte d'associativite

si et seu1ement s'i1 possede un objet unite. De plus, Ie choix d'une te11e unite

(l,g,d) revient au choix de l'objet 1 et de l'isomorphisme gl = d1

et ces unites sont canoniquement isomorphes entre e11es.

On se permettra d'appe1er aussi AU une associative

possedant un objet unite (voir 2.2.1).

2.2.6. Soit C une munie d'une unite (l,g,d) , et supposons qu'i1

existe une contrainte d'associativite qui lui soit compatible. On verifie faci1e-

ment a1ors, a l'aide de (2.2.1.1) 1es formu1es suivantes (voir 1.3.3.3), ou

u E End(l) , X,Y E ob(£)

(2.2.6.1)

PX0 y(u)

pJ®Y(u)

px(u)0idy=

PX(u) 0 idy

idx 0

idx 0 py(u)
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2.3. Commutativite et unite.

Soit C une un dira qu'une contrainte de commutativite W et

une contrainte d'unite (l,g,d) pour f sont compatibles, si pour tout X E ob f , Ie

triangle

(2.3.1)

est commutatif.

On a en particulier

C2.3.2)

Un couple CW,Cl,g,d» comme ci-dessus sera appele une contrainte mixte

de commutativite-unite, ou plus simplement une contrainte CU pour la f.

Une munie d'une contrainte CU sera appelee une CD . Rappelons

que dans 1.3.3.3. on a defini des morphismes de monotde

On demontre facilement, a l'aide de C2.3.1)

C2.3.3) p p'

2.4. Associativite, commutativite et unite.

2.4.1. Soit f une @-categorie. On dira qu'une contrainte d'associativite une

contrainte de commutativite W et une contrainte d'unite Cl,g,d) pour f sont

compatibles, si elles sont compatibles deux a deux, au sens defini dans 2.1.1,

2.2.1, et 2.3.

Un triple comme ci-dessus sera appele une contrainte mixte
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d'associativite-commutativite-unite, ou plus simplement une contrainte ACU pour la

0-categorie f . Une munie d'une contrainte ACU sera appelee une

ACU. E11e est dite stricte si * l'est (1.2.1).

Les conditions precedentes entratnent 1a coherence de ces contraintes entre

e11es (MAC LANE [lJ, 5.1). En exprimant ceci comme 1.1.2, 2.1.2, 2.2.2, ceci signifie

qu'a chaque famille (Xi)iEI d'objets de C indexee par un ensemble fini I on

peut attacher un objet de f

qu'on ait

dependant fonctoriellement des

o X. 1
f/J 1

0(X) X

o X.
I 1

tel

et que pour deux te11es familIes (X')I ' (X)I ' on a un isomorphisme canonique
1

1 2

(0X.)0(0X.)
I 1 I 1
1 2

X.
1

verifiant des conditions analogues a celles de 2.1.2 et 2.2.2.

2.4.2. On va demontrer ici que les conditions de compatibilite de 2.4.1 sont

surabondantes (voir aussi KELLY [lJ).

2.4.1. Proposition. Soient des contraintes d'associativite,

commutativite, unite pour une 0-categorie C. Si est compatible avec * et

(l,g,d) separement, alors est compatible avec (l,g,d).

Demonstration. On va proceder en deux etapes. On montre d'abord que *1 1
-'-

puis que cette egalite suffit a garantir la compatibilite cherchee.

2.4.2.2. Considerons Ie diagramme suivant
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I
(1 @ 1) @ 1 1 e 1-II - d1®id - 1I

.!.@ <.!.@.!.) 1@ 1
id@dl - -

cp

r----------....;;;;.-----,
.!.@ (.!.@.!.)

(2.4.2.1)

L'hexagone central de ce diagramme est commutatif en vertu de l'axiome de l'hexagone

(2.1.1.1). Les autres regions de ce diagramme sont aussi commutatives, soit par

natura1ite de W, soit en appliquant la commutativite des diagrammes (2.2.3.6) et

les formules (1.3.1.2). On en conclut en particulier que le circuit exterieur de

(2.4.2.1) est commutatif. Si on ecrit ce circuit, on obtient

.!.@.!.

1I
(2.4.2.2) .!.@.!.

1 0.!.

ou A est defini par la commutativite du diagramme

d1

De (2.4.2.2) on obtient, par na t ur a l.Lt e de W,

2.4.2.3. Soit X un objet de C on doit demontrer la commutativite du triangle
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Pour ce1a, soit x un isomorphisme x: X X @ 1 . On va construire d
x,

gx a partir de x, en uti1isant Ie procede de 2.2.5.2. On aboutit ainsi a partir

du triangle precedent au diagramme (2.4.2.3) page 42 , OU x' est par definition

1 'isomorphisme

Dans ce diagramme 1es regions I, II, sont commutatives par natura1ite de *, 1es

regions III, IV, par definition de x' , les regions V, VI par (2.2.5.2), et enfin

Ie circuit exterieur est commutatif a cause de la commutativite du diagramme suivant,

pour X,Y,Z des objets de £' compte tenu de 2.1.2.

cp
X @ (y @ Z) » (X e y) @ Z

idX@* 1 1*
X@ (z e y) z@ (x @ y)

* 1 1idz@*
(z @ y) @x <: Z @ (y @ x)

cp

2.4.3. Soit C une AC (2.1.1). Compte tenu de 2.2.5.3, pour qu'il y

existe une contrainte ACU induisant la contrainte AC donnee sur £' il faut et i1

suffit qu 'i1 y ait un objet unite dans £ . Si 1

et Ie choix d'un isomorphisme

est un objet unite, *1 1 = id10 1-'- - -
determine une unique unite (l,g,d)

compatible avec la contrainte AC donnee et telle que do

On se permettra aussi d'appeler ACU une AC possedant

un objet unite (i.e. qui soit unifere, voir 1.3.2).

2.5. Objets inversibles.

2.5.0. Si C est une associative, on dira qu'un objet X de C est

inversib1e s'il est 2-regulier. Cette terminologie provient du fait suivant, de veri-

fication facile X est 2-regulier si et seulement s'il existe un objet X' tel que
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x 0 X' et X' 0 X soient des objets unite (1.3.2).

Dans ce qui suit, G designe une 0-categorie AGU (ceci pour simplifier,

certains des developpements suivants etant possibles sans donne une contrainte

de commutativite pour G).

2.5.1. Notons Pic(£) l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets inversibles.

On voit facilement, a l'aide de la contrainte d'associativite, que si X, Y sont des

objets inversibles de £' alors X 0 Y aussi. 11 en resulte que la loi 0 induit

sur Pic(£) une loi de groupe commutatif, l'element unite etant la classe des objets

unite.

2.5.2. Soit X un objet inversible de G . Rappelons que dans 1.3.3.3 on a defini

des morphismes de monotde

End(lc) ---:>- End(X)

et que par 2.3,

En outre, la definition de PX montre que c'est un isomorphisme, parce que X est

inversible. On notera TX son inverse

(2.5.2.1)

1.3.3.2).

lei

End (X) ---:>- End (lc) .

denote le monotde des endomorphismes d'un objet unite (voir

2.5.2.1. On obtient ainsi un systeme transitif d'isomorphismes canoniques

(2.5.2.2) End(X) End(Y)

OU X, Y sont des objets inversibles.

L'application

End(X) X End(Y) End(X 0 y)

s'identifie a la composition

(f,g) f 0 g
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comme on Ie voit aussitOt, a l'aide de (2.2.6.1).

2.5.3. Soit X un objet inversib1e de C. La signature e(X) de X est par defini-

tion l'endomorphisme de

c'est-a-dire qu'il est defini par 1a commutativite du carre

X <81 X 'x,x .. X <81 X

(2.5.3.2) '-1 dX)<8Iid
.1<81 (x <81 X) ) .1<81 (x <81 x)

Bien entendu, on a par (1.2.1.1)

(2.5.3.3)

2.5.3.1. Soient X, Y des objets inversib1es ; on va prouver qu'on,a

(2.5.3.4)

carre

e(X <81 y) = e(X) e(Y) •

On remarque pour cela que si A, B , C ,D sont des objets de C, Ie

'M9B ,C<8ID
(A <81 B) <81 (C <81 D) >- (C <81 D) <81 (A <81 B)

tl
'A,C<8I'B ,D d

(A <81 C) <81 (B <81 D) .. (C <81 A) <81 (D <81 B)

est commutatif (voir 2.1.2), ou les f1eches verticales sont construites a l'aide de

, , . Si on pose A = C = X , B = D = Y , 1es deux f1eches vertica1es cotncident,

d'ou la formule cherchee.

Enfin, i1 est clair qu'on a

(2.5.3.5)
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2.5.3.2. La signature induit un morphisme

(2.5.3.6) E:

du groupe Pic(f) dans Ie groupe des endomorphismes d'ordre 2 de l'objet unite.

2.5.4. Un inverse pour un objet inversihle X de C consiste en la donnee d'un

objet X-I et d'un isomorphisme

Evidemment, si (X',O') est un autre inverse pour X, il Y a un isomor-

phisme (unique) -I-X X' qui rend commutatif Le triangle

A l'isomorphisme

dant commutatif Ie triangle

(2.5.4.1)

correspond un isomorphisme ren-

Une plus symetrique de proceder, signalee par P. Deligne, est de

definir un inverse comme la donnee de x-1 et d'un isomorphisme

(2.5.4.2)

ou Xl = X , X
2
= X-I, et ou on emploie les notations introduites en 2.1.2.1.

2.5.4.1. La notion d'inverse permet de definir un procede de contraction: soit

(Xi)iEI une famille d'objets de f indexee par un ensemble fini I, soient

j , k E I et supposons que Xi soit donne comme inverse de Xj , i.e. que l'on ait

un isomorphisme

@ X
{j ,k}

@ X.o
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On definit alors un isomorphisme de contraction

(2.5.4.3)

comme Ie compose

I
I8i Xi I8i I8i

(j ,k} I-[j ,k}
X.

0 I-[j,k}
X
i I8i

I-(j ,k}
X.

2.5.4.2. L'inverse de X depend de contravariante de X. Supposons que

-1 -1
(X ,OX) , (y ,Oy) sont des inverses pour X, Y respectivement, et soit

f:X--?>Y un morphisme. II existe alors un et un seul morphisme t f: y- 1 X-I

rendant commutatif Ie diagramme

(2.5.4.5)

si X Y , on obtient un morphisme de mono!des

On verifie facilement que celui-ci n'est autre que l'isomorphisme canonique

exhibe en (2.5.2.2).

2.5.4.3. La nature symetrique de la definition (2.5.4.2) d'un inverse, donne un iso-

morphisme canonique

(2.5.4.6)

2.5.4.4. Si X, Y sont des objets inversibles de g , on trouve de en se

servant des proprietes du symbole

que

I8i X.
I

introduit en 2.1.2.1, un isomorphisme canoni-

(2.5.4.7)

2.5.4.5. Soit u E

qu'on a

il resulte trivialement de la remarque faite en 2.5.4.2,

(2.5.4.8) p _leu)
X
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Voici enfin comment on peut decrire l'application
XT : End(X) End(1) ,

a l'aide d'un inverse (X-l,ox). Si f: X X , TX(f) est defini par la commuta-

tivite de

(2.5.4.9)

I :>

:>

1

2.5.5. Soit X-I donne comme inverse de X. On a donc des isomorphismes

(2.5.5.1)

Ox X 0 X-I 1

Yx : X-
10

X 1

rendant commutatif Ie diagramme (2.5.4.1). 11 est assez nature1 de considerer 1es

diagrammes suivants

X- 1 0 (X 0 X- 1) (X- 1 0 X) 0 X-I

"x-1·'x1 1Yx"'dr ,

X-1 0 1 1 0 X-1

X

(2.5.5.2)

x 0 (X- l 0 X)

1
(X 0 X-1) 0 X

1'x""x
X01 10X-«

X

On que ces diagrammes ne sont pas commutatifs en general. Comme on 1e

verra en 2.5.5.3, ces diagrammes sont commutatifs si et seu1ement si e(X) id l

2.5.5.1. Toutefois, on peut voir que pour un couple d'isomorphismes (Yx'oX) l'un

des pentagones (2.5.5.2) est commutatif si et seu1ement si l'autre l'est. Pour cela,
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on considere Ie diagramme (2.5.5.3) page 49 dans 1equel on retrouve ces diagrammes (a

tensorisation par un objet regu1ier pres) comme les regions I, II. La commutativite des

regions III, IV et V de ce diagramme decoule de la natura1ite de celIe de VII,

VIII et IX de (2.2.1.1), et enfin celIe du circuit exterieur decoule de (1.3.1.3).

2.5.5.2. II resulte de ce qui precede, que pour tout isomorphisme Ox 1

on peut trouver un isomorphisme (et un seul) yx x-I @ X 1 tel que 1es dia-

grammes (2.5.5.1) soient commutatifs. Ceci suggere 1a definition suivante, va1able

pour une @-categorie AU : un inverse AU pOJr un objet inversible X, est un triple

-1
(X ,yx'oX) avec des isomorphismes Yx'ox verLfLan t (2.5.5.U.

On a encore un isomorphisme canonique

mais si X, Y sont des objets inversib1es, on a un isomorphisme canonique

2.5.5.3. si .£ -1
est ACU et (X ,Yx'ox) est une inverse AU pour X, on nla pas en

general 1a commutativite de (2.5.4.1). Toutefois, Ie carre

X e x-I WX,x- 1 > x-I s X

(2.5.5.4)

'xl 1
Yx

1 e(X)
;. 1

est commutatif. Pour prouver ceci, on considere Ie diagramme (2.5.5.5) page 50

dans 1eque1 on retrouve (2.5.5.4) (a tensorisation par un objet inversib1e pres)

comme la region VI. Dans ce diagramme 1a region I est commutative par fonctoria1ite

de II par (2.1.1.1) ; III par fonctoria1ite de W; IV par (2.3.1) ; V par

(2.5.5.2) ; VII par 1a formu1e

par definition de la signature

X
T P

x
= id ; enfin, Ie circuit exterieur est commutatif

e:(X).

2.5.5.4. 11 resu1te de ceci que 1es deux definitions possibles dlinverse co1ncident

si et seu1ement si C est une @-categorie ACU stricte (2.4.1).
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§ 3. LES OBJETS Horn

Dans tout ce paragraphe, C designe une 0-categorie.

3.1. Generalites.

3.1.1. Soient X, Y des objets de C. On dira qu'il existe un objet Horn pour X, Y

si Ie foncteur

Z Hom(Z 0 X , y)

est representable. Ceci signifie qu'il existe un objet, note Horn(X,Y) , et un

morphisrne

0.1.1.1)

qui induit pour chaque

0.1.1.2)

evX Y : Hom(X,Y) 0 X Y,

Z une bijection

Hom(Z,Horn(X,Y» Horn(Z0X,Y)

f evX Y C (f 0 idX),

Bien entendu, Ie couple (Hom(X,Y),ev
X

Y) est uniquernent determine a isomor-,
phisrne unique pres.

3.1.1.1. De analogue, on dit qu'il existe un objet Moh pour Y,X, si Ie

foncteur

Z Hom(X0 Z, y)

est representable. On a done un couple (Moh(Y,X),vey X) constitue par un objet,
Moh(Y,X) et un morphisme

ve y X : X 0 Moh(Y,X) Y,

induisant des bijections, pour Z E ob f

0.1.1.3)

Ces notions sont etudiees en detail dans ElLENBERG-KELLY [1].

3.1.1.2. On notera qu'i1 existe un objet Moh pour Y,X dans C si et seulement s'i1
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existe un objet Hom pour X,Y dans Csym (0.1.4), et que a1ors, on a un isomorphisme

canonique

3.1.2. Soient X, X', Y ,Y' des objets de f, f : X' X, g: Y Y' des

morphismes. Si Hom(X,Y) et Hom(X,Y') existent, on trouve un et un seu1 morphisme

0.1.2.1)

rendant commutatif Ie diagramme

1!2!!!(X,Y)

g; ®idx 10.1.2.2)

.VX,Y'1g

1!2!!!(X,YI) ® X -.". Y'

De si Hom(X',Y) et Hom(X,Y) existent, i1 y a un et un seu1 morphisme

0.1.2.3) Hom(X,Y) -? Hom(X',Y)

rendant commutatif Ie diagramme

0.1.2.4)

Hom(X, y) ® X

id@f r
Hom(X,Y) ® X'

Y

r.VX' ,Y

Hom(X' ,Y) ® X'

Ainsi, si pour tout couple d'objets X, Y de C, Hom(X,Y) existe, on a

un foncteur

0.1.2.5)

uniquement determine (a isomorphisme unique pres) par la condition que les bijections

(3.1.1.2) soient naturelles en X , Y , Z .

3.1.2.1. Bien entendu, des remarques analogues sont valables pour Moh, par symetrie.

On notera cependant que Moh depend de covariante de Y , contravariante de X.
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3.1.2.2. Supposons que la loi 0 de £ soit A-lineaire (0.1.2), et que les objets

existent. On voit alors que le foncteur (3.1.2.5) est A-bilineaire.

3.1.3. Soit X un objet 2-regulier a gauche (0.1.3). A10rs, pour tout Y E ob £ ,

existe. En effet, il existe un couple (T,t) ,ou T E ob £ et t est un

isomorphisme t: T 0 X Y . 11 suffit de poser

Hom(X,Y) T

evx ,Y = t

On en deduit, par symetrie, que si X est 2-regulier a droite, existe

quel que soit Y E ob £

3.2. Hom et contraintes.

Dans ce numero on suppose que dans C les Hom existent.

3.2.1. Soit une contrainte d'associativite pour £

un isomorphisme naturel en Z , X , Y

On se propose de definir

0.2.1.1)

Pour definir (3.2.1.1), il suffit de definir des applications bijectives

Hom(T,Hom(Z,Hom(X,Y))) Hom(T,Hom(Z0X,Y))

nature11es en T, Z , X , Y . Ces applications sont definies par le diagramme qui suit

Hom(T,Hom(Z,Hom(X,Y))) Hom(T0Z,Hom(X,Y))

1<
Hom«T0Z) 0 X,Y)

12
Hom(T,Hom(Z 0 X,Y) Hom(T 0 (Z 0 X),Y)

ou l'on utilise et les applications (3.1.1.2). On laisse a l'amateur le so in de
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verifier que (3.2.1.1) est 1a seu1e f1eche qui rend commutatif Ie diagramme

Hom(Z 0 X,Y) 0 (Z 0 X)

i
evZ£?;X,Y

Y

Hom(Z,Hom(X,Y» 0 (Z 0 X)0.2.1.2)

eVZ,Hom(X,y)0idX
(Hom(Z ,Hom(X, y» 0 Z) ® X --------':>:> Hom(X,y) ® X

Dans Ie esprit, on trouve des isomorphismes natureis

0.2.1.3)

0.2.1.4)

Moh(Moh(Y,X),Z) Moh(Y,X (8) Z)

3.2.2. Soit W une contrainte de commutativite pour On construit un isomor-

phisme naturel

(3.2.2.1) X (Wy : Hom(X,Y) Moh Y,X)

Pour ceci, i1 suffit de construire des isomorphismes

Hom(Z,Moh(Y,X» ,

natureis en Z , X , Y . Ceux-ci sont par definition, ceux rendant commutatif Ie

diagramme

Hom(Z,Hom(X,Y»

Hom(Z ® X,Y)

On verifiera encore que Ia fleche (3.2.2.1) est Ia seu1e rendant commutatif Ie

diagramme
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Hom(X,Y) 0 X

1
Moh(Y,X) 0 X X 0 Moh(Y,X)

3.2.2.1. Chaque fois que C sera munie d'une contrainte de commutativite, on convien-

dra d'eliminer la notation Moh. Ceci signifie qu'on posera

Moh(Y,X) = Hom(X,Y)

de sorte que devient l'identite de Hom(X,Y).

3.2.3. Soit (l,g,d) une unite pour (1.3.1). Composant les bijections (3.1.1.2) et

(3.1.1.3) avec celles deduites de gx' d
X

' on obtient des bijections

0.2.3.1)
Hom(l,Moh(Y,X)) Hom(X,Y)

nature1les en X, Y . Si on utilise 1a notation introduite en 1.3.1, ceci s'ecrit

encore

0.2.3.2) r(Hom(X,Y)) z: r(Moh(Y,X)) :::Hom(X,Y)

On definit aisement des isomorphismes

0.2.3.3)

caracterises comme etant les seu1s a rendre commutatif 1e diagramme

(3.2.3.4)

3.2.3.1. Supposons, pour simplifier, qu'on s'est donne une contrainte de commutati-

vite * compatible avec (l,g,d) (2.3.1). En particulier, la convention 3.2.2.1

s l app Li.que ,

Si X E ob , on note
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v
X = !!£!!!(x ,J)

L'objet
v
X depend de contravariante de X si f ,

" "y X est Ie seul morphisme rendant commutatif Ie carre

0.2.3.5)

v tf0idx v
Y0X >X0X

'¥''x1 1ev
x

v evy
y 0 y ,. I

8i f est un isomorphisme, on posera

de sorte qu'on aura un triangle commutatif

Wfv v
X0X ;. Y0Y

(3.2.3.6)

I

3.2.3.2. On definit un morphisme

0.2.3.7)

C'est Ie seul morphisme qui rend commutatif Ie carre

v i X0id* v
X0X ,. X0X

0.2.3.8) 'x,x 1 1,"x
evx

X0X ;. I

on utilise dans cette definition la propriete universelle qui definit (X,evx)'

Prouvons qu'on a la formule

0.2.3.9)
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Cela revient a la commutativite de la region I du diagramme suivant

0.2.3.10)

x 181 X

v
XI8IX

II

"XI8IX
v

X 181 X

t ,
v
X 181 X

I

v J

dont la commutativite de II resulte de la fonctorialite de celIe de III est

evidente ; celIe de IV resulte de (3.2.3.5) ; celIe de V resulte de (3.2.3.8),

ainsi que celIe du circuit exterieur.

3.2.3.3. Un objet X d'une AU (2.2.1) est dit reflexif si i X est un

isomorphisme.

Supposons que C soit une l8I-categorie ACU (2.4.1). Alors, tout objet inver-

sible X est ref1exif et on a

De plus, les notations t f (2.5.4.2 et 3.2.3.1) co!ncident.
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morphismes canoniques.

3.3.0. Dans ce numero, on suppose que C est une 0-categorie ACU

convention 3.2.2.1 s'applique.

en particulier, la

3.3.1. On definit, en s'inspirant par exemple de 3.2.1, un morphisme canonique

("composition")

0.3.1.1) Hom(X,Y) 0 Hom(Y,Z) Hom(X,Z)

qui est fonctoriel en X,Y,Z E ob f . Si X,Y,Z,T E ob f , le diagramrne suivant

(Hom(X,Y) 0 Hom(Y,Z» 0 Hom(Z,T) -7 Hom(X,Z) 0 Hom(Z,T)

0.3.1.2) Hom(X,Y) 0 (Hom(Y,Z) 0 Hom(Z,T»

1
Hom(X,Y) 0 Hom(Y,T) )

est comrnutatif ("associativite de la composition").

On definit aussi des morphismes

0.3.1.3) .1-7 Hom(X,X) End(X)

qui correspondent par (3.2.3.1) aux identites des objets X E ob f . On verifie

encore la comrnutativite des triangles
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1: 0 y) --0:- End(X) 0 Hom(X,Y)

/

Hom(X,Y)

0.3.1.4)

Hom(X,Y) 01:-----;. Hom(X,Y) 0 End(Y)

/

Hom(X,Y)

3.3.2. Soient X,Y,X',Y' E ob • On peut egalement construire des morphismes

0.3.2.1) Hom(X,Y) 0 Hom(X' ,Y') ----:;. HomCX 0 X' ,Y 0 X')

f onc t or LeLs en X,Y,X I,Y' . Vne variante de ceci : soient (Xi) iEI des families

d'objets de C, indexees par un ensemble fini I . On a a10rs un morphisme canonique

(voir 2.4.2.1 pour 1es notations)

0.3.2.2)

fonctoriel en (Xi)

a

0.3.2.3)

(Yi) . Dans 1e cas particulier ou 1es Yi sont egaux ai, on

o x. --:;.. ( 0 xJ
I

De m@me, si dans (3.3.2.1) on fait Y

canonique

X' = 1 , on obtient un morphisme

0.3.2.4)
v
X 0 Y --:;.. Hom(X,Y)
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§ 4. 0-FONCTEURS

4.1. Definitions.

4.1.1. Un 0-foncteur d'une 0-categorie £ dans une C' est un couple

(F ,c) d'un foncteur F : et d'un isomorphisme fonctoriel

c F(X) e F(Y) F(X0 y)
X,Y

On dit que (F,c) est un 0-foncteur strict, si pour tout X , Y E ob £ ,

on a F(X ° y) = F(X) ° F(Y) et si de plus cX,Y = idF(X0Y)' Si (F,c) , (G,d) sont

des de £ dans £' , un de (F,c) dans (G,d) est un mor-

phisme fonctoriel A: F G rendant commutatif, pour X,Y E ob £ , le carre

----i!l» F (X ° y)

1AX0y
(4.1.1.1)

F(X) ° F(Y)

AX0Ay 1
G(X) e G(Y) ----i!l» G(X ° y)

Les 0-morphismes se composent de evidente et on obtient ainsi une categorie

Hom0 (£ ,£ ' ) . On omettra souvent dans l'ecriture d'un (F,c) l'isomorphisme

c . L'ensemble Hom«F,c),(G,d» des 0-morphismes de F dans G sera aussi note

eHom (F,G). 11 est clair comment on definit le oppose, ou symetrique

d'un On obtient ainsi des isomorphismes de categories

(4.1.1.2)

4.1.2. Soient £, £' ,£" des (F,c): , (F',c') : £'

On definit un 0-foncteur (F" ,c If)

(F',c') , en po san t

£ £" , appele compose de (F,c) et

F" F' 0 F

C" (F' *c) 0 (c ' * (F XF»
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c'est-A-dire que pour des objets X, Y de f,

conunutatif

CpX,FY

c"X,Y
est defini par le triangle

F'F(X) 181 F'F(Y) ----;>0;> F' (FX 181 FY)

1"kX,y)

F'F(XI8IY)

En outre, si (G,d); f f' , (G' ,d') ; f' f" son t aussi des l8I-foncteurs,

A : F G , A' : F' G' des l8I-morphismes, A' *),. F'F --;>0 G'G est un

me. On dispose en sonune d'une 2-categorie I8I-Cat , ayant conune objets les

et conune categories de morphismes les categories Homl8l(f ,f ' ) .

4.1.3. Si f, f' sont des l8I-categories A-lineaires (0.1.2), un l8I-foncteur

(F,c) : C --;>0 C' est dit A-lineaire s'il en est ainsi du foncteur F . On note

la sous-categorie pleine de Homl8l(£,£') dont les objets sont les

teurs A-lineaires. La 2-categorie ainsi obtenue est no tee .

4.1.4. Soit C une l8I-categorie. Vne contrainte de conunutativite W pour C (1.2.1)

determine un

La condition (1.2.1.1) se traduit par la formu1e

(4.1.4.1)

Reciproquement, un l8I-foncteur Csym --;>0 C ayant l'identite conune foncteur

sousjacent, et verifiant (4.1.4.1), determine une contrainte de commutativite pour f

4.2. Compatibilites avec des contraintes.

4.2.1. Soient f C' des munies de contraintes d'associativite ,
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(1.1.1). On dit qu'un @-foncteur (F,c) : C ---;,. C' est compatible avec cp , cp' , si
- -

pour tout X , Y , Z E ob £ , Ie diagramme

(4.2.1.1)

id@cy,Z cX,Y@Z
FX @ (FY @ FZ) ?> FX @ F (Y @ Z) ?> F(X @ (y @ z»

-1
(FX @ FY) @ FZ > F (x @ Y) @ FZ ?> F«x @ Y) @ z)

Cx pid Cl\0Y,Z,

est commutatif.

On dit encore que F est un @-foncteur associatif. La sous-categorie pleine

de Hom@(£,£') dont les objets sont 1es associatifs est notee Hom@,A(f,f').

4.2.1.1. On peut remarquer que deux contraintes d'associativite cp, cp' sur £

sont cohomo1ogues (1.1.3) si et seu1ement s'il existe un @-foncteur (f,cp) ---;,. (f,cp')

compatible avec ces contraintes et ayant id£ comme foncteur sous-jacent.

4.2.1.2. Soient cp, des contraintes d'associativite et commutativite pour f

Si cp et sont compatibles (2.1.1), Ie @-foncteur fSym £ construit dans

4.1.4 est compatible avec cpsym, cp . La reciproque est fausse.

4.2.2, Soient C C'- '- des @-categories, munies de contraintes de commutativite

, , On dit qu'un @-foncteur (F,c) : £ ---;,. f' est compatible avec ces contraintes

si Ie diagramme suivant est commutatif

FX @ FY
cX,Y

> F(X @ y)

(4.2.2,0
I'FX,FY 1 iF(,X,y)

Cy,x
FY @ FX > F(Y @ X)

pour tout X,Y E ob C . On dit encore que F est un @-foncteur commutatif. La sous-

categorie p1eine de

notee Hom@,C(f,£').

Hom@(C C')-- -'- dont les objets sont 1es @-foncteurs commutatifs est
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4.2.2.1. On remarquera enfin que deux contraintes de commutativite W, W' sur

sont cohomologues (1.2.2) si et seulement s'il existe un 0-foncteur

compatible avec ces contraintes et ayant ide comme foncteur sous-

j acen t ,

4.2.3. Si (l,g,d), (l',g',d') sont des unites (1.3.1.1) pour des 0-categories

, , on dira qu'un 0-foncteur (F,c) : e C' est compatible avec ces unites

s'il existe un morphisme a
F:
l' F(l) , rendant commutatifs les diagrammes

FX
F(gx)

FC.!. ° X))

gFX

1 1"l,X
l' e FX ) F(l) ° FX

a
F0idFX

(4.2.3.1)

FX
F(dx)

F(X °1))

d
FX1 1"X,l

F(X) ° l' ----,3>0 F(X) ° F(l)

idFX0aF

On dit aussi que F est un 0-foncteur unifere. On veri fie aisement alors que est

unique et est un isomorphisme. On fera attention que (F,c) n'est pas alors necessai-

rement compatible avec d'autres unites de e' . Voir par exemple 1.5.3.3, OU il

faut prendre le 0-foncteur identique de

Soient F,G des 0-foncteurs uniferes de dans , definissant done des

isomorphismes

l'

l'

On dit alors qu'un 0-morphisme A F G est unifere si le triangle
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(4.2.3.2)

est commutatif. II revient au de demander que Al soit un isomorphisme. En effet,

si b = 0 Al 0 aF ' Ie diagramme suivant

b I8i b
1:' I8i l' .. 1:' I8i l'

\;F
I8iaF

A
ll8i

Al
aGl8iaGI

F(l) I8i F(l) .. G(l) I8i G(l)

i A
l l8il 1

di' F(ll8i 1) .. G(l I8il) di'

F(d,) i
Al

1GCd1)

F (1) .. G(l) ay "'Z
I' ) 1

b

est commutatif, comme on Ie voit en ana1ysant ses six regions interieures. La commu-

tativite du circuit peripherique donne

d'ou Al est un isomorphisme b est un isomorphisme b

commutatif.

id1, (4.2.3.2) est

L'ensemb1e des uniferes de F dans G sera note I8i 1Hom '-(F ,G).

La sous-categorie de Homl8i (£ ,£ ' ) ayant comme objets 1es l8i-foncteurs uniferes. comme

morphismes 1es uniferes, sera notee Homl8i,l (£,£') .

4.2.3.1. Avec 1es hypotheses de 4.2.3, on obtient des applications
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nature11es en X, ou rex) = Hom(l,X) (1.3.6).

On a de un morphisme de monotdes

F End(l) -- End(l')

4.2.3.1. Enfin, si X est un objet de C, u E End(l) , on verifie aussitOt 1es

formules

PF(X) (Fu)

(4.2.3.3)

PF(X) (Fu)

OU P, p' , ont ete definis dans 1.3.3.3.

4.2.4. On a des notions de compatibilite analogues aux precedentes lorsqu'on a

affaire a des contraintes mixtes AC, AU , etc. sur les 0-categories envisagees.

Pour simplifier, bornons-nous au cas ACU. Soient £ , £' des 0-categories ACU

(2.4.1), et (F,c) un 0-foncteur £ £' . On dit que Fest compatible avec les

contraintes ACU , ou encore qu'il est un 0-foncteur ACU s'il est un erfoncteur asso-

ciatif, commutatif et unifere. On note Hom0,ACU CC C')
-- -'- la sous-categorie de

est une famille

Hom0(£,£') ayant comme objets 1es erfoncteurs ACU , comme morphismes les ermorphismes

unt fer e s ,

Si F : £ £' est un 0-foncteur AC , on verifie faci1ement que Fest

ACU (i.e., unifere) si et seulement s'il envoie un objet unite de £ sur un objet

unite de C' (voir 1.3.2).

4.2.4.1. Soit (F,c) : £ £' un 0-foncteur ACU . Si (Xi)iEI

d'objets de £ indexee par un ensemble fini I, c donne lieu a un isomorphisme

canonique (voir 2.4.2.1 pour les notations)

(4.2.4.1) F(0X.)
I

° F(X.)
I i,

Supposons en particulier que

au moyen d'un isomorphisme

X. soit donne comme inverse de (2.5.1) ,



66 -

Uti1isant (4.2.4.1), on voit que

de F(X.)
J

F (X.) est canoniquement donne comme inverse

On voit faci1ement par ai11eurs que F respecte 1a signature (2.5.3) dans

1e sens que, si X est un objet inversib1e de £' a10rs on a

(4.2.4.2) e(F(X) ) F(e(X»

Oll 1e F du second membre denote 1e morphisme de mono!des F End(l) End(!.')

4.2.4.2. On voit ainsi que F induit un morphisme de groupes (voir 2.5.1)

Pic(F)

tel que 1e carre

Pic (£) Pic (.9.')

PicCF)
PicC£) )0 PicC£')

(4.2.4.3) ,1 1'
F

End (1) )0 End(!.')

est commutatif.

4.3. Comportement pour 1es Hom

4.3.1. Soient (F, c) un 0-foncteur d'une 0-categorie £ dans une 0-categorie C'- ,

x ,Y des objets de .9., et supposons qu'i1 existe des objets Hom pour X, Y et

pour FX, FY • I1 existe a10rs un et un seu1 morphisme

(4.3.1.1)

rendant commutatif 1e carre

F(Hom(X,Y» Hom(FX,FY)
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F(Hom(X,Y» o FX
FX,y0 id

') Hom(FX,FY) 0 FX

(4.3.1.2)
o 1 1eVFX,FY

F(Hom(X,Y) 0 X) > FY
F(evX Y),

Si 1es Hom existent dans et , 1es morphismes (4.3.1.1) sont nature1s

en X, Y . Des remarques semb1ab1es sont va1ides pour Moh

Supposons que 1es Hom existent dans C et dans ; on dit que Fest

compatible avec 1es Hom si pour tout X,Y E ob , 1e morphisme (4.3.1.1) est un iso-

morphisme.

4.3.2. Avec 1es notations precedentes, supposons munies de contraintes

d'associativite , et que F soit un 0-foncteur associatif. On a a10rs un

diagramme commutatif

F(Hom(Z,Hom(X,Y») > F(Hom(Z 0 X,Y»

1 1
(4.3.2.1) Hom(FZ,F(Hom(X,Y») Hom(F(Z 0 X),FY)

1 1
Hom(FZ,Hom(FX,FY» ') Hom(FZ 0 FX,FY)

ou 1es f1eches horizonta1es sont 1es f1eches (3.2.1.1), 1es f1eches vertica1es etant

deduites de (4.3.1.1).

De si (.1,g,d) , (.1' .s ' ,d') sont des unites pour C C', avec 1es-

que11es F est compatible, on a des diagrammes commutatifs
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FX > F(Hom(l,X))

(4.3.2.2) 1 1'l.X
Hom (1, ,FX) 0:: .!!.£!!!(Fl,FX)

ou on utilise les morphismes (3.2.3.3) ainsi que l'isomorphisme aF I' F(l)

de 4.2.3.

4.3.3. 50ient £ , £' des 0-categories ACU , (F,c) un 0-foncteur ACU . 5i (Xi)iE1 '

(Yi)iE1 sont des familIes finies d'objets de £, on a un diagramme commutatif

(4.3.3.1)

/ ® F (Hom (X. ,Y. ) )
/

'""('1) .'(Y i }) "=1" .Y i »

Hom (0 FX. , 0 FY.) F(Hom ( 0 X. , 0 Y.))
-I

Hom(F( 0 X.),F( 0 Y.)) /
-- I I

ou les morphismes qui apparaissent ont ete definis en (3.3.2.2), (4.2.4.1) et (4.3.1.1).

En particulier, si X,Y E ob C , on ales diagrammes commutatifs

----"",. F(.!!.£!!!(X,Y))

(4.3.3.2)

F(R 0 y)

"r
Fdb®F(Y)

'x.1'''' 1
(FXt0 FY ----.,.,. Hom(FX,FY)
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o F<Y)

'\
F(X 0 y)

1
F«X 0

/
(F(X0Y))'"

transport de structure.

4.4.1. Un quadruple de 0-equiva1ence d'une f dans une 0-categorie

, est constitue de u (u,c) : f v= (v,d) : Q f

et de a

habituelles

(4.4.1.1)

uv ' verifiant 1es relations

id
v

id
u

On dit qu'un 0-foncteur u: f definit une 0-equiva1ence (ou plus

simp1ement, est une s'i1 peut mis dans un quadruple de

1ence (u,v,a,!?).

Les foncteurs u et v se determinent mutue11ement a isomorphisme unique

pres: si (u,v',a',!?') sont des quadruples d'equiva1ence, i1 existe un

et un seu1 0-isomorphisme A: v --> v' rendant commutatifs 1es triangles

13 > id
D

id a. > vuuv

(4.4.1.2) u * A1/ lA * u

uv' v'u

4.4.2. Proposition. Soit u (u ;c ) f Q .!:!!! u est une
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@-eguiva1ence si et seu1ement si u est une equivalence de categories.

4.4.2.1. Preuve. De plus precise, soit (u,v,a,S) un quadruple d'equivalence

(au sens usue1)contenant u. Alors vest sous-jacent a un et un seul @-foncteur

v (v,d) tel que (u,v,a,s) soit un quadruple de @-equivalence. En effet,

S U v idD devant un @-morphisme, on voit que si X',Y' E ob Q ,

dX' ,Y' : veX') @ v(Y') v(X'@Y!)

diagramme

est la seule fleche rendant commutatif Ie

u(v(X') @ v(Y'))
u (dX' Y')

uv tX.' @ Y' ), >

(4.4.2.0 cvX' ,vY' I 1i3x,@ Y'

uvOt' ) @ uv Cr ") > x: @ Y'

SX,@Sy'

II est clair que d
X'

,Y' est naturel en X',Y' , et (4.4.2.1) ci-dessus montre que

i3 est un @-morphisme. II reste a prouver que a est un @-morphisme ; ce1a resu1te

de

4.4.2.2. Lemme. Soient u: f --> Q , v Q f des @-foncteurs, a: ide vu

S : uv idD des isomorphismes verifiant (4.4.1.1). Alors a @-isomorphisme

si et seulement si i3 est un @-isomorphisme.

L'enonce etant evidemment symetrique, il suffit de prouver que si a est un

@-morphisme, il en est de de S' en d'autres termes, que pour X',Y' E ob Q , Ie

diagramme

(4.4.2.2)

uvX.' @ uv Y'
cvx' ,vY'
-----» u (vX '@vY')

u (dX' ,Y')

------!!» uv (X'@Y')

1SX'0Y'

x' @ Y'

est commutatif. Cela resulte de
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vuvx ' I8i vuvY I > vX' I8i vY I

v(l3x , )18iv(l3y ' )

III

I8i y I)

1"'SX'0Y')

v(X' I8i y')

I

II

vu(dX' y,),
vuv(X'

dU"X' ,uvY' 1

vu (vX' I8i vy I )

""VX,,"y,) I
v (uvx ' I8i uvY , )(4.4.2.3)

ou la region I est l'image par v de (4.4.2.2). La commutativite de II resu1te de

la naturalite de d; celIe de III , de la naturalite de a ainsi que de l'egalite

qui dec ou l e de (4.4.1.1) ; enfin, la commu t a t Lvt t e du circuit

exterieur decoule de ce que a est un l8i-morphisme, et de l'egalite

4.4.3. Soit F (F,c) : un 0-foncteur avec F pleinement fidele, et

soit (resp. une contrainte d'associativite (resp. de commutativite) sur e.

Le diagramme (4.2.1.1) (resp. 4.2.2.1) montre qu'il existe sur une et une seu1e

contrainte d'associativite (resp. de commutativite) compatible avec F et (resp.

- ( ,I, ) ( -*( »On appellera cette contrainte induite F , et on la notera resp. F •

On a une propriete evidente de transitivite pour des l8i-foncteurs pleinement fideles

e" c' 2...,. e

4.4.3.1. Lemme. Soit F : e' --> c l8i-foncteur pleinement fidele, (resp.

-*une contrainte d'associativite (resp. de commutativite) pour . Alors, F

-
(resp. F ne depend que de la classe de l8i-isomorphisme de F .

On fer a la demonstration pour l'associativite, celIe pour la commutativite

e t an t analogue. Soit CL: (F ,c) (G,d) un l8i-isomorphisme et posons



- 72 -

cp' -*F (cp)

Si X,Y,Z E ob , on a Ie diagramme

GX 0 (GY 0 GZ)

FX 0 (FY 0 FZ)

GX 0 G(Y 0 Z)

id0c
__ FX 0 F(Y 0 Z)

dX Y 0 id
(GX 0 GY) 0 GZ G(X 0 y) 0 GZ

d
XQ9Y,Z )

j
G((X0Y)0Z) F (cp I)

(FX 0 FY) 0 FZ F(X 0 y) 0 FZ

d'ou Ia commutativite de

> G(X 0 (y 0 Z))

IG(ed: )
'x,Y,Z

G((X 0 y) 0 Z)

F(X0(Y0Z))

F(ClJi Y z) 1' ,

F(X0 y) 0 Z)

d'ou par naturalite de Q
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Q Q L'application

-*u Assoc(Q) Assoc(Q) (resp. Conun(Q) Conun(Q)

est une bijection (voir 1.2.2, 1.1.3 pour les notations). Si est un

quadruple d'equivalence, -* -*v est une inverse pour u

4.4.4. On peut enoncer et demontrer des propositions analogues relatives au compor-

tement d'une pour des contraintes d'unite. Contentons-nous de dire que

si u: Q Q est une u induit une equivalence de categories de la

categorie des objets unite (1.3.2) de C dans celle des objets unite de D

4.4.5. Soit u: Q Q un foncteur, (u,v,U,B) un quadruple d'equivalence pour

u • Alors si on a une loi @ sur Q , il existe une loi @ sur D telle que u, v

soient sous-jacents a des @-foncteurs u, v ,et que U, soient des

On dira qu'on obtient cette loi sur D par transport au moyen de Si

x' ,Y' E ob Q , on posera

(4.4.5.1) X' @ Y' u (vX I @ vYI) .

On prolonge u, v en des u

X , Y E ob Q

(u,U) , v (v,d) , en posant pour

-1 -1
@ Uy )

(4.4.5.2)

dX',Y'

Dtapres 4.4.2.2, il suffit de verifier que U est un

pour X,Y E ob Q il faut demontrer la conunutativite de

c'est-a-dire que

vuX @ vuY
duX,uY

v(uX e uY)

X@Y
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ou encore, en explicitant grace a (4.4.5.1) et (4.4.5.2)

Ox®y
x ® y > vu(X ® y)

1 ivul"x®ayl
vuX ® vuy ) vu(vuX ® vuy)

UvuX®Vuy

Celle-ci est consequence de la naturalite de a.

4.5. fibrees.

4.5.1. Soit E une categorie au-dessus de . Dne loi ® pour E relativement

a (en bref, pour est un E XB c'est-a-dire un foncteur

® rendant commutatif Ie triangle

B

Rappelons que Ie produit fibre Xn est la sous-categorie de X E

ayan t comme neches les couples (f,g) E avec p Cf) = p(g).

4.5.1.1. On etend de fag on evidente la notion de contrainte d'associativite, commuta-

tivite, unite pour une (c'est-a-dire un triple , de que

les compatibilites entre ces contraintes. Ainsi par exemple, une unite pour une

est un triple (l,g,d), ou 1 est une section de (c'est-a
1

dire un foncteur B

torieis

avec pI id
B)
,et g, d sont des isomorphismes fonc-

(4.5.1.1)
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verifiant pour b E ob &

(4.5.1.2)

4.5.2. A une on peut associer des 0-categories de diverses

4.5.2.1. Soit b E ob B . Alors la fibre est la sous-categorie pleine de E

ayant comme f1eches ce1les de E se projettant sur 11 est clair que

herite une loi 0 de E . De une contrainte sur induit une contrainte ana-

logue sur ' et les compatibilites entre contraintes sont preservees par le

passage aux fibres.

4.5.2.2. Ce qui precede est un cas particulier d'une construction plus generale,

bien qu'aussi evidente : si B' ----';>0 B- - est un foncteur, et E une le

produit fibre = X
B

B' est de naturelle une On a des

proprietes evidentes de transitivite, et des remarques sur les contraintes comme dans

4.5.2.1. Si b ' E ob B' a b comme image dans B , on a un isomorphisme de

0-categories

4.5.2.3. Si &' & est un foncteur et une la categorie

est canoniquement une 0-categorie. Si u, v sont des B-foncteurs

B ' E ,et b' E ob B' , on pose

u0v(b')

En particulier on notera

On a un isomorphisme de 0-categories

u (b ') 0 v (b ' )

Des contraintes pour la loi 0 de donnent lieu a des contraintes analo-

gues pour les 0-categories

preservees.

et les compatibilites entre ces contraintes sont
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4.5.3. On definit les entre des de evidente,

ainsi que les diverses compatibilites avec des contraintes. Ainsi, on parlera par

exemple de ACV entre des ACV (4.2.4).

Si F, G : ! sont des un F G est

un F G induisant dans les fibres des @-morphismes. Si F, G sont

uniferes (4.2.3), Ie est unifere s'il en est ainsi des

induits dans les fibres.

4.5.4. Soit un foncteur en anneaux (commutatifs uniferes) .. Vne
p

QB-lineaire (ou encore est une !-categorie ! !

de la structure supplementaire suivante

munie

a) si x E ob !b' y E ob !b I , f b b I , I' ensemb l e

Homf(x,y) = {u : x y / p(u) f}

est muni d'une loi de groupe abelien, fonctorielle en x, y .

b) Si b E ob '!b est munie d'une structure de categorie QB(b)-lineaire,

telle que, avec les notations de a), si a' EO (b') , on a, si u E Homf(x,y)

(4.5.4.1) a I. U

On definit de evidente la notion de B-foncteur (ou encore

entre des !-lineaires.

Vne est une !-0-categorie E munie d'une structure

teIIe que Ie B-foncteur @ E E soit b i l Lnaaf r e ,

4.5.5. Vne fibree est une qui est fibree au-dessus

de B (SGA 1,IV) et telle que Ie @:! X
B!

soit cartesien

(loc.cit.) Les definitions de diverses contraintes pour une fibree

restent inchangees, avec la seule restriction que dans Ia definition d'une contrainte

d'unite donnee dans 4.5.1.1 on exigera que la section 1 de soit cartesienne.
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4.5.5.1. Soit une fibree. Si f

dans choisissons un foncteur image inverse par

b' b est un morphisme

*f ,f :!b !b' ; ceci imp1i-

que egalement 1e choix, pour chaque x E ob!b', d'un morphisme cartesien

*ax,f : f x x

Ceci dit, Ie foncteur
4f
fest sous-jacent a un

* f f(f ,c ) : !b !b' , OU c est uniquement determine par Ia commutativite des

triangles

(4.5.5.1)

* *f (x) 0 f (y) ............ a,.. 0 a

f 1 y,f
c? x 0 y
x,y ./

f*(x 0 y)

OU x , y E ob !b . L'existence et 1 "un i.c i t d de c f ainsi que le fait un iso-x,y

morphisme, proviennent de ce que 0 est un foncteur cartesien.

Si est munie d'une contrainte d'associativite (resp. commutativite,

unite), le est compatible avec les contraintes

induites (4.5.2.1). La preuve de cette assertion pour l'associativite par exemple, est

donneepar le diagramme

x0

*fx0

* * *f x 0 (f y 0 f z)

.'1. .
(f x 0 f y) 0 f z > (x 0 y)

I
. f*(X0Y)

o z ....<,...-----

*o f z

dont 1a commutativite resulte de la naturalite de l'associativite et de la defini-

tion de cf
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ll-
4.5.5.2. Si g: b " b ' est un autre morphisme dans g : un

*foncteur image inverse pour g, (fg )

fg , on a un isomorphisme fonctoriel (fg),l- g

diagrammes

II un foncteur image inverse pour

, unique a rendre commutatifs les

Ie

*(fg) (x )

O "f' , «fg)l',C f g)
n aussit0t que c est un 0-isomorphisme

ll- g * f
(g ,c ).(f ,c ) .

4.5.5.3. Supposons que les Hom existent dans les categories fibre (4.1.1). On

dit que 1es Hom sont cartesiens dans si les foncteurs image inverse sont

compatibles avec les Hom, au sens de 4.3.1.

§ 5. 0-CATEGORIES RIGIDES

5.1. 0-categories rigides.

5.1.1. Une Qrcategorie ACU C est dite rigide si elle possede des objets Hom (3.1.1),

si les morphismes canoniques (3.3.2.1)

(5.1.1.1) Hom(X,Y) 0 Hom(X',Y') 0X',Y0Y')

sont des isomorphismes (X,X' ,Y,Y' E , et si tous ses objets sont reflexifs

(3.2.3.3),i.e. Ie morphisme canonique

(5.1.1.2)

est un isomorphisme (X E ob

x-x

On a en particulier des isomorphismes canoniques
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Hom(X,Y) X@Y

5.1.2. De (5.1.1.3) on tire pour tout objet X de G un morphisme canonique

(5.1.2.1)

qui correspond au morphisme identique de X, par la bijection (3.2.3.1)

Hom(X,y) c: Homc.!.,Hom(X, y»

Si Y est un autre objet de , on notera TX,Y le morphisme idy @ TX

(5.1.2.2)

5.1.2.1. On verifie aisement qu'on a un triangle commutatif

(5.1.2.3)

Le.

(5.1.2.4)

5.1.2.2. La formule precedente permet de calculer l'application inverse de la

bijection

G'est l'application

qui a associe

i1 suffit de verifier qu'on a pour tout Y E ob ,tout f: Y *, = f ,

au encore que cette formu1e est valide pour
v

Y = X , f = idX' auquel cas c'est (5.1.2.3).
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5.1.3. Soit C une rigide

isomorphisme canonique

si X, Y E ob £ , on a par (5.1.1.1) un

(5.1.3.1)

qui est fonctoriel en X, Y . II peut s I interpreter comme definissant un

(5.1.3.2)

ou £0 denote la l8i-categorie ACU opposee a £ (0.1.4, 1.4). On veri fie aussitOt

que ce est ACU , et que clest une l8i-equivalence (4.5.1), comme il resulte

des isomorphismes iX; X i .

5.1.4. Soit X E ob £ , OU £ est une rigide. Grace a l'isomorphisme

XI8i X Hom(X,X) , Ie morphisme ev
X

donne lieu a un morphisme

Hom(X,X) 1 ,

d'ou une application,

(5.1.4.1) Tr
X

; End(X) End(l)

Si f E End(X) , l'endomorphisme de 1, TrX(f) sera appele la de f. Par defini-

tion, le rang de X, rg(X) , est la trace de idX

(5.1.4.2) rg(X)

Soient X, Xl des objets de £ , f E End(X) , f' E End(X '), u E End(l). On verifie

aussitOt

(5.1.4.3)

En particulier,

(5.1.4.4)

Tr:X®X,(f I8i f')

Tr 1(u) u

rg (X I8i XI )

rg(l) id1

rg(X) rg(X I
)
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5.2. rigides.

5.2.1. Soient £' £' des rigides. On appelle rigide de £

dans £' un ACU £ £'

5.2.2. Proposition. Si F: £ £' rigide, il est compatible

avec les objets Hom (4.3.1), i.e., les morphismes canoniques (4.3.1.1)

F
X

Y F(Hom(X,Y)),

sont des isomorphismes.

5.2.2.1. Preuve. II suffit evidemment de prouver que si X E ob £ , Ie morphisme

canonique

F
X

Fdb (FX)"

est un isomorphisme, et de prouver que F
X

possede un inverse a droite : en

effet, on verifie facilement que Ie transpose de FX s'identifie a FX' et si u

est inverse a droite de FX

u 0 F
X

id,

t u est un inverse a gauche de FX

F v 0 t u id
X

il suffit de remarquer que tout objet de £ est de la forme X

Soit ev x@ X 1 Ie morphisme d'evaluation evX et notons

Ie morphisme qu'on obtient par application du F . De on a un mor-

phisme

obtenu par application de F

Ie morphisme idy @ '1"'

'1"'

1 X @ X. Si Y E ob c' , on notera '1"'
Y
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Si on applique F a la formule (5.1.2.4), on obtient

Revenons maintenant au morphisme F
X'

II correspond a la transformation

naturelle (y E ob f)

La formule precedente equivaut a dire que la transformation naturelle allant

dans Ie sens inverse

en est une inverse a gauche ; ceci finit la demonstration.

5.2.2.2. Remargue. Ce qui vient d'@tre prouve, peut se resumer en disant que la

(5.1.3.2)

depend fonctoriellement de f

5.2.3. Proposition. Soient C C'-'- des 0-categories rigides, F,G : f --il> f' des

0-foncteurs rigides. Alors, unifere F --il> G est un isomorphisme.

5.2.3.1. Preuve. Si u: F --il> G , on verifie facilement que la transformation

naturelle v: G --il> F definie par Ie diagramme commutatif

Fdb
ux G(X):>

(5.2.3.1)

1
1 l' (x E ob f)

F(x)V ]> G(X)"
t (v

x
)

est une inverse pour u .
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Soit F : £ --> £' un 0-foncteur rigide entre des 0-categories rigides il

induit un morphisme de note encore F

F : End (1.> -7 End (1' )

On ales formules suivantes, OU X E ob £ , f E End(X)

(5.2.4.1)

rg(F(X))

§ 6. ALGEBRES ET COGEBRES

F(rg(X))

On donne ici, de fa90n assez rapide, quelques definitions fondamentales.

6.1. Algebres et cogebres dans une 0-categorie.

On se place, pour simplifier, dans une Qrcategorie ACU £ .

6.1.1. Une algebre de £ est un objet A E ob £ , muni d'un morphisme

rnA : A0 A --;,. A , appe l e multiplication. Un morphisme d 'une a l geb re (A,m
A)

dans une

algebre est un morphisme f: A B rendant commutatif Ie carre

f 0 f
A0A > B 0 B

(6.1.1.1) rnA 1 1f
A > B

Si A est une algebre, l'algebre opposee de A ,notee A
O

, est celIe

ayant A comme objet sous-jacent, et ayant comme multiplication

Si A, B sont des a Lgeb r e s , I' a l geb r e produi t tensoriel, no t.ee A0 B , est

celle ayant A0B comme objet sous-jacent, sa multiplication etant de f Lni e par
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6.1.1.1. Dne cogebre de £ est par definition une a1gebre de 1a opposee

£0 (0.1.4).

6.1.2. Dne a1gebre A est commutative si Ie triangle

est commutatif, associative si Ie carre

A®A®A
rnA® idA

A®A)0

idA®mA 1 1 rnA

A®A • A

rnA

est commutatif. Si A est associative, e11e est unifere, s 'i1 existe un rnorphisrne

u : 1 A rendant commutatifs 1es triangles

Ce rnorphisrne est a10rs unique, et s 'appe11e 11unite de A.

6.1.2.1. Voici un exernp1e d 'a1gebre associative, unifere: si £ est une ®-categorie

rigide, X E ob £ ,End(X) est de nature11e une algebre unifere (voir 3.3).

6.1.2.2. Si A est une cogebre, on dit que A est coassociative (resp. cocommutati-

coynifere) si l'algebre correspondante de CO est associative (resp. commutative,
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unifere). Si A est coUnifere, Ie morphisme u A 1 s'appelle la coUnite de A.

6.1.3. On appelle bigebre de £ un objet B E ob £ muni de structures

d'algebre et de cogebre, compatibles entre elles, i.e. telles que rnA soit un mor-

phisme de cogebres, ou de equivalente, un morphisme d'algebres.

6.1.4. Si F est un @-foncteur ACU , F : £ £' , F transforme, dans un sens

evident, une a1gebre en une algebre et respecte les proprietes d'associativite, etc.

6.2. Modules dans une @-categorie.

£ est toujours une ACU.

6.2.1. Si A est une algebre de £ , un a gauche de £ est un objet M de

C , muni d'un morphisme OM; A @M M ,rendant commutatif Ie carre

(6.2.1.1)

A(8)A(8)M

idA 0"" 1
A@M ---........... M

Un morphisme d'un A-module (M'OM) dans un A-module (N'ON) est un morphisme

f rendant commutatif Ie carre

A(8)M
id

A(8)
f

A(8)N

(6.2.1. 2) oM 1 1ON

M >- N
f

Le produit tensoriel de modules est defini chaque fois que A est commutative.

Si A est associative unifere, un A-module M est unifere si Ie triangle
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(6.2.1.3)

est commutatif.

6.2.2. Si A est une cogebre de un A-comodule a gauche de C est un A-module

a gauche de . II est cOUnifere si Ie module correspondant est unifere (en supposant

bien entendu, que A est coassociative et coUnifere).

6.3. Remargue. L'exemple Ie plus utilise dans la suite est celui pour lequel C est

la categorie des A-modules, ou A est un anneau (ordinaire) commutatif avec 1.

Bien que dans la presentation precedente, les cogebres ne se differencient pas beau-

coup des algebres, il n'en est pas du tout ainsi dans "la vie reelle". La raison pour

laquelle la plupart des mathematiciens regardent les cogebres comme des barbares,

est que la comultiplication B B @A B ne peut pas s'exprimer en apparence de

aussi simple que la multiplication d'une A-algebre rnA' : A' @A A' A' , i.e.

comme une loi A- bilineaire A' X A' A' . J'ai dit en apparence, parce que la

comultiplication B B @ B peut aussi s'exprimer par une loi bilineaire
A

v
ou B a un sens different de celui qu'on lui a donne dans ce chapitre. Ceci est

explicite et prouve dans Ie § 1 du chapitre II.
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INTRODUCTION

Soient A un anneau commutatif avec unite, G un A-schema en groupes affine.

On note 1a ACU des representations 1ineaires de G dans des

G
A-modules, w 1e @-foncteur strict qui consiste en l'oub1i de

l'action de G

On demontre ici que 1e groupe G peut se reconstituer comme etant 1e groupe

des @-automorphismes de wG (3.1.1), et qu ' on a a Lns i, un "d i c t i.onnaLre " entre 1es

A-groupes affines G et certaines @-categories au-dessus de Mod(A). On peut deter-

miner que11es sont ces categories, c'est ce qui est fait en 3.1.4.1.

11 devient rapidement clair que beaucoup de ces resu1tats sont va1ab1es,

avec certaines modifications, si 1e A-schema affine G = Spec(B) est seu1ement muni

d'une 10i de monotde ; dans ce cas, 1a donnee du A-monotde G revient a ce11e d'une

A-bigebre B , i.e. d'une A cogebre B munie d'un morphisme de A-cogebres

B @A B B satisfaisant des conditions d'associativite commutativite et unite. En

poussant plus loin l'etude, on voit qu'on peut e1aborer un dictionnaire entre 1es

A-cogebres B et certaines categories au-dessus de Mod(A) ; ce sont 1es categories

des B-comodu1es, munies des foncteurs oub1i Bcp Mod(A).

Voici l'ordre dans 1eque1 ces questions sont traitees

Dans 1e § 1, on donne des complements d'a1gebre 1ineaire. On prouve notamment

un theoreme de dua1ite pour 1es modules sur un anneau (1.1.2), et on definit 1e

procede d'extension des sca1aires dans 1es categories 1ineaires (1.5).

Dans 1e § 2, on decrit 1e dictionnaire

B,cp )

exp1ique ci-dessus, et on c1assifie 1es foncteurs (A-1ineaires et commutant avec 1es

!:E¥) ----;. en termes de comodu1es B-cop1ats (2.4).

Dans 1e § 3, on deduit du § 2 1es resu1tats cherches pour des groupes affines.
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En particulier, on classifie les foncteurs II fibre" sur !!££.(G) par 1es torseurs sous

G pour la topo1ogie fpqc sur A (3.2) resu1tat qui sera essentie1 au chapitre suivant.

Dans Le 4, on discute Ie cas particulier ou l'anneau A est un corps k. La

categorie importante dans ce cas est !!££.o(G) , Ia @-categorie rigide (I 5.1.1)

des G-modules de rang fini sur k.

Enfin, l'Appendice donne des indications sur Ia de generaliser les

resultats du chapitre au cas d'un schema de base.

§ 1. COMPLEMENTS D'ALGEBRE L1NEA1RE

1.0. Termino1ogie et notations.

1.0.1. Dans tout ce qui suit, on fixe un anneau commutatif unifere A. La categorie

des A-algebres ACU sera no tee Ann/A' Si A' est une telle algebre, on a un foncteur

evident

1.0.2. Un A-module M est un foncteur Ann/
A

Ab muni de la donnee sur chaque

d'une structure de A'-modu1e, ces donnees etant compatibles

dans Ie sens suivant : si cp: A' A" est un morphisme de A-algebres ACU,

M(cp) : M(A') M(A") est un morphisme de A'-modules, Le.

M(cp) (a.x) cp(a). M(cp) (x )

si a E A' , x EM(A'). La notion de morphisme de A-modules est immediate, et on

obtient ainsi une categorie Mod (A)

Si M, N sont des A-modules, leur produit tensoriel M®A N es t defLn L par

(M N)(A') M(A') @A' N(A')

ainsi Mod(A) est munie d'une @-structure ACU , l'objet unite A etant defini par
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A(A') = A' • (I 2.4.1). On a en particulier la notion de A-algebre (I 6.1) ; dans

la suite de ce travail, toutes les A-algebres considerees seront associatives uniferes.

1.0.3. Si A' est une A-algebre ACU, et M est un A-module, on definit un A'-module

par
M

Ann/A Ab

on obtient ainsi un ACU

Si A" est une A'-algebre, on a une egalite

On peut done voir la collection des 0-categories Mod(A') comme definissant

une 0-categorie cofibree (I 4.5) au-dessus de Ann/A ,qu'on notera MOD(A)

Remarquons aussi que la 0-categorie Mod (A) possede des objets Hom

(I 3.1.1). Si M, N sont des A-modules, on de f Lni t Hom" (M,N) par

Hom
A
(M,N) (A')

v
En particulier, on a M Hom,,(M,A).

1.0.4. Soit a une A-algebre ; la categorie des A-modules munis d'une structure

de a-module a gauche unifere sur Ie A-module associe (voir 1.1.1 ci-dessous) est

notee Mod[a] .

Si Best une A-algebre une A-cogebre), on designe par Mod(B) (resp.

Comod(B» la categorie des B-modules (resp. B-comodules). Dans la suite de ce travail,

les A-algebres sont associatives, uniferes et les A-cogebres coassociatives,

coUniferes ; aussi, sauf mention expresse du contraire, les modules sont des modules

a gauche uniferes, les comodules sont des comodu1es a droite couniferes.

On a enfin, des foncteurs "oubli"
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Bcp Comod(B) Mod(A)

1.1. Modules representables et corepresentables.

1.1.1. On a un ACU

(1.1.1.1)

M l-+ M

qui est defini de la suivante (voir SGA 4 I 4.6, ou ce foncteur est note W)

si M est un A-module, A' une A-algebre ACU

M(A')

Un isomorphe a un tel M sera appele corepresentable. Si M est

un A-module, on aura soin de distinguer entre Ie A-module (ou Ie qui lui

est associe) * vM = HomA(M,A) , et Ie HomA(M,A) = M • Un isomorphe

va un tel M sera appele representable.

La proposition suivante n'offre pas de difficulte.

1.1.1.1. Proposition. Le foncteur (1.1.1.1) est pleinement fidele et commute avec

; de plus, de A-modules corepresentables est corepresentable.

1.1.1.2. Les assertions relatives aux resultent de l'existence d'un foncteur

r : Mod(A) , adjoint a droite du foncteur (1.1.1.1) ; par definition,

on a pour un M

roo M(A).
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v
1.1.1.3. Soit M un A-module. Alors, d'apres 1.1.1.1, le M est isomorphe

au

A' RomA, (M A' ,A' ) Rom
A
(M,A')

Celui-ci, en tant que prefaisceau d'ensembles sur la categorie des A-schemas

affines, est representable par le fibre vectoriel W(M) (EGA II 1.7). Ceci justifie

la terminologie de A-module representable introduite plus haut.

1.1.2. Proposition. M est un A-module, alors M est reflexif dans la

(I 3.2.3.3) ; autrement dit, le morphisme canonigue de

est un isomorphisme.

1.1.2.1. 11 suffit de demontrer si M est un l'application

est bijective. Cette application s'explicite, si x EM, si A' est une A-algebre

"et si cr E M(A') = RomA(M,A'), par

11 s'agit de definir

qui soit inverse de S Posons B = SCM), l'algebre symetrique de M; c'est une

algebre graduee par et 1 'application A-lineaire canonique iM; M B identifie

M au sous-module des elements de degre 1. Si u E , on voit facilement

que l'element de B , est de degre 1

L
rE :N

en effet, ecrivons

b
r

on dispose de deux de A-algebre B B[T] ; I'un est Ie morphisme

evident, I 'autre est celui qui envoie

de u, on obtient Ia formule

b E B de degre n en bTn • Par naturalite
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T L b
rEJN r

qui montre bien que est homogene de degre 1.

II suffit maintenant de poser

la verification des identites id , TlS id etant triviale.

1.1.2.2. Corollaire. Le foncteur Mod(A)o gui a M associe M,
pleinement fidele et commute avec les ; en particulier, 1a categorie Mod(A)

est anti-eguivalente a celIe des A-modules representables. De plus, une de A-

modules representables est representable.

1.1.2.3. Les assertions relatives aux lim resultent de 1 'existence d'un foncteur

r' : Mod(A)o, adjoint a gauche du foncteur decrit en 1.1.2.2; par

definition, on a pour un A-module M

r' (M)

Le morphisme dtadjonction

(1.1.2.0 M -? (r' (M)r

est defini pour chaque A-algebre ACU A' par

M(A t) Rom
A
(r' (M),A')

Le A-module r'(M) muni du morphisme (1.1.2.1) est une enveloppe representable

de M; il est caracterise, a isomorphisme unique pres, par la propriete dtinduire,

pour tout A-module N, une bijection

Rom
A
(,N .r: (M))
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1.1.3. Voici quelques commentaires sur ce qui precede: on a defini une categorie

A-1ineaire Mod(!) avec une loi ® ACU, dans 1aquelle il y a des Hom (1 3.1), d'ou

en particu1ier un foncteur contravariant Mod(!)o Mod(!) , M Cette

categorie sert de categorie "ambiante" pour deux sous-categories pleines Modrep(!),

Modcorep(!) qui sont respectivement equivalentes a oMod(A) , Mod(A) , la dualite

entre ces deux dernieres etant induite par Ie foncteur defini plus haut, M M

On peut se demander quelle est l'intersection des deux sous-categories

precedentes. La reponse est fournie par

1.1.4. Proposition. Soit M un !-module. Alors, M est representable et

corepresentab1e en temps si et seulement si M est (image par (1.1.1.1) de)

A-module projectif de type fini.

1.1.4.1. Preuve. II faut demontrer ceci 5i M est un A-module, M est projectif

de type fini si et seulement si le A-module M est representable.

Alors, il est clair que M est representable si et seulement 5i

M HomA(M,h) est corepresentable, si et seulement si quelle que soit A' une

A-algebre, l'app1ication canonique

est bijective. Cette derniere condition equivaut aussi a demander que pour tout

A-module N l'application canonique

soit bijective, comme on le voit aussitBt en posant A' = A $ N , ou N est un

ideal de carre nul et A opere dans N de la donnee. Mais cette derniere

condition equivaut evidemment a dire que M est projectif de type fini en vertu du

resultat bien cortnu suivant: M est projectif de type fini si et seulement si Ie
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Ie foncteur N Hom(M,N) est exact et commute avec les (on trouvera dans 1,

0.2.2.2, un argument qui permet de prouver cette assertion).

1.1.5. Soient M,N des !-modules. Rappelons (1. 3.3.2) qu'on a alors un morphisme

canonique

(1.1.5.1)

1.1.5.1. Proposition. M, N des A-modules. la fleche

transposee de (1.1.5.1), est un isomorphisme. De si L A-module,

1 'application

deduite de (1.1.5.1), est bijective; en d'autres termes, M®A N

est une enveloppe representable de M®A N
muni de (1.1.5.1)

1.1.5.2. La derniere assertion est une consequence facile de la premiere

il suffit clairement de demontrer : si M,N sont des A-modules, l'application

est bijective. Explicitons s: si x EM, yEN, A' est une A-algebre et

cr E M(A')

cr(x) '1'(y).

II s'agit de definir

c'est une A-algebre
iMElN

jM : M MEll N ----.,.. B ,

respectivement aux elements homogenesM,N

B = S(MEllN) = SCM) ® SeN)

identifient

Posonss .qui soit inverse de

bigraduee a degres positifs, et les applications A-lineaires

iM:ElN
jN : N MEll N B
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M® N B defini par

identifie M® N au sous-module de B des elements de B de bidegre (1,1). 8i

" va E Hom(M ®A on voit comme dans 1.1.2.1 que ® jN) est de bidegre (1,1)

dans B , et s'identifie done a un element de M® N . On pose

et on verifie aussit6t les identites sn = id ,ns id.

1.1.6. 8igna10ns une autre formule utile

isomorphisme canonique

si M, N sont des A-modules, on a un

0.1.6.1) HomA(M,N) == M® N .

En effet on a une application canonique

1 'assertion peut prouvee suivant la m@me methode que 1.1.2, dont elle est

d'ailleurs une generalisation (faire N = A). Elle suit aussi de la suite

phismes canoniques, ou L est un A-module

Hom(L,M ® N) "'" Hom«M ® Nt,I.)

II V II

"'" Hom(M ® N,L)

v v ....

1.2. Algebres representables et corepresentables.

1.2.1. Proposition. Le foncteur (1.1.1.1) induit une equivalence de categories

entre la categorie des A-algebres et celle des corepresentables si
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a est une A-a1gebre, on a un isomorphisme de categories Mod(a) Mod[a] rendant

commutatif le triangle

Mod(a) Mod[a]

rna \ jrJCi](1.2.1.1) 't' 't'

Mod (A)

1.2.1.1. La preuve est immediate par 1.1.1.1.

v

1.2.2. Proposition. Le foncteur M M (1.1.2.2) induit une antiequivalence de

categories entre la categorie des A-cogebres et celIe des !-algebres representables

si B est une A-cogebre, on a un isomorphisme de categories Comod(B) Mod[B]

rendant commutatif le triangle

Comod(B) ..::::..;.. Mod[B]

l \(1.2.2.1) It:+-

Mod (A)

1.2.2.1. La preuve est egalement immediate, par 1.1.2.2 et 1.1.5.1. Remarquons que

d'apres les conventions 1.0.4, les comodules sont des comodules a droite et les

modules des modules a gauche.

1.2.2.2. Soit B une A-cogebre, avec comultiplication

et explicitons la loi d'algebre de B . 11 suffit de Ie faire pour B(A) Hom
A
(B,A).

Si 13,13' : 13" 1313' est donne par

(1.2.2.2) 13"

\I

Maintenant, soit M un B-comodule, et explicitons la structure de B-module

correspondante sur M; encore une fois, il suffit de donner l'action de B(A) sur

M • Si
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est la comultiplication de M, et l'action de sur M est

id@13
(1.2.2.3)

1.3. Algebres associees a des foncteurs.

1.3.1. Soient F,G: Mod(A) des foncteurs, Oll est une categorie arbitraire.

On definit alors un A-module Hom(F,G) de la suivante : si A' est une

A-algebre ACU, et si on note FA' ,GA, 1es composes de F ,G avec Ie foncteur

evident Mod(A'), on pose:

Hom(F,G)(A')

Posons

Hom(F,F)

c'est une A-algebre, et F induit un foncteur Mod[a] rendant commutatif

Le triangle

> Mod[a]

.. I
Mod (A)

1.3.1.1. II Y a, bien entendu, des variantes de la definition precedente. Les

foncteurs F,G peuvent par exemple a valeurs dans Ia categorie Mod(A).

1.3.2. Pour enoncer proprement la proposition suivante, on se place dans Ie cadre

des univers (SGA 4 I). Soit Q un univers fixe contenant A, et notons Projtf(A)

la categorie des A-modules projectifs de type fini.

1.3.2.1. Proposition. Soit une categorie Q-petite, F,G: Projtf(A) des

foncteurs. Alors Ie A-module Hom(F,G) est representable (1.1.1) et E Q
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1.3.2.2. Tout consiste a remarquer que Hom(F,G) est une de

representab1es, a savoir 1es Hom(F(X),G(Y» pour X,Y E ob £ avec des

morphismes de transition convenable, et a utiliser 1.1.2.2. De precise, on a

un diagramme exact de A-modules

(1. 3.2.1) Hom(F ,G) 11' Hom(FX,GX) IT Hom(FX,GX),
XEob£ f:X....Y

ou on laisse au lecteur Ie soin d'expliciter les fleches.

1.3.2.3. La proposition 1.3.2.1 peut se demontrer sous des hypotheses plus generales

sur £ . Par exemple, si F,G commutent avec les et s'il existe un

petit d'objets engendrant £ par •

1.3.3. Restons sous les hypotheses de 1.3.2, et soient £1'£2 des categories

i 1,2.

des foncteurs. On note £ = £1 X£2 et F,G £ Projtf(A) 1es foncteurs definis

par

On a un morphisme evident de

(1.3.3.1)

1.3.3.1. Proposition. Le morphisme (1.3.3.1) fait de Hom(F,G) une enveloppe

1.3.3.2. Soient Mi(resp. M) les A-modules qui representent Hom(F. ,G.)
-- L

(resp. Hom(F,G». 11 faut prouver que le morphisme de A-modules

induit par (1.3.3.1) est un isomorphisme. Ceci se verifie faci1ement
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en utilisant la definition de M, Mi donnee par (1.3.2.1).

1.3.3.3. Un cas particu1ier important est celui pour 1equel £1 = £2 ' Fl = F2 Gl

G2 . II resulte de 1.3.2.1 et 1.3.3.1 que si £ est une ®-categorie ACU

F : £ Projtf(A) un ACU (I 2.4, 4.2), et si on note

v
B

on a les donnees suivantes sur Ie A-module B :

a) Une loi de A-cogebre B B ®A B , provenant de la 10i de

evidente sur End(F).

b) Une 10i de A-a1gebre ACU B ®A B B , telle que B B ®A B soit

un morphisme de A-algebres ; celle-ci provient de la loi ® ACU sur C

Ces donnees sont equivalentes a celles d'un schema en monotdes affine G

sur A (voir § 3), muni d'un isomorphisme de A-modules

B:;;:Aff(G) .

On peut expliciter Ie foncteur represente par G

sans peine que si A' est une A-algebre ACU, on a

ce qui s'ecrit encore

Spec(B) on verifie

(1.3.3.2)

1.4. Cas d'un corps K

compacts.

K-Modules representables et K-vectoriels lineairement

1.4.0. La lettre K designe dans la suite de ce numero un corps. Ce numero n'est pas

indispensable pour la suite, et sa presence a pour but d'expliquer les liens entre Ie

formalisme des!-modules representables qu'on vient d'exposer, et des K-vectoriels

lineairement compacts. La reference pour ce dernier est l'expose VIIB de P. GABRIEL
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dans SGA 3.

1.4.1. Rappe10ns qu'un espace vectoriel topologique sur K CK muni de 1a topologie

discrete) est lineairement compact s'i1 est separe complet, et s'i1 possede une base

de voisinages de 0 formee de sous-espaces vectoriels de codimension finie. II

revient au de dire qu'il est une filtrante d'espaces vectoriels discrets de

rang fini, 1es morphismes de transition etant des surjections. Si on note 1a categorie

obtenue Mod. lin. compCK) , on a un foncteur

C1.4.1. r.: ModCK)o Mod.1in.comp.CK)

qui associe a un vectoriel E sur K, HomCE,K) muni de la topologie de la convergence

simple. On demontre aisement Cloc.cit.) que ce foncteur est une equivalence de

categories. Voici un foncteur quasi-inverse: c'est celui qui associe a un vectoriel

1ineairement compact E son dual topo1ogique, Hom.cont.KCE,K).

1.4.2. On definit un foncteur

C1.4.2.1) Mod.lin.comp.CK) Mod.rep.CK)

en associant a un lineairement compact E , Ie E defini par

ou pour une K-algebre A', E OK A' designe Ie separe complete de E OK A' pour la

topologie definie par les Ei0KA, CEi)iEI etant une base de voisinages de 0 formee

de sous-espaces de E de codimension finie. II est clair que E est representable,

en fait il y a un isomorphisme canonique

C1.4.2.2)

Cela signifie aussi que Ie triangle
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Mod.rep.(K)

/
est cornrnutatif a isomorphisme pres. 11 en resulte que le foncteur (1.4.2.1) est une

equivalence de categories, puisqu'il en est ainsi des foncteurs E Hom.cont.K(E,K),

v
.

1.4.3. On rappelle (SGA 3 VII
B)

qu'une K-algebre profinie est une K-algebre topolo-

gique dont le K-vectoriel topologique sous-jacent est lineairement compact. On en

deduit aussit5t (loc.cit.), moyennant des sorites sur les produits tensoriels completes

que nous n'avons pas developpes, que le foncteur(1.4.l.l) induit une antiequivalence

entre la categorie des K-cogebres et celle des K-algebres profinies. De meme, le

foncteur (1.4.2.1) induit une equivalence entre la categorie des K-algebres profinies

et celle des K-algebres representables.

On peut demontrer (voir 2.6.3. b) pour une demonstration) qu'une K-algebre

profinie est filtrante de K-algebrs discretes de rang fini sur K, les morphismes

de transition etant des surjections. 11 en resulte qu'une K-cogebre est reunion

filtrante de ses sous-cogebres qui sont de rang fini sur K.

1.4.4. Dans la situation de 1.3.2.1, soient F,G: Q Modf(K) des. foncteurs d'une

categorie Q-petite Q dans la categorie des K-vectoriels de rang fini. Alors, on voit

aussit5t que la topologie sur Horn(F,G), provenant de ce que Hom(F,G) est represen-

table et d'un foncteur quasi-inverse de (1.4.2.1), est celle de la convergence simple.

v
1.4.5. Soit B une K-cogebre, B = la K-a1gebre profinie duale. Rappelons

qu'un
v
B-module fini est un vectoriel E de rang fini sur K , muni d'un morphisme

continu de K-algebres B EndK(E). Si E est un B-comodule de rang fini (a droite

cornrne toujours), E
v

est de naturelle un B-module fini ; en effet, si "A E B ,

l'action de A dans E est donnee par
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id®A

On obtient ainsi un isomorphisme de categories

preservant les foncteurs oubli.

1.5. Extension de l'anneau de base dans les categories lineaires.

1.5.1. Soit g une categorie A-1ineaire (I 0.1.2), Oll A est comme toujours un

anneau commutatif unifere. Si X est un objet de g, M un A-module, on dira

que 1e produit tensorie1 externe de M et X existe si 1e foncteur

y HomA(M,Homg(X,y» est representable. Dans ce cas on choisira un couple constitue

d'un objet M i2lA X et d'une application A-lineaire

(1.5.1.0 M Hom(X,M i2l
A

X) ,

qui representent ce foncteur, c'est-a-dire que les applications canoniques qu'on en

deduit

(1.5.1.2)

soient bijectives.

1.5.1.1. Proposition. Soit g une categorie A-1ineaire avec des que1conques.

A1ors, 1e produit tensorie1 externe d'un objet de g avec un A-module existe

toujours. D est ega1ement A-1ineaire avec des '!! F : g Q commute

avec 1es ,a1ors F commute avec le produit tensorie1 externe.

1.5.1.2. La preuve est immediate. Precisons 1e sens de 1a derniere assertion si

X est un objet de g, M un A-module, l'app1ication evidente

M Hom(FX,F(M i2l
A

X»

obtenue a partir de (1.5.1.1), correspond grace a (1.5.1.2) a un morphisme
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(1.5.1.3)

la locution "F commute avec Le produit tensoriel externe" signifie que 'gM, itX, l e

morphisme (1.5.1.3) est un isomorphisme.

1.5.2. Soit f une categorie A-lineaire avec des A' une A-algebre (commuta-

tive unifere comme toujours). On definit une categorie f(A
')

de la suivante

les objets sont les couples Oll X est un objet de f, A' End(X)

un morphisme de A-algebres (la loi de A-algebre de End(X) provenant de la structure

A-lineaire sur f) ; les morphismes etant les morphismes f : X y

qui commutent avec l'action de A', c'est-a-dire qui pour a E A' rendent commutatif

Ie diagramme

X

"x,,) 1
X

f
-----;>0:> Y

1"'(a)
-----..,..) y

f

Dans l'ecriture d'un objet on omettra souvent

On remarque que f(A
')

possede une structure A'-lineaire evidente. De

plus, on a des foncteurs A-lineaires

(1.5.2.1)

de f LnLs par

c

i A , fA (X)

Oll pea') ; A' --;>0 A' est la multiplication par a ' . On voit aussitOt, par defini-

tion du produit tensoriel externe( 1.5.1), que i A' fA est adjoint a gauche de jA'fA

De Ie foncteur jAffA est fidele, conservatif (SGA 4 I 6.1) et commute avec

les et les
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Si fest une categorie abe1ienne, il en est de de f(A') •

1.5.2.1. Soit B une autre A-algebre, et notons B'

un carre cocartesien

A' 0
A

B , de sorte qu'on a

A

1
B

------0>-) A'

1
B'

Si fest une categorie B-lineaire, on peut aussi regarder f comme etant

une categorie A-lineaire. Si X E ob f , il revient au de se donner un morphisme

de A-algebres A' End(X) ou un morphisme de B-algebres B' End(X). Ceci

signifie qu'on a un isomorphisme de categories A'-lineaires

(1.5.2.2)

qui rend commutatif le triangle

(1.5.2.3)

De plus, le triangle

(1.5.2.4)

est commutatif a isomorphisme canonique pres.

1.5.2.2. Soient f, Q des categories A-lineaires avec des , u : f Q un

foncteur A-lineaire qui commute avec les . On en deduit un foncteur

(1.5.2.5)

de f LnI par
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u(A') (X, I-Ix) (u(X), a' u(l-Ix(a l » ) •

Les carres

(1.5.2.6) f ) D f > D

iA'IA1 l'A'IA jA I /A 1 1jA' /A

f(A') > Q(A' ) f(A')
)

Q(A' )

sont, respectivement, commutatif a isomorphisme canonique pres, commutatif.

1.5.2.2. Soit

A-a1gebre sur A'

A A'le morphisme d'anneaux qui definit la structure de

La categorie f(A') sera aussi notee f ,et les foncteurs

1<
iA'/A ,jA'/A seront aussi notes respectivement

Si u: C D est un foncteur comme dans 1.5.2.1 , Ie foncteur u(A I ) sera

aussi note Les carres commutatifs (1.5.2.6) donnent lieu aux formules

* " *0 u :::: (u) 0

0.5.2.n

0 u 0

1.5.2.4. Si f,Q sont des categories abeliennes A-1ineaires, et u: f Q est

fidele (resp. exact), a10rs u(A
')

est egalement fidele (resp. exact).

1.5.3. Soient f i (iEI) des categories A-lineaires pos sedan t des une

A-algebre ACU, et Dune categorie A'-lineaire possedant des . On s'interesse

aux foncteurs A-multilineaires

u TT c. D
iEI -1

commutant avec les ; La categorie ayant ces foncteurs pour objets, et comme

morphismes les transformations naturelles entre ces foncteurs, sera notee
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Proposition. La famille de foncteurs induit une

1.5.3.2. Les verifications sont triviales, comme d'habitude, une fois qu'un

foncteur quasi-inverse pour (1.5.3.1) a ete defini. On definit Ie foncteur

<1.5.3.2)

u 1-+

de la suivante

muni de deux actions de

si X = (X.) est un objet de 1rC. ,l'objet u(K) est
-

A' qui commutent entre e1les, l'une provenant de ce que

D est A'-lineaire, l'autre de l'action donnee de A' sur K. On en deduit que

l'objet u(K) de Q. est muni d'une action de la A'-a1gebre (via i l : A' --. A'®AA')

A" = AI ®A A' . D I autre part, la multiplication de AI donne un morphisme de A-algebres

A" --. A' . Cela dit, on a

II est clair que uA' est un foncteur A'-multi-lineaire commutant avec les , et

que cette construction est fonctorielle en u .

1.5.3.3. Si A' est une A-algebre plate, Ie foncteur (1.5.3.1) envoie un foncteur

exact sur un foncteur exact. En revanche, si A'iA est fidelement plate, si

u : f Q est un foncteur comme dans 1.5.3.1, et exact, uA' n'est pas necessai-

rement exact. Voici deux exemples.

a) Soit k un corps, A' une k-algebre F 0 , et E un A'-module non plat.

Soit f !!2.2(k) done £(A' ) !1s>i(A') , et soit D Mod (A'). Le foncteur u

est defini par
u(M) E ®k M

il en resulte que si F est un A'-module
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E F

b) Soient k'/k une extension finie non separable de corps, U une k-algebre

(non commutative) de rang fini semisimple telle que la k'-algebre U' k ' U ne

soit pas semisimple, L' un u'-module a gauche de rang fini sur k' qui ne soit pas

injectif. Soit £ la categorie des u-modules a gauche, done £(k') est la categorie

des u'-modules a gauche, et Q = Mod(k'). On a que £ (resp. £(k'» est la categorie

des ind-objets (SGA 4 I, 8.2.4) de £0 (resp. ou C
-0

est la

categorie des U-modules (resp. u'-modules) a gauche de type fini. 11 en resulte que

la donnee d'un foncteur exact a droite revient a celIe d'un foncteur

£(k') Mod(k') commutant avec les On prend comme foncteur u: £ Q ,

*'celui induit par Ie foncteur uo: £0 D , X ; il est exact parce

que u l'est. Le foncteur uA : £(k') Q est induit par Ie foncteur0

*u' : C' X' ,L') , qui n'est pas exact par hypothese. Le symbole0 -0

* denote Ie dual pris sur k dans Ie premier cas, sur k' dans Ie second cas.

1.5.4. 11 resulte de 1.5.3.1 que si £ est une A-lineaire (I 0.1.2)

possedant des avec lesquelles la loi commute, et si A' est une A-algebre

ACU, alors £(A') est muni canoniquement d'une loi A'-lineaire commutant avec les

De meme les contraintes (de type A,C,U) imposees a la loi sur £ donnent lieu

a des contraintes analogues pour la loi sur £(A') . Enfin, on demontre sans peine

l'analogue de 1.5.3.1 pour des et des multi-lineaires

commutant avec les .
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§ 2. LA CATEGORIE B ETANT UNE A-COGEBRE

2.0. Preliminaires.

2.0.1. On adopte dans tout ce § les notations de 1.0. On notera B une A-cogebre

si E est un B-comodule, on notera souvent, pour simplifier

le A-module sous-jacent a E . Rappelons que les cogebres sont coassociatives couniferes,

et que les comodules sont coUniferes et, sauf mention explicite du contraire, des

comodules a droite.

2.0.2. Soit A' une A-algebre, et notons B' la A'-cogebre BOA A' obtenue par

extension des scalaires. On a alors un isomorphisme de categories

rendant commutatif le triangle

Comod(B t
)

ceci provient de ce que si E
o

est un A-module, il revient au meme de mettre sur E
o

une structure de B-comodule plus une action de A' par des endomorphismes de B-como-

dule ou de mettre une loi de A'-module plus une structure de B'-comodule.

2.0.3. Soit E un B-comodule, et notons 0E : E E 0A B la comultiplication.

J.P. Serre a remarque que 0E definit un morphisme de B-comodules

ou Bd est le B-comodule a droite B et le produit tensoriel a droite est le

produit tensoriel externe dans Comod(B) (1.5.1). Ceci exprime simplement l'un des

axiomes de definition d'un comodule. Le morphisme 0E est, bien entendu, naturel en E.
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2.0.4. Soit E un B-comodule. A1ors, 1e diagramme de B-comodu1es

(2.0.4.1)

CJ@id

est exact; en d'autres termes,

f l.eche

identifie E au noyau dans de la

Ceci est consequence de l'assertion suivante dans la categorie Mod(A) ,

diagramme
E --;..
o

est exact, E
o

est facteur direct dans

Le dernier point est clair, 0E admet une retraction canonique, a savoir

id<81 E;

Comme il est ega Lement; clair que oOE = (OE<8Iid) 0 0E' il reste a savo i r que

si ces deux f1eches ega1isent un morphisme de A-modules f: M Eo <8IA Bo' f

se factorise a travers E
o

Supposons donc

(Ld <81 11) 0 f

composant les deux cates avec id <81 id <81 E;

(cr <81 id) 0 f

2.0.5. La coUnite

A-modules (1.0.2)

B A induit pour tout B-comodule E , un morphisme de

(2.0.5.1) HomA(E ,A) = E
-- 0 0

qui est fonctoriel en E . Ce morphisme est un isomorphisme ; exhibons-lui un

inverse. 11 suffit d'associer a un morphisme de A-modules a: Eo A un morphisme

E B ; on pose
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o,l8i id
E

et on verifie aussitat qu'on a bien un inverse.

On a en particulier, un isomorphisme de !-modules

(2.0.5.2)

qui est un anti-isomorphisme de !-algebres (voir 1.2.2).

2.0.6. Supposons que B soit un A-module plat. Alors, la categorie Comod(B) est

abeLtenne et le foncteur B est exact. En effet, il suffit de verifier que lesql

noyaux existent et que B si E --;.. F est un morphisme deql commute avec eux u :

B-comodules, et Go designe le noyau de u E , le diagramme
0 0 0

o

o

,. G )0 E )0 F
1
0

f fa,
I
I
I
I °EI

'i',. Go I8iA Bo
,. Eo I8iA Bo

,. Fo I8iA Bo

ou les lignes sont exactes, montre qU'il existe une et une seule fleche

Go --;.. Go I8iA Bo faisant de Go un B-comodule. C'est le noyau de u.

Reciproquement

1.0.6.1. Theoreme. Soient A un anneau, B A-cogebre, et supposons que

B
ql Mod(A) commute avec les noyaux. Alors, B A-module plat.

La preuve est une consequence immediate du lemme suivant.

2.0.6.2. Soit B A-cogebre, et soit 0 E' E E" une suite

exacte de A-modules. Alors E' I8iA B s'identifie au noyau de E I8iA B E" I8iA B

dans la categorie Comod(B).

11 suffit de remarquer que si M est un B-comodule, E un A-module, l'aug-
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mentation e B A induit un isomorphisme canonique

(2.0.6.1)

Ceci resulte, soit forme1lement de 2.0.4, soit de la suite d'isomorphismes ci-dessous

vv) v vv
®A B) "" HOmaCCE IS B),M t: Homa(E ® B,M)

2.0.7. Soit B une A-cogebre plate. Nous allons voir que les B-comodules qui sont

de type au plus denombrable en tant que A-modules, constituent un systeme de genera-

teurs de II suffit pour cela de prouver que si M est un B-comodule et

m

m E N(o) . 8imontre que

de M de type denombrable, et contenant

NCo) le sous-A-module de M

m EM, il existe un sous-comodule N

Pour cela, ecrivons 0M(m) = mi IS b i ' et soit
i.

engendre par les mi • La formule m = E mi e(b i)

maintenant on ecrit

M engendre par les

o(m
i)

= m
i j

® b
i j

, et on appelle N(l) Ie sous-A-module de

(" ·3 N(O) C N(l) . On continue ainsi de suite, etmi j on a

il est clair que par construction

N U N( r)

est un sous-comodule de M de type denombrable, contenant m.

2.1. Cogebres et comodules.

2.1.1. Soit n une sous-categorie pleine de contenant Bd ' et notons

in Ie foncteur d'injection. On definit alors des morphismes de

Pour la definition de a il suffit de se souvenir de l'isomorphisme de categories

definir

Mod[a] (voir 1.2.1) : agit sur

B,si A E 0 in)(A'), ou A'

B par multiplication a gauche. Pour

est une A-algebre ACU, on pose
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ou sA' : B ®A A' A' est la counite de B etendue a A' . On remarquera que la

definition de a ne necessite pas d'hypothese sur n

Signalons la formule

(2.1.1.1) ::: id

2.1.1.1. Proposition. Soit n une sous-categorie pleine de Comod(B). Alors

v B
a : B 0 in) est un isomorphisme dans chacun des cas suivants :

a) in induit une equivalence Ind(Q) Comod(B).

b) n contient B et est stable par produit tensoriel externe avec les

A-modules Eo ,pour E E ob n

2.1.1.2. Preuve. II est clair que a) est consequence de b). Compte tenu de

(2.1.1.1), it faut prouver, s i A E 0 in)A') , qu'on a

ou encore que pour tout B-comodule E , que Ie diagramme

E' ) E' ®A' B'
id®AB

> E' ®A' B'

1id ® S I

E' ®A' A'

12
E'

est commutatif, ou E' E ®A A' , B' B ®A A' . Cela resulte du carre
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E'
(OE) ,

;) E' ®A' B'

AE1 i id® AB

E' ) E' ®A' B'
(0 )'
E

dont la commutativite provient de 2.0.3, de la naturalite de A et de l'identification

Pour ce point on utilise la derniere hypothese de b).

2.1.1.3. Corollaire. On a des isomorphismes de

(2.1.1.2)

2.1.1.4. Corollaire. 5i B A-module plat, et si D designe la sous-categorie

p1eine de Comod(B) formee des B-comodules plats en tant que A-modules, on a un

isomorphisme de

2.1. 2. 50it u: B B' un morphisme de A-cogebres, et soit
t
u

v v
B' son

transpose, qui est un morphisme de Compte tenu de 0.1.2.1, u definit un

foncteur

rendant commutatif le triangle

u
4l

----)0)00 Comod Ib ! )

Voici une autre description de u
4l en termes de cogebres si E est un B-comodule
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avec comu1tip1ication 0E : E E ®A B , son image par

A-module sous-jacent et a cornme comu1tip1ication

u
cp a aussi E

o
comme

E

2.1.2.1. Proposition. L'app1ication u cpu induit une bijection de l'ensemb1e

Hom(B,B') des de A-cogebre B B' sur l'ensemb1e des foncteurs

cp : ComodGs ") tels que B' B
cp ocp=cp

2.1.2.2. Soit cp: Comod(B) Comod(B') tel que B' Bcp ocp=cp Ie

foncteur cp induit un morphisme de

B'
)

BEnd (cp )

ou encore par 2.1.1.3, un morphisme B' B Son transpose est un

morphisme de A-cogebres, et on veri fie aussitBt que

u cpu .

u est inverse de
cp

2.1.2.3. Remarque. Si cp est un foncteur comme ci-dessus, il est automatiquement

A-lineaire. On rencontre souvent des foncteurs A-1ineaires

cp Comod(B) --;;.. Comod(B')

te1s que B
cp et B'

cp 0 cp soient isomorphes, mais pas necessairement egaux. Dans ce

cas, Ie choix d'un isomorphisme

definit, en procedant COmme avant, un morphisme

,

et se releve en un isomorphisme

u
cp
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En bref, l'enonce 2.1.2.1 est valable en remplaxant l'ensemble des foncteurs

tels que
B' B

0 '" par l'ensemble des classes d'equivalence de couples

ou sont equivalents s'il existe un isomorphisme v:

tel que B' * v) 0 '"

2.1.3. Rappelons que si O,T: a G' sont des morphismes de !-algebre, on

definit le A-module Transp(o,T) par

Transp (0 ,T) (A' )

V a E a(A")

On pose

[x E a' (A')

xo(a)

/
T(a)x}

V A"/A' ,

(2.1.3.2)

Si U,v B B' sont des morphismes de A-cogebre, on a une fleche

qui a un morphisme A : associe

v

B'
If A , qui s ' identifie a un element de

\I

B(A). On prouve aussitat

2.1.3.1.

(2.1.3.3)

2.1.3,2.

Proposition. Le morphisme precedent induit un isomorphisme

Corollaire. On a des isomorphismes canoniques

<2,1.3.4)
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sous-categories de definition.

2.2.1. Dans ce numero, on suppose que la A-cogebre B est A-plate.

On appelle sous-categorie de definition de Comod(B) une sous-categorie pleine

D de Comod(B) telle que Ie morphisme de 2.1.1.

soit un isomorphisme.

2.2.2. Rappelons quelques r esu I t a t s de J.P. SERRE [4].

2.2.2.1. Lemme. Soit E B-comodule, F un sous-module de E . Alors,

F ' = (0 )-l(F ° B) est un sous-comodule de E contenu dans F , et tout sous-F A

comodule de E contenu dans F est contenu dans F' .

En effet, F ' est l'image inverse du B-comodule F 0
A

B
d

par Ie morphisme

de B-comodules

et la formule (idE ° e) 0 0E

est eVidente.

idE montre que F ' C F. La derniere assertion

2.2.2.2. Lemme. Supposons A noetherien et soient E un B-comodule, F un

sous-module de tYpe fini de E . Alors, il existe un sous-comodule de E contenant

F et de type fini en tant gue A-module.

En effet, soit E
l

un sous-module de type fini de E tel que

0E(F) eEl 0A B . D'apres Ie lemme 2.2.2.1, il existe un sous-comodule

ve r i H an t

E'
1

de E ,

ce qui montre que E'
1

est de type fini.

2.2.2.3. Corollaire. Si A est noetherien, tout B-comodule est lim filtrante de..;:;..:;===-::..:..::.-
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ses sous-comodules de type fini en tant que A-modules.

2.2.3. II resulte de 2.2.2.3 que si A est noetherien, la categorie Comod(B) est

equivalente a la categorie des ind-objets (SGA 4 I 8.2.4) de la categorie Comodtf(B)

des B-comodules de type fini en tant que A-modules.

On en conclut, par 2.1.1.1 a).

2.2.3.1. Proposition. Sous les hypotheses precedentes, Comodtf(B) est une sous-

categorie de definition de Comod(B).

Signalons aussi, dans cet ordre d'idees, Ie resultat suivant de SGA 3 VIB

11.10.

2.2.3.2. Proposition. Si B est une A-cogebre qui devient libre apres extension

fidelement plate A A' tout B-comodule est reunion filtrante de ses sous-como-

dules de tYpe fini en tant gue A-modules.

2.2.3.3. Corollaire. Comodtf(B) est une sous-categorie de definition de Comod(B).

2.2.4. Supposons que A soit un anneau regulier de dimension 1 , c'est-A-dire un

produit fini d'anneaux de Dedekind. Dans ce cas, dire qu'un A-module M est plat,

revient a dire que pour chaque ideal premier p de A , Ie A -module M
p P

est sans

torsion en particulier, un sous-module d'un A-module plat est plat. Un A-module de

type fini est plat si et seulement s'il est projectif.

On notera Com.loc.lib.(B) la sous-categorie pleine de Comod(B) formee des

B-comodules qui en tant que A-modules sont projectifs de type fini. On conclut de ce

qui precede et de 2.1.1.1.

2.2.4.1. Proposition. Si A est un anneau regulier de dimension 1 , Com.loc.lib(B)

est une sous-categorie de definition de Comod(B).

2.2.4.2. Remarque. On aurait pu egalement demontrer 2.2.4.1 a l'aide du resultat
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si Best une A-cogebre plate, A un anneau de Dedekind,

pour tout B-comodule E de fini sur A, il existe une suite exacte de B-como-

dules

P
o

E o

OU Po ' Pl sont projectifs de type fini sur A.

2.3. Caracterisation des categories Comod(B).

2.3.0. On fixe un univers U dans tout ce numero. Pour simplifier, on conviendra que

categorie signifie Q-categorie, categorie avec signifie Q-categorie avec

Q-petites, anneau signifie anneau appartenant a Q ,ModeA) si A est un anneau

signifie la categorie des A-modules appartenant a Q , etc .•.

2.3.1. Rappelons quelques resultats et definitions dOs a J. BENABOU [2) • Si

est une categorie, un foncteur F : est borne s'il existe une famille

(Xi)iEI (I E Q) d'objets de C telle que pour tout objet X de C, tout

X E F(X) , il existe i E I, f Xi X , y E F(X
i)

avec

F (f) (y) x.

Si C possede des , un foncteur F: Ens est representable si et seulement

si F commute avec les et est borne. Si Q est a petits objets (par quoi on

en tend que l'ensemble de classes d'isomorphisme de sous-objets et l'ensemble de

classes d'isomorphisme d'objets quotients de tout objet de appartiennent a Q),

une Q-petite de foncteurs bornes est bornee.

On conclut de ce qui precede, par exemple

a) Si C est une categorie a petits objets avec des lim , C possede des
+--

b) Si C est une categorie avec des lim et des cogenerateurs, un foncteur-
F Q est representable si et seulement s'il commute avec les lim
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2.3.2. Theoreme. Soit £ une categorie A-lineaire, £ un

foncteur A-lineaire. Alors, il existe une A-cogebre B et une equivalence de cate-

gories £ Comod(B) rendant commutatif Ie triangle

(2.3.2.1)

C

\ }'
Mod(A)

si et seulement si les conditions suivantes sont verifiees

i) £ est a petits objets, possede des et commute avec les

est fidele.

ii) Pour toute A-algebre A' , Ie foncteur £ Ens qui associe a X,

est borne.

iii) Si on note A'
B l'objet representant Ie foncteur introduit dans ii)

(on applique ici 2.3.1 a la ca t.ego r i.e £0) le morphisme canonigue

induit par les applications definit un isomorphisme

iv) Si X y est un morphisme de £ tel que le noyau de

soit un facteur direct dans , commute avec le noyau de X y .

La necessite des conditions i), iv) est triviale, celIe de ii), iii)

resulte des isomorphismes canoniques (2.0.5.1). La preuve de la suffisance se

decompose en plusieurs pas.

2.3.2.1. Construction de la A-cogebre B .

On pose AB = ) ; c'est un A-module. 11 y a une application A-lineaire
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E: B -? A

telle que l'application f E: 0

soit une bijection. On deduit aussitbt de ii), iii) que pour tout A-module M,

1 'application

induit des bijections

(2.3.2.2) ( A) ( () )X,M 0A B HomA rp X ,M

On definit un morphisme de

(2.3.2.3)

en associant a un endomorphisme u de (A' une A-algebre) le seul endomorphisme

rendant commutatifs les carres

Hom(A' 0
A

\(
A'Hom(X,B )

u c

Hom(A' 0
A

I(
A'Hom(X,B )

11 est facile de voir que (2.3.2.3) est un isomorphisme De meme, on a

un isomorphisme de

(2.3.2.4) A v
EndC(B) B

ce qui est une consequence triviale de (2.3.2.2). Enfin, on a un triangle commutatif

d'isomorphismes

(2.3.2.5)
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envoie un endomorphisme u de dans

L'isomorphisme B montre qu'il y a sur B une structure canonique

de A-cogebre (1.2.2). En outre, on voit sans peine que la coUnite Best l'applica-

tion e: B A .

2.3.2.2. Le foncteur e

Si X est un objet de f, est de naturelle un

v
L'isomorphisme B et la proposition 1.2.2 montrent qu'on a un foncteur

e rendant commutatif Ie triangle

c
e

Soit X encore un objet de f. Puisque est de naturelle un B-comodule,

on dispose d'une application A-lineaire

definissant la loi de comodule. En fait, cette application est l'image par d'un

morphisme

(2.3.2.6)

Pour obtenir ce1ui-ci, on prend l'image inverse par l'isomorphisme (2.3.2.2) de

l'identite de , ou on a pose M •

2.3.2.3. Le foncteur e est pleinement fide1e.

11 est clair que e est fidele puisque l'est. Si X,Y sont des objets

de f ,et f: e(X) e(Y) est un morphisme, montrons qu'il provient d'un morphisme

On veri fie aussit5t que 1 'application A-1ineaire
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f
cp(X) cp(y) -----;;.. cp(y) 0

A
B

est image par cp du morphisme

(2.3.2.7)

et i1 resu1te de 1a suite (2.0.7)

et de 1a condition iv) que (2.3.2.7) se factorise par cry

un morphisme X Y, dont I 'image est f

2.3.2.4. Le foncteur e est essentiellement surjectif.

Si E est un B-comodule, soit K(E) l'objet de £ defini par Ie diagramme

exact

D'apres la condition iv) et 2.0.7, Ie morphisme canonique

e K(E) - E

est un isomorphisme.

2.3.3. Corollaire. Soit £ une categorie abelienne A-lineaire avec des generateurs

et des , et soit cp; £ un foncteur A-lineaire exact qui commute avec

• Alors, il existe une A-cogebre B et une equivalence de categories

£ rendant commutatif Ie triangle

£ Comod CB)

si et seulement si, avec 1es notations de 2.3.2, Ie morphisme canonigue

induit un isomorphisme
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A'
B •

En outre, dans ce cas, la A-cogebre B, est A-plate.

2.3.3.2. Preuve. Elle est immediate a partir de 2.3.1, 2.3.2 et de 2.0.6, 2.0.7.

2.3.4. Rappels sur les Ind-objets. Soit C une categorie Q-petite, avec des

finies. Si designe la categorie des ind-objets de £ (SGA 4 I 8.2.4),

la categorie des foncteurs exacts a gauche £0 Ens, Ie foncteur

(2.3.4.1)

qui a un ind-objet (Xi) associe Ie foncteur
1

y Hom(X,Xi)
i

est une equivalence de categories (SGA 4 I 8.3.3).

2.3.4.1. Si u: £ Q est un foncteur exact a droite, £' D des categories

Q-petites avec des finies, on a un foncteur

obtenu simplement en composant a droite avec

adjoint a droite du foncteur

uO . Un ca1cul facile montre que *u est

Ind(u)

qui associe a (Xi) (u(X i » , 10rsqu'on fait les identifications donnees par

(2.3.4.1). Plus generalement : si I = (Xi E ob Q) est un foncteur exact
1

a gauche, donc Ind(u)(I) = hu(X.) , et si F est un foncteur que1conque
1

DO Ens, on a un isomorphisme canonique
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Ceci montre que si u
l

: Hom(Qo,Ens) est le foncteur cons ide-

re dans SGA 4 I 5.1, on a que u! (I) est exact a gauche, et on obtient un isomorphisme

canonique

(2.3.4.2) Ind(u)(I)

En particulier, Ind(u) commute avec les quelconques et si possedent

des finies, et u est exact a gauche, Ind(u) est exact a gauche (SGA 4 I 5.2).

Signalons enfin Ie carre commutatif

Ind (u) ) Ind(Q)

(2.3.4.3)

1 1u
.£ ) D

ou correspond via l'equivalence (2.3.4.1) au foncteur X hx .

2.3.4.2. Rappe10ns (GABRIEL [1], II 4.) qu'un objet X d'une categorie abe1ienne

.£ est noetherien si toute suite croissante de sous-objets de X est stationnaire

la categorie est noetherienne si el1e est Q-petite et si tous ses objets sont

noetheriens ; elle est localement noetherienne si elle possede une famille de gene-

rateurs noetheriens indexee par un element de Q, si elle possede des et si les

filtrantes sont exactes.

Soit une categorie abelienne A-lineaire noetherienne. 11 est alors facile

de voir qu'on a des isomorphismes de categories

(2.3.4.4)

ou denote la categorie des foncteurs exacts a gauche .£0 Ab ,

celle des foncteurs A-lineaires exacts a gauche Mod(A)

On prouve alors (GABRIEL [1], II 4. Th. 1) que est une

categorie abe1ienne localement noetherienne et que Ie foncteur
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identifie f a la sous-categorie pleine des objets noetheriens.

2.3.5. Theoreme. Supposons A noetherien, et soient C une categorie abelienne

A-lineaire, f Modtf(A) un foncteur A-lineaire, fidele et exact, ou Modtf(A)

denote la categorie des A-modules de type fini. Alors, il existe une A-cogebre B

plate et une equivalence de categories f Comodtf(B) rendant commutatif le

triangle

(2.3.5.1)

C ComodtfCB)

si et seulement si la condition suivante est verifiee

Pour toute A-algebre A' , si on note
A'

F le foncteur CO Mod(A) qui a

X associe , le morphisme canonique

A'
F

induit par les applications definit un isomorphisme

ou le produit tensoriel externe est pris dans la categorie
o

Sex
A
Cf ,Mod(A)).

2.3.5.1. Preuve de la necessite. Si f = Comodtf(B) avec B plate, il est clair

que est fidele et exact (2.0.5). De plus, on sait alors (2.2.3) que le foncteur

Oomod Gs)

qui a E associe le foncteur X est une equivalence. Or, l'image de

A' 0A B par ce foncteur est FA' avec les notations de 2.3.5, ce qui montre que la

condition est verifiee.
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2.3.5.2. Preuve de 1a suffisance. Posons C' . On a done

Mod(A)

On va demontrer que C' ,

corollaire 2.3.3.

C' Mod(A) verifient les conditions i), ii) du

II est d'abord clair que C est une categorie noetherienne (2.3.4.2), done

il en resulte que C' est localement noetherienne, et que est exact et

commute avec les par 2.3.4.1.

a) Verification de i). Tout ce qui reste a demontrer est que est

fidele, ou encore, puisqu'il est exact, que si un objet ! de £' est non nul,

son image est 1 0 . Or, cela est clair, parce que X est filtrante

de ses sous-objets noetheriens, que est exact, fidele et que Ie carre

(I)

C ;0 Modtf(A)

1 cp' 1
c' ;0 Mod(A)

est commutatif a isomorphisme pres.

b) Verification de ii). II suffit de demontrer qu'on peut poser BA' = FA'

pour une A-algebre A' ; la condition ii) de 2.3.3 sera alors une consequence de la

condition de 2.3.5.

11 s'agit de trouver pour un objet G de sexA(£o,ModCA» e£'), une

bijection naturelle

A'
Hom(G,F ) c: HomA(cp'(G),A')

Or, si on a G lim hX (X4 E ob £) , il Y a des bijections
--+ i •

A'
HomCG,F )::: e

:::: lim
+--

HomA (G) ,A')
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11 resulte alors de 2.3.3 que definit une equivalence C' Comod(B),

pour une certaine A-cogebre B , et induit done une equivalence

£ Comodtf(B)

entre les sous-categories pleines d'objets noetheriens (voir 2.2.3).

2.4. Foncteurs

2.4.1. On s'interesse aux foncteurs Comod(B) qui commutent avec

les et qui sont A-lineaires. On a sur Ie A-module une structure de

B-comodule a gauche; celle-ci peut definie de trois facons, et Ie B-comodule

a gauche est fonctoriel en

2.4.1.1. Si on applique au morphisme

on a un morphisme de A-modules

(2.4.1.2)

qui definit sur la structure de B-comodule a gauche.

2.4.1.2. La A-algebre End(B
d)

agit sur Ie A-module ; de pour toute

A-a1gebre ACU A' , definit un foncteur (voir 1.5.2.2 et 2.0.2)

(A') : Comod (B ') ----"" Mod (A' )

et End(B'd) agit sur = ®A A' . On voit ainsi que est un

a gauche, done par 1.2.2 et (2.0.5.2) un B-comodule a gauche.

2.4.1.3. On a un morphisme de A-modules
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B
associe Ie morphisme

---»oB -s, A
o

On verifie comme dans 2.1.1.1 que c'est un isomorphisme ; en particulier,

se trouve muni d'une action de a gauche et il resulte de 2.1.1.3

que est muni d'une structure de B-comodule a gauche.

2.4.2. On dit qu'un foncteur A-lineaire commutant avec les lim
---+

( ) ( ) ( • 'nB): Comod B Mod A est relativement exact par rapport a T si pour toute

suite E' --,)0 E E" de B-comodules telle que la suite de A-modules

E' E --,)0 E"
000

soi.t; exacte, la suite est exac t e , Si

B est plate, est relativement exact si et seulement s'il est exact.

2.4.3. Soient E un B-comodule a droite, F un B-comodule a gauche. On definit

Ie coproduit tensoriel de E et F sous B ,note E 0B F , par Ie diagramme

exact de A-modules

(2.4.3.1) -'300 E 0 F
o A 0

E 0 B 0 F
000

On dit qu'un B-comodule a gauche Fest B-coplat (ou simplement, coplat) si

Ie foncteur E E est relativement exact. La proposition suivante est une

consequence de 2.0.4.

2.4.3.1. Proposition. Si E est un B-comodule, on a un isomorphisme canonique de

A-modules

(2.4.3.2) E
o

en particulier, B
g

est B-coplat.

2.4.4. Proposition. La correspondance definit une equivalence entre

la categorie des foncteurs relativement exacts Comod(B) Mod (A) , et celIe
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des B-comodules a gauche B-coplats.

2.4.4.1. Preuve. Si : Comod(B) Mod(A) est relativement exact, posons

= • Si F est un B-comodule a gauche B-coplat, soit u(F) 1e foncteur

Comod(B) --"" Mod(A)

u(F)(E) E IgP F

II est clair par 2.4.3.1 que Ie foncteur uv est isomorphe au foncteur identique.

Quant a vu, appliquons Ie foncteur relativement exact au diagramme exact

(2.0.4.1) ; on obtient

d'ou un isomorphisme canonique

B
E 181

2.4.5. Proposition. Supposons B A-plate (resp. A-fidelement plate). Alors, si

: Comod(B) Mod(A) est un foncteur A-lineaire commutant avec les qui est

(resp. fidele et exact), Ie A-module est plat (resp. fidelement plat).

2.4.5.1. Preuve. 11 suffit de remarquer que 1e foncteur

est isomorphe au compose des foncteurs et M I8I
A

B
d

(produit tensoriel

ex t e rne ) .

2.5. Lois 181 sur Comod(B)

2.5.1. Soient B ,B' des A-cogebres on definit un foncteur A-bilineaire

par

B B', Comod (B) X Comod (B ') --"" Mod(A)
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c/,B' (E,E')

On a un morphisme de A-modules

(2.5.1.0

et on demontre de analogue a 2.1.1.1 que c'est un isomorphisme.

2.5.2. SoH u

A-bilineaire

B I8l
A

B I B" un morphisme de A-cogebres. II de f Lnf t un foncteur

cpu Comod IB) X Comod Ijs ") Comod Ifs"}

rendant Ie triangle

u
cp

X Comod Cls ') Comod Ib ")

BB''''''cp' j.."
commutatif. On verifie comme dans 2.1.2.1 que l'application u epu induit une

bijection de l'ensemble Hom(B I8lA B' ,B") sur 1 'ensemble des foncteurs

cp : Comod Ifs) X I) Comod Gs ") tels gue

B" B B'cp oep=:q>'

On peut egalement etablir une variante de cet enonce avec des classes d'equivalence

de couples d'un foncteur A-bilineaire ep et d'un isomorphisme

B B' B"
: ep' ep 0 ep , comme dans 2.1.2.3 .

2.5.3. II resulte de ce qui precede que la donnee sur Comod(B) d'une loi I8l pour

laquelle
B

ep soit un 0-foncteur strict (I 4.1.1) revient a celIe d'un morphisme de

A-cogebres B 0A B B , i.e. d'une structure de bigebre sur B (I 6.1.3). Vne

telle loi sera appelee admissible. La donnee d'une loi I8l admissible revient aussi

(voir fin de 2.5.2) a celIe d'une classe d'equivalence de couples ou 0
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est une loi ° sur Comod(B) et est une structure de 0-foncteur sur Ie foncteur

B
cp

2.5.3.1. Supposons muni d'une loi ° admissible. Alors, il y a une

contrainte d'associativite, resp. de commutativite (I § 1) avec laquelle B
cp soit

compatible si et seulement si la A-a1gebre B est associative, resp. commutative

cette contrainte est alors unique. De meme, est unifere (I 1.3.2) si et

seulement si B l'est (I 6.1.2).

2.5.4. Soient munies de lois ° admissibles, correspondant

a des bigebres B , B' . Alors, les morphismes de A-bigebre B B' correspondent

biunivoquement aux 0-foncteurs stricts cp: Comod(B') verifiant

B' B
cp ocp Cjl

On a des assertions analogues lorsqu'il y a des contraintes pour les lois ° sur

,

2.5.4.1. On demontre facilement aussi, si Best une A-bigebre, qu'on a des

isomorphismes canoniques de foncteurs sur Ann/A

(2.5.4.1)

Si Best unifere, on a

(2.5.4.2) End0 ,1 (CjlB) H (B A)- omA 1 '-- -a g.un.

avec des notations evidentes.

2.6. Cas d'un anneau regulier de dimension 1

2.6.0. On fixe un anneau A regulier de dimension 1

fini d'anneaux de Dedekind.

c'est done un produit

2.6.1. Theoreme. Soient une categorie abelienne A-lineaire,
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: Modtf(A) un foncteur A-lineaire fidele et exact. Alors, il existe une

A-cogebre plate B et line equivalence de categories Comodtf(B) rendant

commutatif le triangle

(2.6.1.1)

C

Modtf(A)

si et seulement si la condition suivante est verifiee

Si designe la sous-categorie pleine de C dont les objets sont les

X pour lesquels est un A-module projectif de tyPe fini, tout objet de C

est quotient d'un objet de C
o

2.6.1.1. Preuve. La necessite est claire en vertu de 2.0.6.1 et du resultat de

SERRE rappele en 2.2.4.4 qui est, bien entendu, valable sur un anneau regulier de

dimension 1 •

Quant a la suffisance, on va montrer que et Modtf(A) satisfont

la condition de 2.3.5. Remarquons d'abord que si F,G sont des objets de

, et si on appelle F
o'

Go les restrictions de F,G a

l'application evidente

Hom(F,G) Hom(F ,G )
o 0

est bijective; cela resulte de la condition ii) de 2.6.1. Maintenant, pour

demontrer qu'on a une identification

dans il suffit de montrer que pour tout foncteur exact a gauche

A-lineaire G: --7 Mod(A'), l'application

A'
Hom A' (F ,G)---;;"

A
HomA(F ,G)
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est bijective. Par la remarque precedente, il suffit encore de prouver que l'appli-

cation

est bijective. Or, ceci resulte de ce que
A'

F
o

s'identifie dans la categorie

au produit tensoriel externe A' 0
A

FA ; en effet, si X E ob £0

on a

2.6.2. Soit £ unc categorie abelienne ; on dira qu'une famille (Ei)iEI d'objets

de C engendre £ si c'est une famille de generateurs de C (SGA 4 I, 7.1) ;

cela signifie aussi, comme on Ie voit facilement, que la plus petite sous-categorie

abelienne strictement pleine de C con tenant les E. (iEI) et telle que Ie foncteur

d'inclusion soit exact, est £ elle-meme. Si E E ob £' on dit que E est un

pseudo-generateur de C si tout objet de C est quotient d'un sous-objet (ou sous-

objet d'un quotient, cela revient au meme) d'un objet En (n E IN ). Si £ est

noetherienne, il est clair qu'un generateur de C est un pseudo-generateur de f,

mais la reciproque est fausse ; on en donnera un exemple dans 2.6.3.4.

2.6.2.1. Proposition. Soient A un anneau noetherien, B une A-cogebre plate, et

considerons les assertions suivantes.

a) B A-module de type fini.

b) Comodtf(B) est engendree par un objet, plat en tant que A-module.

c) Comodtf(B) est engendree par un objet.

c') Comodtf(B) est engendree par une famille finie d'objets.

d) Comodtf(B) possede un pseudo-generateur.

On a alors a) =b) =c) =c') =d) . En outre, si A est regulier de

dimension 1 , d) =a)
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2.6.2.2. L'equivalence de c) et de c') et les implications b) c) d)

sont triviales. Supposons B de type fini en tant que A-module, et montrons que

B engendre la categorie Comodtf(B)

on a Ie diagramme exact (2.0.7.1)

En effet, si E est un B-comodule de type fini,

et les hypotheses de type fini sur Eo' Bo ' entra!nent que les B-comodules

Eo 0A B , Eo 0
A Bo 0

A
B sont conoyaux de morphismes B

n
B
m

, done que E se

trouve dans toute sous-categorie de Comodtf(B) verifiant les conditions du debut.

Supposons main tenant A regulier de dimension 1 . Si Comodtf possede

un pseudo-generateur, en vertu de 2.2.4.4 on peut supposer que ce1ui-ci est projec-

tif. Notons P cet objet; i1 est a10rs clair que la fleche

est un monomorphisme. Mais P
o

etant projectif de type fini, Ie A-module End(P )
- -- 0

est representable (1.1.1) par un A-module projectif de type fini. II en resulte que

B est quotient d'un A-module de type fini, d'ou c) a).

2.6.3. Cas d'un corps k de base. Dans ce cas, on a les assertions suivantes

a) C une categorie abelienne k-lineaire, £ Modtf(k)

foncteur k-lineaire. Alors, il existe une k-cogebre B et une equivalence de

categories £ Comodtf(B) rendant commutatif Ie triangle (2.6.1.1) si et seule-

ment si est fidele et exact.

b) Si B est une k-cogebre, B est reunion filtrante B

sous-cogebres de rang fini sur k.

c) La categorie Comodf(B) est reunion filtrante des sous-categories

pleines Comodf Gs . )
--- L

d) La k-cogebre B est de rang fini sur k si et seulement si la categorie
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Comodf(B) est engendree par un objet (2.6.2) ou encore s'i1 existe un objet X

tel que tout autre objet soit sous-objet d'un quotient (ou de equiva1ente

quotient d'un sous-objet) d'un Xn (i.e. un pseudo-generateur). Dans ce cas, un objet

X est un pseudo-generateur si et seulement si la fleche B End(X) est injective.

e) X B-comodule de rang fini sur k, g(X) la sous-categorie

abelienne p1eine de formee des sous-objets des quotients des X
n

(n 0)

u(X) k-algebre Im(B Endk(X». Alors g(X) s'identifie a la categorie des

(u(X)t -co-modules de rang fini sur k (ou encore a celIe des u(X)-modules de rang

fini sur k).

f) Soit u: B B' un morphisme de k-cogebres, definissant un foncteur

Comodf(B) Alors

u est injectif si et seu1ement si est pleinement fide1e

et pour tout B-comodule X tout sous-objet de provient d'un sous-objet de

X . (La derniere condition est superf1ue si Comod£(B') est semi-simple; elle ne

l'est pas en general, voir 2.6.3.4).

1i) ,U est surjectif si et seulement si tout B'-comodule est

sous-objet d'un quotient d'un

g) Soit B k-cogebre, correspondant a une k-algebre profinie
v \I
B = lim B.--v

B est une algebre semi-simple (i.e. les k-algebres de rang fini
\I
B.
a

sont

semi-simples) si et seulement si la categorie est semi-simple (i.e. toute

suite exacte courte est scindee).

2.6.3.1. Preuve. Ce1le de a) resu1te de 2.6.1. L'assertion b) est une consequence

de 2.2.2.3 ; en effet, un sous-espace B' de Best une sous-cogebre si et seulement

si B' est un sous-B 0
k BO-comodu1e de B , ou B

O
est 1a k-cogeb r e opposee de B .

L'assertion c) est consequence forme1le de b). L'assertion d) resu1te de 2.6.2.1 et de

e) prouve ci-dessous.

2.6.3.2. Preuve de e). Remarquons tout d'abord que u(X)
v

en tant que B-module fini

(1.4.5) appartient a g(X) ; en effet, si xl"" ,xn EX sont des generateurs du
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v
B-modu1e fini X, ti(X) est l'image par le morphisme associe a xl"",xn

Si on note ti' l'algebre des endomorphismes du foncteur oubli sur f(X), on

a une f l eche

ti(X) --;;. u'

ceci provient de ce que ti(X) agit sur tout objet de f(X). 11 faut montrer que cette

application est bijective, et pour cela on va exhiber une application inverse: si

a E ti' , on lui associe

(1) E ti(X)

on veri fie aussitBt que c'est bien une inverse, il suffit de remarquer que pour tout

objet Y de Q(X), on a une bijection

H0'":B (tiCX) ,y) -.:::....,.. y

2.6.3.3. L'assertion f) i) est une consequence directe de e). Demontrons ii)

tout d'abord u: B --;;. B' est surjectif si et seu1ement si 0: B' --;;. Best

injectif j soit maintenant e" la sous-categorie strictement p1eine de

eomodf(B') = Modf(B') (1.4.5) engendree par les sous-objets de quotients des

On a un diagramme
Ii v

Modf(B) --;;. C" Modf(B')

correspondant a un diagramme de k-a1gebres profinies

" "B 4---- u' 4---- B'

Dans ce diagramme, d l ap r e s 0, La f l eche B' u" est surjective. Si e" = Modf(B')

on voit directement que est injectif. Inversement, si est

" vinjectif, il en est de de B' --;;. ti" , donc Q"

Enfin, g) exprime simp1ement 1a definition d'une algebre semi-simple.



E ' etant les diagrarnmes cornmutatifs dans Modf(k)
2

f
E
l

,. E2

I 1
E' > E,
1 f' 2

2.6.3.4. Exemple.

f : El E2 de

dans E'
1
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Soit C la categorie dont les objets sont les morphismes
f

k-espaces vectoriels de rang fini, les rnorphismes de E
l

E
2

II est clair que fest une categorie abelienne k-lineaire. De plus, on

dispose d'un foncteur k-lineaire fidele et exact

II resulte de 2.6.3 a) que definit une equivalence

C Cornod(B)

ou Best une certaine k-cogebre.

Soit P l'objet suivant de f

P = [idk : k k} .

Je vais prouver que P est un pseudo-generateur de C. Tout objet de C est

isornorphe a un objet

ou fest une application k-lineaire arbitraire. Si r(f) est Ie graphe de f,

r(f) --> kr+s (morphisme d'inclusion) est un sous-objet de pr+s , et on voit

aussitBt que f: kr kS s'identifie au quotient de r(f) --> kr+ s par Ie

sous-objet 0 kr • Par ailleurs, on a End(P) = k ; ceci rnontre que P n'est

pas un generateur, car la sous-categorie pleine dont les objets sont les pn (n E

est une sous-categorie abelienne D (isornorphe a Modf(k» dont Ie foncteur

d'inclusion est exact, et distincte de f . Elle n'est pas stable par sous-objets.
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Cependant, bien que D soit isomorphe a Modf(k) , Ie foncteur

: Q Modf(k) obtenu par restriction de identifie D a la categorie

des modules a gauche (de type fini) sur I' a Lgeb r e M2 (k) des matrices 2 X2 a

coefficients dans k On peut aussi determiner facilement B : c'est la cogebre

duale de la k-algebre de rang 3 ayant la representation matricielle (dans

C:.)
representation qui d'ailleurs correspond a l'inclusion Q f

§ 3. REPRESENTATIONS LINEAIRES DE SCHEMAS EN GROUPES AFFINES

3.0. Terminologie et notations.

2= k )

3.0.1. On conserve les notations de 1.0 et 2.0.1. En outre, toutes les A-bigebres

sont supposees ACU en tant qu'algebre, AU en tant que cogebre.

3.0.2. Soit G un A-schema en monotdes affine. La A-algebre

est canoniquement une A-bigebre au morphisme B B B induit par la

multiplication dans G.

On peut regarder G et c'est ce qu'on fera le plus souvent, comrne un foncteur

a valeurs les monotdes

qui est representable par B

G f:EE./A ----:>- Mon

0.0.2.1) G(A') '" HomA 1 (B,A').
-a g.

On a une inclusion evidente de foncteurs en monotdes
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v
G ---.,.. B

v
1a loi de monotde sur B etant Ie produit pour sa structure de (voir

v
1.2.1). La Best appelee l'algebre des distributions sur G, les points

de G s'identifiant aux distributions de Dirac.

3.0.3. Rappelons que, si G est un A-monotde affine, un G-A-module (ou simplement

un ou une representation lineaire de G dans un A-module) est un A-module

M muni d'un morphisme de foncteurs en monotdes sur Ann/A, G EndA(M) (SGA 3

I 4.7). La categorie des G-modules sera notee , et Ie foncteur oubli sera

note wG

G
w fu:E(G)

La categorie fu:E(G) est munie d'une loi @ ACU pour laquelle G
w est

un ®-foncteur ACU strict. Si M,N sont des G-modules, G agit dans M@A N de la

suivante: si A' est une A-algebre ACU, g E G(A'), alors

<3.0.3.1)

L'objet unite est Ie A-module A muni de l'action de G pour laquelle, si

g E G(A')

<3.0.3.2)

3.1. Schemas en monotdes affines.

3.1.1. Scholie. Soit B A-cogebre

1) Les donnees suivantes sont equivalentes

a) Une loi @ ACU (I 4.2.1) et admissible (2.5.3) Comod(B).

b) Une structure de A-bigebre prolongeant celIe de A-algebre sur B

c) A-monotde affine G et un isomorphisme de A-cogebres
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2) Lorsgu'on a une telle donnee, le foncteur

0.1.1.1)

defini par (3.0.2.2) est un ACU.

3) Le (3.1.1.1) induit des isomorphismes

0.1.1.2) 1 (cl)

3.1.1.1. L'equivalence de a) et b) a ete prouvee dans 2.5, celIe de b) et c) est

facile et bien connue (voir SGA 3 I 4.2), 1 'assertion 2) se trouve dans SGA 3 I 4.7.2,

et 3) a ete prouve dans 2.5.4. Rappelons comment, a partir de l'une des donnees

a), b),c) ci-dessus, les deux autres peuvent se deduire

3.1.1.2. On a une donnee a). On definit alors un morphisme de A-cogebres

de la suivante la loi definit un morphisme de !-algebres

ou encore, par 2.1.1.1, 2.5.1, un morphisme de !-algebres

dont Ie transpose est Ie morphisme cherche. En tant que A-algebre, Best ACU

puisqu'il en est ainsi de la loi

Si on pose G = Spec(B), la structure de A-cogebre de B fait G un A-schema

en monotdes affine, et de plus on a un isomorphisme de A-cogebres

Le groupe G peut etre aussi defini par la formule (3.1.1.2),
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3.1.1.3. On a une donnee b). On obtient une donnee c) comme ci-dessus, en posant

G = Spec(B).

Pour avoir une donnee a), il faut definir pour tout couple E,F de B-comodules,

une structure de B-comodule sur E F . Gelle-ci est par definition:

E F

ou m est la multiplication de B . La loi ainsi definie est AGU parce que Best

AGU.

3.1.1.4. On a une donnee c). La donnee de type b) provient de l'isomorphisme

B par transport de structure.

Pour obtenir la donnee a), on se sert de la loi de !£E(G) (voir 3.0.3) et

on 1a transporte par l'isomorphisme de categories (3.1.1.1).

3.1.2. Soit B une A-cogebre munie des donnees equiva1entes a), b), c) de 3.1.1.

On voit alors faci1ement que 1a multiplication B B B est un morphisme de

A-cogebres, i.e. que Bd est une A-a1gebre AGU de la Comod(B) (I 6.1),

De plus, on definit un morphisme d'a1gebres de 1a Comod(B)

0.1.2.1) q

La somme directe d'algebres ACU etant Ie produit tensorie1 dans Gomod(B), i1 suffit

de de f Ln i r les composantes q1' q2 : B Bo B de q. On pose q1 = u , 1a

comu1tip1ication de B , et est de f Lnt par

1a fleche A B etant l'unite de B .
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3.1.2.1. Proposition. Soit G A-monotde Spec(B). Alors, les conditions suivantes

sont eguivalentes.

a) G est un groupe

b)
G

Pour toute A-algebre ACU A', les @-endomorphismes uniferes de (w )A'

des isomorphismes.

c) Le morphisme q est un isomorphisme.

3.1.2.2. L'equivalence de a) et b) est claire par 3.1.1 iii). Celle de a)

et c) provient de ce que si on pose p = Spec(q),

on a pour A'/A et g, s ' E G(A')

p(g,g') (gg' ,g')

et de ce qu'un monotde (ensembliste) r est un groupe si et seulement si l'applica-

tion

est bijective.

(g,g') (gg' ,g')

3.1.4. On deduit aussit6t de 3.1.1 et 2.3.2, 2.3.3, 2.3.5 1es propositions suivantes.

3.1.4.1. Proposition. C A-1ineaire ACU, w : f Mod(A)

A-1ineaire ACU. Alors, il existe un A-monotde affine G

ACU de C rendant commutatif le triangle de

si et seulement si les conditions i) -iv) de 2.3.2 sont verifiees.
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3.1.4.2. Proposition. Soit £ abelienne A-lineaire ACU avec des

generateurs et des ' et soit w £ Mod(A) exact A-lineaire

ACU . Alors, i1 existe un A-monotde affine G ®-eguivalence ACU de ®-categories

£ rendant commutatif Ie triangle de ®-categories

si et seulement si la condition de 2.3.3 est verifiee.

Dans ce cas, Ie A-monotde G est plat.

3.1.4.3. Proposition. Supposons A noetherien, et soient C ®-categorie

abelienne A-lineaire ACU , w : £ Modtf(A) A-lineaire ACU

et exact. il existe un A-monotde affine et plat G, ®-eguiva1ence

ACU £ Reptf(G) rendant commutatif Ie triangle de

si et seulement si la condition de 2.3.5 est verifiee.

3.2. Foncteurs fibre sur

3.2.1. Soit C une abelienne A-lineaire ACU, avec des et telle que

les foncteurs X X®Y commutent avec les ; on appelle foncteur fibre sur £

(A valeurs dans A) un ®-foncteur ACU A-lineaire £ Mod(A) qui est exact,

fidele et qui commute avec les . Si w, w sont des foncteurs fibre sur £'

un morphisme de w dans w' est un ®-morphisme unifere w w' . La categorie



- 146

3.2.2. Proposition. Soient G = Spec(B) A-monotde affine, w: Mod(A)

ACU relativement exact (2.4.2). Ie foncteur Ann/ A Ens

1 GHom ' (w,w ) , est represente par lanoteassociea A' /A (wG)A')

A-algebre ACU W(Bd) .

3.2.2.1. Preuve. On a remarque dans 3.1.2 que B
d
est une algebre dans Comod(B) ,

identifie a ; w(Bd) est ainsi canoniquement une A-algebre ACU, et il

- 2 ( ) ( G)resulte formellement de .4.4 que w Bd represente w,w.

3.2.2.2. Remargue. On verifie aussitBt que 1a comultiplication de w(Bd)

(voir 2.4.1) , w(Bd) Bo W(B
d) , est un morphisme de A-algebres. Si on pose

on obtient une action a gauche du A-monotde G sur Ie A-schema P

Cette action correspond, via les identifications

1 GP z Hom '-(w,w )

s 1 Gsur Hom' (w,w ).

3.2.3. Theo r eme, Soit G = Spec Os ) A-groupe affine et plat, et soient e , w'

des foncteurs fibre sur . Alors,

a) w et w' sont localement isomorphes pour la topo1ogie fpqc; i.e.,

i1 existe une A-algebre fide1ement plate A' wA' Z wA'

b) Hom '-(w,w') = Isom (w,w') .

3.2.3.1. II suffit evidemment de faire w' wG , et il s'agit alors de
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prouver que Ie G-schema P = Hom®,l(w,wG) est un torseur pour la topologie fpqc

(GIRAUD [1],111 1.4). Pour voir que P est un pseudo-torseur sous G , il faut prouver

que Ie morphisme de A-schemas

PXP (g,p) (gP,p)

est un isomorphisme. Or Ie morphisme correspondant entre les algebres affines (3.2.2)

est l'image par w du morphisme (3.1.2.1) d'algebres de D'apres la

proposition 3.1.2.1 celui-ci est un isomorphisme.

Enfin, G etant plat sur A B est un A-module fidelement plat, et par

2.4.5, il en est de meme pour w(B
d)

ce qui prouve que P est un torseur.

3.2.3.2. Designons par Tors(G) la categorie des G-torseurs a droite sur Spec(A).

Si west un foncteur fibre sur , Hom®,l(wG,w)

G-torseur a droite, et on a ainsi un foncteur

® G
Isom (w ,w) est un

0.2.3.1) Tors(G)

3.2.3.3. Corollaire. Le foncteur (3.2.3.1) est une equivalence de categories.

3.2.3.4. Voici un foncteur quasi-inverse pour (3.2.3.1) si P est un torseur a

droite sous G , on lui associe Ie foncteur w
p

: Mod(A) defini par

3.2.3.2) w (M)
P

ou on utilise l'operation de torsion introduite dans loc.cit 2.3.1. Le foncteur

est muni canoniquement d'une structure de ®-foncteur, et on verifie que c'est un

foncteur fibre. On a un isomorphisme canonique

w
P

0.2.3.3) G
"'" w
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3.3. Fonctoria1ite.

3.3.1. Scho1ie. G = Spec(B) , G' = Spec(B') des A-monotdes affines. Alors,

i1 y a equivalence entre les donnees suivantes :

a) Un rendant commutatif le triangle de

<8I-categories

!:!2!!(A)

a') Une classe d'equivalence de couples oil w :

A-lineaire, G G'
Wow:::' W

b) Un morphisme B' B de A-bigebres.

c) Un morphisme u: G G' de A-monotdes affines.

3.3.1.1. L'equivalence entre des donnees a), a') est claire par 2.1.2.3, 2.5.2.

Rappelons comment, a partir de l'une des donnees a), b), c), les deux autres peuvent

se deduire.

3.3.1.2. On a une donnee a). On definit alors un morphisme de A-bigebres B' B

de la suivante : l'image de B' par le foncteur donne est un B-comodule, il a

donc une comultip1ication B' B' <81 B . On verifie aussitOt que la f1eche composee

B' B' <8IB

est un morphisme de A-bigebres.

E: '<81 id
A <81 B B

Maintenant, definissons une donnee c)

par composition un morphisme

le foncteur induit
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d'ou par 3.1.1 iii) un morphisme G G' .

3.3.1.3. On a une donnee b). Si f: B' B est un morphisme de A-cogebres,

Spec(f) : G G' est un morphisme de A-monotdes affines.

Pour avoir une donnee a), i1 suffit de definir un foncteur

qui commute avec 1es foncteurs oub1i : si E est un B'-como-

du1e, on lui associe Ie B-comodule ayant Eo comme module sous-jacent et dont la

comultiplication est
id® f

3.3.1.4. On a une donnee c). Si on au: G G' , en passant aux algebres de

sections on obtient un morphisme de A-bigebres B' B

D'autre part, u induit un ®-foncteur evident u
w

En effet, G opere a u sur tout A-module sur lequel G' opere.

3.3.2. Soit u

par

G G' un morphisme de A-groupes. On definit un foncteur

u* Tors(G) Tors(G')

u*(P) = P xG G'

Rappelons la propriete universelle qui definit P xC C'

faisceaux a groupe G d'operateurs a droite

on a un morphisme de

qui induit pour tout torseur a droite Q sous C' (pour la topologie fpqc), une

bijection

On prouve facilement

3.3.2.1. Proposition. Soit u G G' un morphisme de A-schemas en groupes
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affines et plats. Alors, le diagranune

Fib (G) > Fib(G')

> Tors(G' )

est commutatif a isomorphisme fonctoriel pres.

3.3.3. Soient G, G' des A-mono:i:des affines, u,v: G'-' G'

Rappelons qu'on appelle Transp(u,v) Ie sous-faisceau de G'

des morphismes.

0.3.3.0 Tr ansp (u , v) (A' ) {x E G' (A')/ V A"/A'

v y E G(A ") ,xu (y)

On pose egalement

v(y)x}

Transp(u,u)

0.3.3.2)

Cent(G)

On a un morphisme de faisceaux

0.3.3.3) H ®, I( u v).-£!!! - (I) ,(I) ---:"!> G

qui associe a un ®-morphisme unifere son compose avec

element de G(A).

On demontre facilement

G'w ,qui s'identifie a un

3.3.3.1. Proposition. Le morphisme (3.3.3.3) induit un isomorphisme

0.3.3.4)

3.3.3.2. Coro11aire. On a des isomorphismes canonigues
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0.3.3.5)

3.4. Sous-categories de definition de .

Le tableau suivant donne dans divers cas des sous-categories de definition

D de , i.e. pleines de Rep(G) telles que

G End0,l(wG
o i

D)
soit un isomorphisme. Dans la colonne A (resp. G) on met

les hypotheses sur A Crespo G), dans la colonne D on decrit la sous-categorie

correspondante. Les demonstrations resultent de 2.1.1.1 ou 2.2.

A G D-

quelconque plat G-modules plats

quelconque f Ln i, G-modules de type f i.n i, sur A

quelconque f i.n L plat G-modules plats de type fini

quelconque f i.n I localement G-modules projectifs de type f i.n i,

libre

noetherien plat G-modules de type f Ln i

noetherien
r eguLie r de plat G-modules projectifs de type fini
dLmen s i.on s; 1
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§ 4. REPRESENTATIONS DE GROUPES (suite) CAS D'UN CORPS

4.1. La categorie (G).
o

4.1.0. A denote un anneau regulier de dimension s 1 •

4.1.1. Rappelons Ie resultat suivant, consequence de 2.6.1.

Theoreme. £ ACU abelienne A-lineaire, w: £

@-foncteur ACU A-lineaire fidele et exact. Alors, il existe un A-monotde affine

et plat G, et une £ Reptf(G) rendant commutatif le triangle

de

\
Modtf(A)

si et seulement si tout objet de £ est quotient d'un objet de £0 ou fa designe

la sous-categorie pleine des X pour lesquels w(X) A-module projectif de

type fini (condition toujours verifiee si A est un corps).

En outre, on a dans ce cas

(4.1.1.1)

designe la restriction du foncteur w c
-0

4.1.2. Si G est un A-monotde affine et plat, notons

(4.1.2.1) (G)
o

la categorie des G-modules projectifs de type fini sur A, et

(4.1.2.2)

Ie foncteur oubli.
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4.1.2.1. Supposons que G soit un groupe. Alors, si E,F sont des G-modules

projectifs de type fini, G opere de nature11e sur HomA(E,F) qui est

ega1ement un A-module projectif de type fini ; en effet, en vertu de l'isomorphisme

il suffit de dire comment g E G(A) opere dans HomA(E,F). On a

(4.1.2.3) xEE,f

On notera Ie G-modu1e ainsi construit. On verifie aussitOt que

Hom (E,n est un objet Hom pour E,F dans 1a @-categorie (1 3.1.1). En

fait, est une rigide (1 5.1.1). Reciproquement, on prouve a

l'aide de 1 5.2.2, 5.2.3, et de l'isomorphisme

4.1.2.2. Proposition. est rigide, Ie A-monotde G

un groupe.

4.2. Foncteurs fibre sur

4.2.0. Dans ce numero et Ie suivant, k designe un corps.

4.2.1. Si T est un k-schema, on note Loc1ib(T) 1a rigide (1 5.1.1)

k-1ineaire formee des QT-Modu1es localement 1ibres de rang fini. Si T = Spec(A) ,

cette s'identifie a la Projtf(A) des A-modules projectifs

de type f Lni ,

Soient G un k-groupe affine, T un k-schema. Un ACU k-lineaire

est appele un foncteur fibre sur a valeurs dans T s'il est

exact (si on considere w comme prenant ses valeurs dans la categorie abe1ienne

des QT-Modules). Si S 0 , i1 est a10rs fidele : en effet, si X 0 , alors

evx : X @ 1 est surjectif et par exactitude evw(X) est aussi surjectif, donc

w(x) 0 .
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La categorie ayant comme objets les foncteurs fibre sur a valeurs

dans T et comme morphismes les uniferes sera notee

(4.2.1.1)

ou encore L'exemple Ie plus immediat de foncteur fibre est

(4.2.1.2)

4.2.1.1. Soit A une k-algebre ; si T = Spec(A) , et si GA denote Ie A-groupe

obtenu par extension des scalaires de k a A, on a un foncteur

(4.2.1.3)

qui a un foncteur fibre w Mod(A) sur (3.2.1) associe Ie

foncteur compose

ou plutBt ce foncteur considere comme etant a valeurs 1es A-modules projectifs de type

fini. Pour verifier qu'il en est bien ainsi, on se sert de ce que apres extension

fidelement plate A A' w est isomorphe a G
w (3.2.3 a» et de ce que un

A-module M est projectif de type fini si et seulement si Ie A'-module M@A A'

l'est (Bourbaki, Aig. Comm. chap. I § 3 prop. 12).

4.2.2. Theoreme. Soient G un k-groupe affine, A une k-algebre et posons

T = Spec(A) . Alors,

a) Deux foncteurs fibre sur RePo(G) a valeurs dans T sont localement

isomorphes pour la topologie fpqc ; i.e. il existe une A-algebre fidelement plate

A' sur laguelle ils deviennent isomorphes.

b) ui , W' : Loclib(T) sont des foncteurs fibre,

@l @Hom '-(w,w ') = Isom (w,w').

c) Le foncteur (4.2.1.3) est une eguivalence de categories.
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4.2.2.1. Preuve. L'assertion c) est une consequence de a), b) : si a chaque

foncteur fibre w on associe , on obtient un foncteur

(4.2.2.1)

rendant commutatif a isomorphisme pres le triangle

(voir 3.2.3.2 pour la definition de l'equivalence Fib(G
A)

Tors(G
A))

; d'autre

part, on voit facilement comme dans 3.2.3.4 que (4.2.2.1) est une equivalence de

categories, d'ou c).

Pour prouver a) et b), il suffit de prouver que si

est un foncteur fibre,

w : Loclib(T)

G
muni de l'action a gauche de GA =

est un torseur. 11 est clair, par I 5.2.2 et 5.2.3, que P est un pseudo-torseur,

i.e. qu'on a b). 11 reste a prouver que P est representable par une A-algebre A'

fidelement plate. On sait deja, par 1.3.2.1, que P est representable et qu'on a

(A' )"

Si on exprime la bigebre B de G comme reunion filtrante de ses sous-G-

modules de rang fini sur k, B = B
i

' on voit facilement qu'on a

A' lim w(B.)
--+ 1.

en tant que A-module. Pour voir que A' est fidelement plate, il suffit de remarquer

que les morphismes de transition sont injectifs et font de W(B. )
1.

un facteur direct dans w(B.) ; cela resulte de ce que B. B. est injectif et
J 1. J

que w(B.)/w(B.) w(B./B.)
J 1. J 1.

est projectif de type fini.
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4.3. Un dictionnaire.

4.3.1. Rappe10ns qu'un k-groupe affine est algebrique si son algebre affine est une

k-algebre de type fini. 11 revient au (SGA 3, VI
B

1.4.2 et 11.11) de dire qu'il

agit fidelement dans un k-vectoriel de rang fini.

Soit G un k-groupe affine; on dit qu'un G-module X de rang fini sur k

est un @-generateur de si tout objet Y de cette categorie est sous-objet

d'un quotient (ou quotient d'un sous-objet, cela revient au d'un objet de la

forme p(X) , ou P E lli [t] ; dans cette notation l'addition (resp. le produit) de

po1ynOmes correspond a l'operation e (resp. @). Cette definition se generalise

par uned'e11e lorsqu'on remplace

@-categorie abelienne.

X par une famille d'objets, et (G)o

4.3.2. Voici le dictionnaire, ou G, G' sont des k-groupes affines, C = Ren (G) ,
- =0

C' = , u : G G' est un morphisme.

a) G est algebrigue si et seu1ement si g possede un

g est semi-simple, cela equivaut encore a dire que l'anneau de Grothendieck R(G)

est une de type fini. En outre, si X E ob g, X est un G-module fide1e

si et seulement si X e X @-generateur, ou encore si et seulement si tout

objet de C est quotient d'un sous-objet d'un objet de la forme P(X,X), ou

b) Si X E ob g , soit g(X) 1a sous-categorie strictement p1eine de g

engendree par les quotients des sous-objets des objets de la forme P(X,X) , ou

GP E lli[tl,t2]. Alors Wo restreint a g(x) identifie cette categorie a ,

ou G(X) est l'image du morphisme de k-groupes

c) G fini si et seulement si g possede un generateur (resp. un pseudo-

generateur) (2.6.2).
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d) (si car. k = 0) G est connexe si et seulement si pour tout objet X

de £ sur lequel G n'agit pas de faxon triviale, la sous-categorie strictement

pleine engendree par les quotients des sous-objets de la forme Xn , n'est pas stable

par la loi I8i •

e) G est pro-unipotent si et seulement si tout X E ob £ est extension

successive de G-modules triviaux.

f) (si car. k

£ est semi-simple.

0). G pro-reductif si et seulement si la categorie

g) i) u est fidelement plat si et seulement si £' £

pleinement fidele, et tout sous-objet d'un provient d'un sous-objet de X'

(X' E ob £') (la derniere condition est superflue si £ est semi-simple; elle ne

l'est pas en general, voir l'exemple 4.3.2.2).

ii) u est un monomorphisme (i.e. une immersion fermee, voir DEMAZURE-

GABRIEL [1] 3.7.2) si et seulement si tout G-module est sous-objet d'un quotient

d'un wU(X') (X' E ob £').

4.3.3.1. Preuve. Si X est un de s , on voit aussitOt que

G Aut(wG(X» est un monomorphisme, done G est algebrique par 4.3.1. Si G est
-- 0

a Lgeb r i que , ily a un G-module fidele, done un l8i-generateur, si on accepte la derniere

assertion de a). Celle-ci est une consequence directe de g) i), et g)

resulte de 2.6.3 f). On a ainsi prouve a), g). L'assertion b) est egalement conse-

quence de g) i), c) resulte de 2.6.3 d), d) resulte aussitOt de c). Enf;n, e) et

f) resultent de SGA 3, XVII 3.5 et de NAGATA [lJ.

4.3.3.2. Exemple. Supposons k algebriquement clos, et soit G un groupe

algebrique affine lisse connexe sur k, B un sous-groupe de Borel (BOREL [lJ,IV

11.1). On voit alors que Ie foncteur

induit par l'inclusion B G est pleinement fidele bien que B G n'est pas
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G . II suffit de verifier que si Vest un G-module,

un element de V invariant pour l'action de Best aussi invariant pour l'action de

G soit v E V un tel element, Ie morphisme

passe au quotient

g t---":l> g.v

G/B ----0> V

et puisque G/B est un schema projectif connexe, et V un schema affine, ce

morphisme est constant, done G ----0> V aussi.

APPENDICE Cas d'un schema de base general

Les questions traitees dans ce chapitre pour des cogebres et des groupes

affines sur un anneau A ont encore un sens lorsqu'on remplace celui-ci par un

schema S . Les enonces auxquels on aboutit sont parfois les memes, dans d'autres

cas iis demandent des modifications mineuresmais leur demonstration n'est jamais

difficile. Elle est faite toujours en reduisant au cas ou S est affine, par la

localisation.

Dans ce qui suit, on donne des indications concernant cette generalisation

pour les quatre paragraphes precedents.

A.1. Les A-modules sont remplaces par les QS-Modules quasi-coherents et les A-modules

sont remplaces par les faisceaux en QS-Moduies sur Ie site zariskien Sch/
S

ou

est defini par QS(S') r(S',Qs,). Tous les theoremes etab1is pour les

(1.1 a 1.3) restent va1ables pour les QS-Modules, exception faite des remarques sur

l'existence d'adjoint en 1.1.1.2 et 1.1.2.3. On remarquera que Ie produit tensoriel de

est remp1ace par Ie produit tensoriel de faisceaux en et que

dans 1.1.4, 1.3.3, Projtf(A) devient Loclib(S).
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A.2. La raison fondamenta1e pour 1aque11e 1a categorie Comod(B) (B etant une A-

cogebre) munie du foncteur oubli a pu nous donner suffisamment de renseignements,

en particulier nous permettre de reconstituer B , est que pour une A-algebre A' ,

le couple B
(Comod )

B'
permet de construire le couple ) par 2.0.2.

11 n'en est pas de si

1a categorie Comod(B) des

S est un schema, B une Qs-cogebre quasi-coherente

B
Qs-Modu1es quasi-coherents munie du foncteur ne

suffit pas pour reconstituer B . La donnee appropriee dans cette situation est cel1e

de la categorie fibree COMOD(B) sur Sch/
S

' dont 1a fibre en S'/8 est la

categorie , munie du foncteur cartesien : COMOD(B) QCOH(S) (pour

1es categories fibrees, voir SGA 1 VI) ; en fait, il suffirait de connattre la

restriction de COMOD(B) a la sous-categorie de Sch/S dont les objets sont les

ouverts de S et 1es morphismes les inclusions entre ces ouverts, mais pour a

l'aise, i1 est preferable de travailler sur tout Sch/
S.

Avec les modifications evidentes entratnees par 1e remp1acement de Comod(B) ,

par COMOD(B) , , les enonc es du § 2 restent vrais.

A.3. Les remarques s'appliquent a , wG qui sont remplaces par

REP(G) , OG . Ainsi par exernple, si G est un S-groupe affine et plat, un foncteur

fibre sur REP (G) est un @-foncteur cartesien ACU (I 4.5) REP(G) QCOH(S) qui

fibre par fibre est fidele et exact ; bien entendu, on a une equivalence de categories

A.4. En utilisant la notion genera1e de foncteur fibre expliquee ci-dessus, 1e

theorerne 4.2.2 est valable sans restriction sur T.
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INTRODUCTION

Dans Ie chapitre precedent on a explicite la correspondance entre groupes

affines et plats G et les . On regardait toutefois les cate-

gories comme "ponctuees" par Ie foncteur fibre
G

w

Au contraire, on s'interesse ici a classifier les categories indepen-

damment d'un foncteur fibre donne, et aussi a classifier les qui sont

"localement" de la forme . Ce sont les categories ind-tannakiennes, dont

l'etude nous demandera l'usage constant des definitions et resultats de l'algebre

homologique non commutative (GIRAUD [lJ).

Dans Ie cas ou l'anneau de base est un corps, les categories qui sont

importantes dans la pratique (voir chapitre des exemples) sont les categories

tannakiennes, dont la caracterisation axiomatique est celIe des categories (G)
o

(II 4.1.1) avec la seule difference qu'il n'y a pas de foncteur fibre donne et il

peut n'exister de foncteur fibre qu'a valeurs dans une extension du corps de base

(voir 3.2.1 pour la definition precise).

Voici l'ordre dans lequel ces questions sont traitees :

Dans Ie § 1 on definit les categories ind-tannakiennes et on introduit la

notion de "donnee de descente" pour une categorie lineaire.

Dans Ie § 2, apres quelques rappels d'algebre homologique non-abe1ienne, on

donne Ie theoreme qui classifie les categories ind-tannakiennes au moyen des gerbes

tannakiennes (2.3.2).

Le § 3 traite des categories tannakiennes sur un corps, et constitue Ie coeur

de ce chapitre. Le numero 3.1 contient des complements sur la topologie fpqc,

topologie qui est souvent dedaignee dans la litterature. Dans Ie numero 3.2 on

prouve Ie theoreme de structure des categories tannakiennes, et on etab1it une

correspondance entre categories tannakiennes et gerbes tannakiennes. On n'aboutit

a un dictionnaire parfait que dans Ie cas ou les gerbes envisagees sont soit a lien

representable, soit algebriques (3.2.5). Ce dernier cas est analyse en 3.3.
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§ 1. CATEGORIES IND-TANNAKIENNES

1.1. Categories ind-tannakiennes.

1.1.0. On fixe un anneau A commutatif unifere. Les A-algebres considerees sont

egalement commutatives uniferes.

1.1.1. Soit £ une @-categorie ACU A-lineaire (I 2.4.1) abelienne, avec -des

quelconques et telle que la loi @ commute avec les . On dit que £ est ind-tanna-

kienne s'i1 existe une A-algebre fidelement plate A' telle que 1es conditions

suivantes soient verifiees :

(IT)l Le foncteur iA'/A £ £(A') est fidele et exact.

(IT) 2

A'-lineaire

II existe un A'-groupe affine et plat G', et une

1.1.1.1. Soient £' £' des categories ind-tannakiennes sur A . Un morphisme de

£ dans C' est un @-foncteur ACU A-lineaire £ £' (I 4.2.4) commutant avec

les , f i de Le et exact. Si w,w' : £ s: sont deux tels morphismes, un morphisme

de w dans w' est un @-morphisme unifere w w' . On obtient ainsi une 2-categorie,

notee ITann(A).

1.1.1.2. Une categorie ind-tannakienne £ est dite neutre si dans la definition

1.1.1 on peut prendre A' A . Done, les categories ind-tannakiennes neutres sont

celles de la forme oli G est un A-groupe affine et plat.

1.1.1.3. Donnons un exemple d'une categorie ind-tannakienne C qui ne soit pas de

la forme Les objets E de C sont les (de dimension

queLconque ) munis d June Zl/2Zl-graduation

et d'une application v
E

: E¢ semi-lineaire par rapport a la conjugaison

o 1complexe, 1aissant stable les sous-espaces E et E ,et telle que
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id

-id .

On verifie que Q , muni de sa loi @ ACU evidente, est une categorie ind-tannakienne

sur lR ; en effet, on a une @-equivalence II:-lineaire

8i C etait neutre, on aurait f orcement; Q ce qui est faux

en effet, po ss ede exactement deux objets simples (corr esp ondant; aux

carac t er e s de (711271)lR) ' tous les deux de rang 1 ; f pos s ede egalement deux objets

simples, l'un de rang 1, l'autre de rang 2. En fait, on peut interpreter f comme

etant la somme de la categorie des vectoriels reels avec celIe des vectoriels

quaternioniens, l'objet simple de rang 1 (resp. 2) etant Ie vectoriel reel (resp.

quaternionien) de dimension 1.

1.1.2. Soit f une categorie ind-tannakienne sur A. On deduit aussitOt de la

definition d'une tel Ie categorie, que les filtrantes sont exactes, et que si E

est un A-module fidelement plat, le foncteur X E @A X de Q dans f est un

foncteur fidele et exact.

Ceci a des consequences importantes concernant la "descente fidelement plate"

dans f. De generale, soit f une categorie abelienne A-lineaire possedant

des et telle que pour tout A-module fidelement plat E , Ie foncteur X E @A X

soit fidele et exact. 8i A' est une A-algebre fidelement plate, on a la notion de

donnee de descente sur un objet de f(A
')

(8GA 1, VIII), et avec les hypotheses

faites sur f, on voit aussitOt que les objets et les morphismes de C(A')

"se descendent" (voir loco cit., lemmes 1.4 et 1.6). Ceci entra1ne en particulier

que si w: Q Q est un foncteur A-lineaire entre des categories comme ci-dessus,

west exact (resp. fidele et exact, resp. une equivalence) si et seulement s'il en

est ainsi de

descente.

W(A') : f(A') Q(A')' On trouvera dans 1.2 plus de details sur la
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1.1.3. Soit f une categorie ind-tannakienne sur A. Rappe10ns (II 3.2.1) qu'on

note Fib (£JA) la categorie des foncteurs fibre sur Si A' est une A-algebre,

on posera par definition

@(Q,A')

en regardant Q(AI) comme munie de la loi ® deduite de celle de f par extension

des scalaires (II 1.5.4).

On a des foncteurs, pour A' --...". A"

Fib(Q,A') --...". @(Q,A") ,

et la collection des categories @(Q,A') definit une categorie cofibree sur

' ou fibree sur 1a categorie Schaff/A des A-schemas affines (SGA 1, VI),

qu Ion notera FIB (f) .

1.1.4. Proposition. Si Q est une categorie ind-tannakienne sur A , B A-algebre,

alors feB) est une categorie ind-tannakienne sur B .

1.1.4.1. Preuve. La ACU B-lineaire Q(B) possede les proprietes

que Q, et si A' est une A-algebre fidelement plate verifiant les conditions

(IT)l ' (IT)2 pour f, B' = B ®A A' verifie egalement ces conditions pour Q(B)

1.1.5. Proposition. G A-groupe affine et plat, w --...".

un foncteur fibre. Alors,

1) le faisceau Aut®(w) Schaff/A (pour la topologie fpqc, voir 2.0),

est representable par un A-groupe affine et plat wG ,

2) 1£ ®-foncteur ACU defini par w

(1.1.5.1)

est une equivalence de categories.

1.1.5.2. 11 existe une A-algebre fidelement plate A' telle que w(A') soit

isomorphe au foncteur fibre wG' defini par G' = G
A,

. On en deduit 1) par descente
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fidelement plate des schemas affines (SGA 1, VIII 2.1).

Pour 2), on remarque qu'apres extension des scalaires de A a A' , Ie

foncteur (1.1.5.1) est isomorphe au foncteur identite, et on conclut egalement par

descente (voir 1.1.2).

1.1.6. Proposition. Soient £ une categorie ind-tannakienne sur A, A' une

A-algebre et w' : £(A') Mod(A') un foncteur fibre.

1) Le faisceau (fpqc) Aut0(w') est representable par un A'-groupe affine et

plat G' ,

2) 0-foncteur ACU defini par w'

£(A')

est une equivalence de categories.

1.1.6.1. Preuve. El1e resulte aussitOt de 1.1.2, 1.1.4 et 1.1.5.

1.1.6.2. Corollaire. Si C est une categorie ind-tannakienne sur A, £

neutre si et seulement s'il existe un foncteur fibre £ Mod(A).

1.2. Categories ind-tannakiennes et descente.

1.2.0. Soit A' une A-algebre fidelement plate. Dans ce numero, on cherche a

expliciter une categorie ind-tannakienne C sur A, en termes de £(A') et d'une

donnee supplementaire sur £(A') . On aboutit ainsi a la notion de donnee de descente

pour une categorie ind-tannakienne sur A' .

Le dictionnaire qu'on trouve est valable pour des categories plus generales.

Dans la suite de ce numero toutes les categories lineaires envisagees sont supposees

abeliennes, avec des filtrantes exactes, et si elles sont lineaires sur un anneau

B , on suppose en plus que pour tout B-module fidelement plat M, Ie foncteur

X M0B X est fidele et exact.

On fixe un anneau A , une A-algebre fidelement plate A' . On a des f1eches
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i A' _A" A' 0A
A' 0.= 1,2

0.

jo. A' ---;;. A'" A' 0
A

A' 0
A

A' a. 1,2,3

k A'_A"" a. 1,2,3,4
a.

ou par exemp1e i
1
(a') 10 a I •

De meme, on note

A"_A"' 1,2,3 a. <

A"_A"" 1,2,3,4 a. <

A" y 1,2,3,4 a.<j)<y ,

1es f1eches evidentes on a par exemp1e i 14(a' 0 b ") a'01010b' .

1.2.1. Soit £' une categorie A'-lineaire. line donnee de descente pour C' re1ative-

ment au morphisme A ---;;. A' est un couple constitue d'une equivalence de

categories A"-lineaires

et d'un isomorphisme fonctorie1

*j1 £'

'"--- t

verifiant 1a condition de coherence

(1.2.1.1)

On a fait 1ibre usage des conventions de notation de II 1.5.2. Ainsi, par

*exemp1e, on a identifie j3 £'

1.2.1.1. Soient £' D' des categories A'-lineaires, munies de donnees de descente
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= r = relativement a A A' . Un morphisme du couple dans

Ie couple (Q',r) est un couple (u,g) d'un foncteur A'-1ineaire u: £' Q'

commutant avec les et d'un isomorphisme fonctoriel

verifiant 1a condition de coherence

(1.2.1.2)

Enfin, si (u,g), (u' ,g') sont des morphismes comme ci-dessus, un morphisme

de (u,g) dans (u',g') est un morphisme fonctoriel A: u u' tel qu'on ait

un diagramme commutatif

Cl.2.1.3)

Le.

La 2-categorie obtenue sera no tee Cat (A' fA).=

d'une donnee de descente evidente. L'equivalence provient

1.2.1.2. Soit une categorie A-lineaire. Si on pose £ ' - C _C'- -(A') ,

*i l £'

est muni

simp1ement de llidentification de ces deux categories a £(A") • et se reduit a

l'isomorphisme identique.

La construction precedente est 2-fonctorie1le en £ , et on a ainsi un

2-foncteur de 1a 2-categorie Cat (A) des categories A-lineaires dans 1a 2-categorie

Cat(A' ts».

1.2.2. On vient d'associer a une categorie A-lineaire une categorie A'-lineaire

munie d'une donnee de descente. Dans 1e sens inverse, soit C' une categorie

A-1ineaire munie d'une donnee de descente = re1ativement a A AI . On
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definit une categorie A-lineaire et une equivalence de categories A'-lineaires

munies de donnees de descente

(1.2.2.1)

1.2.2.1. Definition de t1£, . Les objets de La "c at.egor i e descendue" sont les

couples (X,A) constitues d'un objet X de £ et d'un isomorphisme (d'objets de

i* C')
1-

tels que le diagramme

<1.2.2.2)

* * *i l 2 (U) i 23(u) j3(X)

"J!<X) 1
* *i l 3 j3(X) '"

soit commutatif ; un morphisme d'un couple (X,X) dans un couple (X',A')

morphisme f: X X' tel qu'on ait

est un

(1.2.2.3)

11 est clair par construction que est une categorie A-1ineaire

(verLfLant; les conditions de 1.2.0), e t que 1e foncteur "oub Li," t1£, C' est

A-1ineaire, exact, et commute avec les

1. 2.2.2. Le foncteur "oub l t "

s'etend en un foncteur A'-1ineaire

(X,X) X
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(1.Z.Z.4)

Ce foncteur definit une equivalence de categories munies de donnees de

descente. On va expliciter un foncteur quasi-inverse

(1. Z. z.5) C ' ..-..,.. ( 6C ' ) (A ') ,

en omettant les verifications relatives aux donnees de descente, qui n'offrent aucune

difficulte.

Soit X un objet de '£' L'objet A' ®A X est muni d'une action evidente

de A" telle que l'action de A' induite par i Z soit 1 'action de A' sur

*A' ®A X en tant qu'objet d'une categorie A' -TineaLr e . On a done un objet de i Z ..9..' ,

qu'on notera encore A' ® X . Posons

X i
l
a(A' ®A X) E ob ,£'

*
On verifie qu'on a des isomorphismes canoniques

* X * X)i
l

::::: i
12

i
13

(a) (A" ®A

(1.Z.Z.6) *
* X * * (A" ®A X)a i
Z

::::: i
l Z ilZ(a) i

Z3(a)
,

*

ou A" ®A X est cons Lder e comme objet de j;,£' gr ac e a l'action evidente de A"'.

* - * -On obtient, par ces identifications, un isomorphisme Ax: a iZ(X) i l (x)

Cela dit, l'image de X par Ie foncteur (1.2.2.5) est l'objet (X,Ax) de

6,£, muni de 1 'action de A' deduite par application du foncteur i 1 0 a de l'action

*
de A' sur A' ®A X en tant qu'objet de C'

On verifie sans peine, en utilisant (1.2.1.1) que est bien un objet

de 6(,£,) , et que (1.2.2.4) et (1.2.2.5) sont des foncteurs quasi-inverses l'un de

l'autre.
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1.2.3. Proposition. Le 2-foncteur CatCA) CatCA'/A) associant a f, fCA I )

munie de sa donnee de descente canonigue, est une 2-eguiva1ence admettant

CC' /:;;) lie'-' - comme quasi-inverse.

1.2.3.1. Preuve. On a deja exhibe, pour Cf',/:;;) donne, une equivalence f' C/:;;f')CA')'

Inversement, soit £ une categorie A-1ineaire ; i1 est clair que si X est un

objet de f, est de canonique un objet de

On obtient ainsi un foncteur

C1.2.3.1)

OU £' denote sa donnee de descente canonique. Pour prouver que ce

foncteur est une equivalence de categories, i1 suffit de prouver que Ie foncteur

obtenu en etendant 1es sca1aires de A a A'

l 'est, en vertu de 1.1.2. Or, on verifie faci1ement que ce foncteur n'est autre

que Ie foncteur C1.2.2.5).

1.2.4. Soit r un groupe fini Censemb1iste), et supposons que la A-a1gebre

fide1ement plate A' soit donnee comme un ga10isien de A de groupe r

CGlRAUD [lJ, III 3.7.4.1). Rappe10ns que ceci signifie qu'on s'est donne une action de

r Ca gauche) sur la A-algebre A' , telle que Ie morphisme de A-algebres

A" --;;;'A,r

soit un isomorphisme.

a' 0 b' CyCa').b') y E r

1.2.4.1. Soit £' une categorie A'-lineaire. Une donnee de descente/:;; sur C'

relativement a A'/A peut encore s'exprimer comme la donnee de

a) Une famille CUy)yEr d'equivalences de categories, semilineaires par

rapport a y
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(J..ly ' ,y) (y' ,y)IT x r d' isomorphismes fonctoriels

0.,00.
Y Y

ces donnees verLfLant, la "condition de cocycles", pour y, y' , y" E r

(1.2.4.1) ("y", y' * o.y) 0 " " ,.... ....y y ,y

1.2.4.2. Si C' D'- '- sont des categories A'-lineaires munies de donnees de descente

relativement a A'IA s'exprimant par des donnees «0. ),(J..l, », «13 ),(v, »,
y y ,y y y ,y

la donnee d'un morphisme de categories A'-lineaires munies de donnees de descente

s'exprime par un couple (u , (c ) IT)' ou u : '£' ---:. Q'y y
est un foncteur A'-lineaire

commutant avec les , et les sont des isomorphismes fonctoriels
y

e u o o, --!l> 13 ou
y y y

verifiant la condition, pour y, y' E r .

(1. 2.4. 2) (v, * u) 0 ,
Y ,y Y Y

(13 , * e ) 0 (e I * 0. ) 0 (u * J..l, ).
Y Y Y Y Y ,y

(u , (e » dans
y.

y E r , on ait

Si

(u' (e "), y

(u'( y»' sont comme ci-dessus, un morphisme de

est un morphisme fonctoriel cr: u ---:. u ' tel que pour

(1. 2 .4. 3) e' 0 (0 * 0. )
Y Y

(13 * 0) 0 ey y

1.2.4.3. Avec les notations de 1.2.4.1, la categorie 6£, peut s'expliciter comme

suit : ses objets sont les couples

A
y

sont des isomorphismes

(X,(A) IT)' ou X est un objet de £', et les
y y

A X 0. (X)
y y

rendant commutatifs les car r e s (y,y' Er)
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a. (X)
y'

(1.2.4.4)

x

'Y'Y 1 1a. I (A. )y y

---...... a. 10. (x)
(u ) y y
y',y x

un morphisme d'un couple (X, (A» dans un couple
y

(x I (A'», y est un morphisme

f : X x' tel qu'on ait

(1.2.4.5) a. (f) 0 Ay y A' 0 f
Y

1. 2.5. On peut etablir des variantes de ce qui precede dans Ie cas Oll de plus,

on a affaire a une loi 0 . C'est ce qu'on esquisse brievement dans ce qui suit. Toutes

les lois 0 envisagees sont lineaires, et commutent avec les (11.1.5.4).

1.3.5.1. Soit f' une A'-lineaire. Si = est une donnee de

descente pour C' relativement a A A' , une compatibilite de avec la loi

o de f' est une structure de sur a. (I 4.1.1) telle que soit un

8i C est une A-lineaire, la donnee de descente canonique sur

f(A') est munie de naturelle d'une compatibilite avec la loi 0 de f(A')

(II 1.5.4).

Une donnee de descente d'une telle compatibilite, est appelee

une de descente relativement a A A' .

1.3.5.2. Soient C' D'- '- des 0-categories A'-lineaires munies de 0-donnees de

descente relativement a A A' . Un morphisme de f' dans D' est un morphisme

(u, ) de categories A'-lineaires munies de donnees de descente, avec une structure

de ®-foncteur sur u telle que soit un ®-isomorphisme. Enfin, un morphisme

A. entre deux tels morphismes (u, ), (u', ') est un ®-morphisme A.: u u '

verifiant la condition (1.3.1.3).
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1.3.5.3. Avec 1es hypotheses et notations de 1.3.5.1, 1a categorie A-1ineaire

est munie d'une loi 0 canonique. Bornons-nous a l'expliciter sur les objets de cette

categorie, en faisant quelques identifications evidentes

(1. 3.5.1) (X,A) 0 (X' ,A') (X0Y, A0A') .

On peut demontrer facilement 11analogue de la proposition 1.3.3, ainsi que

des variantes relatives aux diverses contraintes qu'on peut imposer aux lois 0

envisagees.

1.3.5.4. Dans Ie cas Oll A' est donne comme un galoisien de groupe r de

A (voir 1.3.4), on peut donner des variantes 0 analogues. On imagine qu'apres tout ce

qui precede, 1es definitions correspondantes sont evidentes pour Ie lecteur. Aussi on

s'en servira sans aucun scrupu1e par 1a suite.

1.3.6. Scholie. Soit AI A-algebre fidelement plate. II revient au de se

donner une categorie ind-tannakienne sur A, gue de se donner une categorie ind-

tannakienne sur A' munie d'une 0-donnee de descente ACU relativement au morphisme

A A' . En particulier, si GI A'-groupe affine et plat, 1es categories

ind-tannakiennes sur A devenant eguivalentes sur A' Rep(G'), correspondent

0-donnees de descente ACU re1ativement a A A' .

§ 2. GERBES TANNAKIENNES LE THEOREME DE STRUCTURE

2.0. Topologies sur 1a categorie des schemas.

2.0.1. Soit S un schema, et designons comme d'habitude par Sch/
S

la categorie

des S-schemas. On definit sur Sch/
S

plusieurs topologies, dont 1a plus importante

dans ce paragraphe est la topologie fidelement plate quasi-compacte, en abrege fpqc

(voir SGA 3, IV 6.3). On a aussi les topologies fppf (fide1ement plate de presentation

finie), de Zariski, etale.

On obtient des sites qui seront respectivement notes S
fpqc Sf f' S , S, .pp zar et
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2.0.2. Soit A un anneau (commutatif unifere), et posons S = Spec(A). On peut

munir 1a sous-categorie de Seh/S des A-schemas affines, notee Schaff/A' de 1a

topo10gie induite par 1a topo10gie fpqc sur Sch/
S

(SGA, III 3.1). D'apres Ie 1emme

de comparaison (SGA 4, III 4.1), l'inc1usion Schaff/
A

Sch/S
induit une equiva-

1ence de categories entre 1es categories correspondantes de faisceaux. On en deduit

qu'i1 revient au meme de se donner un champ sur

a Schaff/A (voir GIRAUD [lJ, II 3.3.1).

S
fpqe

que de se donner sa restriction

Pour cette raison, en construisant un faisceau ou un champ sur

1imitera souvent a Ie definir sur 1es A-a1gebres.

S , on se
fpqc

(i.e. 1a categorie opposee a

Cette methode nous epargnera un certain nombre de definitions purement auxi1iaires.

Des remarques semb1ab1es s'app1iquent aux sites Sfppf ' Szar , ...

2.1. Rappe1s sur 1es gerbes et ies iiens.

2.1.0. Pour ia commodite du 1ecteur, on rassembie iei un certain nombre de definitions

et resuitats dGs a GIRAUD [iJ. Dans ia suite de ce numero, on fixe un site S, suppose

standard pour simplifier ; ceci signifie que S possede des finies et que 1es

prefaisceaux representab1es sont des faisceaux.

2.1.1. On appei1e gerbe sur S un champ Q sur S verifiant 1es conditions suivantes.

a) Les fibres (T E ob S) du S-champ Q sont des groupotdes, i.e. tout

morphisme de Q
T

est un isomorphisme.

b) Les objets des fibres Q
T

sont localement isomorphes.

c) II existe une fami11e (Ti)iEI d'objets de S couvrant l'objet finai f

de Stelle que 1es fibres Ii T. soient non vides.

On dit qu'une gerbe Q sur S est neutre si 1a fibre Qe est non vide.

Un morphisme de gerbes sur S est simp1ement un morphisme entre 1es S-ehamps

sous-jacents, et on definit de meme 1es morphismes de gerbes.
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2.1.1.1. Soit G un faisceau en groupes sur S , et soit TORS (G) Ie S-champ des

G-torseurs a droite (loc.cit., III 1.7.1). II est clair que TORS(G) est une gerbe, et

que c'est une gerbe neutre. On a en effet Ie G-torseur Gd sur

On verifie facilement qu'une gerbe sur S est neutre si et seu1ement si elle

est equiva1ente a une gerbe de la forme TORS(G). De un S-champ est une gerbe

si et seulement s'il est 10calement (sur S) equivalent a un champ de la forme TORS(G).

2.1.2. Donnons-nous un faisceau en anneaux Q
S

sur S, de sorte que (S,Qs) est

un site annele. Ceci permet de definir Ie champ Qs-lineaire QCOH(S) des QS-Modules

quasi-coherents. Si Q est une gerbe sur S, on note REP(Q) (resp. Ie

S-champ (resp. la categorie) des SIT -foncteurs (resp. S-foncteurs) cartesiens

Q/T QCOH(T), ou T:E ob S (resp. Q QCOH(S)).

Si on remarque que QCOH(S) est de evidente un 0-champ ACU S-lineaire,

on voit que REP(Q) (resp. est canoniquement muni d'une structure de

0-champ ACU S-lineaire (resp. 0-categorie ACU res, Qs)-lineaire), avec des

On a

(2.1. 2 .1)

2.1.2.1. Le S-champ REP(Q) depend fonctoriellement de la gerbe Q. Si u: Q'

est un morphisme de gerbes sur S , on obtient par composition un morphisme de 0-champs

ACU S-lineaires :

OU REP(Q') REP(Q) .

2.1.2.2. Soit G un faisceau en groupes sur S, Q = TORS(G) la gerbe des G-torseurs

a droite. On dispose alors de deux 0-champs ACU S-lineaires, REP(Q) et Ie 0-champ

REP(G) des G-QS-Modules quasi-coherents. Ces deux 0-champs sont equivalents j de

precise, on definit des 0-foncteurs ACU stricts r(T,2s)-lineaires

(2.1.2.2) T E ob S
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en associant a chaque foncteur cartesien : TORS(G
T)

QCOH(T) Ie QT-Module

quasi-coherent muni de l'action a gauche de G
T

deduite par fonctoria1ite

de de l'isomorphisme canonique

On verifie facilement que ce sont des equivalences, et que la collection de

ces foncteurs definit une equivalence

(2.1.2.3) REP(TORS(G» REP (G)

2.1.3. Rappelons la notion de lien sur un site S . Si on note FAGR(S) Ie S-champ

ayant pour fibre au-dessus de T E ob S la categorie Fagr(T) des faisceaux en

groupes sur T (ou plut3t sur Ie site SIT)' soit LI(S) la categorie fibree sur S

ayant pour fibre au-dessus de T la categorie ayant 1es objets que Fagr(T),

et comme morphismes G G' l'ensemble des sections globales du faisceau quotient

, G' agissant par automorphismes interieurs.

Le champ LIEN(S) est par definition Ie champ associe a la categorie fibree

(loc.cit., II 2.1.3) LI(S). La categorie Lien(S) des S-liens est

On a en particulier un foncteur

Lien(S) LIEN(S)
e

(2.1.3.1)

et on verifie qu'on a

(2.1.3.2)

lien Fagr(S)

= Hom(G,G')/G'

Un lien sur S est dit representable s'il est isomorphe a un lien de la

forme lien(G). Tout lien est localement (sur S) representable.

Un lien sur S est dit abelien si localement sur S il est representable par

un Groupe abelien. Dans ce cas, il est representable (globalement) par un Groupe abelien

uniquement determine. De precise, Ie foncteur (2.1.3.1) induit une equivalence
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de la categorie des faisceaux en groupes abeliens sur S sur celIe des liens abe liens

sur S.

2.1.4. A une gerbe sur S on attache canoniquement un lien sur S . Nous n'allons

pas definir ce procede en detail (lac. cit. , IV 2.2) ; disons seulement que cette

correspondance est uniquement determinee, a isomorphisme fonctoriel pres, par ses

proprietes d'@tre fonctorielle, compatible avec la localisation, et d'associer a une

gerbe TORS (G) Ie lien lien(G). Si L est Ie lien d'une gerbe Q, on dit que L

Q, ou que Q est liee par L, au encore que Q est une L-gerbe.

De m@me si Q, Q' sont des gerbes liees par L,L', et si u: Q Q' est

un morphisme auquel correspond un morphisme de liens \: L L' , on dit que u

est un \-morphisme.

On dit que deux L-gerbes sont equivalentes s'il existe entre elles une equi-

valence de gerbes liee par Ie morphisme id
L

2.1. 5. Soit L un lien sur S . On note H2 (S ,L) au I 'ensemble des classes

d'equivalence de L-gerbes, H2(L)' la partie definie par celles des L-gerbes qui

sont neutres (2.1.1). Get ensemble ne depend pas fonctoriellement de L. Toutefois,

si \: L L' est un morphisme de liens, on definit une relation ---0 . Si

P E H2(L) , q E H2(L') , on ecrit

\
p ----0 q

s'il existe une L-gerbe Q (resp. L'-gerbe Q') representant p (resp. q) et un

\-morphisme Q Q' . Gette relation est une fonction chaque fois qu'on a

Cen t CX) (Loc c c i t . , IV 3.1.5), par exemple si L' est ab e l i.en , au si \

est surjectif (i.e. localement represente par un epimorphisme de faisceaux en groupes).

2.2. Gerbes tannakiennes.

2.2.1. Soit S un schema. On dit qu'une gerbe Q sur Sfpqc est representable
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(resp. plate, Ii sse) si Ie lien de q est localement defini par un faisceau

en groupes representable (resp. et affine, et plat, et lisse).

2.2.2. On dit qu'une gerbe sur S
fpqc

est tannakienne si elle est affine et plate.

Ceci equivaut a dire que, localement pour fpqc, elle est equivalente a une gerbe

TORS (G) , ou G est un schema en groupes affine et plat.

2.2.3. Soient A un anneau, S = Spec(A) , et q une gerbe tannakienne sur A

(i.e. sur Sf ). Remarquons que, par descente
pqc

fpqc (SGA 1, VIII), Ie champ des

Modules quasi-coherents sur S est Ie meme pour la topologie fpqc ou pour la topolo-

gie de Zariski. Ainsi, si q = TORS (G) , on a par 2.1.2.2 une equivalence de ®-cate-

gories A-lineaires

ou a la signification habituelle (chap. II).

Soit A' une A-algebre. On a un ®-foncteur ACU

(2.2.3.0

ou est la gerbe q restreinte a Sch/A, . On voit facilement que ce foncteur

est une equivalence de categories.

Les remarques precedentes entrafnent

2.2.3.1. Proposition. Si q est une gerbe tannakienne sur A , ®-categorie ACU

A-lineaire est ind-tannakienne.

2.2.4. Notons GTann(A) la 2-categorie des gerbes tannakiennes sur A. La corres-

pondance

est 2-fonctorielle en q, et definit un 2-foncteur

(2.2.4.1)
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est une 2-categorie, dans la 2-categorie , on a,

quels que soient les objets X, Y

Hom,g(Y,x)

i.e. on change Ie sens des l-morphismes mais non celui des

2.3. Le theoreme de structure.

2.3.0. Dans ce numero, A designe un anneau (commutatif unifere) S Spec(A) . Tous

les faisceaux et les champs consideres sur S Ie sont pour Ia topologie fppc, et

on utilisera Ie procede indique en 2.0.2.

2.3.1. Soit Q une categorie ind-tannakienne sur A ce qui a ete dit en 1.1.2

entratne aussit6t que Ia categorie fibree FIB(Q) sur Schaff/A (1.1.3) est un champ

pour Ia topologie fpqc . Puisque Q est, Iocalement pour fppc, de la forme

ou G est un groupe affine et plat, il resuite de II 3.2.3.3 que FIB(Q) est,

Iocalement pour fppc, de la forme TORS(G). En d'autres termes FIB(Q) est une gerbe

tannakienne sur A. Comme FIB(Q) depend de C de 2-fonctorielle, on a un

2-foncteur

(2.3.1.1) FIB ITann(A) ........,. GTann(A)o
=

ailant en sens inverse du 2-foncteur

(2.3.1.2)

construit en 2.2.4.

2.3.2. Theoreme. Les 2-foncteurs ci-dessus sont des 2-equivalences, quasi-inverses

l'un de l'autre.

Pour prouver ce theoreme, il suffit de definir des equivalences fonctorielles,

pour une gerbe tannakienne Q et une categorie ind-tannakienne Q
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(2.3.2.1)

(2.3.2.2)

2.3.2.1. Definition de Si

C

A' est une A-a1gebre, P, Q des objets de 1a

fibre qA' de q au-dessus de A' , f : P Q un morphisme de qA' , on pose

oii A" est une A'-a1gebre et F: q/A" QCOH(A") est une representation de q/A"'

La notation PAil (re sp . fAil) indique l' image inverse de P (re sp , f) par Le morphisme

specCa") ---;.. Spec Ca") •

Le foncteur ainsi defini est une equivalence. En effet, l'assertion

etant de nature locale, on peut supposer q = TORS(G) avec G un A-groupe affine

et plat. II suffit a10rs de verifier que Ie triangle

TORS (G)

dans 1equel les fleches sans nom sont cel1es donnees par (2.1.2.3) et II (3.2.3.1),

est commutatif a isomorphisme pres. Si west un foncteur fibre sur

F : TORS(G) QCOH(A) est une representation de TORS(G), et si on note A(w) ,

B(w) 1es foncteurs fibre sur image de w respectivement par les

foncteurs [UrORS(G) 0 a

B(w)(F)

<81 GF (Isom (w ,w»

Ecrivons <81 GP = 150m (w ,w) c'est un torseur a droite sous G . L'isomorphisme
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fonctoriel cherche

A(w)(F) B(w)(F)

est donne comme compose des isomorphismes

A(w) (F)

l'isomorphisme P XGF(G
d)

w(F(G
d
» provient de II. 3.2.3.4.

2.3.2.2. Defini tion de Si X, Y E ob f , f est un morphisme, on

ou A' est une A-a1gebre e t w : f(A') --;;. Mod(A') est un foncteur fibre.

Le foncteur s£ ainsi defini est une equivalence de categories ind-tanna-

kiennes ; la preuve est semblable a celIe de 2.3.2.1.

2.3.3. Si £ est une categorie ind-tannakienne sur A , on appelle lien de £ 1e

lien de la gerbe FIB(£) (voir 2.1.4) ; si Lest ce lien, on dit egalement que f

est L , ou que L lie C . On appellera au ss i, L-categorie ind-tannakienne

une categorie ind-tannakienne £ munie d'un isomorphisme de liens L lien(£) . De

si w £ £' est un morphisme de categories ind-tannakiennes liees respecti-

vement par L, L' et si u: L' L est Ie morphisme de liens qui lie FIB(w) :

FIB(£') FIB(£) , on dit que u lie w ou que west lie par u, ou encore que

west un u-morphisme. On notera T£ la classe d'equivalence de la gerbe FIB(£). On

a done T£ E H
2(L)

.

On deduit immediatement de 2.3.2.

2.3.3.1. Corollaire. Soit L un lien sur S
fpqc

defini localement par un groupe

affine et plat. L'application £ T£ definit une bijection de l'ensemble des
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classes d'eguivalence de categories ind-tannakiennes sur A liees par L,

l' ensemble
2

H (L) . Dans cette bijection, la partie correspond aux categories

ind-tannakiennes gui sont neutres.

2.3.4. 50ient f, f' des categories ind-tannakiennes sur A liees respectivement

par L , L' , et soit u : L L' un morphisme de liens. On note

HOM (C' ,C)
u - -

le champ sur 5 = 5pec(A) dont la fibre en une A-algebre A' est la categorie

(f' (A') '.£(A') des u-morphismes .£(A') .£(A') . 5i L = L' et u = idL ' on

note aussi (.£' ,.£), et si C .£' , END
L(.£)

. Remarquons qu'en fait on a

ou le second membre designe le champ sur 5 des equivalences .£ liees par

id
L

; ceci resulte de 2.3.2 et de ce qu'un morphisme de gerbes est une equivalence

si et seulement s'il est lie par un isomorphisme de liens (GIRAUD [lJ, IV 2.2.6).

Soit Z le centralisateur de u (loc. cit. IV 1.5.1). On deduit alors de
u

2.3.2 et loco cit. IV 2.3.2

2.3.4.1. Proposition. Le champ HOMu (.£' ,f)
sur S est une gerbe dont le lien est

canoniguement isomorphe a Z le morphisme canonigue L X Z L' s'identifiant
u u

a celui gui lie le morphisme de gerbes evident FIB(f) x HOM (C',C) FIB(.£').
u - -

2.3.4.2. Explicitons la situation dans le cas OU .£ = f' et u = idL . Soit

Z = Cent(L) le centre de L; c'est un faisceau abelien sur

remarquer qu'on a un isomorphisme canonique

5 , et on peut deja
fpqc

(2.3.4.1)

11 suffit de definir celui-ci localement, i.e. dans le cas ou C

cas traite en II 3.3.3.2.

11 est maintenant facile de voir qu'on a un isomorphisme de gerbes
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TORS(Z) -+ ENDL(,f)

celui-ci associe a un torseur P sous Z l'endomorphisme X P xZ X , compte

tenu de ce que Z agit sur chaque objet de f par l'intermediaire de (2.3.4.1).

On deduit de (2.3.4.2) des isomorphismes de groupe

_ 1
- H (Sf ,Z)pqc

(2.3.4.3)

HO(S Z)
f'pqc

composition. De si Z' = Hl(Z') opere a droite sur cet ensemble.

II resulte alors de loc. cit., IV 2.3.15.

2.3.5.1. Proposition. Si Ie centralisateur de u, Cent(u) cotncide avec Z' ,

l'ensemble Homu(f ,f) est un pseudo-torseur sous Ie groupe H1(Z').

Voici une variante de ce qui precede, dans laquelle on suppose Ie lien L'

abelien (l'hypothese faite en 2.3.5.1 est alors automatiquement verifiee pour tout

morphisme L L'). Si T E H2(L), T' E H2(L') denotent les classes de cohomologie

de f, f' (2.3.3), on note Hom(L,L';T,T') l'ensemble des morphismes de lien

L L' qui envoient T sur T' (voir 2.1.5). On a une application

(2.3.6.1)

qui a un morphisme f' C associe Ie morphisme L L' qui Ie lie.

2.3.6.2. Proposition. L'action de H1(L') fait de Hom(f',f) un torseur au-dessus de

l'ensemble Hom(L,L';T,T').

Rappelons que ceci signifie que l'application



- 185 -

(w,h) (w,wh)

est une bijection.

§ 3. CATEGORIES TANNAKIENNES SUR UN CORPS

3.1. Complements comparaison entre la cohomologie fpqc et fppf.

3.1.0. Fixons un corps k. La categorie Sch/
k

des k-schemas peut munie de

deux topologies: la topologie fpqc qu'on a utilisee jusqu'ici , et la topologie

fidelement plate de presentation finie (fppf). Pour abreger, les sites correspondants

seront notes respectivement kqc ' k pf . La topologie fpqc est plus fine que la

topologie fppf, d'ou un morphisme de sites

0.1.0.1) kqc

induisant l'identite sur Sch/k. Vne gerbe sur l'un de ces sites est tannakienne si

elle est liee localement (pour la topologie envisagee) par un groupe affine (automati-

quement plat). Elle sera dite algebrigue si ce groupe est de type fini (ou de

presentation finie, cela revient au mgme).

L'objet de ce numero est de prouver qu'il n'y a pas de distinction a faire

entre les gerbes tannakiennes algebriques sur kpf ou sur kqc

3.1.1. Soit F un prefaisceau en groupes abeliens sur Sch/k, F : Ab .

Rappelons que F est loca1ement de presentation finie s'il transforme lim filtrantes
+-

de k-schemas affines en

On a des morphismes de groupes, pour i E

0.1.1.1)

provenant du morphisme de sites (3.1.0.1), ou *i designe 1a cohomologie de Cech

(voir SGA 4, V).

3.1.1.1. Proposition. Si F est loca1ement de presentation finie, 1es applications

(3.1.1.1) sont bijectives.
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3.1.1.2. Preuve. Par definition de la cohomologie de tech, on a

vi
Hi(A/k,F)H (k

pf
,F) lim

iJk

Hi(k ,F) lim Hi(A/k,F)
qc Ark

ou dans la premiere expression A parcourt les k-algebres de type fini, dans la

seconde A parcourt toutes les k-algebres (i.e. appartenant a l'univers ambiant dans

lequel on travail1e). L'application (3.1.1.1) est l'application canonique provenant de

1 'inclusion du premier ensemble d'indices dans Ie second. 11 suffit pour conclure,

de remarquer que si A est une k-algebre, l'hypothese sur F entratne qu'on a un

isomorphisme canonique

lim
-+

A '<-+A

ou A' parcourt l'ensemble des sous-algebres de A qui sont de type fini sur k.

3.1.2. Proposition. Soient S un schema, F un faisceau en groupes sur le site

S
fpqc Alors, l'application canonique

0.1.2.1) 1
H (Sf ,F)pqc

est injective. De plus, si F est un faisceau localement de presentation finie,

el1e est bijective dans chacun des cas suivants :

a) F est representable par un S-groupe affine et plat (de presentation

finie par hypothese).

b) S est Ie spectre d'un corps.

On va decomposer la demonstration en plusieurs pas.

3.1.2.1. Prouvons la premiere assertion. II suffit pour cela de remarquer que si P

est un torseur a droite sous F pour la topologie fppf, Pest egalement un torseur

a droite sous F pour la copologie fpqc. Ceci provient de ce que Pest localement

isomorphe a F pour la topologie fppf, et de ce que pour un faisceau fppf (tel p),
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1a propriete un faisceau fpqc est de nature locale pour 1a topologie fppf

comme Ie montre un diagram-chasing facile. Ce raisonnement montre en fait, que

l 'application (3.1.2.1) est induite par Ie foncteur pleinement fide1e

0.1.2.2) Tors(Sf f,F) Tors(Sf ,F)-- pp -- pqc

p p

3.1.2.2. dans Ie cas a). Le foncteur (3.1.2.2) est alors une equivalence

(et un isomorphisme de categories) ; en effet, si P est un torseur a droite

sous F pour fpqc, il est representable par un S-schema affine, plat et de presen-

tation finie note encore P (SGA 1 , expose VIII). II possede un point a valeurs dans

un S-schema fppf, a savoir P et est donc un torseur fppf sous F .

3.1.2.3. dans 1e cas b). Si S = Spec(k), on prouve encore que tout

torseur fpqc P sous F est un torseur fppf, i.e. possede un point a valeurs

dans une k-algebre de type fini. Pour ceci, remarquons d'abord que P est un foncteur

loca1ement de presentation finie ; en effet, ceci est une propriete de nature locale

(pour fpqc) pour un faisceau fpqc . Soit A une k-a1gebre avec peA) 0 . On a

peA) = lim peA')
AIZtA

ou A' parcourt l'ensemb1e des sous-algebres de A qui sont de type fini. II en

resulte qu'il existe une telle A' avec peA') 0.

3.1.3. Comparaison des H2 : cas abelien. Soit G un k-groupe affine de type fini

commutatif. On a un morphisme de groupes

(3.1.3.1) 2H (k ,G) ,
qc

dont on se propose de prouver 1a bijectivite.

3.1.3.1. Soient E, E' 1es suites spectrales qui relient 1a cohomo1ogie habituelle

et la cohomo1ogie de Cech (SGA 4, expose V, 2.5) de G respectivement dans 1e site



- 188 -

"'p qH (k f,H (k f,G»p - p
..
.. E,P+q

11 Y a ega1ement un morphisme evident de suites spectra1es E E'.

3.1.3.2.

suivantes

Un ca1cu1 facile donne pour 1es termes

o

avec p+q 2, les formules

ainsi que des formules analogues pour les termes avec p+q = 2 . Ceci permet,

en considerant les filtrations de E2 , E I2 , dlecrire un morphisme de suites exactes,

o ii:2 (k
p f

, G) (kpf,G)
vl 1 v3
H (k f,H (k f,G» H (k f,G)

p - P P

0.1.3.2) l@ 10 10) 10
o i{2(k ,G) (k ,G) H1 (k ,Hl(k ,G» li3 (k ,G)

qc qc qc - qc qc

3.1.3.3. Theoreme. L'application (3.1.3.1) est bijective.

3.1.3.4. Preuve. Le theoreme sera une consequence du lemme des cinq si on sait

prouver que 1es applications dans Ie diagramme (3.1.3.2) sont bijectives.

Pour et ce1a suit de 3.1.1.1. Pour pouvoir appliquer ce m@me critere a

il faut savoir, dlabord que les prefaisceaux Hl(k f,G),Hl(k ,G) cotncident, ce qui
- p - qc

resulte de 3.1.2, puisque Hl(k f,G) est un foncteur localement de presentation
- p

finie ; ceci resu1te aussitOt de EGA IV § 8 .

3.1.4. Le morphisme de sites kqc kpf induit un foncteur image inverse
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(GIRAUD [l],V 1.2)

0.1.4.1) LIEN(k f) LIEN(k )-- p qc

qu'on notera Lt. Si G est un k-schema en groupes, on a un isomorphisme

canonique

lien(G)t lien(G)

ou Ie premier lien(G) designe Ie lien attache a G pour la topologie fppf, Ie

second celui correspondant a la topologie fpqc.

On dira qu'un lien L sur kpf (resp. kqc

defini localement par un groupe affine de type fini.

est algebrigue affine s'il est

3.1.4.1. Proposition. Soit L un lien algebrigue affine sur kpf Alors, Ie

morphisme de faisceaux fppf

0.1.4.2)

induit par Ie morphisme de champs (3.1.4.1) est un isomorphisme.

3.1.4.2. Preuve. Le prob1eme etant local pour la topologie fppf , quitte a

remplacer k par une extension finie, on peut supposer L defini par un k-groupe

affine de type fini G. II s'agit alors de prouver que Ie morphisme de faisceaus

fppf

Aut ext(G) Aut ext'(G)

est un isomorphisme, ou : Aut(G)/Int(G) , Ie quotient etant pris au sens

de la topologie fppf (SGA 3, expose IV), et Autext'(G) : Aut(G)/Int(G) , Ie quotient

etant pris au sens de la topologie fpqc. lei = , Ie quotient etant

Ie pour les deux topologies ; ceci provient de la representabilite de

(loc.cit., VI, 11.17 et VIII, 6.7).

Soit S un k-schema on a une suite exacte de faisceaux sur S (note
fppf
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dont l'image inverse par Ie morphisme de sites Sqc Spf s'identifie a

En ecrivant les suites exactes de cohomologie, Ot obtient un diagramme

commutatif,

Aut(G
S)

Autext(G)(S)

10 10
Les applications sont des identites est une bijection en vertu des

remarques precedentes et de 3.1.2 a), 5 est injectif par 3.1.2. Un diagram-chasing

facile prouve alors que 1 'application (}) est bijective.

Lien(k » ayant comme objets les
-- qc

3.1.4.3. Remargue. Notons (resp. !') la sous-categorie de Lien(k f) (resp.-- p

liens algebriques affines et comme morphismes les

isomorphismes entre ces liens. La proposition dit alors que Ie foncteur

<3.1.4.3)

induit par (3.1.4.1) est pleinement fidele. Soit M un objet de , il existe

alors une extension finie de k sur laquelle M est represente par un groupe affine

de type fini. En effet, soit A une k-algebre i 0 sur laquelle M est represente

par un groupe affine de presentation finie. Des arguments standard (voir EGA IV, §8)

prouvent que ce groupe provient d'une sous-algebre de type fini de A; on voit ainsi,

en prenant un ideal maximal de cette sous-algebre qu'il existe une extension finie

de k affine de type fini tel que M et soient

localement isomorphes pour la topologie fpqc. lIs Ie sont alors aussi pour la

topologie fppf, parce que Ie faisceau quotient Autext(G
l)

= Autext'(G
l)

est

localement de presentation finie comme on Ie voit aussit5t (3.1.2, b».
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3.1.4.4. Theoreme. Le foncteur (3.1.4.3) est une equivalence de categories.

3.1.4.5. Preuve. Soit M un objet de £' ,k'!k une extension finie te11e que sur

k' , M provient de £ (voir 3.1.4.3)

En utilisant 3.1.4.1, on voit que 1a donnee de descente evidente sur definit

une donnee de descente sur L' . Comme LIEN(k
pf)

est un champ sur k
p f

et que k'!k

est une extension finie, c'est une donnee de descente effective, et on obtient un

lien L sur avec

M

3.1.5. Theoreme. Soit Q une categorie fibree sur Sch!k' Alors, Q est une

gerbe tannakienne algebrigue pour la topologie fpgc si et seulement si e11e l'est

pour la topo1ogie fppf.

La preuve se decompose en plusieurs pas.

3.1.5.1. Lemme. Soient S un schema, et q un champ sur S
fppf

tel que loca1ement

pour 1a topologie fppf, Q est un champ pour la topologie fpqc. Alors, Q est un

champ pour la topologie fpgc.

3.1.5.2. Preuve. Le fait que les morphismes se recollent est une consequence de

ce que pour un faisceau fppf F la propriete "F est un faisceau fpqc" est de

nature locale pour la topologie fppf. La verification du fait que les objets se

recollent est du meme style. Soit [R. -?> T}
i.

un recouvrement fpqc d'un S-schema T,

et soient x.
i,

descente f ..
F

E ob
i.

(x i \ ..

des objets dans les fibres de Q munis d'une donnee de

(x')R . Par hypothese, il existe un recouvrement fppf
J ji

T} tel qu'au-dessus des Q soit un champ fpqc. En prenant l'image

inverse de la donnee de descente par les morphismes T ' -?> T ona
trouve des donnees de descente, qui sont effectives, et donnent lieu a des objets

. Par construction, la famil1e (x')a
se trouve canoniquement munie d'une
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donnee de descente par rapport au recouvrement

que q est un champ fppf.

[T' T} , qui est effective parce
a

3.1.5.3. Le lemme precedent entratne aussitOt que si q est une gerbe tannakienne

algebrique pour fppf, alors el1e l'est aussi pour fpqc. 11 reste a prouver que

si Q est une gerbe tannakienne algebrique pour fpqc , el1e l'est aussi pour fppf

i.e. qu'il existe une extension finie k' de k avec 0. Soit L le lien

Q.

a) Cas ou L = lien(G) , G k-groupe. 11 suffit evidemment de prouver,

compte tenu de 3.1.5.1, que l'application

est bijective. Puisque L = lien(G), ces ensembles sont non vides (il y a au moins

la gerbe des torseurs sous G), et on se ramene a GIRAUD [lJ, III 3.3.3.,

au cas ou G est commutatif, cas qui a ete resolu en 3.1.3.3.

b) Cas general. On sait, par 3.1.4.4, qu'il y a une extension finie k1/k

tel1e que Lest represente par un groupe G
l.

11 resulte de a) qu'il existe une

extension finie k'/k1 avec 0 .

3.1.6. Corol1aire.

Alors, l'application

L un lien algebrigue affine sur k (voir 3.1.4.4).

(3.1.6.1)

est bijective, et induit une bijection

(3.1 6.2)

3.2. Categories tannakiennes.

3.2.1. Soit £0 une categorie abelienne k-lineaire (k etant un corps) munie d'une 10i



@ACU k-lineaire. On dit que C
-0

- 193 -

est une categorie tannakienne sur k si elle est

rigide (I 5.1 1), et si de plus, il existe une extension k'/k , et un foncteur rigide

k-lineaire

w
£0 Modf(k')

qui soit fide Ie et exact. On supposera aussi que C
-0

est petite (i.e. l'ensemble

des classes d'isomorphisme d'objets de C
-0

est un element de l'univers ambiant). On

notera qu'une categorie tannakienne est a la fois noetherienne et artinienne (GABRIEL

[lJ,II 4). En effet, elle est petite par hypothese, et a l'aide d'un foncteur "fibre"

tel que Wo ' on voit que ses objets sont de longueur finie. Une categorie tannakienne

£0 est si dans la definition precedente, on peut faire k' k.

3.2.1.1. Si £0 ,Qo sont des categories tannakiennes sur k, les morphismes de

C
-0

dans D
-0

sont les foncteurs k-lineaires fideles et exacts C
-0 -0

rigides

(I 5.2.1), i.e. munis d'une structure de @-foncteur ACU.

3.2.1.2. Soient £0 une categorie tannakienne sur k, S un k-schema. Rappelons

qu'on designe par Loclib(S) la ACU r(S,QS)-lineaire des QS-Modules

localement libres de rang fini. On appe11e foncteur fibre sur C
-0

a valeurs dans S

un ACU k-lineaire et exact £0 Loclib(S) ; si S 0 , on voit cornrne

en 4.2.1, qu'il est aussi fidele. Si on prend cornrne morphismes de foncteurs fibre les

uniferes, on obtient une categorie • La collection de ces

categories definit de naturelle une categorie fibree FIB (C )
--0 -0

sur Sch/k . La

theorie de descente fpqc (SGA 1, VIII)montre aussitOt que FIBo(£o) est un champ sur

Ie site k
qc

obtenu en munissant Sch/
k

de la topo10gie fpqc • On voit egalement,

par (I 5.2.2 et 5.2.3) que les fibres de ce champ sont des groupotdes.

Si w : fo Loclib(S) est un foncteur fibre, son S-groupe d'automorphismes

est appele Ie groupe d'holonomie de C
-0

en w (voir VI, 1.2).

En fait, FIB (C )
0-0

est une gerbe tannakienne sur k ,cornrne il resulte duqc

theoreme ci-dessous.

3.2.2. Theoreme. Soit c
-0

une categorie tannakienne sur un corps k , et designons
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1a @-categorie ACU k-1ineaire des ind-objets de ' = (voir II

2.3.4). A10rs, est une categorie ind-tannakienne sur k et 1e @-foncteur canonique

0.2.2.1)

induit une eguiva1ence de champs

-.,.. FIB (C )
o -0

3.2.2.1. Remargues pre1iminaires a 1a preuve. On a une equivalence de categories

0.2.2.2)

o
ou designe 1a categorie des foncteurs k-lineaires exacts a gauche

Mod(k) (voir II 2.3.4.2). Le foncteur canonique

au foncteur pleinement fidele.

C -.,.. C
-0

s'identifie

qui a x E ob C
-0

associe 1e foncteur

X(Y) Hom(Y,X).

De meme, si A est une k-algebre, 1a categorie s'identifie a 1a categorie

des foncteurs k-lineaires -.,.. Mod(A) , qui sont exacts a gauche.

Le foncteur canonique i
A/ k:

(II, 1.5.2) devient le foncteur

qui envoie un foncteur k-lineaire exact a gauche

par

Le foncteur jA/k: adjoint a droite de i A/ k devient l'inclusion

evidente. On en deduit par exemp1e que si X,Y E ob £0 et si on note X
A

'Y
A

1es objets de £(A) qu'on obtient par application de i
A/ k,

l'application

HOme (X,Y)
-0

induit une bijection
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0.2.2.3)

Soit maintenant un foncteur fibre sur C
-0

a valeurs

dans une extension k' de k . II definit un @-foncteur ACU fidele exact

w ; £ Mod(k'), et encore un @-foncteur ACU k'-lineaire w' ; f(k') Mod(k')

rendant Ie triangle

C f(k')

/w'
Mod(k I)

commutatif a isomorphisme canonique pres. Un premier pas dans la demonstration du

theoreme consiste a prouver que w' est fidele et exact; malheureusement, ceci n'est

pas aussi trivial qu'il Ie paratt au premier abord, et depend fermement de ce que

est une categorie tannakienne.

3.2.2.2. Construction d'une gerbe auxiliaire.

a) Le foncteur fibre W
o

; £0 Modf(k') definit de la decrite en

II 1.3.3.3, un k'-monotde affine G' ,

C
-0

0.2.2.4) G'

On a G'

0.2.2.5)

Spec(B') , OU B' est la k'-bigebre definie par

End(w )
-- 0

On a d'ailleurs des isomorphismes

V
B' z: End(w) z: End(w')

0.2.2.6)

on remarquera aussi que G' est un groupe, i.e.
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ce qui resu1te des remarques a 1a fin de 3.2.1.

11 est clair, par definition de G' , que W
o

et w prennent leurs valeurs

dans la categorie des G'-modules ; on a des triangles commutatifs

w
C
-0

Modf (k ")

<3.2.2.7)

Mod(k')

b) On definit une sous-categorie fibree Ci de FIB (C )
o -0

de la suivante

si S est un k-schema, Cis est la sous-categorie pleine de Fibo(fo'S) ayant comme

objets les foncteurs fibre V: f
o

Loclib(S) qui se factorisent localement par

G'
Wo . En termes precis, V appartient a Cis s'il existe un recouvrement fpqc

[S. S} de S et des carres commutatifs
1.

:>

1
S

tel que les diagrammes de @-foncteurs

Spec(k)
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w
0

Rep (G')C
-0 --0

vI 1
G'

(Wo )s.
1

Loclib (S) - Loclib (5. )
--- 1

soient commutatifs a @-isomorphisme pres.

La p r opr i e t e pour V d I appartenir a Qs es t locale en S pour la topologie

fpqc, comme il resulte de la definition. Ceci entratne que Q est un champ sur k
qc

En fait, Q est une gerbe : on a deja remarque que ses fibres sont des groupotdes,

la fibre est non vide (elle contient wo) , et enfin, par definition, tous les

objets de QS sont localement isomorphes.

Le @-foncteur fidele et exact f o definit un morphisme de

gerbes sur

0.2.2.8)

k'
qc

Celui-ci est une equivalence. En effet,
G'

W
o

qui est un objet de la premiere gerbe

au-des sus de k' , s'envoie par ce morphisme dans w
o'

et il suffit de prouver que le

morphisme de faisceaux

est un isomorphisme (GIRAUD [lJ, IV, 2.2.6)

identite de G' .

or ce morphisme s'identifie au morphisme

c) Soit x un objet de C
-0

La correspondance qui a chaque objet V de

Qs ' V : f o Loclib(S), associe v(X) , est une representation de la gerbe Q

On obtient ainsi un @-foncteur ACU k-lineaire f o , ou encore

0.2.2.9)

Celui-ci est manifestement exact. 11 est aussi fidele. En effet, si X E ob(f) est

envoye en l'objet nul, on a en particulier w(X) = 0 , donc X = 0 .
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En outre, si on identifie a en uti1isant

(3.2.2.8) et II (3.2.3.1), Ie foncteur deduit de (3.2.2.9) en etendant 1es sca1aires

de k a k' s'identifie au foncteur w' : deduit de

w On en deduit que Ie foncteur w' est exact et fide1e.

3.2.2.3. Le foncteur (3.2.2.9) est une 0-eguivalence. II suffit de prouver que

w' : est une equivalence:

a) La collection des objets X
k,

(X E ob est une famille de generateurs

pour la categorie . En effet, si F,G: Mod(k') sont des objets de

, on a

done un morphisme F G est un isomorphisme si et seulement si pour tout X,

Hom(Xk"F) Hom(Xk"G) est une bijection.

En outre, les Xk'
sont des objets noetheriens (e t a r t i.n i ens) de ) ;

en effet, on a vu que w' est exact et f i de Le , et w' (Xk I) W(X) est un G'-module
0

de rang fini sur k' .

On en conclut que est une categorie localement noetherienne.

b) Soit la sous-categorie pleine des objets noetheriens de

G'est une sous 0-categorie, et w' induit un 0-foncteur AGU k'-lineaire

qui est fidele et exact. Pour prouver que w' est une equivalence, il suffit de

prouver que celui-ci est une equivalence. On a un triangle commutatif
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a 1a 0-categorie , OU H'

d'ou i1 resulte par (3.2.2.6) que Ie morphisme induit G' H' est un isomorphisme.

On conclut aussitet.

3.2.2.4. Fin de la demonstration. II suffit evidemment de prouver que Q=

c'est-a-dire que pour tout k-schema S , tout foncteur fibre v ; C Loclib(S)
o -0 ---

veri fie la condition de 3.2.2.2 b). II est clair qu'on peut supposer S affine,

S = Spec(A). Soit v: Mod(A) Ie 0-foncteur ACU fide Ie et exact qu'on deduit

de Vo (on suppose A 0 , autrement il n'y a rien a prouver).

Si A'

k' -lineaires,

k' 0
k

A , on remarque qu'on a un isomorphisme canonique de categories

(cette remarque s'app1ique c1airement a une situation plus generale), done on a un

carre commutatif a 0-isomorphisme pres

C » I)

V

1 1v'

Mod(A) )0 Mod(AI)

ou v' est un foncteur fibre sur a valeurs dans A' . II est

alors 10ca1ement isomorphe pour fpqc au foncteur wG (II 3.2.3), ce qui conclut 1a

preuve du theoreme.

3.2.3. Soit Q une gerbe tannakienne sur un schema S , et notons la

0-categorie r(S,QS)-lineaire des foncteurs cartesiens Q LOCLIB(S) , ou

LOCLIB (S) est Ie champ sur Sfpqc
des Modules localement libres de rang fini.
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Voici l'explicitation que le theoreme precedent permet de donner des categories

tannakiennes.

3.2.3.1. Scholie. C
-0

une categorie tannakienne sur k le champ FIB (C )
0-0

est une gerbe sur k
qc'

et le evident

0.2.3.1)

est une equivalence de categories tannakiennes. On a d'autre part une equivalence de

FIB(.£) FIB (C )o -0 oii C = Ind(C ).
- ---0

3.2.3.2. La ®-categorie est evidemment une categorie tannakienne et le

scholie resulte aussitBt de 3.2.2 applique a .£0 et a Ren (FIB (c».
=0 0-

3.2.3.3. Soient .£0' J2.0 des categories tannakiennes sur k, et so i t Hom('£0 '.12.0) la

categorie ayant comme objets les morphismes de .£0 dans D (voir 3.2.1.1) et
-0

comme morphismes les uniferes entre ces ®-foncteurs. On prouve facilement

que le foncteur

0.2.3.2) Hom(FIB (D ),FIB (C »-- 0 -0 0-0

obtenu par fonctorialite de la formation de FIBo est une equivalence de categories.

3.2.4. Extension des scalaires. Soient .£0 une categorie tannakienne sur k, A

une k-algebre, et posons q = FIBo('£o)' L'equivalence (3.2.3.1) autorise a poser

0.2.4.1)

Cette notation est surtout valable lorsque A est un corps, auquel cas la ®-categorie

('£0) (A) est tannakienne sur A et resout le probleme universel qu'on devine.

L'image d'un objet X de .£0 par le foncteur "extension des scalaires"

sera note X ® A , ou XA. 11 resulte de (3.2.2.3) que ce foncteur induit des
k
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isomorphismes

0.2.4.2)

pour X, Y E ob £0 . En partieulier, les k-veetoriels Hom(X,Y) sont de rang fini

sur k, puisque pour un A eonvenable, (fo) (A) est de la forme

3.2.4.1. Soit k'/k une extension de k et posons

II resulte de la demonstration de 3.2.2 que la famille des objets Xk, (X E ob C )
-0

est une famille de generateurs de . De si (Xi)iEI est une famille de

generateurs (resp. de @-generateurs, voir 4.3.1) pour £0 ' il en est de de

pour c'-0

3.2.4.2. Proposition. Soient X, Y E ob £0 ' et supposons que X et Y soient

loealement isomorphes pour

isomorphisme XA
o

X::::Y.

existe une k-algebre A j 0 et un
o

3.2.4.3. Preuve. Soit Isom(X,Y) Ie k-foneteur qui a une k-algebre A assoeie

I 'ensemble

L'hypothese signifie que Isom(X,Y) est un torseur a droite sous Ie k-groupe

Aut(X) pour fpqe. Or, si U =End(X) est la k-algebre des endomorphismes de X

U est de rang fini sur k, et (3.2.4.2) exprime que pour une k-algebre A on a

Aut(X) (A)

D'apres EGA IV 2.5.8, tout torseur sous ee groupe est trivial, done

Isom(X,Y) j 0 .

3.2.5. Soit q une gerbe tannakienne sur k, eorrespondant par 2.3.2 a une eategorie
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ind-tannakienne =

Rappe10ns que

foncteurs cartesiens

est la pleine de

LOCLIB(k) ,ou LOCLIB(k) est le champ sur k des
qc

Modules localement libres de rang fini. Comme on le voit aussitBt, C
-0

est une

categorie tannakienne sur k

(3.2.5.2)

et on a un morphisme de gerbes

qui a un objet P de au-dessus d'un k-schema S, associe 1e foncteur fibre

Ce morphisme est une equivalence de gerbes si et seulement si C s'identifie

a Ind(C) via l'inclusion C C . Soit k' une extension de k telle que 1a
-- -0 -0

gerbe Q/k' soit neutre ; on voit facilement que les conditions precedentes equiva-

lent encore a la suivante : les objets Xk' ,pour X E ob ' constituent une

famille de generateurs de la categorie

J'ignore si (3.2.5.2) est une equivalence pour toute gerbe tannakienne

Voici deux cas dans lesquels la reponse est affirmative.

3.2.5.1. Proposition. Si Q est algebrigue (3.1.0), Ie morphisme (3.2.4.2) est une

eguivalence de gerbes.

3.2.5.2. Preuve. D'apres 3.1.5, il existe une extension finie k'/k et une equiva-

lence de categories ind-tannakiennes

ou G' est un k'-groupe affine de type fini. Soit x' un 0-generateur de (G')
o

(II 4.3.1). Par 1'equivalence precedente, X' correspond a un objet X de

muni d'une action de k' , : k' End(X). C'est-a-dire que X' = . Le

G'-module Xk' n'est autre que X' 0 k k' , est encore un 0-generateur de

(loc.cit.), puisque 1 'extension k'/k est finie. II resulte de la, d'abord que

x E ob ' ensuite que la collection des Yk, , pour Y E ob C
-0

est un systeme de
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generateurs de la categorie £(k') d'ou la preuve par les remarques a la fin de

3.2.5.

3.2.5.3. Proposition. Si Ie lien de Q est representable par un k-groupe (affine),

Ie morphisme (3.2.5.2) est une equivalence de gerbes.

3.2.5.4. Preuve. E1le est semb1able a 1a precedente. Soit G un k-groupe tel que

lien(G) = L , ou L est Ie lien de Q. On a un isomorphisme canonique

ou les Gi sont les k-groupes quotient de G qui sont de type fini (SGA 3, VIB

11.13) ; de plus les morphismes de transition G. --.,.. G.
1. J

sont fide1ement plats,

ainsi que 1es projections G --.,.. G.. 11 r e su l t e a Lor s de GIRAUD [lJ IV 2.3.18
1.

qu'il

existe un systeme projectif (Qi) de gerbes tannakiennes algebriques, avec Qi

resulte de ceci, compte tenu du theoreme 3.1.5

liee par Ie lien CG. )
1.

et Ie morphisme Q
i
--.,.. Q

j
lie par lienCG. --.,.. G.). II

1. J

de j a Lnvoque , que Ind (fa) = £

3.2.6. Soient £ une categorie tannakienne sur k, k'/k une extension finie

ga10isienne de groupe r. Si L est Ie lien de £' l'ensemble des classes d'equi-

valence de categories tannakiennes liees par L est en correspondance biunivoque

avec I'ensemble H2(L) . D'autre part, si Z CentCL) , Ie groupe H
2(Z)

agit sur

en en faisant un pseudo-torseur sous H
2(Z)

(GIRAUD [lJ III 3.3.3), et Ie

choix de £ definit une bijection de H2(Z) sur I'ensemble des classes d'equiva1ence

de categories tannakiennes sur k liees par L. Le groupe de cohomologie galoisienne

correspond par cette bijection aux categories tannakiennes D sur k liees par L

Soit s: r X r --.,.. Z(k') un 2-cocycle de r a valeurs dans Z(k'). Si la

donnee de descente sur C' £(k') definissant £ (1.2.4.1) s'exprime par
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0. C'
V

\.lv' ,V

celIe definissant la categorie tannakienne D correspondant a S s'exprime par

0.
Y

[(0. , 0 0. ) * r; (V' ,V)] 0 \.l
V V V' ,V

en se rappelant que r;(V',V) E Aut®(id.£,).

\.l' 0 [0., * r; (V' ,V)]
Y y Y V

3.3. Categories tannakiennes algebriques.

3.3.0. Dans tout ce numero, on fixe un corps k

3.3.1. Vne categorie tannakienne C sur k est algebrigue si elle correspond par

3.2.2 a une gerbe algebrique sur k (3.1.0) ; cela revient a dire qu'il existe une

extension de corps k'/k et une equivalence de categories tannakiennes

ou G' est un k-groupe affine de type fini. D'apres 3.1.5, on peut choisir une

extension k'/k finie.

Les assertions suivantes resultent aussit8t de 3.1.5, 3.2.4.1 et II 4.3.2 a).

3.3.1.1. Scholie. Vne categorie tannakienne .£ sur k est algebrigue si et seule-

ment si elle possede un (4.3.1). Dans ce cas, il existe un foncteur fibre

.£ a valeurs dans une extension finie de k. Si L/k est une extension algebri-

guement close de k, et ill:'£ un foncteur fibre, il existe une sous-

extension finie de L/k a laquelle ill peut se reduire.

3.3.2. Soit q une gerbe tannakienne algebrique sur k, et posons .£

Vn objet X de .£' i.e. un q-module, est un foncteur cartesien
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x q LOCUB (k) •

On dit qu'un q-module X est fide1e si Ie foncteur X est fide1e ; cette definition

cotncide avec 1a definition usue11e si q = TORS(G). II resu1te de 3.3.1.1 et II 4.3.2

a) que X
v

est fide Ie si et seu1ement si X e X

Signa10ns enfin un coro11aire du scho1ie.

3.3.2.1. Proposition. Si £ est une categorie tannakienne sur k, £

reunion fi1trante de ses sous-categories tannakiennes pleines qui sont a1gebriques.

3.3.2.2. Corol1aire. Si C possede une fami1le denombrab1e de 0-generateurs, i1

existe un foncteur fibre sur C a va1eurs dans une extension a1gebrique de k.

3.3.3. Soit w: £' £ un morphisme de categories tannakiennes, lie par un

morphisme de liens u: L L' . On peut donner, comme en II 4.3.2, un dictionnaire

reliant 1es proprietes de £ ou de w a ce1les de L ou de u. Voici par exemp1e :

a) L est fini (i.e. localement represente par un groupe fini) si et seulement

£ possede un generateur (voir 2.6.1).

b) (s i, k 0) L est pro-reductif si et seulement si £ est semi-simple.

c) (i) u est fide1ement plat (i.e. un epimorphisme de liens) si et seulement

w est pleinement fidele et tout sous-objet d'un w(X') provient d'un sous-

objet de X' (X' E ob £').

(ii) u est injectif (i.e. localement represente par un monomorphisme de

groupes) si et seu1ement si tout objet de C est sous-objet d'un guotient d'un

w(X') (X' E ob £').
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§ 1. GRADUATIONS

1.1. Graduations et cogebres.

1.1. 1. Soient I un ensemble, £ une categorie. On denote 1a categorie

des familIes d'objets de £ indexees par I; si ! est la categorie discrete ayant

I comme ensemble d'objets, on a

Si £ est additive (resp. A-lineaire, voir I 0.1.2), il en est de de

I (£). Si les sommes directes indexees par I existent dans C, on a un foncteur

muni de morphismes fonctoriels

i a
x
a L:

faisant de la somme directe des objets ; bien entendu, Ie couple (L:,(ia»

est unique a isomorphisme unique pres, et si £ est une categorie A-lineaire, Ie

foncteur L: est aussi A-lineaire.

Si u; £ £' est un foncteur additif, et si on suppose que dans £' les

sommes directes existent, la donnee d'une graduation de type I sur chaque u(X)

(x E ob £) , i.e. d'une decomposition

u(X) $
aEI

x'a

qui depend de fonctorielle de X , revient a celIe d'un couple

foncteur additif

I(u ,cp) d'un

I
u

et d'un isomorphisme fonctoriel cp
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1.1.1.1. Si Best une A-cogebre, I un ensemble, Ie A-module B(I) est naturel-

lement une A-cogebre, la somme directe de I exemplaires de B dans la categorie de

A-cogebres ; ceci resulte aussitOt de II 1.2.2. lorsqu'on remarque que

avec les notations de loc.cit. Le m@me raisonnement montre qu'on a un morphisme

codiagonal de cogebres

v

qui est donne par

v( (b .» = L: b.

On verifie facilement que Comod(B(I» s'identifie en tant que categorie

A-lineaire avec IGrad (Comod(B» et que Ie foncteur
IL: : (Comod(B» Comod(B)

n'est autre que Ie foncteur v
cp de f i.ni. par v (II 2.1.2).

En particulier, si on note IGrad (A) la ca t.ego r i.e A-lineaire

des A-modules gradues de type I, on a un isomorphisme de categories

IGrad (A)

1.1.2. Proposition. Soient B A-cogebre, I un ensemble. Les donnees suivantes

sont equivalentes.

a) Une graduation de B
cp de type I , cpB =$ cpi

i

b) Un morphisme de A-cogebres B A(I)

c) Une graduation du B-comodule a gauche B
g

de type I, B
g

v
d) Une famille ( i)iEI' i E B(A) verifiant

dl)

b (somme finie) pour b E B .

De plus, les conditions dl), d2) sur une famille ( i) equivalent a dl) et
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b E B

1.1.2.1. Preuve. L'equivalence des donnees a), b) resulte de la discussion 1.1.1.1,

celle de a), c) de II 2.4.4
B

et de 1a remarque qu'un sous-foncteur de (resp. sous-

comodule a gauche de B )
g

qui est facteur direct est automatiquement re1ativement

exact (resp. cop1at). La donnee d'une graduation de B ,
g

revient a cel1e d'une fami11e ' E EndB(Bg) verifiant les conditions

2: (b) = b
. 1
1

b E B

Puisqu'on a un isomorphisme de (II 2.0.5)

"B EndB(B )
- g

on voit 1 'equivalence des donnees c) et d).

Pour verifier 1a derniere assertion de l'enonce, i1 suffit de prouver que si

on suppose 1es conditions d1), d2) satisfaites pour une fami11e (e
i)

, pour tout

B-comodu1e a gauche M, Ie A-module M est somme directe de ses sous-modu1es Me.
1

(iEI). (lei et dans ce qui suit, on utilise librement 1e langage de II 1 et 2.0).

Considerons Ie morphisme suivant de A-Modules

Horn-(M,B ) Hom(M,B )1
--Jj g - g

c'est evidemment un monomorphisme de A-modules representab1es, donc son transpose

est surjectif. 11 resulte de ceci et de dl) que M est somme directe de ses sous-
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modules M i (iEI).

1.1.2.2. Coro11aire. Si Bg L: s . B
i 1.

est une graduation du B-comodule a

gauche B ,les projections B 8.B font de B direct dans la
g 1. g

categorie des B-comodules a gauche des 8.B
1.

Si M est un B-comodule a gauche, on

1.1.2.3. Preuve. Elle resulte facilement de la decomposition en sOmme directe

M = L: M 8i et de l'isomorphisme de !-modules (II 2.0.5)

1/
Hom,(M,B ) z: M

g

Le resultat que voici est une consequence facile de ce qui precede.

1.1.3. Proposition. Soit u

suivantes sont eguivalentes

B B' un morphisme de A-cogebres. Les donnees

a) Dne graduation de (II 2.1.2) de type I.

b) Dn morphisme de A-cogebres I
u rendant commutatif Ie triangle

I
B u» B' (1)

B'

c) Dne graduation de B'-comodu1e a gauche B de type I .
g

d) Dne famille ( i)iEI' 8i E Cent(tu)(A) (II 2.1.3.1) verifiant

dl)

d2) L: .b
i 1.

b b E B



- 212 -

1.2. ®-Graduations et schemas en groupes affines.

1.2.1. Soient A un anneau, M un monotde commutatif. On definit comme en SGA 3

I 4.4. Ie A-monotde affine DA(M) , qui a A(M) comme bigebre, Ie produit provenant

de 1a multiplication dans M, Ie coproduit de la loi de !-algebre de (A(r)y = AI .

On en deduit par 1.1.1.1 et II 3.1.1 ii) qu'on a une equivalence de ®-cate-

gories
... M

respectant les foncteurs oubli. La loi ® sur
M
(A) est donnee par

1a contrainte ACU est induite par celIe de Mod(A).

La proposition suivante est consequence immediate de ce qui precede et de

II 3.3.3.

1.2.2. Proposition. u : G G' un morphisme de A-monotdes affines, et soit

M un monotde commutatif. II revient au de se donner une ®-graduation de tYpe M

du ®-foncteur w
U

: ou un morphisme de A-monotdes DA(M) Cen t Iu )

(ce dernier n'etant pas representable en general).

1.2.2.1. Corollaire. G est un A-monotde affine, il revient au de se

donner une ®-graduation du foncteur identigue de (une telle ®-graduation est

appelee centrale) ou un morphisme DA(M)

1.2.2.2. Corollaire. Si G A-monotde affine, il revient au de se donner

®-graduation de type M du foncteur oubli Gw : Mod(A) ou un morphisme
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1.3. 0-graduations de categories tannakiennes et de foncteurs fibre.

Voici l'enonce correspondant, qui, etant de nature locale pour 1a topo1ogie

fpqc, resu1te de ce qui precede et de la definition des categories ind-tannakiennes

(resp. tannakiennes), cf. chap. III. lei, A designe un anneau, k un corps, S un

k-schema, M un groupe commutatif.

1) w : f f' un morphisme de categories ind-tannakiennes (resp.

tannakiennes) A (resp. sur k). Alors la donnee d'une @-graduation de type M

w revient a celIe d'un morphisme de A-groupes (resp. k-groupes)

D(M) Aut@(W).

2) Soit w: f Loclib(S) un foncteur fibre sur une categorie tannakienne

f a valeurs dans S (III 3.2.1.2). Alors, la donnee d'une @-graduation de type M

sur w revient a celIe d'un morphisme de S-groupes

§ 2. FILTRATIONS

Toutes les filtrations considerees dans ce paragraphe sont decroissantes

indexees par sont exhaustives separees ; i.e. si un objet E dans une cate-

gorie abelienne estfiltre par des sous-objets (n E , on a

2.1. @-filtrations exactes de foncteurs fibre.

2.1.1. Soient f une categorie ind-tannakienne sur un anneau A, w: f Mod(A)

un foncteur fibre (III 1.1). Une filtration F de w par des sous-foncteurs
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exacts Fnw (n E Ll) est app e l.ee une <2I-filtration exacte si 1es conditions suivantes

sont verifiees

FE 1) Si E E ob , 1es sous-modules Fnw(E) sont facteur direct dans

weE) .

FE 2) Le foncteur gradue associe grF(w) est exact.

FE 3) On a pour tout nEll, E,E'

FnW(E<2IE') L: FPw(E) <21 Fqw(E')
p+q=n

moyennant l'isomorphisme w(E<2IE') "" weE) <21 weE').

On en deduit un foncteur fibre grF(w) , muni d'une <2I-graduation (voir 1.2).

2.1.1.1. Si C est une categorie tannakienne sur un corps k , 00 : Loc1ib(S)

un foncteur fibre a valeurs dans un k-cschema S (III 3.2), on de f Ln i.t; de la ml1!me

une <2I-filtration exacte de w. Dne telle filtration F donne lieu a un foncteur

fibre 00' = grF(w) muni d'une <2I-graduation de type Ll, i.e. (1.3) d'un morphisme

de S-groupes

On deduit facilement de ce que grF(w) commute avec 1es Hom, que si

E ,E' E ob , et moyennant l'identification

w(Hom(E,E'» ::: Hom(wE,wE') ,

qu'on a

(2.1.1.1)

En particulier

(2.1.1.2)

[u

2.1.1.2. Remargue. D'un point de vue technique, i1 suffit de travai1ler avec des
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@-fi1trations sur des foncteurs fibre w: f Mod(A) pour f une categorie

ind-tannakienne sur A . En effet, les enonces qu'on prouve sont en general de nature

locale pour la topologie de Zariski sur Spec(A) , et une fois prouves dans ce contexte,

leur validite s'ensuit pour les @-filtrations des foncteurs fibre f
o

Loclib(S)

pour C
-0

une categorie tannakienne sur un corps k , S un k-schema. On peut done

se limiter a prouver les enonces pour une @-fi1tration du foncteur G
w G un

A-schema en groupes affine et plat; l'hypothese de platitude n'etant d'ailleurs pas

toujours necessaire.

2.1.2. Soient G un A-groupe affine et plat, F une exacte de

Gw : Mod(A). Si E est un objet de i.e. un G-A-module, Ie

representable dual de E, E (II 1.1.1), est muni d'une action a gauche de

G : si A' est une A-a1gebre, g E G(A'), E E(A') = HomA(E,A') , on pose

g.
-1

0 g

En s'inspirant de (2.1.1.2), on definit une filtration de E par des sous-A-modules

representables, naturelle en E

(2.1.2.1)

Cette filtration est compatible avec les accouplements, dans Ie sens que si

E', E" sont des G-A-modules,

v
cp E' @ E E"

un morphisme de on a que

Ceci resulte de l'identification (II 1.1.6)

Hom(E' ,E @ E")

et de ce que si
v

cp : E' @ E E" est G-invariant, Ie morphisme correspondant

E' E @ E" l'est aussi.
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2.1.2.1. Si B = Aff(G/A) est l'algebre affine de G, notons Bd, Bad les

G-modules obtenus en munissant B respectivement des actions a gauche suivantes

g i b Ch)

g.b(h)

b(hg)

-1
beg hg)

g,h E G , b E B

Si 1e !-module End(w) est muni de 1'action a gauche adjointe,

-1
g u 1---+ g u g ,1 'isomorphisme de !-modules r ep r esentab l e s

(2.1.2.2)
v G

(B d) z: End(w )a --

defini en II 2.1.1.3 est compatible avec les actions de G. II resulte aussitOt de

ce qui precede que, moyennant cette identification, on a pour une A-algebre A'

(2.1.2.3) [u

On a en effet un accouplement de G-modules

b 0 u u(b) .

2.1. 3. Soient ui , w' deux fonc teurs fibre sur une ca t egorLe ind-tannakienne munis de

0-filtrations exactes F,F' On peut considerer la partie de Isom0(w,w') des

les filtrations F,F' ; elle sera no tee Isom.fil.0(w,w').

Si on se permet des extensions arbitraires de la base, on obtient un foncteur

Isom.fil.0(w,W') .

Si, de plus, on dispose d'un isomorphisme donne

grew) t: gr(w')

de 0-foncteurs gradues (ce qui est Ie cas par exemple si w

on a un sous-foncteur de Isom.fil.0(w,w'), note

0''(w,w')

w' , voir aussi 2.1.3),
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forme par les w w' respectant les filtrations et induisant

1 'identification donnee sur les gradues associes.

En particulier, si w w' , on a des sous-groupes de G

U '-- p C0- G

P

U AutO! (ui)

et U est Ie noyau du morphisme evident

P ---,;0. G'

2.1.4. Soient G un A-groupe affine et plat, F une 0-filtration exacte du

foncteur oubli Gw ; Mod(A) . On vient de definir des sous-groupes P, U

de G = Aut0(wG). De plus generale, pour U E , on definit Ie sous-groupe

U
u

de G en posant, si A' est une A-algebre

On a

U (A')
u

{u E G(A')/Vp,u/FPw == id P mod FP+Uw}
F w

p U
o

Dans la proposition suivante, B designe l'algebre affine de G ,I l'ideal

d'augmentation de B , noyau de ; B A On remarque que I , ainsi que ses

puissances In, sont des sous-G-modules de Bad (voir 2.1.2.1 pour 1a definition de

ce dernier) ; rappelons aussi qu'on a un isomorphisme canonique de G-A-modu1es

ou Lie (G) est muni de la representation adjointe.
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2.1.4.1. Proposition. Le sous-groupe U est representable par Ie sous-schema
a

ferme de G d'ideal engendre par Fl-o. 1

3) Si G est lisse, il en est de des Uo.

2.1.4.2. L'assertion 1) resulte aussitbt de la definition de Ua
et de

l'explicitation de la filtration de Bad donnee par (2.1.2.2), (2.1.2.3).

Prouvons 2). Soi t J l'ideal engeridr e par F l-a.I , done l'ideal d ' augmen-
a

tation de I = I/J . On verifie aussitbt que les images dea a.

cotncident, d'ou la formule (on utilise ici FE 2»

J
a.

et de

D'autre part, on a l'identification naturelle

on en tire une suite exacte

Le morphisme 1/1
2

1 112 a comme transpose
a. a.

Lie(U) Lie(G)
-- a.

d'ou 1a formule cherchee d'apres la definition (2.1.2.1) de la filtration de

Lie(G) = (1/r 2 )v .

Prouvons 3). Puisque G est lisse, on peut supposer, quitte a localiser en

A pour la topologie de Zariski, que r/12 est libre et qu'il existe une base

adaptee a la filtration de 1/12 (i.e. qui la scinde). Soient a E fl, ... ,fk
une base de Fl-a.(I/I 2) adaptee a la filtration, avec f, E ; relevons-

i,

la dans I en fl, ... ,f
k,

avec Pour prouver la lissite de Ua.'

il suffira de prouver (critere jacobien) que Ie complete J c- B
a.

Ie long de 1 est
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On prouve par recurrence sur n que

F1-a(IIIn+1) =
i

G'est clair pour n = 1 , et dans Ie sens Passons a n+l , n 1 ; soit

i-n n+2 .
f E F (III ). est image de

utilise encore FE 2», 1 'hypothese de recurrence permet de corriger f pour qu'il

. n+ 1 n+2 n+1 2 .dans I II Sym (III). on verifie facilement que

est image de f. , d'ou l'assertion.
• L

2.1.5. On a vu comment une exacte F d'un foncteur fibre w definit

un foncteur fibre grF(w) muni d'une 0-graduation (de type Soit maintenant,

W un foncteur fibre muni d'une (de type i.e. d'un morphisme de

groupes (1.3)

i G G = Aut0(w)m --

On obtient une filtration associee ai, notee F(i), sur w , qui est

evidemment une 0-fi1tration exacte, et on a un isomorphisme de foncteurs fibre gradues

Les groupes U (a 0)
a definis en 2.1.4 seront notes U (i). On posera aussi

a

On veri fie aussit6t que P(i) est Ie produit semi-direct de U(i) par Ie

centralisateur de i:

(2.1.5.1) p(i)

2.1.5.1. Remargue. II resulte de la formule (2.1.5.1) et de 2.1.4.1, 1) que

si G --7 G
m

est un morphisme de G
m

dans un A-groupe affine et plat,

Cent(i) est representable par un sous-groupe ferme. L'hypothese de platitude
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peut etre d'ailleurs levee.

2.2. Scindages de ®-filtrations.

2.2.0. Dans ce qui suit, C designe soit une categorie ind-tannakienne sur un

anneau A, soit une categorie tannakienne sur un corps k. Suivant les cas, w

designe un foncteur fibre w: Mod(A) ou un foncteur fibre w Loclib(S)

a valeurs dans un k-schema S (voir 2.1.1.2). On pose

2.2.1. Si west muni d'une ®-filtration exacte F, un seindage de Fest une

®-graduation i de w telle qu'on ait F = F(i) (2.1.5). On dit que Fest

scindable s'il existe un seindage, localement scindable (ou admissible) s'il

existe des scindages localement pour la topologie fidelement plate quasi-compacte

sur la base A ou S.

La donnee d'un seindage de F revient a celIe d'un isomorphisme de foncteurs

filtres

induisant l'identite sur les gradues associes, done le foneteur (sur Ann/A' ou

Sch/ S) des scindages de F, note Scin(w,F) , n'est autre que Ie foncteur

®'Isom "(grF(w),w) et se trouve de ee fait muni d'une structure de pseudo-torseur a

gauche sous Ie groupe u = Aut®'(w) et de pseudo-torseur a droite sous Ie groupe

U(i') eorrespondant a F(i'), la filtration deduite de la graduation i' de w' ,

i' : G G' = Aut®(w').m

On espere, c'est un probleme ouvert, que toute exacte de west

admissible (e'est prouve en 2.4 pour les cas interessants en pratique, par exemple si

G est un schema en groupes reductif). Ceci signifierait que Ie pseudo-torseur

precedent est un torseur pour la topologie fpqc. Dans ce qui suit, on s'interesse

surtout aux ®-filtrations admissibles.
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2.2.2. Proposition. Soit G k-groupe algebrique, et supposons k de caracte-

ristigue zero. Alors, toute admissible de

scindable.

Gw :.&P.
o
(G) -'> Mod£(k) est

2.2.2.1. II resulte de SGA 3 XVII 3.5 que U est un groupe unipotent,

et il suffit de remarquer que si U est un groupe unipotent en caracteristique zero,

tout torseur sous U (pour la topologie fpqc) est trivial, i.e. qu'on a
1H (k,U) = O.

Ceci resulte de ce que U est extension successive de groupes t a (loc.cit. 4.1.3)

et du fait bien connu que o (SERRE [ 2 ],X § 1 prop. 1).

2.2.3. Soit (w,F) un foncteur fibre muni d'une admissible. Au couple

(w,F) on associe

1) Le foncteur fibre w' = grF(w) , d'ou G' = .

2) Le morphisme i':4:
m

definissant la de w' •

3) Le torseur a droite sous

Q

u(i' )

Isom . (w' ,w)

Reciproquement si on a un triple (w',i',Q) d'un foncteur fibre w' , d'un

morphisme et d'un torseur fpqc Q sous U(i') , on lui

associe un couple (w,F) de Ia suivante on pose

c'est un torseur a droite sous G' qui definit donc un foncteur fibre (voir II

3.2.3.4)

w
U(i')

Q X w'

d'autre part Ie groupe U(i') agit sur Ie foncteur fibre filtre (w',F(i')) induisant

l'identite sur Ie gradue associe, d'ou une admissible sur W= Q xU(i')w' .

On obtient ainsi un dictionnaire entre foncteurs fibre w munis d'une

admissible et entre triples (w',i'.Q) comrne ci-dessus, cette derniere
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ne s'exprimant qu'en termes de foncteurs fibre gradues.

2.2.3.1. Exemple. Soit k un corps non parfait de caracteristique p , et posons

Ga.. d;
p m

par le groupe multiplicatif

le produit semi-direct de a. ,noyau de l'elevation a la puissance p-ieme dans
p

operant par homotheties.

4;
a

On va construire un foncteur fibre sur (G) muni d'une ®-filtration
o

admissible qui ne soit pas scindable. Pour cela, il suffit par 2.2.3 de construire

un triple (w,i,Q) ou Q ne soit pas trivial, ou encore de construire un couple

le foncteur oubli(w, i) tel que Hl(k
f

,U(i» f 0
pqc

le morphisme evident

On pose w

on verifie aussitBt que

et

U(i) = a. ,et la suite
p

exacte de cohomologie associee a la suite exacte de faisceaux fpqc

donne

2.2.4. Soit w muni d'une admissible F ; pour chaque scindage de F

donne par un morphisme i : G , le morphisme p/U
m

qu'on en deduit est

toujours le m me. En fait, m me si les scindages ne sont definis que localement pour

la topologie fpqc , le morphisme precedent est defini globalement : c'est le seul

rendant commutatif Ie triangle

ou la fleche p/U G' a ete definie en 2.1.3.

On trouve ainsi un isomorphisme du foncteur Scin(w,F) des scindages de F
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avec Ie foncteur des relevements de G
m

p/u a un morphisme P , l'action

a gauche de U sur ce dernier (correspondant a la structure de torseur sous U sur

Scin(w,F» etant la conjugaison.

Dans Ie cas ou G est reductif (voir V 1.1 et SGA 3 pour ce qui suit) on a

d'autres resultats.

2.2.5. Proposition. Soit w muni d'une admissible, et supposons que

G = Aut@(w) soit un schema en groupes reductifs. Alors

1) P est un sous-groupe parabolique de G, de radical unipotent U

est la graduation correspondante de = Lie(G) , on a

(SGA 3 XXVI 1.1 et 1.6). definit un scindage de F
n

et .B. = E9 .B.
nE7Z

Lie(P)

2) Pour chague scindage i: G
m

G de F, Cent(i) est un sous-groupe

de Levi pour P (loc.cit. 1.7), et Ie morphisme de foncteurs defini ainsi

Scin(w,F) Lev(P)

est un isomorphisme.

3) Si la base est affine (i.e. si dans Ie second cas considere en 2.2.0,

S est affine), la filtration F est scindable.

On divise la preuve en plusieurs parties.

2.2.5.1. La derniere assertion de 1) est mise pour memoire et resulte de 2.1.4.

2.2.5.2. Si on admet la partie 1), 1 'assertion 3) resulte de SGA 3 XXVI 2.2. En

effet, on y voit que tout torseur sous U est trivial, done Scin(w,F) possede une

section globale par definition de @-filtration admissible.
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Supposons qu'on a prouve que Pest parabolique, et soit
m

definissant un scindage de F . On a alors une decomposition en produit semi-directe

par 2.1.3. D'autre part, par DEMAZURE [lJ 2.1.3 (iv), on sait que Cent(i) est un

sous-schema en groupes reductif de G, et il resulte aussitOt des definitions

SGA 3 XXVI 1.6, 1.7 que U U(i) est Ie radical unipotent de P et que

est un sous-groupe de Levi de P . Puisque la propriete pour U '--- P Ie

radical unipotent de P est locale pour fpqc , on a prouve cette assertion indepen-

damment de l'existence de i (Gm G. Enfin, l'application

Scin(w,F) LevCP}

est compatible avec les actions de U , et est done un isomorphisme puisque

Scin(w,F) et Lev(P) sont des torseurs sous U (loc.cit. 1.9).

2.2.5.4. II reste a prouver que Pest parabolique ; Ie probleme est local pour la

topologie fpqc, on peut supposer que P = P(i) pour un i :, G donne. On sait
m

alors construire un sous-groupe parabolique P' = P'(i) de G qui est caracterise par

les conditions de contenir Cen t f i.) et d'avoir EEl g n comme Al geb r e de Lie (SGA 3
n:?:O

XXVI 6.1) ; de plus, Cent(i) est un sous-groupe de Levi de pI , i.e. on a une

decomposition

pI U '•

Oll U' est Ie radical unipotent de P' . II s'agit de prouver que P P'.

Prouvons pI C P ; il suffit de prouver que U' C P , et puisque tout Ie

probleme est local comme on l'a dit au debut, supposons que G est deploye muni d'un

tore maximal T , que se factorise par T et que G est muni d'un

epinglage adapte a P' (loc.cit. 1.11). Ceci entra!ne aussitOt (loc.cit. 1.12) que

si M est Ie groupe des caracteres de T, i* : M Ie transpose de i (quitte

a localiser encore pour que i (Gm G provienne d'un tel *i ) on a
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avec les notations de loc.cit. II faut en definitive, prouver que pour toute racine

rEM verifiant i*(r) > 0 , p p ou encore que s I
r '

{; p
a r est

defini par l'epinglage, pour tout scalaire t et G-module E si (e ) est la
nm

matrice de Pr(t) par rapport a la decomposition E = e En definie par i

(e : Em En) ,alors e 0 si n < m .
nm nm

Soit A un scalaire inversible, on a alors si

p (t ) = (e )
r nm

o..n-me )
nm

d'autre part on a l'identite fondamentale pour h dans T

p (r(hh)
r

d'ou
0..n-me )

nm

e = 0 .n-m
ceci entratne que

Si on prend n < m et les composantes Em En des deux matrices on trouve a

gauche une expression dependant de Ai*(r) OU i*(r) > 0 et a droite une expression

dependant de An-m ou n-m < 0

On vient de prouver que p' P . Puisque P' est lisse et Lie(P) =

on conclut que P = pI • On aurait pu aussi se servir de la caracterisation suivante

de pI

(cf.loc.cit.), qui montre l'inclusion opposee P '-- P' puisque P normalise

evidemment e gn
n<!:O

2.2.6. On se place ici dans Ie premier cas considere en 2.2.0. Une

exacte de west appelee centrale si elle provient d'une filtration du foncteur

identique de .£ Si i: t m G est un morphisme central de groupes, la filtration
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F(i) qu'on en deduit est centrale. Toutefois, la reciproque n'est pas vraie en

general si Fest une filtration centrale et scindable de w , il peut ne pas

exister de scindage de F de f LnL par un ib G
m

central.

2.2.6.1. Exemple. Soit k un corps de caracteristique zero, G = Ib.<b lea m

produit semi-direct de Ib
a

par Ib
m

operant par homo t he t i.e s (Le. "le groupe affine").

Si E est un k-vectoriel de rang fini sur k, la donnee d'une action lineaire de

G sur E revient a celie d'une graduation de type de E

n

et d'un endomorphisme v
E

de E verifiant

La graduation du G-module E provient du morphisme evident i ibm G , l'endo-

morphisme v
E

est le logarithme de l'automorphisme unipotent de E donne par

l'action de 1 E <baCk) . L'action de G sur E se recupere en termes de et

la graduation par

(t,A).X nA exp(tv
E)

(x )

Gw = wSi est le foncteur oubli sur I = on voit aussitBt que la

filtration F(i) est centrale, mais i (ni aucun de ses conjugues n'est central).

2.3. 0-filtrations opposees.

2.3.0. On maintient les notations de 2.2.0.

2.3.1. Deux 0-filtrations exactes F, F de w sont dites opposees si pour tout

p E le morphisme canonique

(2.3.1.1)
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est un isomorphisme. 5i on est dans le second cas de 2.2.0, i.e. si £ est une

categorie tannakienne sur un corps k et w: £ Loclib(5) un foncteur fibre a

valeurs dans un k-schema 5, les filtrations de chaque w(X) (X E ob £) sont finies,

et on deduit de DELIGNE [4] 1.2.5 que dans ce cas les filtrations F,F sont opposees

si et seulement si pour p+q f °

(2.3.1. 2) o .

11 resulte aussi de loc.cit. que si on pose

(2.3.1.3) (p E 7L)

on obtient une @-graduation de type 7L de w et qu'on a

FPw L:
r

w
r:<:p

j?Pw L:
r

w
-r:<:p

Ce dernier resultat est valable egalement dans le premier cas

x E weE) , il existe p,q tels que

si E E ob C

car les filtrations F,F sont exhaustives. De plus, les filtrations induites par

F,F sur sont finies, d'oD

Fiw(E) n F-iw(E)
p5i5-q

et on obtient la decomposition voulue de x, et par suite de w , d'oD l'assertion.

2.3.2. On peut interpreter les constructions precedentes comme fournissant une

equivalence de categories entre la categorie de foncteurs fibre munie de deux

exactes opposees et celle de foncteurs fibre munis d'une @-graduation

(de type 7L) •

5i (w,F) est un foncteur fibre muni d'une @-filtration exacte, le foncteur
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de scindages de F (2.2.1) est isomorphe canoniquement au foncteur

Q££(w,F) des filtrations F opposees a F (de definition evidente).

Dans 1e cas ou G est un schema en groupes reductifs, on peut re1ier

l 'isomorphisme

Scin(w,F) Q££(w,F)

a 1a theorie des groupes de 1a suivante : soit P AutF(w) 1e parabo1ique

correspondant a F (2.2.5), a10rs pour chaque 0-fi1tration exacte F opposee a

F 1e parabo1ique P qui lui correspond est oppose a P , i.e. l 'intersection

P n P = Cent(i) (ou i t G definit 1a graduation (2.3.1.3» est un sous-
m

groupe de Levi commun a P et P (SGA 3 XXVI 4.3.3). On sait d'autre part que 1e

foncteur Q££(p) des parabo1iques opposees a P est un torseur sous 1e radical

unipotent U de P pour l 'action par conjugaison (loc.cit. 4.3.5). On a ainsi un

diagramme d'isomorphismes de U-torseurs :

Scin(w,F) ::::: Q££(w,F)

12
Lev(P)

Ie
Opp(p)

2.3.3. Voici une generalisation de 1a notion de filtrations opposees. Soit

j t m G un morphisme central definissant une 0-graduation

w $
nEll

nw.
J

notee W = $ wn s'i1 n'y a pas de confusion possible. Deux 0-fi1trations exactes

F,F de w sont dites opposees suivant j si 1e morphisme canonique

est un isomorphisme. Dans 1e second cas considere en 2.2.0 ceci equivaut a 1a condition

o pour p+q'" n
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On voit de la qu'en 2.3.1 que la donnee de deux @-filtrations

F,F opposees suivant j revient 11 la donnee de deux morphismes i
1,i2;

t
m

G

verLfLan t

ou encore d'un morphisme G X t G
m m

rendant commutatif Ie triangle

Voici la recette pour passer d'une de ces donnees 11 l'autre ; si F,F sont

des @-filtrations opposee s suivant j , la bigraduation de w correspondant au

morphisrne est donnee par

Inversement, les filtrations F,F sont donnees par

FP w L: wr,s

r"p

FP w L: wr,s

s:!:p

Signalons enfin, comment on recupere la j-graduation 11 partir de i
l,i2

L:
p+q=n

2.4. Structure des foncteurs fibre filtres.

Les resultats de ce numero sont dus 11 P. Deligne.

Theoreme. Soient G A-groupe affine et plat, F une @-filtration exacte sur

G
w (2.1.1). Alors, si G est reductif connexe ou bien si A est un corps de caracte-

ristigue zero et G de type fini, F est scindable ; si A est un anneau de carac-

teristigue zero et G est lisse, F est localernent scindable pour la topologie de

Zariski sur Spec(A) . En particulier, si f est une categorie tannakienne sur un



- 230 -

corps k, F 0-filtration exacte d'un foncteur fibre w: Loclib(5) ,

F est scindable si k est de car. 0 ,S est le spectre d'un corps et le lien de

est algebrigue ou si Ie lien de est reductif connexe et S est affine,

localement scindable pour la topologie de Zariski sur S si k est de car. 0

Ie lien de est lisse.

La derniere partie du theoreme suit de la premiere de la habituelle

(voir 2.1.1.2) ; celle-ci se decompose en plusieurs etapes.

2.4.1. Reduction au cas d'un corps algebriguement clos. Reduisons d'abord au cas

d'un corps; posons 5 5pec(A) , et soit s E S . Au point s la filtration F

se scinde par un morphisme i
s

i& P
m j s S

par platitude de P (voir 2.1.4),

celui-ci se releve au voisinage de s en i: i& P . La filtration F
m

se

decoupe donc suivant la graduation definie par i , et puisque ce decoupage est

trivial au point s il en est de meme au voisinage. On prouve ainsi que la filtration

se scinde localement pour la topologie de Zariski sur S , et dans Ie cas ou G est

reductif connexe ceci peut se faire globalement sur 5 par 2.2.5.3). Enfin, la

reduction d'un corps a un corps algebriquement clos suit de 2.2.5 et 2.2.2.

Par la suite on a donc affaire a un corps algebriquement clos k , un k-

est de car. non nulle, cek

G
et a une 0-filtration exacte de w : Mod(k) , ou de

G
Wo : Modtf(k). 5i

groupe algebrique G

equivalente de

groupe est suppose reductif connexe.

2.4.2. Cas ou G est un tore. C'est trivial; dans ce cas Ie scindage

est unique et s'obtient de la suivante : si M est Ie groupe des caracteres

de G , i* : M 7l a comme valeur en mE M l'ordre pour la filtration F du

G-module de poids m et de rang 1.

2.4.3. Cas OU G est connexe semi-simple adjoint. Voici comment procede la preuve.

On deduit d'abord d'un lemme general sur les groupes reductifs que P est un sous-

groupe parabolique de G de radical unipotent U ; soit T un tore maximal de G
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contenu dans P, et soit

la decomposition de Cartan de l'algebre de Lie de G suivant les caracteres de T

ici R c-- M = Hom(T '(];m)

Si pour E R , on note f(a) l'ordre pour la filtration F du sous-espace

de rang un g (c ec t a un sens car T

compatible avec F), on verifie que

c P , et la decomposition de Cartan est ainsi

f (-a)

(2.4.3.1)

-f(a) a E R

a+ 13 E R .

dim B ,+

11 resulte alors de Bourbaki, Groupes et alg. de Lie, chap. VI , prop. 19 , cor. 2,

que f est Ie transpose d'un morphisme i: T . D'autre part, par construction

l a filtration dc f i n i.e par i sur g coincide avec F , et comme par hypothese ..s

est un G-module fidele (pour la representation adjointe), on conclut par II 4.3.2 a)

que
F F (1) .

II ne reste qu'a prouver les lemmes utilises.

2.4.3.1. Lemme. Soient G k-groupe reductif connexe, P un sous-groupe lisse

de G , U un sous-groupe unipotent distingue de P tel que dim U dim G/p

Alors P est un sous-groupe parabolique de G de radical unipotent U et

dim U = dim G/p .

La derniere assertion est consequence des deux autres comme il est bien connu.

Comme d'autre part les sous-groupes paraboliques sont connexes, on peut supposer P

connexe et U = radu(P) . Soient B' un sous-groupe de Borel de p/U, pI 1 'image

reciproque de B' , U ' l'image reciproque de radu(B'). Puisque dim P/U

dim radu(B') , les hypotheses du lemme sont encore verifiees par U' <--- P' et il

suffit de prouver que P' <--- Pest paraholique ; en d'autres termes on s'est ramcne
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a supposer que Pest resoluble, done inclus dans un sous-groupe de Borel de B .

On a alors

dim G/p dim G/B

dim U dim rad B
u

dim G/B dim rad B
u

d'ou P B.

2.4.3.2. Corollaire. Revenant aux notations du theoreme, P est paraboligue de

radical unipotent U.

II suffit de verifier (voir (2.1.4) que dim[Lie(G)/Fo(Lie(G»] = dim Fl(Lie(G».

Si on avait un isomorphisme de G-modules Lie(G) Lie(G)v ce serait clair (par

exemple si k est de car. 0). Toutefois, il est suffisant de savoir que Lie(G)

Lie(GY ont image dans Ie groupe de Grothendieck R(G) ,i.e. sont virtuelle-

ment isomorphes. C'est ce qui r e su l t e de SERRE [4] 3.6, tho 4.

2.4.3.3. Verifions enfin les formules (2.4.3.1) ; la premiere d'elles utilise le

raisonnement que 2.4.3.2. Prouvons la seconde

d'ou

si E R , on a

d'ou la formule.

2.4.4. Cas ou G est fini. Dans ce cas la filtration Fest triviale : F
l = 0 .

11 suffit de prouver que la ®-graduation sur grF(w) est triviale ; elle est en effet

definie par un morphisme qui ne peut que nul.
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2.4.5. Cas ou G est reductif connexe. On dispose d'une isogenie centrale

a : G G' X H , ou G' est semi-simple adjoint, H un tore. Par 2.4.2, 2.4.3,

il existe i ill G' X H
m

definissant la filtration induite par F
G'XH

sur w

11 ex{s t e n > 0 tel que {n se en {, . G et pour toute repre'sen-t: "m ------".- ,

tation de G , triviale sur le noyau de a

F en multipliant les indices par n CF'P

i' definit la filtration F' deduite de

Fpn ) . Puisque pour tout G-module E il

existe k tel que E0k soit un G' X H-module, i' definit F' , et on conclut que

i se releve en T avec i' = yn et que T definit F .

2.4.6. Cas ou car. k = 0 et G est reductif. Soit V un G-module fidele. Vu

ce qui precede, il suffit de verifier que la filtration F de V definit une filtra-

tion de
GO

w ,ou est la composante neutre de G . Puisque est reductif et

on en conclut par 2.4.4.

k de car. 0 , il suffit de voir que tout element de V0 t ° vern , invariant par GO
o

est de filtration O. En effet, cv0t ° V®m)G est un sous-G-module de

VOl, ° V®m qui provient de GIGo

2.4.7. Cas ou car. k = 0 . Soit N Ie radical unipotent de GO on dispose de

i' : 4: --..... GIN
m

L' application

etant surjective, on peut relever i' en i

Ceci signifie que la graduation definie par i est compatible avec F. Pour prouver

que la filtration F cotncide avec celIe associee a cette graduation, on procede par

recurrence sur la longueur d'un G-module E : si E est simple, E provient d'un

GIN-module, et on applique 2.4.6 ; sinon, on devisse en une suite exacte

0---;;' E' E E" 0

somme directe des suites

aE7l

Par hypothese de recurrence E ,et ,E"a sont de filtration et, done i.a au s s i,
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0-filtrations associees a des elements unipotents.

2.5.0. Dans ce numero, on fixe un corps k de caracteristique zero. Rappelons

(voir GROTHENDIECK [1 J prop. 4 b» que si E est un k-vectoriel de rang fini, il

revient au meme de donner une representation lineaire p : End(E)a -- qu'un

automorphisme unipotent u (resp. un endomorphisme nilpotent N), ces donnees se

determinant (mutuellement par Ie formulaire

u p I L)

N log(u)

pet) exp(tN).

On peut donc interpreter (iG)
o a

comme la 0-categorie des k-vectoriels

E de rang fini munis d'un automorphisme unipotent u
E

(resp. endomorphisme nilpotent

N
E).

II en resulte que si G est un k-groupe affine, l'ensemble des elements

unipotents de G(k)

(II 3.3.1).

s'identifie a l'ensemble des morphismes de groupe iG G
a

2.5.1. La construction suivante est due a P. Deligne, voir aussi GRIFFITHS [ lJ

(9.11). Soit N un endomorphisme nilpotent d'un k-vectoriel de rang fini E. II

existe sur E une filtration finie decroissante F
N

qui est la seule verifiant les

conditions suivantes

(2.5.1.1) FP+2 EN .

(2.5.1.2) Si P 0 , l'application induite par NP

gr-P E grP EFN F
N

est un isomorphisme. La construction de FP E se fait par recurrence sur Ip I en
N

remarquant que pour p » 0 -p E '" E FP E 0, FN N
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2.5.1.1. La construction ainsi faite est fonctorielle en Ie couple (E,NE) et on

verifie meme que la filtration qu'on obtient de
G:aw est une 0-filtration. Toutefois,

ce n'est pas une 0-fi1tration exacte, comme on s'en aussit3t.

2.5.2. Soient G un k-groupe affine, u E G(k) un element unipotent, correspondant

done a un morphisme p : t
a

G , ou encore a un foncteur w:

rendant commutatif Ie triangle

Modf(k)

On associe a u une 0-filtration F(u) de wG par la regIe

ou X est un G-module et NX = log(uX) : c'est la filtration deduite par w de la

Gafiltration definie sur w en 2.5.1.1. Si G est pro-reductif , i.e. si la cate-

gorie est semi-simple (II 4.3.2 f», Ie foncteur est exact

done aussi fide1e et la 0-filtration F(u) est exacte (2.1.1).

2.5.2.1. Exemple. Soit G SL(2,k) , et soit

u (; :)

On obtient une exacte F(u) de G
W ,et on peut prouver qu'elle

corncide avec la filtration F(i) deduite du morphisme standard i:(j; ----+G
m

Pour ceci, il suffit de verifier qu'elles corncident sur un G-module fidele

E (II 4.3.2 a». Posons E = k2 avec base muni de la representation evi-
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on veri fie irnmediatement que pour la graduation definie par i on a

et que

d'ou

(: :)

o

p 1

p > 1

ce qui prouve l'assertion. On verifie de que si F(i- l) est la 0-filtration

opposee de F(i) definie par le scindage i (2.3), on a

F(u' )

ou

u' C:)
2.5.2.2. On dira qu 'une 0-filtration exacte cornme ci-dessus est de type unipotent.

2.5.3. Proposition. G k-groupe reductif (non necessairement connexe),

F 0-filtration de G
w de type unipotent. Alors, F est scindable. De plus, si

k est algebriquement clos et u E G(k) est un element unipotent tel que F = F(u) ,

il existe un morphisme SL(2,k) G envoyant i) u (voir 2.5.2.1) ;

en particulier F se deduit par ce morphisme de la filtration consideree en loco cit.

2.5.3.1. Par 2.2.2 on peut supposer k a1gebriquement c1os, et aussi G

connexe, puisque tout element unipotent de G(k) se trouve dans GO(k) (i.e. Ga

est connexe !). D'apres KOSTANT [lJ Theorem 3.4, il existe un morphisme
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verifiant la condition requise et on en conclut.

2.5.4. Supposons k algebriquement clos pour simplifier. 11 resulte aussitet de ce

qui precede que 1 'ensemble des classes de conjugaison de filtrations de type unipotent

de G
w se trouve en correspondance biunivoque avec l'ensemble des classes de conju-

gaison de morphismes qui sont composes du morphisme standard SL(2,k)

et d'un morphisme SL(2,k) -..". G . Si T est un tore maximal de G de groupe de

caracteres M Ro un systeme de racines simple pour le systeme de racines de G

par rapport aT, une condition necessaire pour un morphisme

pour etre de ce type est que les entiers soient 0, 1, ou 2 (voir

loc.cit. 5.1, OU les notations employees sont legerement differentes) ; la liste des

entiers i*(r) pouvant apparattre pour les differents groupes simples G a ete faite

par DYNKIN [lJ. On voit ainsi que l'ensemble des classes de conjugaison des 0-filtra-

tions de type unipotent de G
w est fini et borne par est le rang de G

(ou plus generalement, de la composante neutre GO).
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INTRODUCTION

Ce chapitre est essentiellement consacre a l'etude de structures de

positivite sur des categories tannakiennes sur un sous-corps de m , a savoir les

structures de polarisation. Celles-ci apparaissent de naturelle dans l'etude

des structures de Hodge et des motifs (voir chapitre suivant).

Le § 0 rassemble quelques resultats de theorie des groupes dont on se sert

dans ce chapitre. Les demonstrations ne sont pas donnees, mais des references sont

en general indiquees.

Le § 1 donne Ie principe d'une classification des categories ind-tannakiennes

a lien reductif sur une base S , et en application on elabore une table des categories

tannakiennes sur m a lien simple.

Au § 2 on developpe 1a notion de polarisation homogene, qui est surtout un

artifice technique pour etudier au § 3 les polarisations graduees, qui sont celles

qui apparaissent en pratique. Les resultats essentiels sont resumes en 2.4.5.1

et 3.2.3.1.
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§ O. RAPPELS DE THEORIE DES GROUPES

0.1. Schemas en groupes reductifs (DEMAZURE [lJ,SGA 3).

0.1.1. Definitions.

0.1.1.1. Un schema en groupes G sur un corps algebriquement clos k est reductif

sOil est de type fini, connexe et ne possede aucun sous-groupe unipotent, connexe et

distingue autre que 1'unite. Si S est un schema quelconque, un S-groupe G est

reductif sOil est affine et lisse au-dessus de S et si ses fibres geometriques sont

des groupes reductifs.

0.1.1.2. Remargue. Si k est un corps de caracteristique nulle, et G un k-groupe

de type fini, on dit aussi que G est reductif si sa composante connexe est un

k-groupe reductif au sens precedent. Cette terminologie est justifiee par le fait

suivant (voir NAGATA [lJ) G est reductif si et seu1ement si 1a categorie (G)
o

des G-modules de rang fini sur k est semi-simple. Dans les numeros 0.1. 0.2.

les groupes reductifs sont connexes.

0.1.1.3. Soit GiS un S-groupe reductif. Un sous-tore T de G est un tore maximal

de G si ses fibres geometriques T- sont des tores maximaux des groupes G_ . Un
s S

sous-groupe lisse et de presentation finie B de G est un sous-groupe de Borel si

ses fibres geometriques B_ sont des sous-groupes de Borel des G_ , i.e. des sous-
s s

groupes resolubles connexes maximaux.

Un S-groupe reductif possede des tores maximaux (resp. des sous-groupes de

Borel) loca1ement pour la topologie etale, et deux tels sous-groupes sont conjugues

loca1ement pour 1a topo1ogie etale.

0.1.2. Groupes reductifs dep1oyes.

0.1.2.1. Soient G un S-groupe reductif, T un tore maximal deploye de G , de

groupe de caracteres M
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Dans ces conditions, on peut munir M (quitte a travailler localement sur S pour

la topologie de Za r i ski.) d' une donnee radicielle (SGA 3 XXI) pour laquelle l' ensemb Le

R des racines est constitue des rEM, r f 0 , tels que pour tout point s E S ,

l'espace vectoriel r
g correspondant a la valeur propre r : T (;

ssm,s pour T
s

agissant sur '" Lie(Gs/k(s» via la representation adjointe, so i t non nul. On

obtient une decomposition

Lie(G) '" Lie(T) ffi Lie(G)r
rER

associe a cette donnee radicielle ou les Lie(G)r sont des Qs-modules lib res de

rang 1 On dit qu'un groupe reductif GiS est deployable s'il existe un tore

mal deployable et si la construction de la donnee radicielle sur le groupe des

caracteres M peut se faire globalement ; il est deploye s'il est muni d'un tore

maximal dep l oye T = DS(M) et de la donnee radicielle sur M D'apres 0.1.1.3,

tout groupe reductif est localement deployable pour la topologie etale.

Les donnees radicielles associees aux groupes deployes, permettent de

classifier completement ceux-ci, voir SGA 3 XXIII et XXV.

0.1.2.2. Soit GiS un groupe reductif deploye, de tore maximal

et soit ReM l'ensemble des racines. Si ro(R) denote le sous-groupe de M

engendre par R, il Y a un isomorphisme canonique

l'inclusion T s'identifiant au transpose de l'homomorphisme

M -:>- M/r (R)
o
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0.1.3. Automorphismes, groupes guasi-deployes.

0.1.3.1. Soit GIS un groupe reductif, et notons

Ie faisceau quotient pour la topologie fidelement plate de presentation finie (fppf) ;

il est representable par un S-groupe adjoint (i.e. reductif et a centre trivial).

taires

On a par definition une suite exacte de faisceaux fppf

(0.1.3.1) 1 Int(G) Aut(G) Autext(G) 1

On prouve alors que Autext(C) est representable par un S-groupe constant tordu, a

engendrement fini.

0.1.3.2. Supposons C epingle, i.e. deploye et muni de plus des donnees supplemen-

1) un systeme R
o

C R de racines simples pour la donnee radicielle sur Ie

groupe des caracteres M du tore maximal T; 2) pour chaque r E R
o

' une section

x E [(S,Lie(C/s)r).
r --

Alors, Autext(G) est un groupe constant, qui s'identifie au groupe des

automorphismes du groupe epingle (C,M,Rd(X
r
» il s'identifie aussi au groupe des

automorphismes de la donnee radicielle sur M, munie du systeme

simples.

R de racines
o

On voit ainsi que si G est deploye, la suite exacte precedente se scinde ;

plus precisement, Ie choix d'un epinglage de G determine une section du morphisme

0.1.3.3. Supposons G epingle, et soit P un torseur sous Autext(G) ; La section

de Aut(G) Autext(G) definie par l'epinglage de G determine un torseur sous

Aut(G) , ou encore un S-groupe localement isomorphe a G . Les S-groupes reductifs

obtenus par ce procede sont appeles guasi-deployes, ils ne dependent pas du choix d'un

epinglage du groupe deployable G . Si Ie schema S est semi-local, ce sont les
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groupes r educ t i.f s qui p os sed en t; un sous-groupe de Borel (SGA 3, XXIV, 3.9.1).

0.1.3.4. Notons, pour abreger

Q(G) Autext(G)

et supposons G epingle, d'ou un morphisme

i.e. une action de Q(G) dans G. Si P est un torseur a droite sous Q(G) , le

S-groupe G' qu'il definit est donne par

On a des isomorphismes canoniques

(0.1.3.2)

0.1.4. Actions des groupes de Galois.

0.1.4.1. Soient S un schema, S' S un etale de groupe r, G un

S-groupe reductif, et supposons que G' G Xs S' soit epingle avec tore maximal

T Ds(M) , et systeme de racines simple R c R
o

On definit alors une action de r

dans M qui laisse stables R et R
o

Si Gis est deployable, et si le tore T'

provient d'un tore trivial T de G, cette action est triviale.

0.1.4.2. Supposons G epingle, et considerons le groupe constant E = Autext(G) ,

comme le groupe des automorphismes de M qui respectent R et

Hl(SI/S,Autext(G)) HomCr,E)/conjugaison

R
o

On a alors

Si 'P: I' E est un homomorphisme de groupes, i.e. une action de r dans M qui

respecte Ro' on peut construire un S-groupe 'PG , muni d'un isomorphisme
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et c'est par ce procede qu'on obtient les groupes quasi-deployes sur S qui deviennent

deployes sur 5' (cf. 0.1.3). L'action de r sur M qu'on obtient par cet isomor-

phisme et par 0.1.4.1, est celIe donnee par

0.1.4.3. Si S est un schema localement noetherien et normal (par exemple Ie spectre

d'un corps) tout S-groupe quasi-deploye est deployable localement pour la topologie

finie etale, et ce qui precede s'applique.

0.2. Representations lineaires.

Dans ce numero, on travaille au-dessus d'un corps k.

0.2.I. Soit G un k-groupe r educ t i.f epingle ; on a done un tore T Dk(M) , une

donnee radicielle sur M , et un systeme R de racines simples de R Ceci
0

determine une relation d'ordre dans M : si m,n EM , on dit que m n si m-n

est combinaison lineaire a coefficients entiers positifs d'elements de R
o

On a

d'autre part l'ensemble

*r r . On pose

* *R eM des coracines, *et une bijection R R

*P (p E M/V r E Ro ' r (p) O} ,

et les elements de P sont appeles les ; ils sont en correspondance

biunivoque avec les classes d'isomorphisme d'objets simples de , de la

suivante (voir SERRE [4 ], 3.6) : pour tout pEP , il existe un objet E
P

unique a

isomorphisme pres, qui est simple, et qui en tant que T-module, i.e. vectoriel muni

d'une graduation de type M, s'ecrit

E
P p

m.
(E ) i,

p

ou est de rang 1 de plus, tout G-module simple est isomorphe a un tel E
P

On remarquera que les elements de P engendrent un sous-groupe d'indice fini

dans M.
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0.2.2. Avec les hypotheses de 0.2.1, si E
P

est un G-module simple, son dual
v
E
P

est encore simple, et isomorphe a un

facilement qu'on a

E I

P
pour un p' E P bien determine. On verifie

(0.2.2.0

ou W
o

est l'unique element du groupe de Weyl de la donnee radicielle sur M, qui

trans forme R en -R
o 0

0.2.3. Soit G un k-groupe reductif non necessairement deployable; il Ie deviendra

apres une extension galoisienne, soit k'/k de groupe r. Munissons G' = G 0
k

k '

d'un epinglage : alors Ie groupe r agit par 0.1.4 sur (M,R,R
o)

, donc sur P,

et il agit par ailleurs de evidente sur l'ensemble des classes d'isomorphisme

de G-modules simples. D'apres BOREL-TITS [lJ , 12.5, ces deux actions sont compa-

tibles avec l'identification de 0.2.1, i.e.

(0.2.3.0 Y (E ) E ( )
p y p

0.3. Groupes compacts. Dualite de Tannaka.

0.3.1. Soit K un groupe topologique, et notons

Rep. con t , (K)

la 0-categorie ACU lR-lineaire des representations continues de K sur des lR-vecto-

riels de rang fini. Elle est munie du foncteur oubli

K
w Rep. c on t , (K) --:>- Modf(lR)

qui est un 0-foncteur strict, lR-lineaire, exact et fidele. Si on pose

K = en"m.(K)
o KAut (w )

pour Ie lR-groupe affine defini par cette situation, qui sera appele l'enveloppe

algebrigue reel Ie de K, on a une equivalence de 0-categories ACU lR-lineaires
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(0.3.1.1) Rep i con t , (K)

qui est induite par K
W ,et qui respecte les foncteurs oubli (voir II 4.1.1). On

dispose aussi d'un morphisme de groupes topologiques evident

(0.3.1.2)
K --?- K(:lR)

qui possede la propriete universelle pour les morphismes continus de K dans les

groupes de points reels de lR -groupes a f f i.ne s : s i G est un lR - groupe affine,

G(lR) muni de la topologie "usuelle" (dedu i t e de ce Ll,e de lR) est un groupe t opo l o-

gique, et (0.3.1.2) induit une bijection

(0.3.1.3) cK,G) --?- Hom.cont. (K,G(lR»

Ceci justifie Ie nom d'enveloppe algebrique reelle. On definirait de m@me

l'enveloppe algebrique de K sur un corps topologique (exemple 4; ,IQ , ... ).
p

0.3.2. Si K est compact, on prouve que la fleche d'ajoinction

(0.3.1.2) est un isomorphisme (l'injectivite resulte du theoreme de Peter-Weyl ; pour

la surjectivite, on se ramene au cas OU K est un groupe de Lie, et cela resulte de

ce que si K opere continGment sur un vectoriel reel V de rang fini, l'image de

K est Zariski-fermee dans End(V». Ceci signifie aussi que Ie foncteur K

de la categorie des groupes topologiques compacts vers celle des lR- groupes affines

est pleinement fidele. Les lR-groupes appartenant a l'image essentielle de celui-ci

sont appeles compacts, ou anisotropes. Un exemple du dictionnaire qui en resulte

(dictionnaire qui n'est qu'une variante de plus de la dualite de Tannaka) : un

groupe compact K est de Lie si et seulement s i, K est un lR-groupe de type f Ln i

(i.e. algebrique), K est connexe si et seulement si K l'est ...

0.3.3. Voici des cri teres de compac i te pour un lR-groupe. Un lR-groupe G est

compact si et seulement si Ie groupe des points reels G(lR) est compact et

Zariski-dense dans S'il est connexe, cette derniere condition est inutile.
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Remarquons aussi qu 'un sous-lR-groupe d 'un lR-groupe compact est compact

(voir par exemple DELIGNE [5], lemme 2.4), ce qui montre qu'un lR-groupe a l geb r Lque

est compact si et seulement s'il agit fidelement dans un lR-vectoriel muni d'une

forme definie positive.

Enfin, uri lR-groupe fini est compact si et seulement s'il est constant.

0.4. Groupes compacts et groupes complexes reductifs.

0.4.1. Rappelons les faits suivants, qui nous seront utiles dans ce chapitre. Si

r est un groupe de Lie reel n'ayant qu'un nombre fini de composantes connexes, les

sous-groupes compacts maximaux sont conjugues (voir par exemple HOCHSCHILD [1]

chap. XI). Si de plus r est Ie groupe des points d'un lR- groupe algebrique G ,

il resulte de 0.3.1 et 0.3.2 que les sous-groupes compacts (resp. compacts maximaux)

de r sont en correspondance biunivoque avec les sous-lR-groupes compacts Crespo

compacts maximaux) de G .

0.4.2. Rappelons qu'un groupe de Lie complexe rest reductif s'il veri fie les

conditions equivalentes suivantes

a) r est Ie groupe des points complexes d'un reductif.

b) Lie(r) est reductive, r a un nombre fini de composantes connexes et

la composante neutre du centre de r est de la forme (C*)n.

De plus, a) definit une equivalence de la categorie de reductif

avec celIe des groupes de Lie

On demontre egalement que si G est un reductif et K un sous-

groupe compact maximal de , l'inclusion
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induit un isomorphisme (flexistence de formes compactes fl)

L' app lication

(k,m) k.exp(im)

est bijective

p r op r i e t e s :

c'est la decomposition de Cartan. Voici quelques unes de ses

k exp (Lm)

(k exp(im))-l

k exp (-im)

-1
exp(-im) k

k exp(im) k- l E exp(i Lie(k))

lei, x x designe la conjugaison de definissant K.

§ 1. CATEGORIES TANNAKIENNES A LIEN REDUCTIF CONNEXE

1.1. Classification des categories ind-tannakiennes.

1.1.1. Soient A un anneau, S = Spec(A). II s'agit de determiner l'ensernble IT(A)

des classes d'equivalence de categories ind-tannakiennes sur A (III 1.1) dont Ie

lien est localement defini par un schema en groupes reductif (0.1.1). D'apres Ie

theoreme de structure III 2.3.2, ceci se ramene au probleme de determiner l'ensemble

des classes d'equivalence de gerbes sur S (pour la topologie fidelement plate quasi-

compacte) qui localement sont du type TORS (G) , Oll G est un schema en groupes

r educ t i f .

Voici comment on procede : on determine d'abord l'ensemble L(A) des classes

d'isomorphisme de liens definis localement par des schemas en groupes reductifs (ce

qui sera fait en 1.1.2), puis pour chaque lien L on exp1icite l'ensemble H2(L) des
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classes d'equivalence de L-gerbes, en distinguant la partie H
2(L)'

correspondant

aux L-gerbes neutres (voir 1.1.3).

1.1.2. D'apres la classification des groupes reductifs, tout lien sur S localement

defini par un groupe reductif est localement isomorphe avec un S-groupe reductif

deployable (0.1.2) unique a isomorphisme pres. Comme on connatt bien la classification

des groupes reductifs deployables (SGA 4), il reste a determiner pour chaque groupe

deployable G , l'ensemble des classes d'isomorphisme de liens localement isomorphes

a G ; celui-ci, par des raisonnements standard (voir GIRAUD [lJ), est en correspon-

dance biunivoque avec l'ensemble

1H (S,Autext(G» •

On a vu en 0.1.3.2 que le faisceau Autext(G) est representable par un S-groupe

constant E . Si on choisit un epinglage de G (loc.cit.), celui-ci definit une

section du morphisme

qui identifie E au groupe des automorphismes du groupe G qui respectent l'epin-

glage. Ceci montre qu'un lien L localement isomorphe a G est representable par

un groupe quasi-deploye G
L,

unique a isomorphisme pres (0.1.3.3)

En conclusion, la correspondance G lien(G) definit une bijection de

l'ensemble des classes d'isomorphisme de S-groupes guasi-deployes sur l'ensemble des

classes d'isomorphisme de liens reductifs (i.e. localement definis par un schema en

groupes reductif) sur S .

1.1.3. Soit G un S-groupe quasi-deploye ; il est localement isomorphe a un S-groupe

epingle Go et correspond a un torseur P SOuS Au t ex t IC ) (= O(G ».
------ 0 - 0

II faut calculer l'ensemble H2(S,G) , muni de sa partie H
2 (S ,G) ' 0 .. r,

Z Cent(G) , on sait que H2(S,Z) agit sur l'ensemble H2(S,G) en en faisant un
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torseur, done l'app1ication H
2(S,Z)-equivariante

definie par 1a c1asse de la gerbe TORS(G) est bijective. D'autre part, par cette

bijection, la partie H2 (S , G) ' de H2 (S , G) correspond a 1 'image de l'application

cobord (image notee H2 (S , Z) ' )

deduite de la suite exacte

II en resulte que si G G' est un epimorphisme dont Ie noyau est central dans

G , l'application

induit une surjection

Pour rendre complete cette explicitation de H2( S , G) muni de H2(S , G) ' ,

il faut expliciter Z en termes de G
o

et P Or, 1a formule (0.1.3.2)

Cen t Cc ) z: P xQ(G) Ce n t fG )
-- 0

repond a cette question.

1.2. Explication des tables.

On applique dans ces tables les raisonnements qui precedent, pour aboutir a

une liste des categories tannakiennes sur ffi dont Ie lien sur est un

simple, mais non necessairement simplement connexe.

1.2.1. Table I. On y donne la liste des groupes simples deployes, munis de leurs

centres, de leurs groupes d'automorphismes exterieurs et des actions correspondantes

de ceux-ci sur les centres. Cette derniere n'est explicitee que si elle n'est pas
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triviale.

Les indices a,s,d ... qu'on a attaches aux symboles usuels An' Bn, ... de

la classification des groupes simples simplement connexes sont a mettre en rapport

avec Ie centre du groupe, ou bien avec la position dans Ie centre Z du

universel, du noyau du morphisme Z z Ainsi, l'indice a signifie adjoint,

l'indice s simplement connexe, l'indice d signifie que si Ie centre Z est un

produit de deux facteurs isomorphes Ie dit sous-groupe est en position diagonale,

l'indice f qu'il est en facteur.

1.2.2. Table II. On donne la liste de groupes quasi-deployes qui sont associes

avec chaque groupe deploye. L'exposant qui apparatt dans l'ecriture de ces groupes

quasi-deployes denote Ie degre sur m du plus petit corps de deploiement. Cet

exposant suffit a determiner la classe d'isomorphisme du groupe ceci provient du

fait, facilement verifiable sur la table I, que dans Ie groupe r (=Autext(G» il

y a au plus deux classes de conjugaison d'elements d'ordre 2 (i.e. de morphismes

n, chaque fois que G est simple dep Loye sur m. L'exposant I est

parfois omis.

Enfin, les groupes quasi-deployes qui sont soulignes sont ceux qui ont Ie

lien qu'un groupe reel compact.

1.2.3. Table III. Pour chaque groupe quasi-deploye G, on donne Ie centre Cent(G) ,

Ie groupe de cohomologie et sa partie distinguee H' • Le

calcul du centre est fait a l'aide de (0.1.3.2), et les calculs de cohomologie sont

toujours faciles. Ceux des H' utilisent 1. 1.3 et Le resultat suivant de HARDER [lJ,

Lemma 4.2.3 : si G est un m-groupe semi-simple simplement connexe de centre Z,

l'application cobord

est surjective. Ceci signifie qu'une categorie tannakienne sur m dont Ie lien est

semi-simple simplement connexe, est forcement neutre. On constate par ailleurs sur

la table III que les seules categories tannakiennes sur R non neutres de lien un
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groupe simple correspondent aux groupes quasi-deployes

lA (L, e. SLn+/ft.lr,
) si r,r'

n+l pairs
n,r r

lD
n,2

(L, e. S02n+/DJ.2 ) n > 4 impair

2D
n,d n 2: 4 pair

Dans les trois cas, H2(lR,Z) = ?l12?l , et la c Las s e de La ca t eg or i e tannakienne

non neutre est 1 . On peut constater pour finir, que des trois groupes, est

Ie seul a avoir Ie lien qu'un groupe compact (cf. table II).

Enfin, Ie groupe E qui apparatt dans la table III est l'unique extension

non triviaIe de DJ.z par DJ.2 (sur JR) • II peut aussi caracterise comme la

restriction a la Weil de

ceci prouve qu'on a

° pour i > 0 •
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1.3. Tables.

TABLE I GROUPES DEPLOYES SIMPLES.

G Cent(G) r = Autext(G)

A 0 n=l
n,r

11·\n2:l , r I(n--L) 'll / 2'll n>l

Bn,i 0 i=a
0n2:2 , i = a, S i = s

Cn,i 0 i=a
0n2:3 , i = a, S fJJ.2 i = s

D4,i
0 i=a

<;'3 i = a,s
Cfi-!2)2i = a,s,d

i = s
'll/2'll i=d

j)..l2 i = d

D
0 i=a

n,i
[l.l4 i = s 'll / 2'll

n>4 impair, i=a,s,2

lllz i = 2

D 0 i=a
'll/2'll i=a,s,d

n,i
n>4 pair, i = a,s,d,f

i = s
0 i = f

[l.l2 i = d,f

E
n,i

0 i=a 'll / 2'll n=6

n = 6,7 , i = a, S 1J.l3 n=6,i=s
0 n=7

1J.l2 n=7,i=s

ES,F 4,G2 0 0

Le groupe r agit dans Cent(G) :

a) par x -x pour A .,D . (n>4 impair), E
6n j t. n j i, ,5

b) par la symet r i e canonique (x , y) t---"" (y , x ) pour Dn, s (n > 4 pair)

c) en permutant les elements d'ordre 2 pour D
4

.
,s
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GROUPES QUASIDEPLOYES SIMPLES SUR lR.

Groupe de Chevalley
Formes quasi- Groupe de Chevalley

Formes quasi-
deployees sur lR deployees sur lR

Dn,i ID 2
DA1,r A

n>4 pair, i=a,s,d
n,i

A lA 2
A D D

n,r n,r n,f
n>l n>4 pair

B
1 2

n,i B E6, i E6, i
E6 .

n:<:2

Cn,i C ,i
E
7

.

n2:3

D4,i
1 2 E

S,F4,G2D
4

. D4,i
E
S,F4,G2 ---

D
n,i

ID
n,i

2
D

n>4 impair
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TABLE III.

ZG H = H (lR,Cent G)

lA 'll./Z'll. pair n+l r' .
r o -r-= pa i r

n,r
0 r impair H r' impair

ZA 'll./r'll.
'll./Z'll. r pair H

n,r
0 r impair

i=s 'll./Z'll. i=s H
Bn,i Cn,i

0 i=a 0 i=a

0 i=a 0 i=a
p H i=a,sD4,i Ilz i=d 'll./Z'll. i=d U=d p=l)

(n.lz)Z i=s , pel ('ll./Z'll.)Z i=s , p=l 0 (i=d ; p=Z)
(p=l,Z) E(*) i=s p=Z 0 i=s p=Z, ,

0 i=a
PD H i=a,s
n,i Ilz i=Z 0 i=a (i=Z ; p=Z)

1\-l4 i=s , pel 'll./Z'll. i=Z,s 0 U=Z ; pel)
(p=l,Z ; 11>4 impair)

'll./4'll. i=s p=Z,

0 i=a 0 i=a

PD
Ilz i=d,f nrzz: i=d,f H i=a,s,f

n,i
('ll./Z'll.)Z

(i=d ; p=l)<n-tz) Z i=5 , p=l i=5 , p=l
(p=l,Z ; n>4 pair) 0 (i=d ; p=Z)E(*) i=5 , p=Z 0 i=s , p=Z

0 i=ap
E6,i (l.l3 i=s , p=l 0 0

(p=l,Z)
'll./3'll. i=5 p=Z,

0 i=a 0 i=a
E7 .

'll./Z'll. i=s H
IJz i=s

ES,F4,GZ 0 0 0

(*) Voir 1.Z.3 pour la definition de ce groupe.
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CAS HOMOGENE

2.1.0. Dans ce qui suit, £ designe une categorie tannakienne sur un corps k

(1113.2.1), dont les objets seront notes V,W,... Toutes les demonstrations sont

faciles et sont en general omises. Presque toutes les notions presentees dans ce numero

sont valables dans le contexte plus general des rigides (I 5.1.1) et

demandent des preuves a l'aide de diagrammes plus ou moins evidents ; dans notre cas,

on peut se ramener, a l'aide d'un foncteur fibre, a des assertions relatives a des

espaces vectoriels de rang fini sur un corps. Aussi on se permettra d'ecrire des for-

mules comportant des "elements" des objets de £

Voici enfin une convention de langage, qui sera utile dans la suite si

est un diagramme d'isomorphismes dans une categorie, on dira que la difference de

en A (resp. B) est

2.1.1. Soient T un objet inversible de £ (I 2.5), V un objet de £ . Dne forme

bilineaire sur V a valeurs dans T est un morphisme V 0 V T . On a un

diagramme de bijections

(2.1.1.1) Hom(V0V,T) Hom(V,V0T)

ou sont definis par les formules

(y)

(!l(X 0 y)

0 x) .

11 en resulte que la difference du couple d'applications precedent

en Hom(V 0 V,T) est induite par la symetrie canonique de V 0 V et que cette
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difference en Hom(V,V ® T) est donnee par l'application

Hom(V,V ® T) Hom(V,V ® T)

moyennant l'identification V (V 0 T) ® T . En particulier, si est une forme

b t Li nea i r e sur V a valeurs dans T, est un isomorphisme s I et seulement s i,

est un isomorphisme ; on dit dans ce cas que est une forme bilineaire

2.1.2. SoH

d'isomorphismes

v 0 V --7 Tune forme bilineaire non degeneree on a un diagramme

(2.1.2.1)

dont la difference

(2.1.2.2)

V
----....,» v_____» V ® T ,

en Vest notee

; x)

et appelee la parite de

Une consequence immediate de cette formule est que 1'automorphisme

V respecte la forme bilineaire

de

(2.1.2.3)

2.1.2.1. Le choix de determine egalement un couple d'isomorphismes

(2.1.2.4) End(V) Hom(V ® V,T)

0 (u 0 idv)

0 (idv ® u)

dont la difference en End(V) est une bijection

End(V) End(V) .

On notera l'image par cette bijection de u E End(V) par definition, on a
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(2.1.2.5) ep(ux,y)

On appe11e uep Ie transpose ou adjoint de u (re1ativement a ep) .

En composant (2.1.1.1) et (2.1.2.4) on obtient encore un couple

(2.1.2.6)

dont 1a difference

End(V) ::> Hom(V,V0T)

qJ 0 u

ep 0 u

End(V) End(V)

envoie u dans un endomorphisme de v , note s
u par definition on a

(2.1.2.7) cp(u(x),y) .

2.1.2.2. Les formu1es suivantes se prouvent faci1ement

1Cuv)· •
vcp ucp

(2.1.2.8)
(Ld )ep = id

VV

(2.1.2.9) (uep)cp -1
Ii: u Ii:
cP cP

(2.1.2.10) (e )cp -1
c

ep ep

(2.1.2.11) s
u Ii: o u

cP

bien entendu, u uep est k-1ineaire.

2.1.3. Si ep: V 0 V T est une forme bilineaire non degeneree, toute autre

forme bi1ineaire non degeneree ep: V 0 V T est obtenue comme

ou a E Aut(V) est uniquement determine. Si u E End(V) , on a
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-1 cp(a u a ) .

La parite de

(2.1.3.2)

est donnee par

En particulier, l'application cp ° (a ® id
v
) , identifie l'ensemble des formes

bilineaires non degenerees sur V a valeurs dans T ayant parite que cp a

1'ensemble des automorphismes a E Aut(V) verifiant

si e est dans Ie centre de Aut(V) , cette condition se reduit a
cp

2.1.4. Soit VI (resp. V
2
) un objet de f muni d'une forme bilineaire non

a valeurs dans T. On a des bijections

qui au; VI V2

° (idv v». Si
1

(resp. v; V2 VI) associe Ie morphisme cp2° (u idV )(resp.
2

est la bijection qui rend Ie triangle precedent commutatif, on note u(ClJ1'C!J2)

l'image de u par cette application; par definition, on a la formule

(2.1.4.1)

On verifie facilement la formule

(2.1.4.2)



- 261 -

2.1.4.1. Si V
3

est un autre objet de £ muni d'une forme bi1ineaire non degeneree

(2.1.4.3)

et si u: V1 V2, v:

(q\ ,CP3) (CP1 ,CP2)
(v u) u

, on a

2.1. 5. Soit cp: V ® V Tune forme bi1ineaire non degeneree. On definit une

forme bi1ineaire non degeneree

On verifie facilement que

d'oii

(2.1.5.0

\I II II II
cP : V ® V T , en posant

de cP

On peut aussi definir comme etant la forme definie par transport au moyen

(ou de de la forme cp: ceci signifie qu'on a 1e triangle commutatif

(2.1.5.2)

T

moyennant des isomorphismes canoniques evidents, par exemple

2.1.5.1. Soient (Vi)iE1 une famille finie d'objets de £' (Ti)iE1 une famille

d'objets inversibles de £ des formes bilineaires sur les V. a va leurs
1

dans les T.
1.

1 'objet V

(i E I). On definit une forme bi1ineaire cp, notee ® CPi '
iE1

® V. a valeurs dans T = ® T. par
iEI

1 iEI 1.

®cpo
cp ® V. (Vi ® V.)-...4 T

1.11.1
1.

I
1.

sur

On verifie qu'on a

cp =®
1
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aussi, et on a

e 0 e:
I

et si est une famille d'endomorphismes

on a (toujours en supposant les non degenerees)

(2.1.5.4) o u.
I

2.1.5.2. Soient (Vi)iEI une famille finie d'objets de £, T un objet inversible

une famil1e de formes bilineaires : Vi 0 Vi T . Si on note

V = $ V. , on definit une forme bilineaire
I

: V 0 V T , note , par
I

)
V @ V 6' (V. @ V.) $ (V. @ V.) T

i,j J i

On verifie aussitOt qu'on a

II en resulte que est non degeneree si et seulement si chacune des (i E I)

l'est, et que dans ce cas

(2.1.5.5)

que v = est represente par la famille

si u E End(V)

(2.1.5.6)

est represente par une famille

v ..

(u .. )

ou

ou V. V. , on a
J

(voir 2.1.4),

2.1.6. Soit V 0 V T une forme bilineaire, et soit W un sous-objet de V.

On note la forme bilineaire qu'on obtient par restriction de a W

On dit que West un sous-objet isotrope (resp. totalement isotrope,

isotrope) de V, relativement a si est degeneree (resp. nulle, non



v v
Ker(V V ® T W® T)

- 263

On definit les sous-objets de V orthogonaux a V a gauche et a droite

.Lw ,W.l. , par

v v
Ker(V V ® T W® T)

Si West non isotrope, on a des decompositions

Si ep est non degeneree, on a

il en resulte par exemple que si

semi-simple, on a .l.W = W.l. .

e est dans Ie centre de End(V)
ep

et si Vest

2.1.7. Soit w: £ £' un morphisme de categories tannakiennes. Si

ep : V ® V Test une forme bilineaire sur un objet V de £ '

weep) w(V) ® w(V) weT)

est egalement une forme bilineaire eIIe est non-degeneree si et seulement s'il en

est ainsi de ep, en effet, on a

II en resuite aussi que

(2.1.7.1)

et que si u E End(V)

(2.1.7.2)

wee )
ep



264 -

2.2. Formes sesquilineaires.

2.2.0. Soit k'/k une extension quadratique, X la conjugaison de k'/k.

Si C est une categorie tannakienne sur k, on note g' la categorie tannakienne

g(k') qu'on obtient par extension des scalaires (III 3.2.4). Rappelons (III 1.2.4)

que g' est munie de

a) Un ®-foncteur rigide semi-lineaire

£" - g'

b) Un ®-isomorphisme fonctoriel

v V

verifiant

La categorie C peut reconstituee a ®-equivalence pres a partir de ces

donnees: ses objets sont les couples (v,av), OU V E ob g' , et av: V V

verifie

On dira qu'un objet V de g' est "defini sur k" si on s'est donne un tel

qu'on omettra Ie plus souvent dans l'ecriture en identifiant V et V

Enfin, si V E ob g' , on note Vo
l'objet de £. sous-jacent a V ;

rappelons que la donnee de V revient a celIe de Vo plus Ie morphisme de k-a1gebres

k' _ End(V )
o

2.2.1. Soient V un objet de g'

sur k. On a des bijections

T un objet inversible de g' qui est defini

(2.2.1.1) Hom(V ® V,T)
v

Hom(V,V ® T)
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sont definis par les formules

cP'(x)(y) 0 y)

0 x)

On notera que l'application est k'-lineaire, t and i s que

l:i
est seulement semi-lineaire. La difference du couple ci-dessus en Hom(V,V0T) par

exemple, est l'application semi-lineaire

l! v
Hom(V,V 0 T) Hom(V,V 0 T)

Une forme sesguilineaire sur V a valeurs dans T (relativement au sous-

corps k de k') est un morphisme CjJ; V 0 V T . Elle est non-degeneree si

,ou ce qui revient au

2.2.2. Soit V 0 V T

diagramme d'isomorphismes

, est un isomorphisme.

une forme sesquilineaire non degeneree on a un

V

dont la difference en Vest notee

on a

v
V0T

et appelee la parite de CjJ. Par definition,

(2.2.2.0

ou plus precisement, en termes de diagrammes

V 0 V
CjJ

) T

(2.2.2.2) (

V0V )0 V0V >V0V

i¥ \jl id1j 01Jv
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respecte la forme

2.2.2.1. Le choix de determine ega1ement des isomorphismes

End(V) Hom(V 0 V,T)

(u 0 id )
V

(id
V
0

dont 1a difference en End(V) est une bijection semi1ineaire, notee u

Par definition, on a

(2.2.2.4)

2.2.2.2. On prouve faci1ement le formu1aire

=
(2.2.2.5)

(id = id
VV

(2.2.2.6) -1
u

(2.2.2. n (
-1

cp cp

2.2.3. Si cp: V 0 V Test une forme sesqui1ineaire non degeneree, toute autre

forme sesqui1ineaire non degeneree *: V 0 V T est obtenue cornrne

ou a E Aut(V) est uniquement determine. Si u E End(V) , on a

(2.2.3.1)

et 1a parite de * est donnee par
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(2.2.3.2)

L'application 0 (a 0 idv) identifie 1 'ensemble des formes sesqui-

lineaires non degenerees V 0 V T

phismes a E Aut(V) verifiant

condition qui se reduit a

ayant parite

a ,

a l'ensemble des automor-
cp

si est central.

2.2.4. Si VI' V2 sont des objets de C' munis de formes sesquLl.Lneat r e s norr-dege-

nerees : VI 0 VI T, V2 0 V2 T, on definit comme dans 2.1.4, une

bijection semi- Ii.neaLr e

Hom(V
1,V2

) Hom(V
2,V1

)

u

On a

(2.2.4.1)

Enfin, s L V
3

(2.2.4.2)

est un troisieme objet de C' muni d'une forme sesquilineaire

On a

2.2.5. On definit comme dans 2.1.5 les diverses operations v, 0 ,$ pour des

formes sesquilineaires. Toutes les assertions faites en 2.1.5 sont vaiables dans Ie

contexte des formes sesquilineaires.

De plus, dans ce cas, on peut definir la forme sesquilineaire conjuguee d'une

forme sesquilineaire V 0 V T , a savoir



- 268 -

cp V V ---!l' T

On a, si cp est non-degeneree,

(2.2.5.1)

Si u E End(V)

(2.2.5.2)

-
cp

2.2.6. Comme dans 2.1.6, on definit les notions de sous-objets isotropes, totalement

isotropes, non isotropes, et la notion de sous-objets orthogonaux a gauche et a droite

d'un sous-objet donne.

2.3. Formes de Weil.

2.3.0. On fixe un corps K muni d'un morphisme de corps K lR, par lequel on

identifie K a un sous-corps de lR . £ denote une categorie tannakienne sur K •,

comme d'habitude '£lR designera la categorie tannakienne sur lR obtenue par

extension des scalaires. Si V E ob £ , on posera

2.3.1. Soient V un oQjet de £' T un objet inversible de £. On dit qu'une

forme bilineaire non degeneree cp V V Test une forme de Weil si sa parite

est dans Ie centre de

(2.3.1.1)

End(V) et si pour tout u E End(V) , u 0 , on a

II en resulte que la forme bilineaire sur Ie K-vectoriel End(V) ,

est symetrique definie positive.

Si cp W W T sont des formes de Weil, on dit que
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et $ sont compatibles si $ $ est une forme de Weil il revient au de

dire que pour tout morphisme u V--iiI'W, uiO, ona

La relation de compatibilite est symetrique et reflexive, mais el1e n'est

pas transitive (voir, toutefois, 2.3.3).

2.3.1.1. Si V ® V --iii' T est une forme bi1ineaire non degeneree, et on note

Cfl:rn.: VlR0 VlR TlR la forme obtenue par extension des scalaires de K a lR ,

est une forme de Weil si et seulement si est une forme de Weil. De si

: V ® V --iii' T, $: WOW --iii' T sont des formes de Weil, elles sont compatibles

si et seulement si "lR Le son t , Cela r e su l t e de ce que K est dense dans lR,

et de l'isomorphisme canonique (III (3.2.4.2»

2.3.2. Soit une forme de Weil. On pose et A End(V) •

2.3.2.1. Proposition. 1) La K-algebre A est semi-simple.

2) Toute sous-algebre commutative B de A formee d'e1ements

sYInetriques (i.e. verifiant '" u), "totalement r ee l Le" au-dessus du piongement

donne K lR , L, e. B ®K lR = lRr en tant que lR-algebre.

3) Si a E A , a '" , 1es proprietes suivantes sont eguiva-

1entes.

I ) a est un carre dans 1a sous-lR-algebre lR[a] de lR0K A engendree par a •

ii) Si u E A au) 0

iii) Si u Tr(u2a.) 0

iv) Si u E K[el] 2, 'I'r Iu el) 0

2.3.2.2. Pour 1), il faut montrer que A ne possede pas d'ideal a droite
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nilpotent non nul. Soit I un tel ideal ; I contient un element symetrique non

nul u (par exemple, si x E I , x f 0 , on a que E I et > 0 , done

f 0 ). II suffit de prouver qu'un tel u n'est pas nilpotent; en effet, s'il

en etait ainsi, on aurait pour un certain n

mais entrafne
2n+ l

TrCu ) > 0

o

Prouvons 2) : on peut su,pposer, compte tenu de 2.3.1.1, que K = JR. Soit

B une sous-algebre commutative de A formee d'elements symetriques si u E B

ufo , on a Tr(u
2
) > 0 . On prouve comme dans 1) que B est semi-simple, done

produit de corps. On se ramene ainsi a supposer que B est un corps, et il faut

p r ouve r que B = JR . En effet, si B = <C , i I existe A E B tel que pour tout

u E B , on a

'I'r t u ) = A(u+ u)

et on peut choisir u E B avec

Prouvons 3) : les implications i) ii) iii) iv) sont evidentes. L'impli-

cation iv) i) suit de 2).

2.3.2.3. Corollaire. L'application 0 (a0 idv) induit une bijection de

l'ensemble des automorphismes a de V tels que = a et que pour ufo,

> 0 , sur l'ensemble des formes de Weil : V 0 V --7 T telles que

= 8 et compatibles avec

2.3.2.4. Preuve. Soit a E Aut(V) verifiant = a , et posons

Rappelons (2.1.3) qu'on a

et que si u E End(V) ,

Par ailleurs, on veri fie facilement qu'on a
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u(cp,cp')

II suffit donc de prouver que la condition

( ,)
Tr(uu cp,cp ) si u # 0

entra1:ne que cp' est une forme de Weil, i.e.

si UfO,

et quitte a etendre les scalaires, on peut supposer K

a est un carre dans JRCa]

JR. On a alors, par 3), que

a 13
2

13 E JRCa]

d'ou
-1 (ul3- 1) (ul3- 1)cpu a uCP a

Tr(u -1 uCP a) > 0 si UfO •a

2.3.3. Proposition. 1) Soient V,W des objets de munis d'automorphismes

'Tl ,T un objet inversible de et cp , cp' : V i8I V -,;,. T (re sp . : Wi81W -,;,. T)

des formes de Weil compatibles ayant parite (resp. Tl). Alors, cp et

compatibles si et seulement si cp' et sont compatibles en particulier,

relation de compatibilite pour les formes de Weil V i8I V T ayant parite ,

est une relation d'equivalence.

2) W (V,T)
c

l'ensemble quotient par cette relation d'equivalence.

Alors, l'application

induite par 2.3.1.1 est une bijection.

2.3.3.1. Preuve de 1). II suffit de prouver que si cp et sont compatibles,

alors cp' et sont compatibles. Par 2.3.2.3, il existe a E Aut(V) tel que

et pour u # 0
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La condition: et * sont compatibles, s'ecrit

si v: V --:J!> W, v 'f 0 .

II faut alors prouver, pour v

ce qui s'ecrit encore

V --:J!> W , v 'f 0, que

mais, par 2.3.2.1, a est un ca r r e dans JR[a] ,

et on conclut aussitOt.

a = f32 f3 E JR[a]

2.3.3.2. Preuve de 2). L'application est injective, par 2.3.1.1. Pour voir qu'elle

est surjective, on raisonne comme suit: soit E (resp. E') Ie sous-espace de End(V)

(re sp . End (V
JR)

) des a verLf i ant; aCf! a. On a

en outre, il resulte facilement de 2.3.2.3 que les classes d'equivalence de formes

de Weil de parite sont des parties ouvertes dans E' , et puisque K est dense

dans JR , chacune d'entre elles contient des formes de Weil definies sur K.

2.3.4. On se propose dans ce numero de classifier les formes de Weil de parite donnee.

Grace a ce qui precede, on peut supposer dans ce qui suit que K = JR . On supposera

aussi que f est semi-simple. Cette hypothese est justifiee par 2.4.1.1.

2.3.4.1. Proposition. Soit V ® V --:J!> T une forme de Weil. Tout sous-objet

W de V est non isotrope pour et on a done v = W e W.L , Cf! = Cflw e cp .L
W
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2.3.4.2. Preuve. 11 faut montrer que Ie sous-objet W' Wn WJ. est nul.

SoH p : un projecteur ayant W' comme image on voit aussitBt,

puisque eflw' = 0 , que pCPp = 0 , done TrCpCPp) = 0 et W' = 0

2.3.4.3. Proposition. On rep rend les notations de 2.3.4.1. Soit e E Aut(V) ;

alors, l'ensemble W (V,T)
c

est fini. S'il est non vide, il a exactement elements,

ou r est Ie nombre de composantes isotypiques de V.

2.3.4.4. Preuve. Soit V = EB V. la decomposition de V en somme de ses composantes

isotypiques ; on a Hom(V. ,V.) = 0
J

et il resulte de 2.3.1 et 2.3.4.1 qu'on a, si

= EB e.

W (V,T)
c

lfw (V. ,T)
e.

t,

D'autre part, il est clair que si Vest isotypique, Ie nombre des classes

d'equivalence de formes de Weil est Ie pour V ou pour un de ses facteurs

simples (on remarquera que, e etant central, il est diagonalisable dans toute

decomposition de V en produit de facteurs simples). On se ramene ainsi a prouver

que si V est simple, et W (V,T) t 0 , il a exactement deux elements. Cela resulte
e

du lemme facile:

2.3.4.5. Lemme. Soit A un corps de rang fini sur m muni d'une anti-involution

u .........".. u ' et d 'une forme lineaire Tr: A m ,verifiant Tr (uv )

Tr(uu') > 0 chaque fois que u to. Alors, on a

Tdvu) , et

m tU E A / u U '} •

2.3.5. Soient f une categorie tannakienne sur m , T un objet inversible de f.

Rappelons que denote la categorie tannakienne sur qu'on obtient par extension

des scalaires de R a <I: •

Soit V un objet de . On dit qu'une forme sesquilineaire non degeneree
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est une forme de Weil si sa parite est dans le centre de

End(V) et si pour tout u E End(V) , u 0 , on a

(2.3.5.1)

11 en resulte que la forme sesquilineaire sur End(V)

est hermitienne definie positive.

Si Cj): V ® V Tit ' * : W® W Tit sont des formes de Weil, on dit que

Cj) et * sont compatibles si Cj) e * est une forme de Weil, ou ce qui revient au

meme, si pour tout u : V W , u j 0 , on a

2.3.5.1. En s'inspirant des numeros precedents, on prouve facilement

V ® V Tit est une forme de Weil, la C-algebre End(V)

semi-simple.

2) Si E Aut(V), la relation de compatibilite pour les formes de Weil de

parite est une relation d'equivalence.

3) Si V est semi-simple et muni d'une forme de Wei1 Cj), tout sous-objet

de V est non isotrope pour Cj)

4) Si E Aut(V) , V est semi-simple, l'ensemble des classes d'eguiva-

1ence de formes de Weil a 0 ou 2r elements, ou r est Ie nombre des composantes

isotypigues de V .

2.3.5.2. Soient V un objet de , Cj) : V ® V Tune forme de Weil ayant parite

Cj) . On definit une forme de Weil sur V
It

E ob par

On verifie aussitBt que * est une forme de Weil, qu'elle est compatible
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avec sa conjuguee 0 qu'on a ¢ = et que l'app1ication

u u¢

est l'extension semi-1ineaire canonique de

End(V) End(V)

u uCP

lorsqu'on fait l'identification (III (3.2.4.2»

2.3.5.3. Soit V un objet de , et notons V
o

l'objet de C qu'i1 definit,

(on suppose qu'on aVoqui definiti
V
E Aut(V

o)
l'automorphisme de carre -idvo

choisi une racine carree de -1 dans . 11 est facile de voir que 1a donnee d'une

forme sesgui1ineaire non degeneree cp: V 0 V --7 revient a ce11e d'une forme

bi1ineaire non degeneree CPo : Vo 0 V
o
--7 T verifiant

Si cp est de Wei1, 1a forme CPo est de Wei1 si et seu1ement si cp et cp

sont compatibles.

2.4. Po1arisations.

2.4.0. K de s i gne un corps, muni d'un morphisme de corps K lR, une c a t egor i e

tannakienne sur K.

2.4.1. Soit un 0-automorphisme du foncteur une -po1arisation (homogene)

n sur consiste en 1a donnee pour tout objet V de d'une c1asse d'equiva1ence

n(V) de formes de Wei1 V 0 V 1 de parite V ,verifiant 1a condition
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PH) Si V,W E ob , E n(V), *E n(W) , alors

*E rr (V®W)

Si E n(V) , on dira que est une forme positive pour la polarisation

n ; le @-automorphisme s'appelle la parite de n, et sera note e(n) . L'ensemble

des polarisations de sera note , et l'application "pa r i t e " sera not ee :

Si E , l'ensemble des -polarisations est note Pol (c) . Une polarisation
-

n telle que (n) = id sera appelee une polarisation symetrigue ; en effet, n

est symetrique si et seulement si les formes positives pour n sont des formes

b Ll.Lnea i r-es syme t r i.que s .

2.4.1.1. Proposition. Soit rt une polarisation pour Alors,

1) La categorie C est semi-simple.

2) Si E n(V) alors
v v, E n(V)

3) Si E n(V) W est un sous-ob jet de V , CIlw E rr (W)

2.4.1.2. Preuve. Pour prouver 1), on montrera que tout objet V de est somme

de sous-objets simples. Pour cela, il suffit de prouver que si v: W V designe

I 'inclusion d'un sous-objet simple W, il existe v' : V W avec v'v

Soient des formes bilineaires sur W, V positives pour n si W l' 0

(autrement il n'y a rien a prouver), on a, par PH), que v) > 0 , done

o V est non nul et puisque w est simple, c'est un automorphisme de W.

11 suffit de poser

v'

L'assertion 3) est une consequence immediate de ce qu'on vient de prouver et

de 2.3.4.1. Quant a 2), cela suit de 2.1.5.



- 277 -

2.4.2. Dans l'etude des polarisations d'une categorie tannakienne .£ sur un corps

K lR , on peut se limiter au cas au K = lR et au fest a Lgeb r i.que , L.e , posse-de

un 0-generateur (III 3.3.1.1).

Ecrivons d'abord f f
i

comme reunion filtrante de ses sous-categories

tannakiennes pleines qui sont algebriques (III 3.3.2). On voit que les

C. induisent des applications
-J

et on veri fie aussitBt que l'application canonique

est bijective.

Soit maintenant 8 E Aut0(idc) , et appelons 8 encore Ie 0-automorphisme du

foncteur identique de f
lR

qu'il determine. Si nest une 8-polarisation sur f,

il existe une et une seule 8-polarisation n
lR

sur telle que si est une

forme bLl Lnea t re sur V E ob f positive pour n, alors est positive pour n lR;

ceci provient de ce que les objets V
lR

(V E ob f) engendrent la ca t egor Le f
lR

(III 3.2.4.1). On a ainsi une application

(2.4.2.1)

et il resulte aussitBt de 2.3.3 que cette application est bijective.

2.4.2.1. Convention. Dans ce qui suit, C designe une categorie tannakienne

algebrique (III 3.3.1) sur Ie corps lR . On posera Z

groupe algebrique commutatif.

c'est un lR-

2.4.3. Soit 8 E Z(lR) . Une 8-polarisation (sesquilineaire homoge-ne) n consiste en

la donnee pour tout objet V de d'une classe d'equivalence n(V) des formes

de Weil V° V 1 de parite 8
V'

verifiant les conditions suivantes
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P'O) Si V E ob , E n(V) , alors E n(V) .

P'l) Si V,W E ob , E n(V) , E new) , alors

On adopte les notations pour les polarisations sur f c que celles

donnees en 2.4.1. pour les polarisations sur f . On demontre suivant les

lignes que pour 2.4.1.1.

2.4.3.1. Proposition. Soit n une polarisation sur . Alors,

1) f est semi-simple.

2) Si V E ob fc et E n(V) , '" vE n(V) .

3) Si V E ob ,West un sous-objet de V et E n(V) , a10rs E neW).

2.4.3.2. Soit n une polarisation sur f. En se servant de ce que les objets

(v E ob f) engendrent la categorie (III 3.2.4.1), on voit qu'il existe une et

une seule polarisation sur telle que si V @ V m est une forme

positive pour n, @ @ C soit une forme positive pour nC .

On a defini ainsi une application

(2.4.3.1)

La proposition suivante se demontre sans difficulte, en se servant de 2.3.5.3.

2.4.3.3. Proposition. L'application (2.4.3.1) est bijective.

2.4.4. Proposition. Supposons gue C soit polarisable (i.e. Pol (f) 1

Ie m-groupe Z = Aut@(idc) est compact (0.3.2).
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2.4.4.1. Preuve. Soient 11 E ,V un 0-generateur de f, CfJ: V 0

une forme positive pour 11. Le lR-groupe Z opere f i d e Lemen t sur l e lR-vectoriel

A = End(V) ,i.e. on a une immersion fermee

Z GL(A)

Si K est une lR-algebre, e t z E Z(K) , on a

d'ou il resulte que l'adjoint de Zv pour est egal a
K

si

Tr«z.u).(z.v) )

En consequence, Zest contenu dans Ie groupe orthogonal de la forme bilineaire

definie positive (u,v) Tr(uvCfJ) sur A, et il est compact (0.3.3).

2.4.4.2. Corollaire. Si f est polarisable, on a

(2.4.4.1)

2.4.4.3. Preuve. Ces formu1es sont valables pour un JR-groupe c ommu t a t i.f compact

on les verifie en se ramenant au cas ou Zest soit fini, soit un tore compact.

2.4.5. On resume ici en un seu1 enonce les proprietes fondamentales des po1arisations,

qui seront prouvees dans 1es numeros 2.5 a 2.8.

2.4.5.1. Theoreme. Soit L un lien a1gebrigue affine sur lR (III 3.1.4, 3.1.4.4)

de centre Z . A10rs

1) Si C est une L-categorie tannakienne, 1'ensemble Pol(f) est de faxon

nature11e un pseudo-torseur sous 1e groupe Z(lR).
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2) 5i une L-categorie tannakienne est polarisable, tout autre l'est, et

tout element de z(m) peut s'exprimer comme la parite d'une polarisation d'une

L-categorie tannakienne (on dit alors que Lest polarisable).

3) 5i sont des L-categories tannakiennes polarisees (i.e. munies

de polarisations) ayant la parite, il existe une equivalence de L-categories

tannakiennes et une seule a isomorphisme (non unique) pres soumise a la

condition de respecter les polarisations.

4) Supposons gue L soit connexe ou abelien. Alors L est polarisable si

et seulement s'il est Ie lien d'un groupe compact. De plus, si est une L-categorie

tannakienne munie d'une polarisation symetrique, il existe un foncteur fibre

w : Modf(m) et un seul a isomorphisme (non unique) pres tel gue les formes de

polarisation dans soient exactement les formes bilineaires transformees par W

en formes definies positives.

2.5. Classification des polarisations.

2.5.0. On maintient la convention 2.4.2.1 et on suppose que C est polarisable en

particulier, Ie JR-groupe algebrique Z = est compact.

2.5.1. On definit une action du groupe Z(JR) sur l'ensemble de la

suivante

V E ob

(2.5.1.1)

si TI E et z E z(m) , Z.TI est la polarisation telle que si

et si V @ V est une forme de Weil, on a

On verifie aussitot qu'on a la formule suivante pour les parites

(2.5.1.2)

en particulier, si E z(m)j l'action de z(m) sur induit une action
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du groupe ZZ ClR) des points d ' ordre Z de ZOR) sur Pol (C)
8-

Si on identifie Pol (f) a par l'application (Z.4.3.l), l'action

de Z(lR) sur s ' exp lici te de la suivante si TT E pOl(fq;) et

z E ZOR) , z . TT est la polarisation de fa; telle que si V E , et si

q> V0V--?of est une forme de Weil, on a

(Z.5.1.3) q> E (z.TT)(V) q> 0 (idv 0 z ) E n(V) .
V

Z.5.1.l. Soit L Ie lien de C

canonique

on sait (III Z.3.4.l) qu'on a un isomorphisme

1
Aut Le.g) H (lR,Z)

entre Ie groupe de classes d'isomorphisme d'auto-equivalences de C lies par idL

et Ie groupe 1H (lR,Z) . D'autre part, d l ap r es Z.4.4.Z, s 'identi fie au

sous-groupe ZZ (lR) de Z(lR). Exp I i c i. tons comment, un element z E ZZ(lR) determine

un automorphisme w de s Pour cela, on reconstitue f a partir de et
z

de sa conjugaison de la fa<;on rappelee en 2.Z.0 : ses objets sont les couples (v,a
V)

tels que V E ob fa; est un isomorphisme tel que

aV 0 aV : V V soit l'isomorphisme canonique. Cela dit, Wz est donne par

w (0z f

Les remarques qui precedent ont pour but l'observation suivante : Ie groupe

AutL(f) opere sur l'ensemble Pol(f) par transport de structure, done on a une

action de 2Z(lR) sur Pol (f) . L'explicitation precedente entrafne aussitBt

Z.5.l.2. Lemme. Cette action de ZZ(lR) Pol(f) cotncide avec l'action de

ZZ(lR) Pol(f) induite par celIe de Z(lR).

2.5.2. 'I'heor eme. L'action de Z(lR) Pol(f) fait de cet ensemble un torseur
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e E Z(lR) et Pol (C) f f/J , il est un torseur sous 2Z(lR) .e: -

2.5.2.1. Preuve. La derniere assertion est une consequence formelle de la premiere

et de (2.5.1.2). Pour prouver la premiere, on va travailler en termes de polarisation

ses qut Lt.neaLre s , Le., on prouvera que est un torseur sous Z(lR).

a) L'action est libre. Soient TI E Pol(Q) , Z E :(lR) , supposons qu'on a

TI = Z.TI ; i1 faut prouver que Z = id , et pour cela, il suffit de prouver que pour

tout objet simple V de , on a

Soit E TI(V) ,et = 0 (zV 0 id_); puisque Vest simple, les seuls
V

endomorphismes de V sont les homotheties par un nombre comp1exe, et puisque

et sont compatibles, Zv est la multiplication par un nombre reel positif ; mais,

d'autre part, Z etant compact, Zv se trouve dans un sous-groupe compact de Aut(V) ,

d'ol! Zv = idV

b)

de et E TI(V). La forme

Soient TI, TI' E , V un objet simple

V 0 V determine (2.2.2.1) une bijection

Soit KV l'unique sous-groupe compact maximal de Aut(V) et notons encore TI'(V) la

demi-droite reelle dans End(V) qui correspond par la bijection precedente a

TI'(V) C Hom(V 0 V,!) . Puisque End(V) est isomorphe a , il est clair que l'inter-

section de TI'(V) et K
V

se reduit a un point, note zv. L'element Zv peut etre

caracterise comme le seul automorphisme a de V contenu dans un sous-groupe compact

de Aut(V) et tel que si E TI(V) , alors d'ailleurs, il est

clair que si V 0 V Q est une forme de Weil, E TI(V) si et seulement si

0 (zV 0 idv) E TI'(V) . La collection des Zv (V objet simple de de f i nt t un
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automorphisme z de idC ; prouvons que c'est un ®-automorphisme : il suffit de

remarquer que si V,W sont des objets simples de , "» ® Zw est dans le centre

de End(V®W) (etant une homothetie), qu'il est contenu dans un sous-groupe compact

de AutCV®W) , a savoir l'image de I\r par Aut(V) X Aut(W) --?- AutCV@W)

et que si cp: (V®W) ® (V®W) --?- f est une forme de Weil,

cp E 11(V®W) cp 0

Ainsi, z E ; enfin, puisque 11 et 11'

P'O) de 2.4.3, on voit que

verifient la condition

Le. que Z Z ,done z E ZOR) et

11' Z.11

2.5.2.2. Corollaire. Si f, £' sont des categories tannakiennes sur lli polarisees

(i.e. avec des polarisations donnees), il existe au plus une eguivalence f £' a

isomorphisme pres induisant un isomorphisme de liens donne L L' , et respectant

les polarisations.

2.5.3. On a vu dans 2.5.1 que si 11 E Pol (f) Z E Z(lli) , on a

e:(Z.11)

il resulte de 2.5.2 que l'ensemble des parites (11) (11 E Pol(f)) est une orbite

par translation, i.e. que f determine undans Z(lli) pour l'action de Z(lli)2

element, note f dans Z(lli) /Z (lli)2 qui par 2.4.4.2 s'identifie a 2H (lli,Z) .

L'element C E H
2 (R ,Z) ne depend que de f , et constitue l'obstruction

pour l'existence sur £ d'une polarisation symetrique :

2.5.3.1. Proposition. f possede une polarisation symetrigue si et seulement si
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o .

2.6. Le theoreme de rigidite.

2.6.0. Dans la suite, L denote un lien sur m pour la topologie etale, represen-

table sur par un groupe algebrique affine. On notera Z Ie centre de L; c'est

un m-groupe aLgeb r i.que affine commutatif. Rappelons comment l e groupe H
2(m,Z)

agit

sur l'ensemble des classes d'equivalence des categories tannakiennes sur lli liees

par L (III 3.2.6). Soit f une telle categorie tannakienne et soit S E H
2(lli,Z)

represente par z E z(m) . La donnee de est equivalente a celIe de munie de

sa conjugaison

v

et du 0-isomorphisme fonctoriel

V

En ces termes, la categorie tannakienne dont la classe d'equivalence ne depend

que de S, se decrit de la suivante : sa complexifiee

' sa conjugaison est celIe de ' et Ie V Vest donne

par

2.6.1. Theoreme. Avec les notations ci-dessus, les conditions suivantes sont

equivalentes.

i) Toutes les categories tannakiennes sur lli liees par L sont polarisa-

b l.e s •

ii) II existe une categorie tannakienne sur m liee par L qui soit polari-

De plus, si ces conditions sont verifiees, l'application "parite"

(2.6.1.1)

commute a l'action de H2(Z) et en particulier est une bijection.
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2.6.1.1. Preuve. II suffit de montrer que si C est une categorie tannakienne

sur lR liee par L e t Z E Z(lR) ,alors si C est polarisable, Zc aussi,

et qu'on a

(2.6.1.2)

Soit en effet TI une polarisation sesquilineaire sur ; on remarque alors

que la definition de polarisation sesquilineaire ne fait intervenir que munie

de sa conjugaison V V, et non pas les isomorphismes

2.6.0 que TI definit une polarisation sesquilineaire sur

en resulte, par

, et la definition

de la parite (2.2.2.2) d'une forme sesquilineaire donne aussitBt la formule precedente.

2.6.1.2. On dit que Ie lien Lest polarisable s'il verifie les conditions du

theoreme ; une condition necessaire, d'apres 2.4.4, est que Z soit compact.

2.6.2. Corollaire. (Theoreme de r Lgi.d i t e ) . Si L est polarisable, pour tout

Z E Z(lR) , il existe une categorie tannakienne sur lR ,f(z) liee par L et munie

d'une polarisation TI(z) de parite z. De plus, Ie couple (f(z),TI(z» est unique

a equivalence unique (respectant les polarisations donnees et liee par idL)

a isomorphisme (non unique) pres.

2.7. Cas neutre I Les C-polarisations.

2.7.1. Soit G un lR-groupe a Lgeb r i qu e affine. On etudiera ici un moyen de definir

des polarisations sur la categorie (e)o
des e-modules de rang fini sur lR.

Si e est, soit abelien, soit connexe, on verra au 2.8 que toutes les polarisations

sur sont de ce type. Dans Ie cas general, la question reste ouverte.

Pour simplifier, on note

Pol (e) = (e» ,
o

et on dira que Ie groupe G est polarisable si (e)
o

I' est.
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Soit C E GOR) ; une forme b Ll.LueaLre cp: V V JR G-invariante sur

un G-module Vest dite de C-polarisation. Si la forme bilineaire sur le JR-vectoriel

V
ccp (x,y) cp(x,Cy)

est symetrique definie positive. Un calcul immediat mOntre que la parite de cp est

et que est central dans 1 'image de G dans Aut
JR
(V) .

2.7.1.1. Proposition. Soit C E G(JR)

1) Une forme de C-polarisation cp: V V JR est de Weil.

2) Si cp: V V JR est une forme de C-polarisation, cp et les formes

induites sur des sous-objets de V SOnt de C-polarisation.

3) Si cp: V V JR, : W W JR sOnt des formes de C-polarisation,

sont des formes de C-polarisation.

4) Soit cp: V V JR une forme de C-polarisation. Alors, , est un

objet semisimple de (G)
o

et toute forme de Weil V de parite

compatible avec cp, est une forme de C-polarisation.

2.7.1.2. Pour 1), il faut verifier que la parite de cp est dans le centre

de End(V) et que si u E End(V) , uFO , on a

la parite de

on a

cp est et commute done avec les elements de End(V) , d'autre part

et il est connu qu'on a la propriete de positivite precedente pour des formes

symetriques definies positives.

Les assertions 2) et 3) sont evidentes sur la definition de forme de

C-polarisation. Enfin, pour 4), l'assertion de semisimplicite de V resulte de 2)

et 3) en utilisant 1a methode que pour prouver 2.4.1.1. 1). Pour la derniere
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est simple, et alors par 2.3.4.5, west un

2.7.2. On dit qu'un element C E G(R) est hodgien si tout G-module (de rang fini

sur R) possede une forme de C-polarisation. D'apres 2.7.1.1 et II 4.3.2 a) il

revient au meme s'il en est ainsi pour un G-module f i de Le, Le R-groupe G est

alors reductif (0.1.1.2), et on dit qu'il est hodgien. La proposition 2.7.1.1 montre

que chaque element hodgien C definit une polarisation de , notee TIC '

pour laquelle les formes positives (2.4.1) sont exactement les formes de C-polarisa-

tion. Dne polarisation obtenue ainsi sera appelee hodgienne. La proposition suivante

n'offre aucune difficulte.

2.7.2.1. Proposition. Soit C E G(R) un element hodgien, et notons Z Ie centre

de G .

C
2

E Z(R) et la parite de

2) Si g E G(R) , z E Z(R)
-1

C' = zg C g est hodgien et on a

En particulier, toute polarisation de G est hodgienne (voir 2.5.2).

2.7.2.2. Proposition. Soient G' G un sous-groupe de G, C E G'(R) Si

C est hodgien comme element de G(R) alors ill' est aussi comme element de G' (R).

2.7.2.3. Preuve. Si C est hodgien dans G, il existe un G-module fidele V et

une forme de C-polarisation V @ V R . Par restriction du groupe d'operateurs

de GaG' Vest aussi un G'-module fidele et une forme de C-polarisation.

2.7.3. Soit C E G(R) un element de car r e central, Le. C
2 E Z(R). L'image de C

par intG: G Aut(G) definit une classe de cohomologie galoisienne
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done une forme reelle de G, notee G
e.

On a

[g E G(lt)/g

i.e. le complexifie de G
e

est GlI::

G
0;

-1-e g e} ,

et la conjugaison GlI: GO; definissant G
e

est donnee par e- l g e .

2.7.3.1. Proposition. (DELIGNE [ 5], lemme 2.8). L'element e E G(R) est hodgien

si et seulement si G
e

lR-groupe compact (au sens de 0.3.2).

2.7.3.2. Preuve. Elle consiste a remarquer que e est hodgien si et seulement si

tout Go;-module V possede une forme sesquilineaire de e-polarisation. En explicitant

la conjugaison de Gl!: par rapport a la forme reelle G
e

comme precedemment, on voit

que ceci arrive si et seulement si tout Ge-module possede une forme de I-polarisation,

i.e. que G
e

est sous-groupe du groupe orthogonal d'une forme symetrique definie

positive. On conclut a la compacite de G
C

par 0.3.3.

2.7.3.3. Proposition. Si G est compact, e est hodgien si et seulement si

C E Z(lR)

2.7.3.4. Preuve. Si C E Z(lR) , il est clair qu'il est hodgien par 2.7.2.1,2).

Reciproquement, si e est hodgien, GC est compact par l'unicite des sous-groupes

compacts maximaux de G(lt) (voir 0.4.1), i1 existe h E G(l!:) tel que

GC(lR) . Done, si g E G(lR) (Le. g E G(o;) et g g ) , on a

ce qui s'ecrit encore

L e. g v g E G(lR)
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Ceci signifie, puisque G est compact, que h- l C- l h = z E L'element z

s'ecrit, suivant la decomposition de Cartan de relative a G(R) (voir 0.4.2)<

z

De on ecrit

h = kp

Par definition de z, on a

k E G(R)

-1 -1
C k P k pz

-2
p

d'ou

C E Z(R)

2.7.3.5. Corollaire. 8i C E G(]R) est un element hodgien d'un G ,k

centralisateur de C, CentG(C) est un sous-groupe compact maximal de G , et est le

seul compact maximal de G contenant C .

2.7.3.6. Preuve. 8i K = CentG(C) , pour voir que K est compact, il suffit de

remarquer que si est une forme de C-polarisation sur un G-module fidele V, la

forme symetrique definie positive est K-invariante (0.3.3). Pour finir la

demonstration du corollaire, il faut prouver que tout sous-groupe compact K' de G

contenant C est contenu dans K. En effet, par 2.7.2.2, C est hodgien dans K' ,

done par 2.7.3.3. il est dans le centre de K' et K' C K •

2.7.4. Proposition. sr C, C' E G(lR)

etunseul zEZ(R) telsgu'onait

C'

sont hodgiens, il existe g E G(R)

-1z g C g
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en particulier, TIc' , C C' sont conjugues.

2.7.4.1. Preuve. D'apres 2.5.2 et 2.7.2.1, il suffit de prouver la derniere

assertion. Soient C, c ' E GOR) hodgiens avec TIC = TIC' , et posons K = CentG(C) ,

appartient auz, ouz C'

et en particulier

-1
g C gPar 2.7.2.2 et 2.7.3.3,

K' = CentG(C') . D'apres l'unicite des sous-groupes compacts maximaux (0.4.1) et

-1
it existe g E G(]R) tel que g K g = K'2.7.3.5

-1
g C g E K' (JR) •

centre de K' (en fait, C'

de f i m es parpart, les polarisations de G

et -1
g C g appartiennent au centre de K' ). D'autre

-,

C' , g C g-l cotncident, et il est clair

qu'il en est de pour les polarisations de K' qu'ils definissent. En utilisant

a nouveau 2.7.2.2 et 2.5.2 on voit que z = 1 et

C'
-1

g C g

2.7.5. Proposition. Soit G un JR-groupe algebrique affine. Alors, G est hodgien

si et seulement si Ie lien de G est Ie lien d'un groupe compact. Dans ce cas,

possede une polarisation symetrique si et seulement si elle est equivalente

(en tant que categorie tannakienne) a la categorie ,ou K est compact.

2.7.5.1. Preuve. Prouvons la premiere assertion; on peut evidemment supposer que

G est reductif, et soit K sa forme compacte. Dire que lien(G) lien(K) equivaut

a dire que la classe d'isomorphisme de G se trouve dans l'image de l'application

D'apres SERRE [2 ] , III theoreme 6, Ie premier ensemble s'identifie a
1H (?l12?l, IntCK)(JR» , et ceci plus la su r j ec t i v i t e de l'application

prouve que cette image est composee des classes d'isomorphismes des groupes de la

forme K
C

(C E K(JR) C2 central). Mais ceux-ci, par 2.7.3.1, sont exactement les

groupes hodgiens qui sont des formes de K.
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La derniere assertion suit aussitBt de la suite exacte de cohomologie

associee a

et de ce que (G) 2t (K)
o 0

si et seulement si la classe d'isomorphisme de G

se trouve dans l'image de l'application

(voir II 3.2).

2.8. Cas neutre II determination des JR-groupes polarisables.

2.8.1. On peut se poser la question suivante si G est un JR-groupe a Lgeb r i que

affine, est-ce que toute polarisation de (G)
o

est hodgienne ? En d'autres termes,

G est-il polarisable si et seulement s'il est hodgien ?

Dne reponse affirmative entratne que si L = lien(G), une L-categorie tanna-

kienne f munie d'une polarisation symetrique IT et meme, par le

theoreme de rigidite 2.6.2 et par 2.7.5, il existe un foncteur fibre

w f Modf(JR) unique a isomorphisme (non unique) pres tel que les formes

V 0 V 1 positives pour IT soient celles telles que est une forme

symetrique definie positive.

2.8.2. I'heor eme, Soit G un JR-groupe algebrique affine connexe ou ab e I Len , Alors,

G est hodgien si et seulement s'il est polarisable.

2.8.2.1. II suffit de montrer par 2.7.1 que si G est polarisable

L = lien(G) est Ie lien d'un groupe compact. Ceci est clair si G est abelien, par

2.4.4. On est ramene au cas ou G est reductif connexe, et pour conclure, il faut

prouver qu'il n'y a qu'un lien localement isomorphe a L = lien(G) (a isomorphisme

pres) qui soit polarisable, a savoir Ie lien de la forme compacte de G; ou encore,

qu ' i 1 n I y a qu 'un JR-groupe quasf.-dep l oye localement isomorphe a G qui soi t
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polarisable (voir 1.1.2),

Si r designe Ie groupe (constant) des automorphismes exterieurs de la forme

dep l oyee de G (0.1.3.2), 1 'ensemble des classes d'isomorphisme de lR-groupes

quasi-deployes localement isomorphes a G se trouve en correspondance bijective avec

1 'ensemble 1
H (lR,r) , ou encore avec 1 'ensemble 2r/conjug. des classes de conjugai-

son d'elements d'ordre 2 de r. Soit q E 2r , et supposons que Ie groupe quasi-

deploye G
q

que cet element definit soit polarisable. Ceci entratne, par 2.4.3.3

que pour tout V (de rang fini sur t), on a un isomorphisme

C (V) <::: V
q

ou C (V)
q

denote Ie conjugue du (G ) -module V par rapport a la forme Gqq It
de

= . En particulier, si Vest un simple de poids dominant

pEP (on adopte les notations de 0.2), d'apres les formules (0.2.2.1) et (0.2.3.1),

l'existence d'un tel isomorphisme signifie qu'on a

Puisqu'on a cette egalite pour tout pEP et que les elements de P engendrent un

sous-groupe d'indice fini dans Ie groupe abelien libre M, on conclut

q -wo

d'ou l'unicite du lR-groupe quasi-deploye polarisable.

2.8.2.2. Corollaire. Soit L un lien algebrique affine sur lR , qui sur 0:

defini par un groupe connexe ou abelien, Si C est une L-categorie tannakienne munie

d'une polarisation symetrigue n, il existe un foncteur fibre w £ 110df(lR)

unigue tel gue les formes positives pour n soient les formes

telles gue soit symetrigue definie positive.

V0 V 1
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2.8.2.3. Preuve. Elle decoule aussitot du theoreme, de la discussion de 2.8.1 et

du fait qu'un lien comme ci-dessus est representable, i.e. de la forme lien(G) (voir

1.1.2 et III 2.1.3).

2.8.3. Dans la liste des categories tannakiennes sur lli a lien simple, donnee

au 1, on peut distinguer celles qui sont polarisables. En effet, dans la table II

on a souligne ceux des groupes quasi-deployes qui sont polarisables. On voit sur

cette liste que Ie seul exemple de categorie tannakienne sur lli a lien simple

connexe qui soit polarisable et non neutre est donne par "la" categorie tannakienne

non neu tre sur lli de lien

au r ' , r
n+l
--2- sont pairs.

§ 3. POLARISATIONS

3.1. Triples de Tate.

CAS GRADUE

3.1.0. On fixe un corps de caracteristique nulle k.

3.1.1. Un triple de Tate 1 = (£,w,T) est constitue par la donnee d'une categorie

tannakienne £ sur k, une 0-graduation de type w de idC ' et un objet

inversible T de degre -2 pour la graduation w. La graduation west appelee

graduation par Ie poids, l'objet Test appele l'objet de Tate. Si Vest un objet

de £ ' n E , on note

V(n) V 0 T0n .

Suivant cette notation, on a

Les triples de Tate constituent de evidente une 2-categorie, notee

TT(k) Chaque triple de Tate definit un triple (Q,w,t) d'une gerbe tannakienne Q



sur k

centre

(a savoir FIBo<.g) , voir

Z = Aut{id
Q
) z: Aut0Udg,)
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III 3.2.1.2), un morphisme

de la gerbe Q, et un morphisme de gerbes

dans Ie

TOR5(<<; )
m

tel que Ie compose soit -2 (i.e. x t---?'

(voir IV). Si on se limite au cas algebrique (i.e. C algebrique, Q algebrique),

on obtient ainsi une 2-equivalence entre TT(k) et la 2-categorie des triples

(Q,w,t) (voir III 3.2.5.1).

3.1. 2. A un trip Le de Tate T = (.£,w, T) on associe le triple (L,w,t) constitue

par Ie lien L de C , Ie morphisme w : = Cent(L) defini ssant la graduation
m

par Ie poids, et Ie morphisme t : L .......". l& defini par I 'objet de Tate ; on a
m

tow = -2

On dit que T est lie par Ie triple (L,w,t).

Pour un triple (L,w,t) comme ci-dessus, on note L' Ie lien conoyau de

a; Z L , Z' son centre; on verifie aussitot que dans ce cas Ie noyau
m

L = Ke r I t )
o

cations

existe, et on note Z
o

son centre. On verifie qu'on a des identitifi-

Z Ker(t Z.......". a; )
o m

Z' Coker(w l&""""" Z) .
m

5i est le morphisme induit par w : Ib .......". Z
m

(sa donnee

revient a celIe de e(-l) E 2Zo(k)) , on verifie egalement que les morphismes evidents

L L'
o

sont surjectifs de noyau Im(e) . Toutes ces verifications sont faciles et de nature

locale pour la topologie fpqc, on peut donc supposer que L est representable.

A un triple (L,w,t) comme ci-dessus on peut associer Ie couple (Lo,e).

Reciproquement, si est un couple d'un lien tannakien L
o

et d'un morphisme
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8 (j.J. 2 Zo ' on construit un triple (L,w, t ) en posant

ou 8 et l'inclusion lJl2 --,'>ll:m west induit par Lo X ll:m ' t par

p r -2
L X t -7 It -----;.. It
o m m m

Ces constructions sont reciprogues l'une de l'autre.

3.1.3. On dira qu'un triple de Tate T = est si la categorie

tannakienne est neutre, neutralise si C est munie d'un foncteur fibre

et d'un isomorphisme weT) k .

On voit aussitet par II 4.1.1 que les triples de Tate neutralises se trouvent

en correspondance biunivoque avec les triples (G,w,t) formes d'un k-groupe affine

G , un morphisme central et un morphi sme
m

tel que le

compose tw soit -2 . 11 resulte par ailleurs de ce qui precede que la donnee d'un

triple (G,w,t) equivaut a celIe d'un couple 8 E G (k)
o

est un element

central d 'ordre 2 (ou encore 8: \l-l2 Go un morphisme central). On passe de

(G,w,t) a (Go' :) en posant

G KerCt: G <& )
o m

0.1.2.1)
c we-I)

et on passe de (Go' :) a (G,w,t) par

G

wOJ Cl,AJ

-2t(g,),.) = ).

e = (8,-1)

Si, par exemple, on part de (G,w,t), l'isomorphisme entre G et

Go X Itml e (i}J.2) est Ie seul rendant commutatif Ie triangle
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Go

Pour un triple (G,w,t), on note

G Ke r I t )
0

G' Coker Cw)

2 Cent(G ) Ker(t : 2-70;)
0 -- 0 m

2' Cen r Co ") Coker(w <t -7 2)
m

Enfin, les morphismes

2 ---ill- Z'
o

G ---ill- G'
o

sont des epimorphismes et ont comme noyau Im(e) .

3.1.4. Soit (q,w, t ) un triple comme dans 3.1.1. On note qo la gerbe noyau du

morphisme t : Q-7 TORS(ilim)
, ou plus precisement la gerbe des couples (p ,g)

d'un objet P de Q et d'un isomorphisme g : t(p) ""G Si 2 (resp. 2 ) est
m 0

Ie centre du lien de q (resp. Qo)
, on a par 3.1.2 que

2
o

Ker(t 2 0; )
m

definit une

et si on note e =w(-l) , on a e E Zo(k) . Voici l'extension pour les gerbes des

assertions faites en 3.1.3 pour les triples (G,w,t) et les couples (Go,e).

3.1.4.1. Proposition. La correspondance (Q,w,t) (Qo' )

2-eguivalence de la 2-categorie des triples (Q,w,t) tels gue Ie compose

iii Z iii soit -2 sur la 2-categorie des couplesm m
e E Z (k).

o
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3.1.4.2. II suffit de definir un 2-foncteur quasi-inverse, ou encore

d'associer a un couple (Qo,e) , un triple (q,w,t). Si L = lien(q ) , on a un
o 0

morphisme e: [l.l2 L o ' et encore un morphisme

e : 1J.l2 X I[;
o m

ayant e et l'inclusion de [).l2 dans (J;m c omme c omp osan t es . Par definition, on pose

L Coker(e)

et Q est l'image directe de Q X (J; L (voir GIRAUD [lJ IV, 2.3.18). D'apreso m

loc.cit. la gerbe Q munie du morphisme de gerbes

est unique a equivalence unique a isomorphisme unique pres. De precise si

sont des morphismes de gerbes lies par L
o

X (J;m L , il existe un couple (a,a)

d'une equivalence a: Q Q' et d'un isomorphisme a: au u' , et si

(a,a) , (a' ,a') sont deux couples comme ci-dessus, il existe un et un seul isomorphisme

: a a' verifiant

a' 0 u) a

Ceci definit bien Q, et la definition de w,t est evidente. Partons, par

exemple, d'un triple (Q,w,t) et voyons comment Q se recupere a partir de (Qo,e)

de la decrite plus haut. On a un morphisme

de f Lni, par
(J;m

(X,P) P X X: en effet, (J;m agit sur tout objet de G par l'inter-

mediaire du morphisme w : ibm Z = Aut(id
Q)

De plus, ce morphisme de gerbes est

evidemment lie par Ie morphisme de liens conoyau de c , c : L X a; --;;.. L , comme
0 m

on Ie voit en passant a une extension de k sur laquelle les gerbes Go , Q sont
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neutres. Soit Q
o

X --? Q' Ie morphisme de gerbes (lie par c) defini

comme plus haut. On a un diagramme

Q X TORS(a; ) )0 Q'

"

qu'il faut completer par un morphisme Q' Q . Pour ceci, on considere Ie morphisme

de gerbes (GIRAUD [lJ IV, 2.3.2)

D'apres loc.cit, ce sont des gerbes liees par Z , et il est clair que Ie morphisme

est lie par id
Z

' done est une equivalence (loc.cit. 2.2.6) et Ie triangle

precedent peut etre complete.

3.1.4.3. Soit ! = (f,w,T) un triple de Tate, definissant un triple (Q,w,t). La

gerbe Q
o

introduite en 3.1.4, munie du morphisme evident Q
o
--? Q et de l'isomor-

et Ie morphisme trivial q TORS(a; ) ,
o m

correspond a une categorie tannakienne C
-0

munie d'un morphisme

Q

et d'un isomorphisme
q Q(T)

C
-0

1

de plus, Ie couple (Q,q) est solution du probleme universel qu'on devine.

Supposons que f soit semi-simple et soit S l'ensemble des classes

d'isomorphisme d'objets simples de f ; alors C
-0

l'est aussi et l'ensemble corres-

pondant So s'identifie par Q au quotient de Spar la relation d'equivalence

qu'identifie deux objets simples de f si l'un se deduit de l'autre en tensorisant par

une puissance de T. Ceci resulte des assertions suivantes, valables sans hypothese

de semi-simplicite :
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a) Si V,W sont des objets de £ homogenes de degre, l'app1ication

Hom(V,W) Hom(QV,QW)

est bijective.

b) Si V (resp. W) est un objet de C homogene de degre n (resp. m) et

V,W deviennent

W ::::; V(k) •

isomorphes dans £0 ,a10rs n-m est pair, n-m 2k , et

D'apres III, 3.2.4 et 3.2.4.2, il suffit de prouver ces assertions apres

extension arbitraire du corps k, done on peut supposer que £ '£0 sont neutres

et que la situation est

auquel cas, c'est trivial puisque G

3.1.4.4. Remarquons qu'il resu1te des explicitations de 3.1.3, 3.1.4.2 que la gerbe

Q est neutre (resp. algebrique reductive) si et seu1ement si Q
o

est neutre

(resp. a1geb rique, reductive). On n'a pas Ie meme dictionnaire pour la connexite

si Qo est (localement la gerbe des torseurs d'un groupe) connexe, il en est ainsi

de Q, mais 1a reciproque n'est pas vraie en general.

3.2. Polari sa t Lons ,

3.2.1. Soient K un sous-corps de ffi, et T (£,w,T) un triple de Tate (ou

w : Z = Aut®(idc) definit 1a graduation par Ie poids, T designe l'objet
m --

de Tate). Vne polarisation (graduee) n du triple de Tate (£,w,T) consiste en la

donnee pour chaque objet V de £' homogene de poids n, d'une c1asse d'equiva1ence

n(V) de formes de Weil V ® V T®-n (2.3.1) de parite (_l)n, verifiant les

conditions suivantes :

PG1) Si V,W sont des objets de C homogenes de meme poids, E n(V) ,
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*E neW) , alors *E n(V w).

PG2) Si V,W sont des objets homogenes de f, E n(V) , WE neW), alors

@ wEn (V @ W) .

PG3) Le morphisme identite T @ T T@2 appartient a n(T) .

Si V E ob fest homogene et E n(V) , on dit que est une forme

positive pour n.

L'ensemble des polarisations du triple I

ou Pol(I)

(f,w,T) sera note Pol(f,w,T)

3.2.1.1. En procedant de la meme qu'en 2.4 on prouve pour les polarisations

graduees des resultats analogues a ceux demontres pour les polarisations homogenes

en 2.4.1.1, 2.4.2, 2.4.3.1 et 2.4.3.3.

De meme, on adoptera la convention

3.2.1.2. Convention. Dans ce qui suit, on se limite au cas K

rera que des lR-categories tannakiennes algebriques.

lR, et on ne cons ide-

3.2.2. D'apres 3.1.1 on a un dictionnaire entre les triples de Tate (f,w,T) et les

triples t ) , ou encore par 3.1.4.1 et 3.1.4.3 avec les couples (Qo,e) , ou

(fo,e) • Voici comment on etend le dictionnaire (f,w,T) (fo' e)
aux polarisations.

3.2.2.1. Proposition. Le triple (f,w,T) est polarisable (i.e. Pol(f,w,T) f 0) si et

seulement si la categorie tannakienne C
-0

est polarisable et si de plus on a

C = (mod Zo(lR)2) (voir 2.5.3). En outre, on a une bijection canonique
-0

Q Pol(_c,w,T) Pol (C ) ,
-0

et en particulier 1 I ensemble Pol(f,w,T) est un pseudo-torseur sous Ie groupe 2Zo (lR).
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3.2.2.2. Preuve. Elle ne presente pas de difficulte, a l'aide de la discussion

3.1.4.3. Par exemple, si n E ,et V E ob fest homogene de degre n , on

a une bijection canonique, definie par 3.1.4.3 a) et q: Q(T) 1

les elements de n(V) se correspondant avec ceux de Q(n) (QV) par cette bijection.

3.2.3. Le dictionnaire precedent permet de ramener les questions sur les polarisations

graduees, aux polarisations homogenes.

3.2.3.1. Theoreme. Soit L un lien algebrique affine sur ffi de centre Z,

des morphismes ve r i f i an t tow = -2 , (voir

3.1.2). Alors,

1) Si (f,w,T) est un triple de Tate lie par (L,w,t), Pol(f,w,T) est un

pseudo-torseur sous 2Z0 (ffi) .

2) Si (f,w,T) , (f' ,w,T') sont des triples de Tate munis de polarisations

n , n' , il existe une equivalence (f,w,T) i:i! (f' ,w,T') et une seule a isomorphisme

(non unique) pres respectant les polarisations.

3) Supposons que L soit connexe ou abelien. Alors (L,w,t) polarisable

(i.e. il existe (f,w,T) lie par (L,w,t) qui soit polarisable) si et seulement si

Lo = Ker(t) est Ie lien d'un groupe compact. Dans ce cas, Ie triple polarisab1e

(f,w,T) (bien defini a equivalence pres par 2» est neutre si et seu1ement si

E; = w(-l) E Z (ffi)2
o

3.2.3.2. Les assertions 1), 2) resu1tent des assertions 1), 2), 3) de 2.4.5.1 et

du dictionnaire etab1i plus haut. L'assertion 3) sera prouvee et precisee davantage

au numero suivant. Remarquons d'ores et deja que Ie cas ou Lest abelien suit

aussitBt de 2.4.5.1 et du dictionnaire precedent.
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3.3. Cas neutre.

3.3.0. On maintient la convention 3.2.1.2.

3.3.1. Soit (G,w,t) un triple

ou west central et tow = -2 . Par 3.1. 3, la donne e du trip le (G,w, t ) revient

a celle d'un triple de Tate neutralise; la categorie tannakienne neutralisee sous-

jacente a celui-ci est (G)o

SoH C E Go (]R) tel que C
2

= w(-l) ; une forme ba Li neai.r e

: V 0 V sur un G-module V homogene de poids nest dite de C-polarisation

si la forme b Ll LneaLre sur le lR-vectoriel V

est symetrique definie positive, i.e. si en considerant V comme Go-module, est

une forme de C-polarisation (2.7.1).

On dit qu'un element C E G (lR)
o

tel que est hodgien si chaque

G-module homogene V possede une forme de C-polarisation et que le triple (G,w,t)

est hodgien s'il existe un element hodgien dans Go(lR). Chaque element hodgien

C E G (lR)
o

definit une polarisation TIC de (G,w,t) et les polarisations obtenues

ainsi sont appelees hodgiennes. La proposition suivante, dont la demonstration n'offre

pas de difficulte, ramene l'etude des C-polarisations des triples (G,w,t) a celle des

C-polarisations des lR-groupes algebriques affines (2.7.1).

3.3.1.1. Proposition. Le triple (G,w,t) est hodgien si et seulement si le

lR-groupe

mod Z (lR) 2
-- 0

Go est hodgien et si l'invariant C
-0

(voir 2.5.3). Les elements de G (lR)
o

hodgiens relativement a (G,w,t)

sont exactement les elements qui sont hodgiens au sens de 2.7.1 et qui verifient

c2 = •
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3.3.2. On va determiner maintenant les triples de Tate po1arisables dans des cas

particu1iers importants et completer ainsi la preuve de 3.2.3.1 3).

Soit L un lien algebrique affine connexe de centre 2 , et soient

t L --- Q;m
ve r Lfi.an t tw = -2 . On a des liens L L'

o '
de centres

2
0
,2' comme dans 3.1.2. Si (L,w,t) est polarisable (3.2.3.1 2», Lest

reductif (et etant connexe, il est representable, par 1.1.2), et par 3.2.3.1 1) il

existe un triple de Tate unique a equivalence pres (£,w,T) qui soit polarisable.

On notera la gerbe associee a £

Ces notations posees, on a

3.3.2.1. Theoreme 1) Les conditions suivantes sont equivalentes

(i) u.,», t ) est polarisable.

(Li ) L' est Ie lien d'un lR-groupe compact

(iii) L est Ie lien d'un lR-groupe compact
0

Dans ce cas £ est neutre si et seu1ement si we-I) E 2 (lR)2
0

2) Supposons (L,w,t) polarisable et £ Alors Ie triple

(£,w,T) C-polarisable et Lo
est connexe.

3) Supposons (L,w,t) polarisable et L
o

non connexe. AloIS

est Ie produit de TORS(G') par la seule gerbe non neutre de groupe

est Ie seul lR-groupe compact avec lien (G I) = L' .

ou G'

3.3.2.2. Preuve. Prouvons 1). On notera que chacune des conditions(i),(ii),(iii)

entratne que L est representable. On peut done poser L = lien(G) , L' = lien(G')

G = Ker(t : G ). Prouvons
o m

(i) = (ii) = (iii) = (i). Si (L,w,t) est polarisable, on voit aussitBt qu'une

polarisation de (£,w,T) induit une polarisation sur la sous-categorie C' de C

des objets de poids O. Puisque Ie lien de C' est visiblement L' et que L'

est connexe, on obtient (ii) par 2.4.5.1. Supposons maintenant que G' est compact
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alors Go en tant qu'extension du groupe compact connexe G' par le groupe fini

constant Im(e:: 1lJ.2 --7 Go) est ega l emen t compact. Enfin (iii) => (i) suit de

3.2.2.1 et de 2.6.1.

La derniere assertion suit egalement de 2.6.1.

Prouvons 2). Si Q est neutre, Go doit etre connexe ; autrement, il y

aurai t un morphisme Go --il> l!..l2 envoyant e: en -1, et une e:-polarisation de

Q = induirait une (-I)-polarisation de Or, il n'existe pas de

telle polarisation sur (lJ.l2) , Pol( ll-l2) est uniquement compose de polarisations

symetriques (voir 2.4.5.1). Puisque Go est connexe, Q est C-polarisable par 2.8.2

et 3.3.1.1.

L'assertion 3) n'offre pas de difficulte.
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§ 1. SYSTEMES LOCAUX ET MODULES STRATIFIES

1.1. Systemes locaux.

1.1.1. Soit X un espace topologique connexe ; rappe10ns qu'un systeme local

(ensembliste) est un espace X' au-dessus de X qui localement sur la base X est

de la forme X' = X X I ,ou I est un espace discret. On peut aussi definir un

systeme local comme etant un faisceau localement constant sur X , i.e. un faisceau

qui localement sur X soit associe a un prefaisceau constant.

Choisissons un point x EX; ceci determine un foncteur de la categorie

SLoc(X) des systemes locaux sur X vers la categorie des ensembles, Ie foncteur

"fibre en x"

CPx SLoc (X) --?>o Ens

Si y: [0,1] X est un lacet au point x, puisque tout systeme local sur

[0,1] est constant, on voit que y determine un automorphisme du foncteur CPx'

qui depend uniquement de la classe de y dans n
l
(X,x) et mu1tiplicativement en

celle-ci. Ceci signifie que CPx se releve en un foncteur

ou Ens(n) est la categorie des ensembles munis d'une action de n = TIl(X,x).

Si X est un espace localement connexe par arc et localement simplement connexe

par arc, ce foncteur est une equivalence de categories. Si X est, par exemp1e,

seulement localement connexe, Ie groupe TIl(X,x) n'est plus adapte pour interpreter

SLoc(X) mais on peut Ie remplacer avantageusement par Ie "pro-groupe fondamental"

de X (voir 1.1.2).

1.1.1.1. Soient X un espace topologique connexe non vide, k un corps. On notera

SLoc(X,k) la categorie des systemes locaux en k-vectoriels de rang fini (i.e. des

faisceaux de modules localement libres de rang fini sur Ie faisceau d'anneaux simple

de valeurs k sur X). Elle est munie d'une structure k-lineaire et d'une Ioi

o ACU evidentes, pour lesquelies c'est une categorie tannakienne sur k, qui est neutre.
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definit un foncteur fibre m : SLoc(X,k) Modf(f),
x

qui se releve meme en un foncteur m
x

11 valeurs dans

les k-vectoriels munis d'une action de TIl(X,x).

1.1.1.2. Supposons X localement connexe par arc et localement simplement connexe

par arc. Alors, les foncteurs mx
sont des equivalences de categories tannakiennes.

En d'autres termes, si x E X Ie groupe d'holonomie de SLoc(X,k) en m (III 3.2.1.2)
x

est l'enveloppe k-algebrique du groupe disc ret TTl (X,x) . Notons ce groupe H(X,x) ,

et H(X,x)o sa composante neutre. Si E est un systeme local, il lui correspond

un k-groupe a l.geb r i.que H(E,x), Ie groupe d'holonomie de E en m (III 3.2.1.2)
x

c'est l'enveloppe algebrique de TTl (X,x) dans CL(Ex) , ou Ex = mx(E) . Le quotient

H/H
o

est un groupe pro-etale, et definit une pleine CO de

£ = SLoc(X,k) . On voit aussit3t que H/Ho = TI Ie groupe profini complete separe de

TTl (X,x) pour la topologie des sous-groupes d'indice fini et que si E est un objet

de £' E appartient 11 £ H(E,x) est fini E devient trivial apres un

revetement fini X' X .

1.1.1.3. Remarquons qu'en general SLoc(X,k) possede des foncteurs fibre non isomor-

phes 11 ceux definis par des points de X En effet, ces derniers sont deux 11 deux

isomorphes, et il suffit de choisir k et X tels que

en vertu de la classification des foncteurs fibre II 3.2.3.3. Par exemple, k= R et

X tel que TIl(X,x) = 71./271..

1.1.2. On indique ici comment on peut generaliser l'exemple precedent. Soit X un

topos (SCA 4 IV) suppose connexe et localement connexe ; rappelons (ARTIN-MAZUR [1]

§ 9) qu'un objet non vide U de X est connexe si chaque fois que U = Ul II U2 '

que Ie topos X est connexe si l'objet final e de X

est connexe, et enfin que X est localement connexe si tout objet de X est somme

disjointe d'objets connexes. Un systeme local (ensembliste) de X est un objet de X
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qui localement est associe a un ensemble (i.e. un faisceau localement constant). On

peut associer au topos X (voir loco cit. § 10 et aussi SGA 3, X 7.5, SGA 4,

IV 2.7.5), muni d'un point x: X , un pro-groupe strict TIl(X,x) =

(Gi)iEI = f (i.e. un systeme projectif de groupes G.
i.

dont les morphismes de transition

sont surjectifs) qui permet de donner une interpretation de la categorie SLoc(X) des

systemes locaux sur X en termes d'ensembles munis d'une action "continue" de

TIl(X,x) . Si E est un systeme local sur X, l'ensemble x-l(E) est de

naturelle un f-ensemble (voir SGA 4, IV 2.7.1 pour la definition d'un f-ensemble).

Cette construction definit un foncteur

et on verifie que c'est une equivalence de categories.

1.1.2.1. Si k est un corps, on definit la categorie tannakienne Sloc(X,k) des

systemes locaux en k-vectoriels de rang fini. Si x: Ens X est un point du

topos X, il resulte de ce qui precede que Ie foncteur fibre

: SLoc(X,k) Modf(k) induit une equivalence de categories tannakiennes

ou denote la categorie tannakienne des k-vectoriels de rang fini munis

d'une action continue de f TIl(X,x). On veri fie aussitBt qu'on a

et que s i, H.
i.

denote l'enveloppe k-algebrique de Gi ' H l'enveloppe

k-algebrique de f , on a

et que les morphismes de transition sont des epimorphismes (II 4.3.2 g)).

1.1.3. Gardons Ie topos X, et soit un nombre premier. On va introduire la

categorie tannakienne sur des faisceaux L-adiques. Un systeme local
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t-adigue est un systeme projectif ou En est un systeme local sur X

de 71./tn'll - modules libres de rang fini et E
n

se deduit de par reduction

mod.t
n

• La categorie ainsi obtenue est une ACU Zlt - lineaire de fa9 0n

evidente, pour laquelle les Hom sont libres de rang fini sur Zlt. La categorie

SLoct(X) des faisceaux t-adigues a, par definition, les memes objets et pour deux

objets E, E' on pose

Hom(E,E')

On veri fie sans peine qu'on a ainsi une ACU abelienne

On a meme mieux : si x Ens X est un point de X , si Q = (G
i)

= TIl(X,x) ,

et si on note G= lim G. Ie complete profini de _G , on voit que la donnee d'un
- 1.

systeme local t-adique E revient a celle d 'un 71. [module libre de rang fini E
x

ou G opere continument (Q muni de la topologie profinie et E
x

de la topologie

t-adique) ; on en deduit que Ie choix d'un point x definit une equivalence de la

ACU SLoct(X) avec la categorie Rep.cont. Ca)
0-

des de

rang fini OU G opere continument. Ceci provient de ce que, G etant compact,

tout de rang fini d'une action continue de G possede un Zlt-reseau

stable sous G

Comme consequence de la discussion : chaque point x du topos X definit

un foncteur fibre W
x

de la categorie tannakienne SLoct(X) , et Ie groupe d'holonomie

de celle-ci en W
x

est "l'enveloppe algebrique t-adique" du groupe profini complete

separe du pro-groupe fondamental TIl CX,x) .

1.1.4. Soit S un schema, et soit Set Ie site etale de S qui a comme categorie

sous-jacente celIe des S-schemas etales, et donnant lieu a un topos X = S. . Chaque
et

point geometrique S de S definit un point x de X si S est connexe locale-

ment noetherien, Ie topos X est connexe et localement connexe, et S definit un

pro-groupe Q = TIl CX,x) : c'est Ie pro-groupe fondamental elargi de SGA 3, X 6.

On trouve que definit un foncteur fibre sur la categorie tannakienne
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SLoc(Set,k) = SLoc(X,k) des systemes locaux en k-vectoriels sur X (k un corps

donne), appeles aussi systemes locaux etales sur S (en k-vectoriel de rang fini).

De plus, definit une equivalence de categories tannakiennes entre SLoc(S, ,k)
'> -- et

et

Rappelons la propriete suivante des morphismes etales (SGA 4, VIII, 1.1) :

soit S' S un morphisme entier, surjectif et radiciel (i.e. un homeomorphisme

universel) ; alors Ie foncteur changement de base Set est une equivalence

de sites. On en deduit en particulier des equivalences de categories tannakiennes

,k)
-- et

1.1.4.1. Dne autre topologie qu'on peut introduire sur Et/S est celIe engendree

par la pretopologie pour laquelle les familIes couvrantes sont les familIes surjectives

formees de morphismes etales et finis (c'est la topologie etale finie globale). Elle

donne lieu a un topos X, et si S est un point geometrique de S ,x Ie point de

X qu'il definit, Ie pro-groupe fondamental TIl(X,x) n'est autre que Ie groupe

fondamental pro-fini TIl(S,S) etudie en SGA 1, V . Les systemes locaux sur X sont

les systemes locaux etales somme disjointe de systemes locaux etales qui se

trivialisent apres un etale, et TIl(S,S) est Ie complete profini du G

considere plus haut. Les deux notions coincident si S est geometriquement unibranche.

Si on note SLoc(S, f,k) la categorie des systemes locaux en k-vectoriels-- et

de rang fini sur X , on voit que Ie choix d'un point geometrique S de S definit

un foncteur fibre

et que Ie groupe d'holonomie de SLOc(Setf,k) en est Ie groupe profini

1.1.5. Soit S un schema localement, de type fini sur notons X Ie topos

etale fini de S (X = Setf' voir 1.1.4.1), X' Ie topos associe a la topologie
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. On a un morphisme de topos

X' --;;.. X ,

>

qui induit un morphisme de categories tannakiennes (par image inverse) pour tout

corps k.

SLoc(S, f,k)
-- et --

Soit s E il est connu (SGA 4, XI 4.3) que Ie groupe fondamental profini TI
1(S,s)

s'identifie au complete profini de . On deduit de

1.1.2.1 et de la fin de 1.1.1.2 que Ie foncteur precedent identifie SLoc(S, f,k)-- et

a la sous-categorie pleine de des systemes locaux sur ayant

un groupe d'ho1onomie fini.

1.2. Modules stratifies

1.2.1. Soit X un schema loca1ement de type fini sur un corps k; pour chaque

soit DnCl) Ie n-ieme voisinage infinitesimal de X dans X X , et

PI
X

P2

les morphismes induits par les projections de X X X sur X. De soit D
n(2)

Le n -Lerne voisinage infinitesimal de X dans X X X
k

X , muni de projections

P12
:>

P23
:> DnCI)

P13
:>

ql
:>

q2
:> X

q3
:>

verifiant des relations evidentes avec les

immersions fermees

1,2). De plus, on a des
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compatibles avec les morphismes precedents. On notera

X(l) Dn(l)

X(z) Dn(Z)

les schemas formels completes formels de X X X (resp. X X X X X) Ie long de la

diagonale ; ils sont munis de morphismes

P12
>

et

X(l)

Pz

>-
>- X

ql
>-

X(Z)
qz

>- X
q3

>-

Si E est un module coherent sur X (ou plus generalement, un objet sur

X d'une categorie fibree au-dessus de Sch/
X)'

une n-connexion sur E (voir

GROTHENDIECK [4J, Appendix) est une donnee de descente sur E relativement au

diagramme

i.e. un isomorphisme

verifiant la condition de transitivite

Une stratification sur E est un ay s t eme de n-connexions sur E (ri > l) compatibles

entre elles, i.e. telles que la n-connexion du systeme soit induite par la (n+l)-

connexion ; on peut aussi voir une stratification comme une donnee de descente

relative au diagramme

X(Z)
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Si E est un module coherent sur X possedant une stratification relative-

ment a k , on voit sans difficulte que E est un 0 -module localement libre
-x

(de rang fini) ; en effet, on se ramene comme d'habitude au cas ou X est local,

puis local complet, enfin local artinien. Dans ce dernier cas, si X Spec(A) ou

A est une k-algebre locale artinienne, on a

x(!) X X X

X(2) X X X X X

et une stratification sur un A-module de type fini se reduit a une donnee de descente

habituelle ; Ie module se descend, et en particulier est libre.

1.2.1.1. Supposons k de caracteristique zero et X lisse sur k. Si E est

un module coherent sur X , on voit facilement que la donnee d'une stratification

sur E relativement a k revient a celIe d'une connexion a courbure nulle sur

E relativement a k (voir DELIGNE [2J, I 2.21 pour cette notion) ; ceci provient

de la structure locale bien connue de l'algebre des operateurs differentiels sur

un schema lisse (EGA IV 16.11.2) et de ce que k est de caracteristique 0 .

1.2.2. Soit X un k-schema connexe et localement de type fini, et notons

Strat(X/k) la categorie des Qx-modules coherents munis d'une stratification. C'est

de evidente une ACU k-lineaire. Eile est abelienne, comme il

resulte aussitat du fait qu'un o -module coherent strati fie est localement libre-x

(1.2.1). De plus, si k'/k est une extension de k, x E X(k'). Ie changement de

base x: Spec(k') X definit un ACU k-lineaire

W
x

Strat(X/k) Modf(k')

qu'on verifie fidele et exact. Comme la loi 0 ACU de Strat(X/k) fait de celle-ci

une rigide (I 5.1.1), on voit que Strat(X/k) est une categorie

tannakienne sur k.
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1.2.2.1. De generale, si S est un k-schema, x E XeS) , on note

Ie foncteur fibre defini par Ie changement de base x: S X . Le S-groupe

Q9
Aut (wx ) sera note H(X,x) ou simplement H(x) et appele groupe d'holonomie de

X au point x; de meme , on posera H(X,x)o ou HO(x) pour la composante neutre du

groupe d'holonomie, et on l'appellera groupe d'holonomie restreint de X au point

x • Si E est un module strati fie sur X, il engendre une sous-categorie

tannakienne de Strat(E!k) , et il lui correspond un S-groupe HE(x) quotient de

H(x), appele groupe d'holonomie de E au point x, et sa composante neutre

, Ie groupe d'holonomie restreint de E au point x

1.2.2.2. En particulier, si id
x
E X(X), on obtient comme foncteur fibre Ie foncteur

StradX!k) Loc l LbCX)

"oubli de la stratification", qu'on notera . Supposons que X(k) ". 0 (par

exemple si k est algebriquement clos), et soit x E X(k) un point rationnel.

D'apres la theorie generale (II 4.1.1), Ie foncteur

induit une equivalence de categories tannakiennes

w
x

(1.2.2.1) w
x

Strat(X!k) (H(x»
o

ou H(x) est Ie groupe d'holonomie de X au point x . Le foncteur
o

correspond a un torseur a droite P sous Ie X-groupe affine H(x)X' et on a un

isomorphisme fonctoriel en E (II 3.2.3.4, 4.2.2)

(1. 2. 2. 2)

ou E = w (E)x x Si P
E

designe Ie torseur sous image directe de P par

H(x) , on peut ecrire cet isomorphisme comme

(1.2.2.3) E
o

SOus cette forme on reconnatt mieux Ie classique theoreme de reduction du groupe



- 316 -

structural de E au groupe d'holonomie.

1.2.3. Soient X localement de type fini sur k, x E X(k) . On a done un foncteur

fibre w
x:

Strat(X/k) Modf(k) , Ie groupe d'holonomie Ie

foncteur oubli E Eo se deduit de (wx)x par un torseur P sous H(x)X de

la expliquee en 1.2.2.2. En fait, Ie torseur P est muni d'une stratification

re1ativement a k; ceci provient de ce que Ie foncteur oubli est muni d'une

stratification evidente par 1a definition meme de Strat(X/k) , et de ce que P

est 1'image de ce foncteur oubli par 1 'equivalence de champs (sur Sch/k) (II 4.2.2)

FIBO(Strat(X/k» TORS(H(k»

e
W Isom (wx,w)

on verifie aussitbt que l'isomorphisme (1.2.2.2) se releve en

disons) munit l'objet obtenu d'une stratification

II en resulte que 1 'action de tordre par

fibree sur Sch/ k

relativement a k

P un H(x)-objet

P xH(x)A

A (d'une categorie

un isomorphisme de Qx-modules stratifies relativement a k

E

1.2.3.1. Soit Dune categorie tannakienne. La donnee d'un morphisme

w : D Strat(X/k) equivaut a celIe d'un foncteur fibre w
o

: Q Loclib(X)

muni d'une stratification relativement a k . Si on a fixe x E X(k) , la donnee

d'un morphisme Q Strat(X/k) revient a celIe d'un couple (w,Q) d'un foncteur

fibre W : Q et d'un torseur Q sous G
X

muni d'une stratification

ere1ativement a k, ou G = Aut (w).

En particulier, faisons Q = ,ou G est un k-groupe affine. On

trouve que la donnee d'un torseur a droite sous G
X

muni d'une stratification

relativement a k revient a celIe d'un couple (w,s) d'un morphisme

et d'un S :
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1.2.4. Fixons un schema X connexe et localement de type fini sur un corps k

On posera SLoc'(X) (resp. pour la categorie tannakienne sur k des

systemes locaux en k-vectoriels de rang fini sur X, en munissant X de la topologie

etale (resp. etale finie globale) (voir 1.1.4, 1.1.4.1). On a un morphisme de categories

tannakiennes

(1.2.4.0

qui identifie SLoc(X) a la sous-categorie pleine des systemes locaux qui

deviennent triviaux apres un etale ; si X est normal, c'est une

equivalence de categories.

Soit F un objet de SLoc'(X) et notons F Ok Qx Ie QX-module localement

libre qu'il definit de evidente. Celui-ci est muni d'une stratification canoni-

que ; cela provient de ce que les morphismes X Dn(l) , X D
n(2)

(n 1) sont

entiers surjectifs et radiciels et de la remarque avant 1.1.4.1. On obtient ainsi

des morphismes de categories tannakiennes

(1.2.4.2)

(1.2.4.3)

SLoc'(X) Strat(X/k)

SLoc (X) - Strat (X/k)

1.2.4.1. Proposition. Si k est algebriquement clos, (1.2.4.3) identifie SLoc(X)

a la sous-categorie pleine des modules stratifies E qui sont trivialises par un

etale X' X si on choisit x E X(k) ceci revient a dire que Ie

groupe d'holonomie de E en x est constant fini. En particulier, si H = H(x) ,

(1.2.4.3) definit un isomorphisme

(1.2.4.4)

1.2.4.2. Preuve. Si F est un objet de SLoc(X) , il est clair que F Ok QX se

trivialise apres un etale (a savoir, celui qui trivialise F), et aussi

que Ie groupe d'holonomie de F Ok QX en x est fini constant; ce dernier est

en effet un sous-groupe de (en fait il est egal a) l'image de TIl(X,x) dans Aut(Fx) ,
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qui est finie. II faut montrer comment a un module stratifie E tel que

fini constant on peut associer un systeme local F; les verifications de ce qu'on

obtient ainsi un foncteur quasi-inverse seront triviales comme d'habitude.

soit

Posons G pour Ie k-groupe fini constant HE(x) , P pour Ie Gx-torseur

a droite P
E

(1.2.2.2). C'est un torseur sous un groupe fini constant, done il devient

trivial sur un revetement etale de X , par exemple P lui-meme. D'autre part, G

agit sur Ie k-vectoriel E
x

fibre en x , mais il agit aussi sur Ie systeme local

constant sur X de valeur Ex' qu'on notera EX (c'est ici qu'il est essentiel

que G soit fini constant). Par definition, Ie systeme local F qu'on attache a

E est

F

La derniere assertion est consequence formelle de ce qui precede ; en effet,

s'identifie a la sous-categorie pleine de (H)
o

des H-modules tels

que 1 'action de H se factorise par un quotient fini constant.

1.2.4.3. Remargue. Soient k'/k une extension de corps algebriquement clos, X

un k-schema connexe localement de type fini ; notons X' = X X
k
k' . On a un

ACU k-lineaire

Strat(X/k) ----;. Strat(X'/k')

et si x E X(k) d'image x' E X'(k'), on en deduit un morphisme de k'-groupes

(1.2.4.5)

On vient de prouver que Ie morphisme induit par (1.2.4.5) sur les groupes de

composantes connexes n'est autre que

Celui-ci est un isomorphisme si k est de caracteristique zero, ou si X est

propre (SGA 1, X 1.8). On peut se demander si (1.2.4.5) lui-meme est un isomorphisme

dans ces cas, i.e. si la formation du groupe d'holonomie commute au changement de
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corps a1gebriquement clos. On verra dans des exemp1es en 1.2.6 qu'i1 n'en est rien.

1.2.5. Soient k un corps de caracteristique zero, X un k-schema connexe et

loca1ement de type fini, qu'on supposera 1isse pour simplifier (cette restriction

n'est pas essentie1le). Les modules stratifies cofncident alors avec les modules

munis d'une connexion a courbure nulle (1.2.1.1). On note Strat.reg(X/k). La sous-

categorie pleine de Strat(X/k) des modules stratifies dont la connexion est

reguliere, au sens de DELIGNE [2], II 4.5. Cette condition sur un module stratifie

est stable par $,@, Hom et on obtient ainsi un nouvel exemple de ca t egorI e

tannakienne. Si X est propre, la condition de regularite est vide et

Strat. reg(X/k) Strat(X/k)

L'interet de cet exemple est que si k = Ie foncteur E E
an

definit

une equivalence de categories tannakiennes de Strat.reg(X/C) avec la categorie

tannakienne des fibres vectoriels holomorphes sur munis d'une

connexion holomorphe a courbure nulle ; or, cette derniere est canoniquement equiva-

1ente avec la categorie tannakienne des systemes locaux en de rang fini

sur , cornrne il resulte de la theorie des equations differentielles ordinaires,

et si on choisit x E elle est equivalente avec la categorie des representations

dans des vectoriels complexes de rang fini du groupe discret n = TIl(X(C),x). On

obtient ainsi une interpretation algebrique de la categorie des representations de

n , ou encore de son enveloppe algebrique.

1.2.6. Exemples.

a) Soient K un corps algebriquement clos de caracteristique 0, X la

droite projective moins deux points sur K. On s'interesse a la categorie

Strat.reg(X/K) des fibres vectorie1s (V,V) a connexion integrable et reguliere

sur X

envoie

Soit s une section ensembliste de la projection canonique K qui

'"en a . II existe alors une extension unique de V en un fibre V sur

WI tel que la connexion V ne presente que des pales logarithmiques aux points

a , 00 et que Ie residu de la connexion V au point 0, qui est un endomorphisme
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rv
de la fibre M de V en 0 ait ses valeurs propres dans l'image de s (DELIGNE

[2J, II 5.4). D'autre part, si M est un K-vectoriel de rang fini muni d'un endo-

morphisme N verifiant la condition precedente, on lui associe le fibre vectoriel

v = M I8Ik Qx muni de la connexion V: V ---;;. V 181 OX dont la valeur en m EM est

donnee par

Vern) -N(m) 181 dt
t

Ces constructions sont inverses l'une de l'autre ; c'est clair si on part d'un

couple (M,N) , et si on part de (V,V), on se ramene par Ie principe de Lefschetz

au cas K = £ , ou c'est connu.

Lemme. La categorie Strat.reg(X/K) est equivalente a la categorie des couples

(M,N) d'un K-vectoriel M de rang fini et d'un endomorphisme N de M ayant ses

valeurs propres dans l'image de la section choisie s.

Cette equivalence est K-lineaire mais n'est compatible aux lois 181 que si

on se restreint d'une part aux couples (M,N) avec N nilpotent, d'autre part aux

(V,V) correspondants (i.e. tels que la connexion soit unipotente). On deduit du

lemme que les objets simples de Strat.reg(X/K) sont de rang 1 et que Ie groupe des

classes d'objets simples est canoniquement isomorphe a On tire sans difficultes.

Proposition. On a une equivalence de categories tannakiennes

Strat.reg(X/K) (Il: x
o a

On peut prouver qu'en tant que groupes ensemblistes,

isomorphes (non canoniquement). Le groupe d'holonomie q;a X

*et K sont

est alors

isomorphe a I' enveloppe a l geb r Lque sur K de Sa formation ne commute pas au

changement de corps algebriguement clos.

b) Soit X une variete abelienne sur un corps algebriquement clos de
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caracteristique nulle K. II resulte du principe de Lefschetz que les objets

simples de Strat(X/K) sont de rang 1, i.e. tout fibre vectoriel a connexion

integrable (V,V) possede une filtration horizontale dont les quotients successifs

sont inversibles. L'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres inversibles a

connexion integrable est donne par Ie ill
1

(hypercohomologie) du complexe loga-

rithmique t r onque L [Q; (KATZ [1] , 7.2.1). De la suite exacte

de cohomologie correspondant a la suite exacte

o L 0*
-X

et de la definition de la variete abelienne duale X , on tire la suite exacte

On voit aussi dans cet exemple, que la formation du groupe d'holonomie ne

commute pas a l'extension du corps algebriquement clos.

§ 2. STRUCTURES DE HODGE

2.1. Structures de Hodge.

2.1.2. Une structure de Hodge reelle Vest un vectoriel reel de rang fini

muni d'une bigraduation du complexifie Vc

2:
p,q

verifiant la condition vp,q = Vq,p (DELIGNE [4],2.1.4) ; on definit de

evidente les morphismes de structures de Hodge reelles. Le produit tensoriel

d'espaces vectoriels bigradues definit une loi ® ACU sur la categorie abelienne

des structures de Hodge r e e l l e s , pour laquelle Hodge(JR)

est rigide (I 5.1.1). D'autre part, Ie foncteur oubli V est un ®-foncteur

strict fide Ie exact, et d'apres la theorie generale (II. 4.1.1) definit une

®-equivalence de avec la ®-categorie des representations lineaires d'un
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certain lR-groupe affine dans des JR-vectoriels de rang fini.

Dans Ie cas present, Ie calcul de ce groupe ne presente pas de difficulte.

C'est Ie groupe, note $ , obtenu par restriction a la Wei1 de C a lR du groupe

mu1tip1icatif sur

s IT
4;/JR

On a

s (JR) *a;

de plus, S est un groupe de type mu1tiplicatif, et peut decrit par son

groupe de caracteres M= Hom(Sa;,i&m,a;) muni de l'automorphisme 0": M M induit

par la conjugaison comp1exe. On a

G(n,m) (m,n) .

La categorie tannakienne Hodge(lR) est munie, en plus du foncteur oubli

v VlR ' de deux structures supp1ementaires importantes.

2.1.1.1. Hodge(lR) est munie d'une 0-graduation centrale de type (IV 1.2.2.1).

En effet, si Vest une structure de Hodge reelle, et si n E Ie sous-vectorie1

2: Vpq

p+q = n
no t ee V

n
;

de

on a

est de f Ln i sur lR, et definit ainsi une sous-structure de Hodge,

Cette 0-graduation est appelee la graduation par Ie poids, elle correspond a un

morphisme

dont Ie transpose

est donne par

n+m
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2.1.1.2. On definit 1a structure de Hodge reel Ie de Tate notee T ou lR(l) comme

la structure de Hodge T de b i degre (-1,-1) avec TJR 2TTi lR ilR, mais voir

2.1.2). El1e est de poids -2 , et definit un morphisme

on a la formule

to,.)

tow -2.

si A E $ (lR) II:

Le triple (Hodge(lR), w, lRO» est un triple de Tate, au sens de V 3.1.1, qui est

neutre (V 3.1.3) ; pour qu'il soit neutralise il faudrait de plus se donner un

isomorphisme lR ilR (Lc i, i est une racine ca r r e e de -1, Lndet e rmi.ne e par

at.l l eur s ) .

2.1.1. 3. Soient V un lR-vectorie 1 de rang fini, n un entier. II est equivalent

de se donner une structure de Hodge de poids n sur V ou une filtration decroissante

(exhaustive separee) F de Vc telle que pour p,q avec p+q n+l , Ie morphisme

canonique Va: soit un isomorphisme.

Voici comment on passe de l'une a l'autre de ces donnees

a) Si VII: vp,q, on pose

la filtration Fest appe1ee la filtration de Hodge

b) Si Fest une filtration comme plus haut, on pose

2.1.2. Soit A un sous-anneau de lR ; une A-structure de Hodge V

A-module de type fini VA muni d'une graduation de type

est un
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ou chaque est 1ibre et

de poids n.

est muni d'une structure de Hodge ree11e

On note 'Hodge(A) 1a rigide (I 5.1.1) des A-structures de

Hodge; e11e est munie d'une 0-graduation de type evidente (appe1ee graduation

par Ie poids), ainsi que d'un objet de Tate A(l) . On a

A(l)A ZTTiA C ll:

2.1.2.1. Si A = K est un corps, 'Hodge(K) est une categorie tannakienne sur K,

et Ie foncteur oub1i V V
K

identifie 'Hodge(K) a 1a categorie tannakienne

ou 'G est Ie K-groupe des du foncteur fibre precedent.

La graduation et l'objet de Tate K(I) definissent des morphismes

cu west central et on a tow = -2 . Si K = JR , 'Hodge(JR) = Hodge(JR) et on

retrouve 1a discussion de 2.1.1 avec 'G $ en general, par exemple si K = ,

on ne peut esperer avoir une description explicite de 'G, qui est un groupe

pro-algebrique et n'est ni commutatif ni pro-reductif.

2.1.2.2. Soit toujours K C JR un corps Ie ACU

'Hodge (K) Hodge (JR)

qui a une K-structure de Hodge V associe la structure de Hodge reelle definit

un morphisme de JR-groupes (qui permet d'ailleurs, d'apres la theorie generale,

de reconstruire ce foncteur)

qui rend commutatif Ie diagramme



325 -

w t
G .. s )0 4;
m

1
m

II
h

II
G > 'G ,. (l;
m w t m

2.1.2.3. Gardons Les notations de 2.1.2.1, et soit V une K-structure de Hodge.

Si £(V) est la sous-categorie tannakienne de 'Hodge(K) engendree par V et

K(l) , il lui correspond un K-groupe aLgebrique MT(V) (II 4.3.2) quotient de 'G

et appele groupe de Mumford-Tate de la K-structure de Hodge V. On peut decrire

comme en 4.3.2 b) La sous-categorie £(V) . Puisque £(V) contient l'objet de Tate

K(l) et est munie de la induite par celIe de 'Hodge(K) , on a des

morphismes

ve r i f Lan t; tow

4; MT(V)
m

-2 , et un diagramme commutatif

4;
m

4;
m

II
(l;
m

w t.. 'G .. a;

I
m

w t II
.. MT(V) )0 4;

m

2.1.3. Soient V une structure de Hodge reel Ie de poids n qJ : V ® V lR(-n)

une forme bilineaire (V 2.1.1). On dit que qJ est une forme de polarisation de V

si la forme bilineaire a valeurs reelles (x,y) (2ni)nqJ(x,Cy) sur Ie lR-vectoriel

V
lR

est symetrique definie positive. Dans cette definition i est une racine carree

de -1 , et: C est l'element correspondant dans S(lR) = IC ; toutefois, la definition

est independante du choix de i , comme on Ie verifie aussitot. Plus genera1ement,

si A est un sous-anneau de lR, V une A-structure de Hodge de poids n, une

forme bilineaire qJ: V ® V A(-n) est appelee une forme de polarisation de V

si est une forme de polarisation de la structure de Hodge reeLle

On voit que la forme qJlR est de par i t e (_Un.
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Dne A-structure de Hodge est polarisable si elle possede une forme de

polarisation; les A-structures de Hodge polarisables sont stables par a, @ , Hom

et definissent done une rigide pleine de 'Hodge(A), qui sera notee

Hodge(A) . Si A cst un corps, c'est une categorie tannakiennc.

2.1.3.1. Soit K un sous-corps de II resulte de la theorie generale developpee

au chap V que Le triple de Tate (Hodge(K), w, K(l» est muni d'une polarisation rr

pour laquelle, si Vest une K-structure de Hodge, n(v) est l'ensemble des formes

de polarisation de V (2.1.3). En particulier, Ie K-groupe G quotient de 'G qui

correspond a Hodge(K) est pro-reductif, de plus, si Go
Ker (t ; G )

m

l.e pr o-caLgeb r Lque (GolR)C est compact (voir V 2.7.3.1,3.3.1.1; iei

C est l'_image par h; :£ G
lR

de i) .

2.1.3.2. Voici un rafinement de ce qui precede, qui resulte egalement du chap. V .

Soit V une K-structure de Hodge, et notons H son groupe de Mumford-Tate

Alors, V est polarisable si et seulement si

(HolR)c compact.

En particulier, si K = lR, toute structure de Hodge reel Ie est polarisable,

ce qui justifie a posteriori l'ambigUite de notation Hodge(lR) = 'Hodge CR) •

2.1.4. Soit X un tore complexe, i.e. un groupe de Lie complexe compact connexe.

La theorie de Hodge pour les varietes munit Ie groupe abelien libre de

type f Ln i, H
l(X,2Z)

d'une 2Z-structure de Hodge de type «l,O),(O,U} et de rang

2 dim(X). Le foncteur Xl---?- H1(X,2Z) est une anti-equivalence de la categorie des

tores complexes avec celIe des 2Z-structures de Hodge de type [(l,O),(O,I)} ;

d'apres Riemann, i1 induit une anti-equivalence de la categorie des varietes abeliennes

avec celIe des de Hodge polarisables du type precedent (voir MUMFORD

[2], chap. 1 pour tout ceci). En particulier, si denote la categorie des

varietes abeliennes sur a isogenie pres, est equivalente a la categorie

des de Hodge polarisables de type [(l,O),(O,l)} ; on identifiera ces
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deux categories par cette equivalence.

Soit V une de Hodge polarisable de type ((l,O),(O,l)} , H

son groppe de Mumford-Tate (Ie noyau H
o de t : H a ete introduit dans

m

MUMFORD [lJ sous Ie nom de groupe de Hodge de V). Le groupe H a des proprietes

speciales, en plus du fait que est compact, qui meritent d'gtre signalees

(voir DELIGNE [5J 7.3, 7.4).

a) He n'a pas de facteur de type exceptionnel.

b) Hm /Cent(H-m) = H
m. -- lL\. ad

est un semi-simple de type hermitien :

i.e. Ie centre d'un compact maximal est de dimension positive, ou encore Ie quotient

de Had par un compact maximal est un domaine hermitien symetrique (HELGASON [lJ

VIII Thm. 6.0.

c) La structure de Hodge de = Lie(H) est de type ((O,O),(l,-O,(-l,O}

(en effet, C End(V».

2.2. Variations de structures de Hodge.

2.2.0. On peut imaginer plusieurs variantes au-dessus d'une base S de la notion

de structure de Hodge. Voici la plus simple : une famille continue de structures de

Hodge V sur un espace topologique S est un systeme local sur S de

groupes abeliens libres de type fini, chaque fibre (s E S) etant munie d'une

structure de Hodge V
s

qui depend continument de s. On peut dans la definition

remplacer par un sous-anneau A de R ; si A est un corps et S est connexe,

on obtient des exemples de categories tannakiennes munis de structures supplementaires

de graduation et d'objet de Tate, et pour lesquelles on peut faire une discussion

analogue a celIe de 2.1 (qui est d'ailleurs Ie cas particulier S = ,f).

On developpera ici une autre variante, davantage motivee par les exemples

geometriques : celIe de variation de structures de Hodge (voir GRIFFITHS [lJ,[2J,

DELIGNE [3J).
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2.2.1. Soit S un espace analytique complexe, suppose non-singulier pour

simplifier. Une variation de structures de Hodge de poids n (n E

consiste en la donnee

a) d 'un sy s t eme local en libres de type fini.

b) d'une filtration finie F du QS-module localement libre Vs

verifiant les conditions

i) en chaque point s E S , la filtration induite par F sur

sur S

C definit une structure de Hodge sur v (2.1.1.3).zz ,»

I i ) Si est la connexion naturelle sur Vs
comme faisceau des sections horizontales, on a

On definit une variation de structures de Hodge V sur S comme un systeme

local en 7l-modules libres de type fini muni d 'une graduation

et sur chaque d'une variation de structures de Hodge de poids n . Si A est

un sous-anneau de R, on definit la notion de A-variation de structures de Hodge

sur S : il suffit de remplacer par A. On obtient ainsi une 0-categorie rigide

A-lineaire (I 5.1.1), notee 'Hodge(S,A), munie d'un rigide A-lineaire

"oub l t " V VA vers la 0-categorie SLoc(S,A) des systemes locaux en A-modules

1ibres de type fini ; si S est connexe cette derniere peut d'ailleurs s'identifier,

moyennant Ie choix d'un point base s E S , a la rigide des A-modules

1ibres de type fini munis d'une action A-1ineaire de TIl(S,s) (voir 1.1.1).

La 0-categorie 'Hodge(S,A) est munie d'une evidente, 1a

graduation par Ie poids aussi on a un objet de Tate, note A(l) , qu'on laisse au

lecteur Ie soin de definir en s'inspirant de 2.1.2. L'objet de Tate est de poids -2.
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2.2.1.1. La definition precedente est motivee par I'exemple geometrique suivant

so it f: X 8 un morphisme projectif et lisse d'espaces analytiques (8 non

singu1ier), alors Ie faisceau (n 0) est muni d'une variation de structures

de Hodge nature11e de poids n (voir par exemple DELIGNE [3J § 3 pour une description

de t a i llee). si s E 8 , la structure de Rodge sur est celle

donnee par 1a theorie de Hodge classique.

2.2.1.2. 80ient 8 un espace ana1ytique lisse connexe, K un sous-corps de ffi.

Alors 'Rodge(8,K) ,8Loc(8,K) sont des categories tannakiennes sur K et on dispose

d'un morphisme de categories tannakiennes

'Rodge(8,K) 8Loc(8,K)

Si on choisit un point s E 8 , on a un carre commutatif

'RodgeCS ,K) » SLoc(S,K) (& (rr)

w, 1 I ws

'Hodge(K) ::> Modf(K)

ou W
s

est, dans chaque cas, Ie foncteur "fibre en s", les fleches horizontales

sont evidentes, et n = n
1
(S,s) . Le foncteur fibre compose sur 'Rodge(S,K) donne

lieu a un K-groupe f(s) qui d'une part Ie groupe 'G defini par 'Rodge(K)

, G ----'Jlo I'( s ) ,

d'autre part Ie groupe d'holonomie R(S,s) de S en s, enveloppe K-a1gebrique du

groupe discret nl(s,s)

R(S,s) ----'Jlo f(s)

la donnee de ce dernier morphisme revenant d'ailleurs a celIe du morphisme de groupes

discrets qu'on en deduit
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Enfin, Ie choix de s E S permet d'interpreter les donnees de l'objet de

Tate et de la graduation par Ie poids en termes des morphismes w,t

4;
m

et Le morphisme h Cs ) : $ --;;. l(s)lR de f Ln i par Le foncteur V (V
lR)

s rend

commutatif Ie diagramme

II
ij; --..,..
m W

s

1hCs)

res)
t

ij;
m

II
Ib
m

2.2.1.3. On definit comme en 2.1.2.3 Ie groupe de Mumford-Tate en un point s E S ,

MTS(V), d'une K-variation V ; il est muni de morphismes

a; .s.; MT (V) Ib
m s m

d'un morphisme

compatible avec w,t, et enfin il re90it Ie groupe d'holonomie du systeme local V
K.

2.2.2. Soient A un sous-anneau de lR , n E 2Z V une A-variation de structures

de Hodge de poids n sur un espace analytique lisse S . Dne forme bilineaire

: V 0 V A(-n) est une polarisation de V si pour chaque s E S est

une polarisation de la A-structure de Hodge V (2.1.3). On peut developper la
s

discussion d'une fa90n analogue a 2.1.3, et donner (tout au moins si A est un corps)

des criteres pour que V soit polarisable en termes du groupe de Mumford-Tate de

V .

Le resultat de Riemann rappele en 2.1.4 se generalise de la fa90n suivante

(d'apres A. Borel; voir DELIGNE [5J , 5.2) : si S est un lisse, Ie
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definit une antieguivalence de la categorie

des S-schemas abeliens avec celle des variations de structures de Hodge polarisables

de type {(l,O),(O,l)}.

§ 3. F-CRISTAUX

Dans tout ce paragraphe, on fixe un nombre premier p.

3.1. Genera1ites.

3.1.1. Soit S un schema de caracteristique p . On regardera S comme un schema

au-des sus de l'anneau
p

des entiers p-adiques ; l'ideal maximal
p

de
p

est muni d'une unique structure d'ideal a puissances divisees (provenant de ce que pour

n 1 , la valuation p-adique de est positive), ce qui permet de considerer

Ie topos p-cristallin de S relativement a (BERTHELOT [lJ, 2.1), qui sera note
p

Scris . Le morphisme de Frobenius absolu de S, f
s

S S (rappelons que clest

l'identite sur l'espace topologique sous-jacent as, x x
p

sur les anneaux

de sections), induit par fonctoria1ite du topos p-cristallin (loc. cit. 3.2) un

morphisme de topos (anneles)

cr
c r r s c r i s

Un F-cristal sur S (terminologie provisoire, voir 3.1.3) est un module

localement libre de rang fini M sur le topos annele S .
crlS

muni d'un morphisme

*de modules F
M:

cr (M) M (appe1e Ie Frobenius de M). Un F-cristal est non

*degenere s'il existe un entier i 0 et un morphisme V : M cr (M) verifiant

3.1.1.1. Un morphisme de F-cristaux est un morphisme entre les modules sous-jacents

qui commute avec les Frobenius. On obtient ainsi une categorie -Tinea Lr e , no t.e e
p
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3.1.1.2. Si (M,FM), (M' ,FM,) sont des F-cristaux, leur produit tensoriel est le

F-cristal ayant M181 M' comme module sous-jacent, F
M

181 FM, comme Frobenius.

Ceci de f i.n i t une loi I8iACV:<Z -Tf.neaLre sur Fc r i.sfS) (10.1.2,2.4.1). La I8i-categorie
p

Fcris(S) ne possede en general pas d'objets Hom(r 3.1.1).

3.1.2. Notons

p-adiques sur

lineaire

(3.1.2.1)

SLoe (S ,Zl.) la I8i-categorie :<Z -Tinea i r e rigide des sys t emes l ocaux
-- p p

S pour la topologie etale (1.1.3). On definit un l8i-foncteur ACV :<Z -
P

SLocCS,:<z ) _Fcris(S)
-- p

de la suivante : soit E = un tel systeme local p-adique, et soit

(D,T) un objet du site p-cristallin de S, i.e. V un ouvert de S et T un

epaississement a puissances divisees de D (ceci signifie qu'on se donne un :<Z -
P

schema T , une immersion fermee V T, des puissances divisees sur l'ideal

9 de D dans T compatibles avec celles sur :<Z , et qu'on suppose qu'il existe
p

k
T il existe n > 1k > 0 tel que p9=0). Puisque p est alors nilpotent sur ,

et un morphisme de faisceaux d'anneaux sur T , :<Z I pn:<Z ; on pose

M(V,T)

ou E
T

est le faisceau zariskien sur T deduit du faisceau etale sur T correspon-
n

dant a En/V par l'equivalence entre les sites etales sur V et T rappelees en

1.1.4.

On voit aussitOt qu'on obtient ainsi un module localement libre de rang fini

M sur Scris' qui est muni d'un isomorphisme canonique FM: cr*(M) M • ee

dernier provient de la compatibilite de la construction precedente avec les change-

*ments de base, et de ce qu'on a fs(E) E , ou f
s:

S S est Ie Frobenius

absolu de S, Le F-cristal (M,F
M)

est par definition la valeur en E du

foncteur (3.1.2.1),

3.1.2.1. Proposition. Supposons que S soit un schema lisse sur un corps k
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(de car ac t e r i s t Lque p }. Alors Ie foncteur 0.1.2.1) est p1einement fide1e et son

image essentielle est formee des F-cristaux M pour lesguels F est un isomor-

phisme.

3.1.2.2. Voici une esquisse de preuve, que j 'ai appris de Katz: il suffit de montrer

comment a un F-cristal (M,F
M)

, ou F
M

est un isomorphisme, on peut associer un

Le systeme E doit pense comme Ie sous-systeme local p-adique E =

faisceau de M de points fixes sous F
M,

done chaque E
n

est Ie sous-faisceau

de points fixes sous F
M

modulo n
p Precisons davantage la definition des E

n

en supposant S affine (il est clair qu'on a Ie droit de se localiser). Soit W

un anneau de Cohen de corps residuel k (EGA 0IV ' 19.8.4, 19.8.6) et posons

W =
n Choisissons un systeme Sn' an de relevements compatibles de S et

de f
S

ou les S sont des schemas lisses sur W
n n

et a : S S
n n n

induit sur

la fibre speciale f s (SGA 1, III) • Le F-cristal M definit des modules localement

libres M
n

sur Sn munis d'isomorphismes F
n

*a (M M ,et on pose
n n n E

n

pour Ie faisceau des points fixes de F
n,

et on verifie par recurrence en n que ce

sont des faisceaux etales localement constants sur Sn (definissant done des objets

analogues E
n

sur S par 1.1.4) en _ modules libres de type fini, et que

Le sys t eme est un sys t sme local p-cad i que , Pour n =1 ,Ml est un

QS-module localement libre muni d'un isomorphisme F
l

p-1ineaire; si on ecrit les

equations definissant les points fixes de F
l

' on trouve que celles-ci definissent

un etale de S, sur lequel E
I

se trivialise. On procede de pour

trouver des points fixes

suite.

2
mod.p induisant un point fixe mod.p donne, et ainsi de

3.1.3. On notera Fcris+(S) la ACU -lineaire ayant comme objets les
-- p

F-cristaux non-degeneres (3.1.1) et comme morphismes entre deux tels F-cristaux

M,M'

Hom(M,M')
p
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Soit L Ie F-cristal ayant Q
S

. cornme module sous-jacent et p.id cornme

Frobenius ; il est evidernment non degenere. De plus, L est un objet l-regulier de

Ia ACU -lineaire qu'on obtient
p

rendant L inversible (voir 4.4.1 pour une description gene r a l e de ce pr ocede ) ,

II Y a un ACU -lineaire
p

(3.1.3.1) Fcris+ (S) --,'!>o

qui est pleinement fidele, et pour tout objet M de Fcriso(S) il existe n 0 tel

que M 0 L&1 se trouve dans Fcris+(S). Les objets de Fcriso(S) seront appeles

F-isocristaux, ou plus simp1ement (puisque c'est surtout d'eux qu'on pariera)

.+F-cristaux. Les F-isocristaux provenant de (S) sont appeles effectifs, et

l'inverse de L est Ie F-isocristal de Tate.

L'importance de Fcriso(S) provient de ce qu'elle est rigide (I 5.1.1) : en

rendant L inversible on a aussi introduit pour chaque F-cristal non degenere

(M,F
M)

= M un F-isocristal
v
M il suffit de poser M= 0 M' ou M' est Ie

* tF-cristal ayant M = Hom(M,Qs. cornme module sous-jacent, V cornme Frobenius,

* >< * c r t.a *
et ou tV: cr (M ) M est Ie transpose d'un morphisme V: M cr (M)

verifiant VF = pn i d (3.1.1).

3.1.3.1.

<3.1.3.2)

Le (3.1.2.1) induit un foncteur rigide

SLoe (8) Fcriso(S)
-p

-TLnea i r e
p

des faisceaux p-adiques sur S (pour la topologie etale) dans les F-isocristaux.

Ce foncteur est pleinement fidele si S est lisse sur un corps k (par exemple si

S lui-meme est Ie spectre d'un corps).

3.1.4. Soit k un corps de caracteristique p , et posons S = Spec(k) ; on

remplacera Spar k dans les notations attribuees aux categories definies plus

haut. Ainsi par exemple Fcriso(k) est la categorie de F-isocristaux sur k (ou

plutBt sur S).
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Soit W un anneau de Cohen ayant k comme corps residuel (EGA 0IV ' 19.8.4,

19.8.6), et pour chaque n ;;0 1 posons W
n

qui est une algebre formellement

lisse sur (loc.cit.). On sait (voir BERTHELOT [2], 2.7 pour un enonce

semblable) que la categorie des modules localement libres de rang fini sur k .

est equivalente a celIe des W-modules lib res de rang fini M, munis dans chaque

d'une connexion a courbure nulle et nilpotente relativement au morphisme

W (n;;o 1), ces connexions etant compatibles entre entre elles. II
n

+resulte facilement de cette description que la -lineaire Fcris (k)
p --

est abelienne, et en particulier que Fcriso(k) est une categorie tannakienne sur

• Comme on Ie verra au 3.3, cette categorie tannakienne est en general non neutre,
p

i.e. ne possede pas de foncteur fibre a valeurs dans • Toutefois, si
p

W est un

anneau de Cohen de corps residuel k et si K est son corps de fractions, elle

possede un foncteur fibre canonique a valeurs dans K.

3.1.5. Soit u : s ' S un morphisme de schemas de caracteristique p . II

definit un morphisme de topos anneles (BERTHELOT [1], 3.2)

u . S'. S .crlS crlS

et comme u commute avec les Frobenius de S , S' (ufs , = fSu) , on obtient un

foncteur ACU -lineaire
p

"image inverse" , ou "changement de base"

{{o

u Fcris(S) Fcris(S')

induisant des ACU -lineaires
p

i<
u

u

Fcris+(S) ---;;. Fcris+(S')

Fcriso(S) Fcriso(S')

On a aussi une compatibilite du changement de base avec les foncteurs

(3.1.2,1), (3.1.3.2), On a par exemple un carre commutatif a pres
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SLoe (S) )0 Fcriso(S)
---p

0.1.5.1)
"*1 1

*u

SLoe (8') )0
-p

ou les fleches horizontales sont donnees par (3.1.3.2).

3.2. F-cristaux sur un corps parfait.

3.2.0. 8i k est un corps parfait de car.p , on note W(k) l'anneau des vecteurs

de Witt sur k (SERRE [1] II § 6), K(k) son corps des fractions; on notera aussi

W (k)
n

les anneaux de vecteurs de Witt de longueur n, W (k) = •
n

Les anneaux W(k) , Wn(k), K(k) dependent de fonctorielle du corps parfait

k , en particulier, l'automorphisme de Frobenius de k, xP se releve en un

unique automorphisme cr de W(k) ; on notera aussi cr les automorphismes correspon-

3.2.1. L'explicitation donnee en 3.1.4 pour les modules localement libres sur kc r i s

se simplifie dans Ie cas ou k est parfait la donnee d'un module localement

libre de rang fini G sur k . revient a celIe d'un W(k)-module libre de type

fini M. Cette assertion peut se prouver sans peine de directe, mais pour voir

qu'elle resulte de la description 3.1.4, c'est-a-dire que dans loco cit. on peut

oublier les connexions sur les M = , il suffit de remarquer qu'on a
n

11 resulte d'ici que est equivalente a la categorie des

W(k)-modules libres de type fini M munis d'un endomorphisme cr-lineaire FM,

rang f Lni,

equivalente avec la ACU -lineaire des K(k)-vectoriels de
p

M munis d'un isomorphisme cr-lineaire F
M

ayant la propriete de laisser

stable un reseau (ou encore, comme on Ie verifie aussit3t, tel que l'ensemble des

iteres , n 1 , soit borne dans Ie vectoriel End(M». Enfin Fcriso(k)
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s'identifie a la categorie des KCk)-vectoriels de rang fini M munis d'un automor-

phisme o-lineaire FM; ceci provient de ce que pour n assez grand,
n
p FM laisse

invariant un reseau et de la definition de Fcriso(k) C3.l.3).

3.2.1.1. Rappelons qu'on a un morphisme de categories tannakiennes, qui est

pleinement fidele

0.2.1.1) SLoe (k) Fcriso(k)
--p

L'image essentielle de ce foncteur est formee par les F-cristaux CM,FM) tels

qu'il existe un reseau dans M stable par FM et ; ceci signifie aussi que

M et M sont des F-cristaux effectifs, ou encore que 1 'ensemble des iteres

(n E 7l.) est borne.

3.2.1.2. On notera QCk) la gerbe tannakienne sur

TIp(k) la gerbe tannakienne sur correspondant a

correspondant a

SLoe (k) (III 3.2).
--p

Rappelons

avec 1a categorie des -vectoriels de rang fini munis
p

de precise, le choix d'une clBture algebriqueSLoe Ck) est neutre
--p

de k identifie

que

k SLoe (k)
-p

d'une action continue de Ga1(k/k).

Le morphisme (3.2.1.1) definit un epimorphisme de gerbes (III 3.3.3 c»

0.2.1.2) Q(k)

3.2.2. Si k'/k est une extension de corps, on a un carre commutatif (a isomorphisme

pres) de gerbes sur

0.2.2.1)

QCk')

1 1
Tl (k ") Tl (k)
-p -p

ou les fleches verticales sont les fleches (3.2.1.2), et ou les fleches horizontales

proviennent des foncteurs changement de base
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Fcriso(k) ---';l>- Fcriso(k')

0.2.2.3) SLoe (k)
--p

---';l>- SLoe (k')
--p

En termes de l'explicitation donnee en 3.2.1 pour Fcriso(k) , Ie foncteur

muni du Frobenius deduit de F
M

par

extension des scalaires.

3.2.2.1. Supposons que k' et k soient des corps algebriquement clos. D'apres

MANIN [lJ, II § 2, (3.2.2.2) est une equivalence de categories tannakiennes sur

en effet, en loc.cit. Manin classifie les objets simples de Fcriso(k) pour k

un corps algebriquement clos. II trouve que cette classification est independante de

k et que ces objets sont definis sur

aussi 3.3.3 plus loin).

JF , i. e. proviennent de Fcriso(JF ) (voir
p p

3.2.2.2. De ce qui precede, on deduit que si k est un corps parfait

q(k) q(k) est un monomorphisme de gerbes. En effet, ce qui precede entraine par

III 3.3.3 c) que Ie compose est un monomorphisme de gerbes.

3.2.3. Soit k'!k une extension galoisienne de corps parfaits, et soit (k ' !k)

la gerbe quotient de IT (k)
-p

eorrespondant a la sous-eategorie tannakienne de SLoc(k)

des faiseeaux p-adiques devenant triviaux sur k' . Alors, la suite de gerbes sur

0.2.3.1) ---';l>- n (k'!k )
-p

---';l>- 1

est exacte (i.e. pour une extension L convenable de Q ,la suite de L-groupes
p

qu'on obtient en choisissant un objet sur L de q(k') est exacte). Ceci signifie

simplement, compte tenu du dictionnaire de III 3.2.3.1, que dans Ie diagramme de

categories tannakiennes sur Q
p

0.2.3.2) SLoe (k) ---';l>- Feriso(k')
--p

les F-cristaux (M,FM) sur k qui deviennent triviaux sur k' sont exaetement eeux
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qui proviennent d'un faisceau p-adique sur k devenant trivial sur k' : en effet,

si (M,FM) est envoye en (M' ,FM) et ce1ui-ci est trivial, en particulier l'ensemble

des iteres F,n (n est borne, done il en est de pour l'ensemble des iteres

F
n

, ce qui prouve par 3.2.1.1 que M,F
M

provient d'un faisceau p-adique ; il est

clair que celui-ci se trivialise sur k'

3.2.3.1. Proposition. Soit k'/k une extension galoisienne de corps parfaits. Alors,

1a suite de gerbes tannakiennes sur

0.2.3.3) 1 -;;. Q(k') Q(k) -;;. n (k'/k)
-p

1

est exacte. En particulier, si k est un corps parfait

a) on a une extension de gerbes (voir 3.3 pour La structure Q(k))

0.2.3.4) 1 Q(k) -;;. n (k)
-p

1

b) les morphismes Q(k) -;;. QOFp) ,Q(k)-;;'

equivalence de gerbes

(k), induisent une

0.2.3.5) --::::...,.. QOF) X rr (k)
p -p

n OF )
-p P

3.2.3.2. Preuve. Pour prouver l'exactitude de (3.2.3.3) il suffit de prouver que Ie

morphisme Q(k') Q(k) est un monomorphisme de gerbes. Ceci a deja ete fait en

3.2.2.2 si k' = k ; Ie cas general s'en deduit par un diagram-chasing dans Ie

diagramme 1 1

r f
1 n (k') .. n (k)

-p -p

r f
Q(k' ) .. Q(k)

t t
Q(k) Q(k)

t i
1 1
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Enfin, b) resulte formellement de l'enonce principal une fois qu'on rappelle

que Fcriso(ir ) -? EcrLs oCk)--- p est une equivalence de categories tannakiennes (voir

3.2.2.1).

3.3. Cas d'un corps algebriguement clos.

3.3.1. Soit k un corps algebriquement clos de caracteristique. Dans MANIN [lJ,

chap. II, on determine la structure de la categorie abelienne Fcris+(k) des

F-isocristaux effectifs sur k (3.1.3, 3.2.1). On trouve que c'est une categorie

semi-simple, et que l'ensemble des classes d'isomorphismes d'objets simples de

Fcris+(k) se trouve en correspondante biunivoque avec l'ensemble des nombres

rationnels 0 de la suivante. Soit z = l'ecriture normalisee d'un
r

element z de ,i.e. s = 0 , r = 1 , ou bien s,r 1 et (s,r) = 1 ; alors

on note Ez Ie F-cristal (M,F
M)

OU

et FM est induit par l'endomorphisme F de K[T]

F(f(T))

lei K K(k) ,et faCT) est le obtenu en appliquant a aux coefficients

a z la classe de E
z

de L'objet E
z

est simple et la bijection precedente est celIe qui associe

On prouve aussi (Loc i c t t , ) que s L z, z ' E , Le F-cristal

Ez Ez' est isotypique de type Ez +_z'

L'objet unite de Fcris+(k) correspond a Eo' l'objet L defini en

3.1.3 est isomorphe a E
1

comme on voit sur la definition. On en deduit que la

categorie des F-isocristaux sur k est semi-simple, que Ie produit tenso-

riel des deux objets isotypiques est isotypique, et que Ie groupe des types de

Fcriso(k) (voir 3.5.1) est canoniquement isomorphe a .
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3.3.2. Theoreme. La categorie tannakienne Fcriso(k) a comme lien Ie groupe

diagonalisable ; moyennant l'isomorphisme du corps de classe local

, la classe de dans

la projection canonigue .

3.3.2.1. Preuve. Compte tenu de 3.5, il suffit de prouver Ie

3.3.2.2. z = sir E , et A = End(E ) ,alors Az z --- z
est un corps

gauche de centre

phisme Br(Q)
p

dont la classe dans )
p

correspond a sir par l'isomor-

termes de la base

Puisque Ez est simple,

r-e L
1 ,T, ••. , T

A
z

du

est un corps gauche ; si on explicite A

K-vectoriel K[T]/(Tr_ps) sous-jacent a

en

on voit que A est isomorphe a l'algebre des matrices r X r u = (u i j) avec

coefficients dans K qui verifient les formules

a(u )
r,r

oCu. .)

s
p a(u. )

1 S i,j S r-l

1 S j S r-l

1 sis r-l

II resuite aussit3t d'ici que

u ..

i.e. que les coefficients u .. se trouvent dans K = K(F r)' l'extension non
r p

ramifiee de degre r de Q/
p

contenue dans K , et que,en tant que K
r-vectoriel,

A est de rang r l'explicitation precedente donne un morphisme de

A M (K )
r r

4< -algebres
p
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d'ou un isomorphisme de Kr-algebres simples

f K
r

<81 A
lQ
p

M (K )
r r

En particulier, Ie centre de A est Rappelons maintenant Ie calcul de

une extension finie galoisienne non ramifiee

l'invariant d'une

SERRE [lJ X § 5

lQ -algebre simple centrale
p

et XII § 3) : soit L

B dans Q/71 (voir par exemple

de qui decompose B , done L = K
n

pour un certain n , et choisissons un

isomorphisme

avec une algebre de matrices. Si a est Ie Frobenius, engendrant Gal(K /lQ ) ==
n p

7l/n71 ,O(f) l'isomorphisme deduit de p par 1 'extension des scalaires

o : Kn Kn ,l'automorphisme flo O(f) de Md(K
n)

est interieur (voir Bourbaki,

A1gebre, chap. 8 § 10, tho 1), soit f-lo o(f) = int(t) . On verifie aussitBt que Ie

cobord b de la l-cocha!ne t de 7l/n71 a va1eurs dans GL/Kn) est un 2-cocycle

b E H2 (K /lQ ), i.e. que
n p m

t 0 oCt)

est l'image

est la valuation

dans

B

*K 7l
n

v ;si*est dans Ie centre de GLd(K
n)

,i.e. 0 E K
n

*norma l i see de Kn (Le. v Cp ) 1), v(O) dHinit un element

H
2(71/n71,71) == 7l/n71 et l'invariant de la lQ -algebre simple

p

canonique v(O)/n de v(O) dans lQ/71.

Reprenons ceci dans notre cas on a L , et on dispose d'un isomor-

phisme

f ..:::.,.. M- (K )
r r

On voit aussitBt qu'on peut prendre pour t la matrice de FM (avec les

notations de 3.3.1), et qU'OTI a b = pS ,d'ou v(O) s et la classe de A est

sir mod.1 .
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3.3.3. On peut deduire aussitBt de ce qui precede l'independance de Fcriso(k) en

Ie corps algebriquement clos ; il suffit de remarquer que si cr: k k' est un

morphisme de corps algebriquement clos, et

*Ie morphisme de categories tannakiennes sur qu'on en deduit, a (Ez) = Ez pour

z E . En effet, Ie F-cristal

savoir

0.3.3.1)

sur k provient d'un F-crista1 sur ]F
p

-l.'
11 en resu1te que cr est une equivalence de categories tannakiennes respectant

de type .

3.3.3.1. Voici une consequence utile de ces remarques. Soit k un corps parfait de

carac t e r i s t Lque p, k une c l ct.ur e a Lgeb r i que de k. L'extension K(k) de K(k)

est ga10isienne et on a

0.3.3.2) Gal(K(k) /K(k» Gal (k/k)

Soit M un F-crista1 sur k M son image dans Fcriso(k) Ie F-crista1

M est muni d'une graduation de type , sur laque11e agit Gal(k/k). D'apres

ce qui precede, cette graduation est invariante sous cette action, done e11e provient

d'une graduation

du F-crista1 M sur k. En effet, si E (re sp , E) est I.e vectoriel sur K(k)

(resp. K(k» sous-jacent a M (resp. M), on a

et,'I'action de Gal(k/k) correspond par l'identification 0.3.3.2) a l'action evidente

de Gal(K(k)/K(k» sur E.
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II en resulte que, pour tout corps parfait k de caracteristique p ,

Fcriso(k) est muni d'une de type fonctorielle en k . Cette

sera appelee la graduation par les pentes, les pentes d'un F-cristal

M etant les z E tels que M2 i 0 • Un objet est isopentique s'il n'a qu'une

seule pente. Enfin, on verifie que les F-cristaux de pente nulle sont exactement

ceux qui proviennent d'un faisceau p-adique (voir 3.2.1.1).

3.4. Cas d'un corps fini.

3.4.1. Traitons d'abord Ie cas du corps premier JF . On a K(JF) = (\! ,et la
p p p

categorie tannakienne Fcriso(JF )
--- p

s'interprete simplement comme la categorie des

vectoriels M de rang fini, munis d'un automorphisme FM• Le foncteur fibre

canonique (M,F
M)

M identifie Fcriso(JF) a la categorie des representations
--- p

lineaires dans des -vectoriels de rang fini du -groupe G ,enveloppe algebrique
p p

de ; ce dernier est simplement Ie produit du groupe

multiplicatif ayant comme module galoisien de caracteres

Ga

-*Q1p

par Ie groupe de type

avec l'action evidente

de Gal (Qi If). )
p p

fini).

(decomposition de Jordan d'un automorphisme d'un vectoriel de rang

La categorie tannakienne SLoc (JF )
--p P

sur des faisceaux p-adiques sur

JF s'identifie a celIe des Q1 -vectoriels de rang fini M, munis d'un automorphisme
p p

FM tel que l'action correspondante de n r", se prolonge a un homomorphisme

continu Aut(M) , OU on met sur M la topologie p-adique (remarquons que

cette identification provient du choix d'une clBture algebrique de

Ie corps residuel de la clBture algebrique de

JF . on prendrap ,

choisie plus haut).

Sur ces descriptions, on voit qu'il y a un pleinement fidele evident

(3.4.1.1) SLoc (JF ) Fcriso(JF )
----p p --- p

Le Q1 -groupe
p

G' des automorphismes du foncteur oubli sur SLoc (JF )
--p P

s'identifie

au groupe quotient de l'enveloppe algebrique de produit de Ga par Ie groupe de
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type multiplicatif ayant comme module galoisien de caracteres Ie sous-module de

des unites p-adiques (i.e. des
p

suite exacte de <11 -groupes
p

-*x E <11
p

tels que v (x)
p

1 ) . On obtient une

0.4.1.2) o D(IQ) -----;.. G -----;.. G' 0

On prendra garde que Ie morphisme (3.4.1.1) n'est pas Ie morphisme habituel

(3.2.1.1) ; toutefois, l'image essentielle des deux foncteurs est la meme, i.e. les

F-cristaux de pente nul Ie. On veri fie aussitBt en explicitant la definition de

(3.2.1.1) que (3.4.1.1) se deduit de (3.2.1.1) en tordant ce dernier par Ie

G'-torseur P sur suivant (voir II 3.2.3.4) : on a un morphisme de <11 -groupes
p

evident, et Pest 1 'image par ce morphisme du -torseur dont la classe dans

est la projection canonique de jlQ )
p p

1 -
H (IQ ) '" Hom(Gal(1Q jlQ )

p p p p

Ie groupe de Galois de 1 'extension maximale non ramifiee de <11 ,a savoir
p

sur

.

On deduit de ceci et de 3.2.3.1, 3.3.2

3.4.1.1. Proposition. Dans la suite exacte de gerbes

o -----;.. (if ) -----;.. OF ) -----;.. n (IF ) -----;.. 0
p p -p p

) s'identifie a la gerbe des relevements dans q(JF) de la section P de
p p

n (IF) (GIRAUD [lJ, IV 2.5.4.1).
-p p

3.4.1.2. En fait, toute la proposition peut se deduire directement de 3.2.3.1 et

3.3.2. II suffit de verifier que Ie cobord de P relativement a la suite exacte

(3.4.1.2) coincide dans H2(1Q ,D(IQ» avec la classe de q(W), egale par loc. cit.
p p

a la projection canonique <11 lorsquion fait l'identification
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3.4.1.3. Remargue. Soit un F-cristal sur F
p

F est un automorphisme

du -vectoriel M, et il est clair que les pentes du F-cristal M sont les
p

valuations (no rmaLi see par v Cp ) = 1) des valeurs propres de F .

Ie corps des fractions de l'anneau des vecteurs de

(pr-l)-iemes de l'unite. Le groupe de Galois de

elements (on choisit une c15ture

s'identifie a

et des corps

r , engendree par

K
r p

de IF
p

de degre

F
p

1 ,F Ie corps fini a pr
pr

, d'ou une c15ture algebrique
p

K = K(lF )
r pr

de

IF r ; c'est 1 'extension non ramifiee de
p

les racines

a Lgeb r i que

On notera

3.4.2. Soient

F ).
pr

Witt sur

celui de IF r/lF ,i.e. a 7Z/r7Z • On dedu i t; de 3.2.3.1, qu'on a une suite exacte
p p

de gerbes tannakiennes

(3.4.2.1) a Q(lF ) (7Zlr7Z)Q
p p

et qu'on a un isomorphisme de gerbes

0.4.2.2)

Ie morphisme 11 (IF ) 11 (IF )
--p pr --p P

Q(lFp) XI!.p(lFpr)
11 (IF)
-p "

provient de la multiplication par r dans

Soit (M,FM) un F-cristal sur

rKr-lineaire, et on peut regarder (M,F
M)

IF ; I' app lication M M est
pr
comme un objet de la categorie tannakienne

[Fcriso(lF )]K ' i.e. comme un F-cristal sur IF muni d'une action de
--- p r p

On definit ainsi un ACU -lineaire
p

K (II 1.5.2).
r

0.4.2.3) Fcriso(lF )
--- pr Fcriso(lF)K '

--- p r

d'ou un morphisme de categories tannakiennes sur K
r

0.4.2.4) Fcriso(lF r)K
p r

Fcriso(lF )K
--- p r

De ce qui precede, on deduit aussitOt
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3.4.2.1. Proposition. Le morphisme (3.4.2.4) est une equivalence de categories

tannakiennes sur K
r

3.4.2.2. Corollaire. Si (M,FM) F-cristal sur W ,les pentes de (M,FM)pr

sont les valuations des valeurs propres de (normalisees par v(pr) = 1).

Ceci decoule de la proposition et de 3.4.1.3 (voir aussi MANIN [1], II § 3).

3.5. Appendice categories tannakiennes a lien diagonalisable.

On fixe un corps K suppose pour simplifier de caracteristique a

dans les applications).
p

3.5.1. Proposition. Soit £ une categorie tannakienne sur K. Alors, Ie lien de Q

K-groupe diagonalisable (SGA 3, I 4.4) si et seulement si les conditions

suivantes sont verifiees.

a) Q est semi-simple.

b) Le produit tensoriel de deux objets isotypiques est isotypigue.

Dans ce cas, Ie lien de C D(M) , OU M est Ie groupe des types de £

(Le. l e groupe de f Ln i. par le@d'objets isotypiques de Q)

3.5.1.1. Preuve. Si Ie lien de £ est diagonalisable, on verifie aussit5t, en se

ramenant au cas neutre, que les conditions a), b), sont verifiees. Inversement,

supposons les conditions a), b) verifiees ; on a un morphisme de liens evident

et il suffit de verifier localement sur K pour la topologie fpqc que ce morphisme

identifie D(M) au lien de £. On peut done supposer qu'il existe un foncteur fibre

W : Q Modf(K) (III 3.2). Je vais montrer que chaque objet simple de Q est de

rang 1, ce qui entrainera aussitBt que £ s'identifie grgce a w a la categorie
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Grado(M) des K-vectoriels gradues de type M et de rang fini, et on sait que le

lien de ce11e-ci est M (IV 1.2.1). En effet, si E est simple de rang r

E E est isotypique, done constant et End(E) est de rang
2

r

on en deduit que w indUit un isomorphisme

w M (K»
r

et End(E) etant un corps, on a r 1.

La derniere assertion de 3.5.1 est contenue dans ce qui precede.

3.5.1.2. Remargue. Une categorie tannakienne a lien diagonalisable possede

la propriete supplementaire suivante :

E est un objet simple de est un corps gauche de centre K.

3.5.2. Soit M un groupe abelien, et soit D(M) le K-groupe diagonalisable qu'il

definit. On exp1icitera ici le groupe H2 (K,D(M» , etant entendu qU'il est ca1cule

pour la topologie fpqc (cf. chap. III).

Si M 2Z , il Y a un isomorphisme canonique

<3.5.2.1)

de avec le groupe Br(K) des classes de K-a1gebres simples centra1es ;
m

si A est une telle a1gebre, la c1asse de cohomologie de A est la classe de 1a

est la categorie des coupless(III 3.1) dont la fibre en un K-schemagerbe sur K
qc

d'un QS-module localement libre E et d'un isomorphisme de QS-algebres

: EndO (E) A QS . (voir GIRAUD [1], V 4.2). En general, on a un morphisme
-s

de groupes, fonctoriel en M

<3.5.2.2)

defini de la suivante si
2x E H (K,D(M», m EM,



ou 7l est defLnf par

s(x)(m)

cp (1)
m
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*cp (x)
m

m , et

est Ie morphisme induit en cohomologie.

3.5.2.1. Proposition. Le morphisme (3.5.2.2) est un isomorphisme.

3.5.2.2. Glest vrai pour M = 7l , auquel cas (3.5.2.2) se reduit a

(3.5.2.1). Glest aussi vrai si M = 7l(I) ,ou I est un ensemble quelconque, puisque

les deux termes transforment sommes en produits. Pour Ie terme de gauche, on voit en

utilisant llinterpretation geometrique du H
2

comme ensemble de classes dlequiva-

lence de gerbes, que Ie H
2

commute avec les produits de K-groupes affines (on

remarquera que ceci tient a la nature de la topologie fpqc , Ie enonce etant

faux pour la topologie fppf par exempIe).

En general, on a une suite exacte courte

d'ou

o o

o D(M)

Puisque o raisonnement), on a une suite exacte

o

et on conclut aussitBt.

3.5.2.3. Coroliaire. Dne categorie tannakienne a lien diagonalisable sur un corps

algebriguement clos K est neutre (III 3.2.1).

En effet, Br(K) O.
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3.5.3. Proposition. Soit £ une categorie tannakienne sur K a lien diagonalisable,

et soit M le groupe des types de £. Alors, la classe de £ dans H
2(K,D(M»

(III 2.3) correspond par l'isomorphisme 3.5.2.2 a l'homomorphisme M Br(K)

gui a un objet isotypigue E associe la classe de l'algebre simple centrale End(E)

(voir 3.5.1.2).

3.5.3.1. Preuve. Soit E un objet isotypique de £' A End(E) , et no tons QA
la gerbe definie par A (voir 3.5.2), (', = FIB (C)

0-
la gerbe des foncteurs fibre

sur £ (III 3.2.2), qui definit la classe de cohomologie de £. On a un morphisme

de gerbes

defini ainsi si S est un K-schema, w: £ Loclib(S) un foncteur fibre, la

valeur de ce morphisme en west le couple ou est le morphisme de

QS-algebres A OK Q
S

End
O

(w(E» induit par w (la verification de ce que
-S

est un isomorphisme se fait comme la fin de la preuve 3.5.1.1). Si la classe de

E dans M est notee m, on voit sans peine que le lien de ce morphisme de gerbes

est le morphisme D(M) deduit de : M . On conclut par la defini-
m m

tion m@me du morphisme : H2 (K,D(M» (GIRAUD [1), IV 3.1.5).
m m
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4. MOTIFS

Dans les numeros 4.1 a 4.4, on fixe un corps k. On utilisera de

constante les notations et definitions de l'Appendice. Les constructions faites en

4.1 se trouvent aussi dans MANIN [2J, KLEIMAN [2J, et sont mises ici pour la comodite

du lecteur. Les developpements du nO 4.2 a la fin sont conjecturaux.

4.1.0. Preliminaires. On fixe une relation d'equivalence admissible pour les cycles

algebriques (A 0.2.1), qui en pratique sera alg ou num (A 0.2.2). La

graduee sera simplement notee C(X) .

Dans ce numero on construira une ACU M(k) (ou plus simplement

qui a la contrainte de commutativite pres est la categorie des motifs. On

procede par etapes en partant de et en ajoutant a chaque fois, soit des

objets, soit des morphismes. Le premier stade de ce processus est la categorie des

correspondances de degre zero CVo(k) definie en A 0.3.3.

4.1.1. La categorie CV(k) des correspondances. On fait de cette categorie,

definie en A 0.3.3.3, une ACU de la suivante. Si X,Y sont des

objets de CV(k) , i.e. des k-schemas lisses et projectifs, on pose

X0Y x X Y

si f E C(X X X') , g E C(Y X Y') sont des correspondances algebriques,

f 0 g E C(X X Y X X' X Y') est simplement Ie cycle algebrique deduit de f X g par

l'isomorphisme canonique X X X' X Y X Y' X X Y X X' X Y' . La loi 0 ainsi

definie est munie d'une contrainte ACU evidente (I 2.4.1), et elle est

Si, avec les notations precedentes, f (resp. g) est de degre i (resp. j),

f 0 g est de deg r e i + j . Ceci entraine que CV
o
(k ) est une s ou s-co-ca t.egor t e de

Soit Y un morphisme de k-schernas lisses et projectifs, et notons

la classe dans C(X Xy) du graphe rex X Y de C'est une correspondance

de X dans Y de degre zero (l'ordre X,Y est ici important), et on definit ainsi

un foncteur (contravariant)
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(4.1.1.0

qui est un ACU strict (I 4.1.1). Ceci permet d'interpreter

CVo(k) comme la categorie ayant objets que et dans laquelle on a

ajoute aux morphismes de k-schemas les correspondances ayant la codimension

appropriee.

La ACU qu'on obtient ainsi, a savoir CVo(k) , a l'avantage

sur lineaire, et Toutefois, el1e n'est pas abelienne,

et il Y a des endomorphismes p avec la propriete
2

p = p (i.e. des projecteurs)

qui ne possedent pas de noyau. On remedie a la non existence des noyaux de projecteurs,

en 1es introduisant de formelle (voir +.1.2), et on verra au numero suivant

comment les conjectures standard entratnent que ceci suffit a rendre abelienne la

categorie.

4.1.2. La categorie des motifs effectifs.

4.1.2.1. Rappelons quelques definitions et constructions (SGA 4, IV 7.5). Dne

categorie fest karoubienne si pour tout objet X de £, et tout projecteur p

de X, Ie noyau du couple

est representable. II faut etil suffit pour cela que Ie conoyau du couple precedent

soit representable, et dans ce cas Ker(idx,p) et Coker(idx'p) sont canoniquement

isomorphes. Pour toute categorie £ il existe une categorie karoubienne kar(£)

et un foncteur f kar(£) universel pour les foncteurs de f dans une

categorie karoubienne, i.e. tel que si C' est une categorie karoubienne Ie

foncteur
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soit une equivalence de categories. Voici une construction de kar(£) , . Les

objets de kar(£) sont les couples (X,p) d'un objet X de £ et d'un projecteur

p de X , et si (X,p) , (Y,q) sont deux tels objets

(4.1.2.1) Hom«X,p),(Y,q» x Y I qfp

Le foncteur £ kar(£) est defini par

(4.1.2.2)

11 est pleinement fidele. Pour ce choix de kar(£) , on a pour des categories

£ ,£' un isomorphisme canonique

karC£ X £') karC£) X kar (£' )

On en deduit que si £ est une (resp. une ACU, •.. )

kar(£) est munie de naturelle d'une structure de type.

Soit £ une categorie lineaire, et soit p un projecteur d'un objet X

de £. Alors idx - pest aussi un projecteur, et si C est karoubienne, on a

de canonique

X ke r Ip ) $ ker(idx - p) .

Si £ n'est pas karoubienne, son enveloppe karoubienne kar(£) est egalement lineaire

et on a

Dans cette expression, (X,idX-p) correspond au noyau de p , (X,p) a l'image de

p . De plus generale, si X est un objet de la categorie lineaire £ , toute

decomposition

de l'identite en somme de projecteurs deux a deux orthogonaux, definit une decompo-

sition de X = (X,idx)
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i.e. une decomposition en somme des images des projecteurs. Si fest une

lineaire, explicitons pour terminer, la somme directe et Ie ® d'objets dans kar(f)

(4.1.2.4)
{

(X' P ) EEl (Y,q)

(X,p) ® (Y,q)

rx EEl Y , p EEl q)

(x e Y , P e q)

4.1.2.2. La categorie des motifs effectifs est definie par

(4.1.2.5)

Un motif effectif est donc un couple (X,p) d'un k-schema lisse et

projectif X et d'un element idempotent p dans l'anneau des correspondances de

degre 0 de X dans X. On a un ACU strict

qui compose avec (4.1.1.1) donne un ACU

Si X E ob Y(k) ,h(X) s'appelle Ie motif de X , ou encore la cohomologie motivigue

de X . L'egalite

(4.1.2.6) heX X y) heX) X hey)

peut s'interpreter comme la formule de KUnneth en cohomologie motivique.

4.1.2.3. Soient X un k-schema lisse projectif et connexe de dimension n, x

un point ferme de X de degre d(x) • L'element

-1 n
eX = d(x) X E C (X)

est independant du choix d'un point ferme x, et definit un isomorphisme
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On veri fie aussitBt que les endomorphismes de heX)

sont des projecteurs. De f ac on plus generale, si Y, Z sont aussi connexes de

dimension n , et si on pose

P Pr x* (ex ) E Cn(X X y)
Y,X

n
q Pr y (ey ) E C (X X y)y,X

on a

(4.1.2.7)
{

PZ' y 0 PY,X

qz,y 0 qz,x

Pz,X

Ceci signifie que les PY,X (resp. qy,x) constituent un systeme transitif d'iso-

morphismes entre les motifs effectifs (X,PX) (resp. (X,qX)) pour X connexe de

dimension n: en effet, on a id(X,p) = P pour un motif effectif (X,p).

En fait, pour definir Ies PY,X comme morphismes dans CVo(k) , on n'utilise

pas la condition dim Y = dim X , condition qui est toutefois indispensable dans Ia

definition des qy,X . On voit donc que Ies motifs effectifs sont canoni-

quement isomorphes ; on peut en particulier faire X = Spec(k) , d'ou

(4.1.2.8)

ou 1 designe comme d'habitude l'objet unite h(Spec(k)).

4.1.2.4. Restent a calculer les (X,qX)' pour X de dimension n. On peut faire

X = (lPI)n. Le motif effectif

(4.1.2.9) L

est appele Ie motif de Lefschetz. On en deduit aussitBt que
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(4.1.2.10)

d'ou une decomposition canonique pour Ie motif d'un k-schema lisse projectif et

connexe de dimension n f 0 •

(4.1.2.11) heX)

ou h+(X) (X,idx-px-qx) (cette notation est legitime si X est geometriquement

connexe ) , Si X = lP
l
, id

X
= Px + qx ' d I ou

(4.1.2.12) 1 $ L

La connaissance de C(lPn) et de cos" X X) en tant que C(X)-algebre (A 0.2.3)

permet de prouver facilement

4.1.2.5. Proposition. On a une decomposition

(4.1.2.13) On
1.$L$ ... $L

d'autre part, Ie motif Lest l-regulier (I 0.1.3), i.e. l'application

Hom(M,N) HomOi 0 L , N ° L)

est bijective. En particulier, End(L0 n) z: IQ •

4.1.3. La categorie des motifs.

4.1.3.1. On presente d'abord une construction genera Ie dans les celIe

de rendre inversible un objet l-regulier (I 0.1.3). Soient f une ACU,

L un objet l-regulier de f. On veut construire une ACU C[L-
l]

et

un

tel que soit inversible et qui soit universel pour les

-1
aient cette propriete. Voici une construction : les objets de f[L ] sont les

couples (M,m) d'un objet M de C et d'un entier m E . Si (M,m) , (N,n)
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sont deux tels objets,

(4.1.3.1) Hom«M,m), (N.n ) lim
---+

N-m N-nHom (M Q9 L , N Q9 L ),

les fleches de transition etant evidentes, ainsi que la composition de morphismes.

La loi Q9 est definie par

(4.1.3.2)

et Ie par

(M,m) 0 (N,n) (M 0 N , m+ n ) ,

(H,O)

On a un isomorphisme canonique

(1,-1),

et on voit que Ilobjet

est un inverse pour . On adopte Ia notation suivante: si H est un objet

de m E on note M(m) I'objet (M,m); si on identifie a une sous-

categorie de par on a un isomorphisme canonique

4.1.3.2. La categorie des motifs M(k) est definie par

(4.1.3.3)

ou L est Ie motif de Lefschetz. Un motif M peut slecrire done sous la forme

M

OU HI est effectif et T, llinverse du motif de Lefschetz, est appele Ie motif

de Tate , ou H" MI Q9 L •

On a un ACU pleinement fidele
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d'ou un ACU, appele encore cohomologie

4.1.3.3. Remargue. La terminologie "ca t egor i e des motifs" employee pour

est provisoire. Au numero suivant on modifiera de non trivia Ie la contrainte

de commutativite de • La ACU obtenue ainsi, notee , sera

la vraie categorie des motifs.

4.1.3.4. La des motifs, munie du motif de Tate, permet de reconstituer

la CV(k) des correspondances. II faut prouver que si X, Y sont des

k-schemas lisses projectifs, on peut reconstruire Ie groupe
i

Hom (X,Y) des

correspondances de degre i ,pour i E Supposons, pour simplifier, X connexe

de dimension n ; alors, on definit une bijection canonique, si i,j E

(4.1.3.4) Hom (h (X) (0, h (y) (j ) )

Pour ce faire, on remarque d'abord qu'on peut supposer, soit i = 0 et j 0 , soit

i 0 et j = 0 , suivant que j-i est negatif ou positif. Traitons Ie premier

cas, Ie second etant analogue : il faut definir une bijection, pour j 0

Celle-ci est induite par Ie diagramme commutatif (voir 4.1.2.5 et A 0.2.3)

Cn(X X Y X lP- j) Hom(h(X),h(Y X lP- j »

-j 12 -j 12
E9 cn- r (x Xy) z: E9 Hom(h(X),h(Y) Il9 LIl9 r)
r=O r=O
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4.1.3.5. Proposition. La categorie des motifs est une rigide (I 5.1.1).

Si X k-schema lisse projectif et connexe de dimension n, on a un isomor-

phisme canonigue

h(X)" heX) (n )

1 'evaluation heX! ° heX) 1 (I 3.1.1) se deduisant de

heX XX) heX) LOn , ou heX) LOn, est la projection canonigue

(4.1.2.1l).

4.1.3.6. Preuve. On definit un foncteur

et des morphismes canoniques

en etendant en plusieurs etapes Ie foncteur

X heX) (dim X)

muni du morphisme d'evaluation explicite en 4.1.3.5. On utilise pour ceci les

proprietes universelles des foncteurs (pour la somme directe),

Si M,N sont des motifs, on pose

v
M0N

muni de l'evaluation Hom(M,N) ° M N evidente

"MOMON N .

Pour verifier que c'est un objet Hom ,il suffit de prouver que si X, Y, Z sont

des schemas lisses projectifs, ou X (resp. y) est connexe de dimension n (resp. m)
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Hom(h(X),h(Y)(m) 0 h(Z» Hom(h(X X Y),h(Z» .

Compte tenu de 4.1.3.4, cette bijection n'est autre que

Le reste de la proposition est maintenant trivial.

4.1.4. Motifs et theories de cohomologie.

4.1.4.1. Dans ce numero on suppose que 1a relation d'equiva1ence pour les cycles

fixee en 4.1.0 est l'equivalence algebrique. On note =

une theorieSoient (f,w,T
f)

un triple comme dans A 1.1.1, (H,y,Tr)

de cohomologie a va1eurs dans ce triple. On associe a H = (H,y,Tr) un couple

4.1.4.2.

et d'un isomorphisme

de 1a suivante Ie foncteur

s'etend a £Y(k) , en utilisant les applications induites par y et Tr (voir

A 1.3.2)

ou n = dim X. Puisque f est par hypothese karoubienne, Ie ACU

CVo(k) f s'etend a , d'ou un triangle commutatif
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c

D'autre part, les axiomes d'une theorie de cohomo1ogie donnent un isomorphisme

canonique

1 $ T0-1
- f

d'ou , par (4.1.2.12), un isomorphisme

S' W(L)

en particu1ier, w(L) est inversible done par 4.1.3.1, w definit un 0-foncteur

ACU

M

et S' un isomorphisme

4.1.4.3. Proposition. La correspondance (H,y,Tr) (WH,SH) definit une

eguivalence de 1a categorie TC(k,(f,w,T
C
» des theories de cohomologie sur k a

va1eurs dans (f,w,T
f)

avec la categorie des couples d'un 0-foncteur rigide

W : f et d'un isomorphisme s: weT) T
f

' te1s gue W

motifs effectifs en objets de f a degres positifs.

transforme

4.1.4.4. Voici comment (w,S) definit une theorie de cohomo1ogie (H,y,Tr) . On

pose H = wo h , et si X est connexe de dimension n, h(X)(n) 1 Ie

morphisme canonique deduit de (4.1.2.11), TrX est l'image par W de ce morphisme.

Enfin, pour definir y on se sert des isomorphismes (4.1.3.4)
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et de IE;

4.1.5. Motifs effectifs de degre 0,1.

4.1.5.1. Un motif effectif M est de degre a s'i1 est facteur direct du motif

d'un k-schema de dimension zero. La categorie des motifs effectifs de degre zero,

notee M+o(k) , est la sous-categorie karoubienne de M+(k) engendree par les

heX) , dim X 0; c'est une de

Choisissons une clOture algebrique k de k, et soit r

a un

R (r)-.."... ep.cont.
o

Gal (k/k) . On

des motifs effectifs de degre Overs les de rang fini munis d'une

action continue du groupe profini r (i.e. se factorisant par un quotient fini),

dont 1a valeur en heX) est donnee par

muni de l'action continue evidente de r. On verifie sans peine que c'est une

identifiant un motif effectif de degre a a un de rang

fini a action continue de r = Ga1(k!k).

4.1.5.2. La categorie des motifs effectifs de degre 1 est la sous-categorie

additive karoubienne de engendree par les motifs h+(X) (4.1.2.4) pour X

une courbe (i.e. geometriquement connexe de dimension 1). On prouve dans MANIN (2),

§ la, qu'il y a une equivalence canonique de categories

'" Isab(k)

ou Isab(k) est la categorie abelienne semi-simple des varietes abeliennes sur k,

a isogenie pres. L'equivalence associe a h+(X) la jacobienne de X, J X .
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4.2. La categorie tannakienne des motifs.

4.2.0. On considere ici la categorie des motifs construite en utilisant l'equivalence

numerique des cycles, i.e. (4.1.0)

M (k)
-num

On suppose de plus l'existence d'une theorie de cohomologie a valeurs dans

un corps de caracteristique zero verifiant les conjectures standard (A 2.4.1) ; par

exemple, on peut supposer la validite des conjectures standard pour une cohomologie

t-adique (A 1.4.1).

8i T = est un triple de Tate eV 3.1.1), theorie de cohomologie

a valeurs dans T signifie theorie de cohomologie a valeurs dans T verifiant les

conjectures standard (A 1.1.5, A 2.4.4).

On maintient ces conventions en 4.3-4.6.

4.2.1. On va construire une naturelle sur la categorie . Rappelons

que ceci signifie que chaque motif M est muni d'une decomposition

canonique, et compatible en un sens evident avec la loi 0 .

Pour ce faire, on procede par etapes

4.2.1.1. Soit X un k-schema projectif, lisse et connexe de dimension n. D'apres

A e3.2.1), on a une decomposition dans l'anneau CneX X X) des endomorphismes de

X dans CVoek)

(4.2.1.1) E
iE71

ou o pour i E [0,2n]. D'autre part, si y est de dimension m , on a
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(4.2.1.2)

On sait aussi (A 3.2) que 1es iTI
X

ne dependent pas de 1a theorie de

cohomo10gie choisie. Les constructions qui suivent reposent uniquement sur 1es
in-
X

4.2.1.2. Les sont des projecteurs or thogonaux , comme on 1e voit aussit3t, et

1a formu1e (4.2.1.1) definit une decomposition du motif heX) dans (4.1.2.1)

(4.2.1.3) heX)

i
(X,TI

X)
avec 1es notations de 4.1.2. D'autre part, 1a decomposition

(4.2.1.1) est fonctorie11e dans 1a categorie CVo(k) , ce qui signifie ceci: si

f E Cn(X X y) ,Le. f: X -7 Y dans CVo(k) , a Lor s

ce qui est une autre de dire que H(f) : H(X) H(Y) est homogene de

degre a . En fait, Ie commutant des (0 s; i s; 2n) dans l'anneau C(X XX) des

correspondances a l geb r Lque s , est exactement Cn(X XX).

De ce qui precede, et de (4.2.1.2), on deduit une de

, caracterise comme 1a seu1e pour 1aque11e on a

On remarquera que 1e motif Lest homogene de degre 2.

4.2.1.3. La de s'etend de immediate en une

de • On a

(4.2.1.4) i E 7l

4.2.1.4. On utilise cette graduation pour modifier 1a contrainte de commutativite

de B(k) , qui munie de cette nouvelle 10i ® ACU, sera notee C'est 1a
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veritable categorie des motifs, qu'on etudie dans ce qui suit. Voici comment on

procede : si M, N sont des motifs, et *: M@ N

de commutativite, alors

* Ell

N@M est l'isomorphisme

on note * Ie nouvel isomorphisme de commutativite,

defini par

(4.2.1.5)

On remarquera que pour que cette modification ait un sens il a ete essentiel

de supposer la validite des conjectures de type Lefschetz. Cette modification est,

a son tour, essentielle pour etudier la categorie des motifs du point de vue des

categories tannakiennes.

4.2.2. Theoreme. est une categorie tannakienne sur , et semi-simple.

4.2.2.1. Soit (H,y,Tr) une theorie de cohomologie sur k a valeurs dans

un corps de caracteristique zero K. Elle definit un rigide

t!(k) +---;.. Gradf-(K)

En modifiant la contrainte de commutativite de t!(k) , on a fait exactement

ce qu'il fallait pour interpreter w
H

comme un rigide

ou dans la contrainte de commutativite de Gradf(K) il n'y a pas de signe. D'ailleurs,

par 4.2.1, la donnee du foncteur precedent equivaut a celIe d'un rigide,

note encore
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Ce qui est Q-lineaire, est fidele, comme il resulte de A 2.4.1 c). 11

en resulte que le theoreme de Krull-Remak-Schmidt est valable dans : tout

motif M s'ecrit comme somme finie des motifs indecomposables. Pour prouver 4.2.2, il

suffit de prouver que est une categorie abelienne semi-simple, ou encore,

par ce qui precede, qu'un motif indecomposable M est simple: soit i: N M

un sous-objet simple de M, N f 0 ; il est clair que M est homogene, soit p

son degre. On peut d'ailleurs, quitte a tensoriser par une puissance de T, supposer

M et N effectifs, ce qui entratne qu'on obtient M (resp. N) comme facteur

direct d'un motif effectif hP(X) (resp. hP(y», soit

M E£l M'

NE£lN'

Soit u hP(y) hP(X) le morphisme donne par la matrice

et

u

u '

son transpose u'

Alors (loc.cit.)

hP(X) hP(y) defini en A 3.3 (on suppose X,Y polarises).

d'oll

TrCu'u) TrCa f. ) > 0

ai f 0

et ai est un automorphisme, puisque N est simple. Le morphisme

. (.)-1J = a i, a

est une retraction pour i, et M N.
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4.2.2.2. Remarque. La rigide n'est pas tannakienne. En effet,

si elle l'etait, on deduirait aussit5t de la que

qui est evidemment faux.

+Gradf-(k) est tannakienne, ce

4.2.3. On a vu au cours de la preuve de 4.2.2 comment une de cohomologie

g a valeurs dans K determine un foncteur fibre (III 3.2.1.2)

muni d'un isomorphisme

---.".. K .

Ceci reste valable si on remplace K par un S (A 1.1.4).

Si, de plus generale, on prend une theorie de cohomologie H a valeurs

dans une categorie tannakienne £ (A 1.1.5.1), on trouve un couple (WH,SH) d'un

morphisme de categories tannakiennes

et d'un isomorphisme

Enfin, plus generalement encore, si g est une theorie de cohomologie a

valeurs dans un triple de Tate I = (£,w,T) , on trouve un couple (WH,SH) d'un

morphisme

de categories tannakiennes compatible aux et d'un isomorphisme

TOR enonces suivants resultent de ce qui precede et de 4.1.4.2.
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4.2.3.1. Proposition. Soit S La correspondance (Wn,Sn)

definit une equivalence de categories de TC(k,S) avec la categorie des couples

(W,S) d'un foncteur fibre W : N(k) Loclib(S) et d'un isomorphisme

S : weT) Qs .

4.2.3.2. Proposition. Soit £ une categorie tannakienne sur un corps de caracte-

ristique zero. La correspondance (wH,SH) definit une equivalence de catego-

ries de l£(k,£) avec la categorie des couples (w,S) d'un morphisme W : N(k) £

et d'un isomorphisme s: weT) I

4.2.3.3. Proposition. Soit ! (£,w,T£) un triple de Tate sur un corps de

sur un corps de caracteristique zero. La correspondance n (WH,SH) definit une

equivalence de categories de TC(k,!) avec la categorie des couples (w,S) d'un

morphisme w : N(k) £ compatible avec les centrales de N(k) et

£ , et d'un isomorphisme S: weT) TC

4.2.4. Scholie. La categorie N(k) des motifs est une categorie tannakienne semi-

simple sur correspondant done a une tannakienne q (III 2.2.2)

Ie lien L est represente, localement pour la topologie fpqc, par un groupe

pro-reductif (III 3.3.3 b». Elle est munie d'une canonigue,

correspond a un morphisme de gerbes central

ou encore (IV 1.3) a un morphisme de abeliens

L'objet T de Tate, qui est inversible et correspond ainsi a un morphisme de gerbes

TORS(4: )
m

est de degre -2, i.e. Ie morphisme compose
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provient du morphisme

si Go est la gerbe noyau de G , on a un isomorphisme

canonigue de gerbes

ou TC(k) est le champ sur des theories de cohomologie (A 1.1.4) •

4.2.5. Supposons la validite des conjectures standard pour la cohomologie t-adique,

ou t est un nombre premier fixe different de la caracteristique de k. On en

deduit un morphisme de categories tannakiennes (A 4.3)

(4.2.5.1)

ou encore un morphisme de categories tannakiennes sur

(4.2.5.2)

(voir III 3.2.4 pour le procede d'extension des scalaires dans les categories

tannakiennes). Si on note G
t

le des automorphismes du foncteur fibre a

valeurs dans defini par la cohomologie t-adique, et on garde les notations de

A 4.3, on a un diagramme commutatif de

G X c; :> G
tm

(4.2.5.3) pr j 1
G >

;,

est 1a projection

defini par l'inclusion

est induit par (4.2.5.2), G ['

est l'epimorphisme(loc.cit.) et G;,
t

des motifs effectifs de degre zero (voir 4.1.5.1).

ou

canonique

dans



370 -

Si on admet la conjecture de Tate (A 4), (4.2.5.2) est pleinement fidele,

i.e, G X GL est un epimorphisme, et il resulte du diagramme (4.2.5.3)

que s'identifie au groupe des composantes connexes de GL. En particulier
L

4.2.5.1. Proposition. Si k est algebriguement clos, Ie lien de liCk) est connexe.

4.3. Niveaux.

4.3.0. On note M la categorie tannakienne liCk) definie en 4.2 ; si n E ,

designe la sous-categorie pleine des motifs de degre n , la sous-categorie

pleine des motifs effectifs de degre n • Si n<O o .

4.3.1. Soit M un motif de degre n; si i E on dit que M est de niveau

S n - 2i si le motif M(l) est effectif. Si k E , on dira aussi que M est

de S k (resp. < k) si M est de niveau S k ou S k-l (re sp , s k-l

ou s k-2) suivant la parite de n-k ; done, si M est de niveau s k et

k S k' , M est de niveau s k'

Les assertions suivantes sont immediates

a) niveau de M < 0 M 0,

b) niveau de M S k niveau de M(i) S K ViE

c) si M de degre n, niveau de M S n M est effectif.

d) si M est de degre n, et si niveau de M S n - 2i , tout sous-objet

de M est de niveau S n-2i .

Le niveau definit une filtration croissante de lin

abeliennes (et semi-simples),

par des sous-categories
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4.3.Z. 50it M un motif de degre n, et soit i E On note M
n+Zi

Ie plus

grand sous-motif de M de niveau n+ Zi • On definit ainsi une filtration croissante

du motif M, appelee filtration par les niveaux

(4.3.Z.l) ... :::J Mn+Zi+Z :::J Mn+Zi :::J '"

si M est effectif, Mn = M . On dit qu'un motif effectif M de degre nest

purement de niveau n si M
n_Z

= 0 , i.e. si la filtration precedente n'a qu'un

cran. On note M+nla sous-categorie pleine de des motifs purs de niveau n.

On a un foncteur evident

(4.3.Z.Z)

de f Lni par

4.3.3. Proposition. Le foncteur (4.3.Z.Z) est une equivalence de categories

particulier, il induit une equivalence de categories

(4.3.3.1) e L0 i 0 M[n-Zi] M+n

Lea

4.3.3.1. Preuve. II suffit de voir que si M est un motif de degre n, la filtra-

tion par les niveaux (4.3.Z.l) splitte canoniquement. II est clair qu'elle splitte,

parce que est une categorie semi-simple, la canonicite suit de ce que dans

1 'inclusion

c

il existe un unique supplementaire direct de : en effet, si N = Mn+Zi+Z/Mn+Zi

Hom(N,Mn+Zi) = a comme il suit aussit5t de la definition de la filtration par les

niveaux.

4.3.4. 50it M un motif de degre n. 5i nest pair, la filtration par les

niveaux a la forme
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si n est impair, elle est de la forme

::J M ::J 0
o

Dans Ie premier cas, n = 2k , et M (k)
o

est un motif effectif de degre o

correspondant ainsi (4.1.5) a un de rang fini muni d'une action de

Gal(k/k). Sa formation est fonctorielle en M.

Dans Ie second cas, n = 2k+l , et Ml(k) est un motif effectif de degre

1 , correspondant ainsi (4.1.5) a une variete abelienne a isogenie pres sur k.

Sa formation est aussi fonctorielle en M. Si X est un k-schema lisse projectif

et , on peut penser comme la "partie algebrique de la

jacobienne intermediaire d'ordre k de X" .

4.3.5. Soit X un k-schema lisse projectif et connexe de dimension n, muni d'une

section hyperplane Ii sse comme dans A 2.1.2. On note encore l'image par de

c'est donc (4.1.3.4) un morphisme

les applications

qu'il induit sont celles notees en A 2.1.2 . Soit iSn

type Lefschetz (A 2.2) entratnent que

les conjectures de

est un isomorphisme de motifs. En particulier, elles impliquent si j le motif

hj(X) est de niveau S inf(j,2n-j) S n .
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4.4. La polarisation canonigue.

4.4.1. La categorie des motifs munie de sa centrale et du

motif T de Tate, est un triple de Tate sur au sens de V 3.1.1. Dans ce numero

on construit une polarisation c.anonique sur ce triple de Tate.

4.4.2. Soit X un k-schema projectif lisse et connexe de dimension n, muni d'une

"polarisation" 1, E Cl(X) . La polarisation de X definit des morphismes de motifs

(A 2.2.2 et A 2.2.4)

On notera

de f Lni e par

la forme bilineaire

id0* ,.

Elle est et il resulte de A 3.3 que les formes sont des formes

de Weil compatibles deux a deux (V 2.3.1). De plus, si X,Y sont des k-schemas

projectifs lisses connexes, munis de polarisations 1,X' Ly , la forme 0 sur

hi(X) 0 hj(y) a va1eurs dans est deduite (a un facteur positif pres, voir

KLEIMAN [lJ, 3.11) de la forme

par Lx 0 ly + lx 0 Ly .

sur lorsqu I on polarise X XY

On deduit de cette discussion que l'ensemble des formes de Weil du type

precedent definit une polarisation sur le triple de Tate des motifs (V 3.2.1).

4.4.3. Supposons la validite des conjectures standard et de la conjecture de Tate

pour une cohomologie L-adique (A 4), OU L est un nombre premier different de la



- 374 -

caracteristique. Supposons d'abord k algebriquement clos ; alors, le lien de la

categorie tannakienne des motifs de degre zero (pas necessairement

effectifs) est connexe par 2.2.5. D'autre part, la polarisation du triple de Tate

des motifs definie plus haut, induit sur une polarisation symetrique au

sens de V 2.4.1. 11 en r e su l t.e , d l ap r es V 2.4.5.1.4) que est "ind-neutre"

sur le corps des reels: chaque fois qu'on prend une sous-categorie tannakienne

de MO(k) par un nombre fini (ou plus generalement une infinite denom-

brable) d'objets, il existe un foncteur fibre a valeurs dans R. D'apres loc. cit.

il en existe un foncteur fibre unique (a isomorphisme non unique pres) ayant

la propriete de transformer les formes de polarisation en des formes definies

positives.

Ces conclusions d'ind-neutralite sur R sont valables aussi si k n'est

pas algebriquement c10s ; on a en effet un morphisme de categories tannakiennes

Resumons la discussion

4.4.3.1. Proposition. Soit N une sous-categorie tannakienne algebrigue (III 3.3.1)

d 1 t ' .e a ca egor1e

a valeurs dans R

des motifs de degre pair. 11 existe sur N un foncteur fibre

4.4.3.2. Remarque. On peut interpreter ceci en disant qu'il existe le morceau pair

d'une theorie de cohomo1ogie a va1eurs dans R. 11 est bien connu, d'apres Serre,

qu'en caracteristique ¥ a , il n'y a pas de theorie de cohomologie a valeurs dans

R.
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4.5. Motifs en caracteristique nulle.

4.5.0. denote la categorie des motifs sur un corps k de caracteristique nulle.

Les theories de cohomologie envisagees sont supposees verifier les conjectures

standard (A2).

4.5.1. La cohomologie de Hodge et de De Rham definissent des foncteurs fibre sur la

categorie des motifs a valeurs dans k (A 1.4.2, 1.4.3)

La filtration de Hodge de la cohomologie de De Rham (loc. cit.) definit une

exacte F de (IV 2.1.1.1) et par A 1.4.3 on a un isomorphisme

canonique de foncteurs fibre

(4.5.1.1)

La donnee d'un scindage de la filtration F revient a celIe d'un isomor-

phisme hHdg respectant les filtrations de Hodge et induisant I'identite

sur les gradues associes (IV 2.2.1). Si on restreint h
DR

a une sous-categorie

tannakienne a1gebrique N de M on sait qu'il existe un tel scindage de la

filtration de Hodge (IV 2.4).

4.5.1.1. Supposons que k

scindage canonique

, dans ce cas la theorie de Hodge fournit un

de la filtration de Hodge, qui est de nature transcendante.

4.5.2. Supposons que k

un foncteur fibre

. Alors, la cohomologie de Betti-Hodge (A 1.4.4) definit
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compatible avec les et un isomorphisme

ou T designe respectivement le motif de Tate et la structure de Hodge de Tate.

En d'autres termes, on a un morphisme du triple de Tate des motifs sur C (4.4.1)

dans celui defini par (2.1.3.1). Par definition des polarisations sur M

(4.4) et sur Hodge(Q) (2.1.3.1) et d'apres WElL [IJ, chap. IV, tho 7, on voit que

le morphisme de triples de Tate defini par la cohomologie de Betti-Hodge est compa-

tible avec les polarisations.

4.5.2.1. 11 resulte facilement de (4.1.3.4) et de A 5.1 que la forme simple de

la conjecture de Hodge eguivaut a la pleine fidelite du foncteur

De meme, on verifie que la forme generalisee de la conjecture

de Hodge equivaut a l'assertion suivante sur h
BH

Si M est un motif sur M est effectif si et seulement si la

structure de Hodge est effective, i.e. si elle est a bidegres positifs.

Done, si on accepte la conjecture de Hodge, le foncteur hBH identifie

a une sous-categorie tannakienne pleine de ; la de la

categorie des motifs est induite par celle de ; la structure de Hodge de

Tate T se trouve dans

induite par celle de

la polarisation de la categorie des motifs est

enfin, la structure des niveaux (4.3) de

est induite par celle de (definie par le niveau de Hodge, voir A 5.2.1).

Bien entendu, on ne connatt aucune caracterisation de l'image de dans

, i.e. des structures de Hodge qui sont algebriques. En degre 1, elles le

sont toutes, d'apres la theorie des varietes abeliennes (MUMFORD [2J, chap. 1).

D'apres Griffiths, si on fixe des nombres de Hodge ha,b definissant un poids 2

et a l'exception de quelques cas, les structures de Hodge algebriques definissent

un ensemble maigre dans l'espace de modules des structures de Hodge polarisables.
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4.6. Motifs en caracteristigue non nulle.

4.6.0. M denote la categorie des motifs sur un corps k de caracteristique p non

nulle. Les theories de cohomologie envisagees sont supposees verifier les conjectures

standard (A2).

4.6.1. Soit t un nombre premier 1 p . La cohomologie t-adique (A 1.4.1 et A 4.4)

definit un foncteur fibre h
t

a valeurs dans la categorie tannakienne neutre

sur

Ou encore, un morphisme de categories tannakiennes

(4.6.1.0

II resu1te de (4.1.3.4) et de A 4.4 que la conjecture de Tate equivaut a la

pleine fidelite du foncteur (4.6.1.1) ceci revient aussi a dire que 1e morphisme

de gerbes (resp. de liens) induit par (4.6.1.1) est un epimorphisme.

4.6.2. Si t = P , la " cohomologie p-adique" est donnee par la cohomologie

cristalline, qui definit un morphisme de categories tannakiennes

h .
crl.S

P

4.6.3. Faisons k = F • On verra ici comment les conjectures standard et la
p

conjecture de Tate, jointes a des resultats de Honda et de Tate, permettent de

donner une description de la categorie tannakienne M= M(F )
- p

des groupes (des descriptions analogues sont valables pour k

en termes de theorie

4.6.3.1. Le lien de M abelien G on a une extension

o --..,.. GO --..,.. G ---7 Gal(iF IF ).. ---7 0
P P "(

R
ZlQl
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ou Go , dcomposante e G , s'identifie au lien de M(W)
- p

La propriete pour un lien represente par un groupe abelien est locale

pour la topologie envisagee (GIRAUD [lJ, IV 1.2.3), dans ce cas la topologie fpqc

. II suffit de voir que Ie lien desur p) est abelien, et cela

resulte de la conjecture de Tate sous sa forme 4.6.1 et du fait que Ie lien de

Tate(k) est un abelien, a savoir l'enveloppe pro-algebrique de

A

La derniere assertion de 4.6.3.1 resulte aussitBt de la discussion en 4.2.5.

4.6.3.2. Le GO est un groupe de type multiplicatif dont Ie module galoisien

M de caracteres est Ie groupe multiplicatif des p-nombres de Weil, muni de l'action

evidente de

Rappelons qu'un p-nombre de Weil est un nombre algebrique n tel qu'il

existe un entier i E tel que n et tous ses conjugues sur soient de valeur

absolue i/2
P l'entier i est Ie poids du p-nombre de Weil. D'apres HONDA [lJ

(voir aussi TATE [3J), l'ensemble des classes d'isogenie des varietes abeliennes

simples, i.e. des classes d'isomorphisme de motifs effectifs simples de degre 1 (4.1.5)

est en correspondance biunivoque avec 1 'ensemble des classes de conjugaison de p-

nombres de Weil de poids 1.

II est clair que GO est de type multiplicatif, puisqu'il est abelien et

pro-reductif ; la determination de M comme ensemble de p-nombres de Weil est facile

a partir du resultat de Honda cite plus haut et des conjectures de Weil, qui

entratnent que pour un objet simple X de l'endomorphisme de frobenius

n E End(X) est un p-nombre de Weil dont Ie poids est egal au degre de X.

4.6.3.3. Pour rendre complete la description de il faut expliciter l'element

T E qui correspond a M dans la classification des categories tannakiennes

de lien G. Le morphisme de categories tannakiennes

M = MOl" ) -..;;. M(W)
- p - p
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lie par GO G , montre que r

1 'element

correspondant a M(lF )
- p

4.6.3.4. D'apres TATE [2), pour connaitre To
il suffit de connattre son image

dans toutes les places finies de , i.e. il suffit de connattre pour tout nombre

premier 1,

L'existence de la cohomologie pour f p prouve que dans ce cas,

o . II reste a connaitre (T) ; on dispose de la cohomologie cristalline
o p

h .
c r i s

MCiF ) -----;;. F c r i so CiF )
- p ----- p

et on connait bien la categorie tannakienne Fcriso(iF )
---- p

(3.3.2) : son lien est Ie

groupe diagonalisable et moyennant l'isomorphisme du corps de classe local

) , La classe T' de Fcriso dans H2 (Q ; est la
p p

projection canonique Q Q/71. D'autre part, Ie lien de h . est Ie morphisme

de IQ -groupes
p

dont Ie transpose sur les modules de caracteres

est la valuation p-adique sur les p-nombres de Weil, normalisee par v (p) ; 1 .
P

La classe (T) est simplement l'image de T' par Ie morphisme induit
o p

en cohomologie

2 0
H (4{ ,Gll! )

p p

4.6.3.4. Remargue. On a obtenu en m@me temps une description de la categorie

tannakienne MCiF ).
- p



APPENDICE CONJECTURES EN GEOMETRIE ALGEBRIQUE

On fixe un corps k. On note Y(k) (resp. Y'(k» la categorie des k-schemas

lisses projectifs (resp. et connexes). Ce sont des ACU, la loi @ etant

Ie produit.

A O. Relations d'eguivalence pour les cycles algebrigues

0.1. Cycles algebriques.

0.1.1. Si X est un k-schema Ii sse et projectif, Z(X) designe Ie groupe des

cycles de X, gradue par la codimension ; c'est Ie groupe abelien libre engendre

par les points (fermes ou non) de X, ou encore, par les sous-schemas integres de X.

Si X = Jl Xi est la decomposition de X en ses composantes connexes, on a un

isomorphisme canonique de groupes gradues

i
(0.1.1.1) Z(X) EEl Z(X.)

Si X est connexe de dimension n, on definit l'application degre

(0.1.1.2) <> Z (X) --;:. lZ

comme etant celIe qui prend la valeur zero sur les points de codimension < n , et

sur un point x E X de codimension n (i.e. un point ferme), on a

(0.1.1.3) <x> deg(k(x)/k) [k(x)/k]

On definit en general l'application degre en utilisant (0.1.1.1).

0.1.2. Soient X,Y des k-schemas lisses et projectifs. Le produit des sous-schemas

integres de X et Y definit un morphisme de groupes abe1iens
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z(X) ® z(y) z(X X y)

a®b axb.

Si X Y est un morphisme de k-schemas, on definit une application

Li.nea i r e

z(x) z(y)

de la suivante : si x E X est un element de la base de Z(X) , et on pose

d(x) dim TiT , dey) = dim TYT ou y alors

(0.1.2.2)

{ :k(X)/k(Y)]Y

si d(x) > dey)

si d Cx) dey)

Par exemple, si X Spec(k) est Ie morphisme canonique,

(0.1.2.3)

0.1.3.

<>

Soient a,b E Z(X) des cycles dans un k-schema lisse et projectif. Le

produit d'intersection de a,b (lorsqu'il est defini, voir par exemple SERRE [3] ,

chap. V) sera note a.b . Si a (resp.b) est homogene de degre i (resp. j),

avb est homogene de degre i+j •

Soit X Y un morphisme de k-schemas lisses et projectifs. On a

alors une "application" Ltnea i.r e qui n'est pas partout def i nf,e

* z(y) z(X)
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On a par exemple, si a E Z(X) , b E Z(X) et L X X X X est

l'application diagonale

*a i b L (a X b) •

*Les operations sont reliees entre elles de la suivante

*(b»
*

a E Z(X) , a E Z(y) •

C'est la formule de projection, valable lorsque les deux termes sont definis.

Signalons enfin la formule suivante, valable lorsque les deux termes sont

definis

ou b E Z(Y) , prX ,pry sont les projections de X X Y sur X, Y et ou

r E Z(X X y) est la classe du graphe de

0.1.4. Si X X' X" sont des morphismes dans Y(k) , on a

et lorsque ceci a un sens

i. *
0

*0

L'application ne respecte pas les degres ni le produit d'intersection lorsqu'il

est defini ; si X (resp. X') est connexe de dimension n (resp. n') est

homogene de degre 0 et commute avec les produits.

On voit que Z(X) est un foncteur covariant de X en tant que groupe

ab e l.i.en , "contravariant" de X en t an t que "anneau" gr adue ,

0.2. Relations d'eguivalence.

0.2.1. Dne relation d'eguivalence admissible pour les cycles algebriques, est
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une loi qui a chaque X E ob Y(k) associe une relation d'equivalence sur Z(X)

qui soit bifonctorielle en X (voir 0.1.4), compatible avec la structure de groupe

gradue de Z(X) et qui verifie la condition suivante ; si a,b E Z(X) , il existe

tels que a'.b' est defini.

Le quotient Z (X)
'"

de Z(X) par la relation "'X est un anneau gradue

commutatif avec 1 qui depend de contravariante de X et covariante si on

ne retient que la structure de groupe abelien. II est appele l'anneau des classes

de cycles pour l'eguivalence

On posera

C,,,)X)

0.2.2. Voici quelques exemples de relations d'equivalence admissible; l'equivalence

rationnelle, 1 'equivalence algebrique, l'equivalence numerique, notees respectivement

rat, alg, num. On a

(0.2.2,1) rat> alg > num

ou est la relation de finesse. En fait, on verifie que rat est la plus fine des

relations d'equivalence admissible, num la moins fine (KLEIMAN [2], prop. (3,5)).

0.2.3. Soient une relation d'equivalence admissible,
1

x E lP (k) , Alors,

1 'image t de x dans

d'anneaux gradues

est independante de x, et on a un isomorphisme

(0.2.3,1)

De plus generale, si x est un hyperplan dans lPn (rationnel sur k), l'image

t de x dans est independante de x et on a un isomorphisme d'anneaux

gradues

(0.2.3.2)
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La validite de ces assertions provient de (0.2.2.1) et de leur validite bien

connue pour num, rat (voir GROTHENDIECK [2]). Par la methode, on prouve que

si x E ob Y(k) , l a projection X X JPn -----;;. X fait de une

Z",(X)-algebre isomorphe 11 Z",(X) ® L;",cJP
n)

, i , e.

(0.2.3.3)

0.3. Correspondances algebrigues.

On fixe une relation d'equivalence admissible '" , et on pose C(X) pour

C", (X) •

0.3.1. Si X,Y E ob(Y(k)), les elements de C(X X y) seront appeles correspondances

algebriques de X Y Si X est connexe de dimension n, et si i E , les

correspondances de degre i de X dans Y sont les elements de c
n
+
i

(X X y). On

obtient ainsi une graduation de type sur Ie groupe C(X X y) des correspondances

algebriques, pour X connexe. Dans Ie cas general, si X=JlX.
i,

est la decomposi-

tion de X en ses composantes connexes, on definit la graduation par Ie degre sur

C(X X y) via l'isomorphisme canonique

C(X X y)

0.3.2. Soient X, Y, Z E ob(y/k». On definit une application

(a j b ) f--'.!loo boa, appe l ee composition

C(X X y) X C(Y X Z) C(X X Z)

par la formule

boa

Cette composition est associative; de plus, si a (resp.b) est de degre

i (resp. j), boa est de degre i+j . Si on prend comme triple d'objets de y(k)

Spec(k), X, Y, on a une application
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C(X) x C(X xy) C(y)

d'ou une application Q-1ineaire

C(X Xy) Hom
lll
(C(X) ,C(y» •

On verifiera que si X Y (resp. V : Y X) est un morphisme, et si

(resp. est l 'image de son graphe dans C(X X y), Ie morphisme

*C(X) C(Y) qu'il determine n'est autre que V ).

0.3.3. On notera CV(k) , et on appel1era categorie des correspondances, 1a

categorie ayant les mgmes objets que Y(k) et 1es correspondances a1gebriques comme

morphismes. C'est une categorie additive Q-lineaire qui est munie d'une structure

7l -g r aduee : l.e s Hom sont des groupes ab e l.Lens 7l-gradues et 1a composition est

compatible avec cette graduation. Si X,Y sont des objets de CV(k) ,

Hom(X,Y) E?
iE71

iHom (X,Y)

ou Homi(X,Y) est Ie groupe des correspondances de X dans Y de degre i

La sous-categorie de CV(k) ayant mgmes objets et comme morphismes ceux qui

sont de degre 0 sera notee CVo(k) c'est aussi une categorie additive Q-1ineaire

et on a un foncteur additif d'inclusion

Remarquons que dans les deux cas la somme directe est la reunion disjointe

de k-schemas.

A 1. Theories de cohomo1ogie

1.1. Definitions.

1.1.1. On aura a considerer des triples (f,w,T
f)

d'une rigide (1 5.1.1)

karoubienne (4.1.2) et f, d'une de type 7l w et

d'un objet inversible T
f

(ou plus simplement T) de degre -2 pour w. Si Vest
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un objet de £ on utilisera les notations

[(v) (I 1.3.1)

On notera la pleine de £ des objets a degres positifs.

Une theorie de cohomologie sur k a valeurs dans Ie triple (£,w,T
C)

eFt un

triple (H,y,Tr) forme de

1.1.1.1. Un ACU.

Puisque chaque objet X de Y'(k) est une cogebre ACU (I 6.1) avec comultiplication

6 : X X X X est coUnite X Spec(k) ,H(X) est une algebre ACU de C+ , qui

depend fonctoriellement de X. De

est une graduee ACU.

1.1.1.2. Une famille y
i

(y de transformations nature1les

i
Yx

avec 1es notations de 0.2. On peut aussi regarder les
i

yx

comme des applications

1.1.1.3. Une famille de morphismes
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ou n = dim(X) • La donnee de Tr
X

revient a ce11e d'un morphisme

Ces donnees verifiant 1es axiomes

1.1.1.4. Si X,Y sont des objets de Y'(k) , 1e diagramme suivant est commutatif

YX 0 Yy

C(X) 01Q C(Y) ,. H(X) °H(Y)

1 1
1

c(x X y) :> H(x X y)

Yx XY

ACU.

On en deduit que Yx C(X) °1 H(X) est un morphisme d'a1gebres

1.1.1.5. Si X, Y sont des objets de Y'(k) , on a

moyennant des identifications evidentes.

1.1.1.6. Si X est un objet de Y'(k) et dim X n , on a un diagramme commutatif

Cn(X) 01 :> H2n(X)

1< 1
Trx

IQ ° 1
0J 1

ou Cn(X) est l'isomorphisme canonigue (voir par exemp1e 4.1.2.3) ; si X est

geometriguement connexe, nY
X

est un isomorphisme. On a ainsi dans ce dernier cas
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1.1.1.7

1.1.1.8. Si X est de dimension n, pour tout i Elli , l'accouplement

definit une dualite (la dualite de Poincare) ;

H' (X) '.::::: H2n- i (X) (n )

Ceci permet, si X Y est un morphisme dans Y'(k) de definir le

morphisme de Gysin

*ou m (resp. n) est la dimension de Y (resp. X), comme le transpose de •

1.1.1.9. Si X Y est un morphisme, on a un diagramrne commutatif

yi
X

i+m-n

ci+m-n(y) 01 YL.-...;,.

1.1.2. Si (H,y,Tr),(H',y',Tr') sont des theocies de cohomologie sur Y(k) a

valeurs dans (f,w,T), un morphisme de (H,y,Tr) dans (H' ,y' ,Tr') est un

unifere H H' compatible avec y et Tr dans un sens evident. On obtient ainsi

une categorie TC(h,(f,w,T».

1.1.3. Un morphisme d'un triple (f,w,T) dans un triple (f' ,w',T') est un couple

(u,s) d'un rigide u f f' compatible avec les graduations w,w'

et d'un isomorphisme
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s u Cl') '" T' •

Un tel morphisme definit un foncteur

!f.(k,(g,w,T» TC(k,(g',w,T»

1.1.4. Soit S un et soit g = Grad± Loclib(S) la 0-categorie rigide

des QS-modules localement libres munis d'une graduation de type la contrainte

de commutativite est donnee par la "regle de Koszul" : si E (resp. F) est de degre

p (resp. q), l'isomorphisme

envoie x 0 y en (-l)pq y 0 x • La 0-categorie g est evidemment munie d'une

0-graduation w de type , et on pose

Uue theorie de cohomologie sur k a valeurs dans le triple (g,w,T) sera

dite plus simplement a valeurs dans S , ou a valeurs dans A si S Sp ec Ca) ,

et la categorie de ces theories de cohomologie sera notee TC(k,S) ou TC(k,A) suivant

les cas. On remarquera que pour S un variable, les TC(k,S) definissent

une categorie fibree sur SCh/
Q

' qui est m@me un champ pour la topologie

fpqc sur comme on le voit aussitet.

1.1.5. Soit T un (g,w,T) un triple de Tate sur un corps de caracteristique zero

(v 3.1.1). Une theorie de cohomologie a valeurs dans I est une theorie de cohomolo-

gie a valeurs dans le triple (f,w,T), OU C est egale a g en tant que

AU et a comme contrainte de commutativite

*X,y X 0 y y 0 X

l'isomorphisme
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OU W= wp,q est la decomposition de l'isomorphisme de commutativite W de

pour la graduation w, On obtient une categorie TC(k,I).

1.1.5.1. Soit une categorie tannakienne sur un corps de caracteristique zero,

et formons Ie triple de Tate forme de la categorie tannakienne

des objets de munis d'une graduation de type la graduation

evidente w, et de l'objet 1 place en degre -2 • Une theorie de cohomologie a

valeurs dans ce triple sera appelee une theorie de cohomologie a valeurs dans

Cet exemple generalise 1.1.4 dans Ie cas ou S est Ie spectre d'un corps. On notera

la categorie de ces theories de cohomologie

1.2. Remarques diverses.

1.2.1. Si (H,y) est une theorie de cohomologie comme dans 1.1, H s'etend par

additivite a un @-foncteur ACU

on a si X lL Xi est la decomposition en composantes connexes d'un k-schema

lisse projectif

i
H(X) H(X.)

1.2.2. Avec les notations de 1.1.3, 1a categorie est un groupo!de,

i.e. tout morphisme (H,y) (H' ,y') de theories de cohomologies est un isomor-

phisme. Cela se prouve a l'aide de la dualite de Poincare (1.1.1.6) par 1a meme

methode que I 5.2.3.

1.2.3. Si on dispose de la resolution de singularites (par exemple si k est de

caracteristique zero), dans la definition d'une theorie de cohomologie, on peut

eliminer 1a donnee de y.
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1.3. Correspondances cohomologiques.

1.3.1. Fixons une theorie de cohomo1ogie comme dans 1.1.1. Rappelons que si

: X Y est un morphisme dans y'(k) , on a defini en 1.1.1.8 le morphisme

de Gysin

H(X) H(Y) (m-n)

ou m est la dimension de Y (resp. X). 11 est clair que si 0 , on a

et enfin que si X Spec(k) est le morphisme canonique, on a

1.3.2. Soient X,Y des objets de y'(k) . On appellera souvent H(X X y) l 'objet

des correspondances cohomologigues. Ceci provient de ce qu'on a un isomorphisme

canonique

H(X X y) Hom(H(X),H(Y»(-n)

ou n = dim X , deduit de la dualite de Poincare. Via cet isomorphisme, YX xY

induit des applications Q-lineaires

associant a une correspondance algebrique une correspondance cohomologique. Ces

applications sont compatibles avec la composition de correspondances (0.3.2),

1.3.3. Explicitons ce qui precede dans le cas d'une theorie de cohomologie a valeurs

dans un corps K (1.1.4). L'isomorphisme

H H(X) 0 H(Y) Horrx(HX,HY)

est de f LnL par

H(x 0 y) (x I) (-l)PP' Tr (xx')y
X
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ou x E HP(X) , x' E HP' (X), y E H(Y) . Si n dim X , l'isomorphisme H fait

correspondre 1es elements de H(X) 0 H(Y) homogenes de degre 2n+d (d E

avec 1es applications K-1ineaires H(X) H(Y) homogenes de degre d. Enfin,

on verifie aussitOt que l'isomorphisme H se ca1cu1e aussi par 1a formule plus

maniable suivante

H H(X X y)

H(z)(x)

1.4. Exemples.

1.4.1. Cohomologie t-adigue. Soit t un nombre premier different de la caracteris-

tique de k , et posons f = munie de sa w evidente

(A 1.1.4). Enfin, soit T Ie de rang un

T

place en degre -2 ,ou (k) est Ie groupe des racines tn-iemes de l'unite dans
t n

k , une clOture algebrique de k choisie une fois pour toutes. Si X E ob Y(k) ,

la cohomologie t-adique de X est par definition

ou Xet est Ie site etale de X= X X K . La theorie de cohomologie t-adique est

developpee en SGA 4, SGA 5, OU sont notamment demontres les axiomes de A 1.1

(voir SGA 4 XVII, XVIII, SGA 5 V).

1.4.2. Cohomologie de Hodge. Supposons k de caracteristique zero. La cohomologie

de Hodge H est une theorie de cohomologie a valeurs dans k, definie par-lldg

La dualite de Poincare, ainsi que Ie morphisme trace
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proviennent de la dualite de Serre (n = dim X).

1.4.3. Cohomologie de De Rham. Avec les hypotheses que plus haut, la

cohomologie de De Rham est une theorie de cohomologie a valeurs dans k,

de f LnLe par

ou Ie terme de gauche designe l'hypercohomologie du complexe des formes differen-

tielles. Cette cohomologie est l'aboutissement de la suite spectrale correspondante

d'hypercohomologie

D'apres la theorie de Hodge, cette suite spectrale degenere, donnant un isomorphisme

de theories de cohomologie

la filtration F sur l'aboutissement HDR(X) est appelee la filtration de Hodge.

1.4.4. Cohomologie de Betti-Hodge. Supposons k = ; la cohomologie de Betti-Hodge

HBR est une theorie de cohomologie a valeurs dans Ie triple de Tate (A 1.1.5) defini

par (VI 2.1,3) • On a

la bigraduation sur (n etant un entier) provenant de

l'isomorphisme canonique

et de ce que la filtration de Hodge sur est n-opposee a sa conjuguee,

i.e. verifie la condition de VI 2.1.1.3 (voir DELIGNE [lJ, 5.2, pour une discussion

plus detaillee). Le fait que soit un objet de , i.e. soit
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polarisable, provient de la theorie de Hodge (WElL [1], chap. IV, tho 7).

Remarquons que si on choisit une racine carree i de -1 dans , pour

chaque objet X de connexe de dimension n, i definit une orientation de

la variete X( ) , et on a un morphisme trace

L'element i definit aussi un isomorphisme de de rang 1,

ou Test la structure de Hodge de Tate (VI 2.1.2). Un tel choix etant fait, on

appellera cohomologie de Betti la theorie de cohomologie H. a valeurs dans
"Be t t i

qu'il definit.

1.4.5. Cohomologie cristalline. Supposons k de caracteristique non nulle, et

parfait pOur simplifier. Dans ce cas, la cohomologie cristalline, introduite par

GROTHENDIECK [4J et developpee par BERTHELOT [3J , definit une theorie de

cohomologie H . a valeurs dans Ie corps des fractions K(k) de l'anneau W(k)

des vecteurs de Witt sur k. En fait, si X est un objet de Y(k), Ie K(k)-

vectoriel Hcris(X) est muni d'une structure de F-isocristal gradue

(VI 3.1.3 et 3.2.1) l'isomorphisme F H . (X)O H . (X) provenant du

frobenius relatif de X/k. De plus est canoniquement isomorphe a

l'inverse du F-isocristal de Tate (VI 3.1.3). On voit ainsi que la cohomologie

cristalline definit une theorie de cohomologie a valeurs dans Ie triple (£,w,T)

OU £ = Grad± Fcriso(k)

de Tate place en degre -2

west la graduation evidente et T est Ie F-isocristal

A 2. Les conjectures standard (voir GROTHENDIECK [5], KLEIMAN [lJ)

2.1. Notations.

2.1.1. On fixe un corps K de caracteristique nulle, et une theorie de cohomologie

(H,y,Tr) sur k a valeurs dans K. Si X E ob Y(k) , on note C(X) Ie groupe

gradue (par la codimension) des cycles algebriques pour 1 'equivalence cohomologique
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sur X, tensorise par

L'application Y
X

induit des injections

L Ell.

2.1.2. Soit X un k-schema projectif, lisse, connexe de dimension n, et soit

E C
1(X)

la classe d'une section hyperplane lisse (on peut mgme, si l'on veut,

supposer X polarise, i.e. muni d'une immersion X . On note encore !

l'homomorphisme homogene de degre 1 (resp. 2)

! C(X) C(X) (resp. 1 H(X) H(X» ,

et on a des carres commutatifs

Ci(X)
1

CHl(X):>

(2.1.2.1) yi 1 1
i

L E 7lYx

H
2i(X)

:> H
2H 2

(x)

Si 0 i S n, on pose

(2.1.2.2)

et s L p Ell, 0 2p S n

(2.1.2.3) Cp(X) n p2p(X)

Les elements de pi(X) sont appeles primitifs.

2.2. Conjectures de type Lefschetz.

2.2.1. Supposons X polarise, et soient i y X une section hyperplane
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Esse, 1, E C1(X) la classe qu'elle de f Lnf t , Le " theoreme" de Lefschetz faible

dit que les morphismes de Gysin

(2.2.1.1)

sont surjectifs pour i = n-l , des isomorphismes pour i n . Le "theoreme" de

Lefschetz fort dit que pour i S n

(2.2.1.2)

est un isomorphisme.

n-ig

Ces "theoremes" sont effectivement prouves en caracteristique zero tandis

qu'en cohomologie L-adique seul Ie theoreme de Lefschetz faible a ete prouve

(SGA 4 XIV e 3) et aucun d'eux n'a ete demontre en cohomologie cristalline. lIs

sont, cependant, conjectures.

Dans ce qui suit, on supposera que (H,y,Tr) verifie les deux theoremes de

Lefschetz.

2.2.2. Gardons les notations precedentes. On deduit aussit3t du theoreme de

Lefschetz fort, une decomposition de la cohomologie

(2.2.2.1) gjpi-2j(X) i E 7l

i. e. pour chaque x E Hi(X) , il existe des x. E pi-2j(X)
J

uniques tel que

(2.2.2.2) x

A l'aide de cette decomposition, on definit des operateurs *, A, par

(2.2.2.3)

{

*x = (_O<i-2j)i-2j+O/2 Ln-i+j(x.)
- J

A(X) 1,j-l(x.)
- J
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On peut encore expliciter A, qui est homogene de degre -2 , comme etant

celui qui rend commutatifs les carres

Hi(X)
,...., "T:)>

(2.2.2.4) A i
Hi-2(X)

> H2n-i+2(X)

en particulier on a

(2.2.2.5)

On a aussi la formule

(2.2.2.6)

A 0 1:. id

id

L'operateur *: Hi H
2n- i differe par un facteur 0 de celui defini

en WElL [lJ .

2.2.3. Voici les conjectures de type Lefschetz, enoncees pour X munie de

A(X,J.,)

est bijective.

Si 0 $ 2p $ n , l'application

B(X) La correspondance cohomologigue A E Hom(H(X),H(X)), provient

de C(X X X) ,i.e. est algebrique.

La conjecture B(X) entra!ne A(X,J.,) et est plus maniable que celle-ci.

Comme la notation l'indique, elle ne depend pas de la section hyperplane lisse

choisie. Elle est stable par produits, sections hyperplanes, et est verifiee par les

courbes (trivialement), les varietes abeliennes, les varietes de drapeaux. D'autre

part A(X X X,iX 0 1 + lX entraine B(X) . On voit done qu'il y a equivalence
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entre 1a va1idite de A(X) ou de B(X) pour tous 1es X.

2.2.4. La va1idite de 1a conjecture A(X) induit une decomposition de Ci(X)

(i E

(2.2.4.1) L
j:anax(2i-n,O)

On en deduit aussi que *: H2i(X) H2n-
2i(X)

(en supposant 2i 5 n)

envoie ci(X) dans n-iC (X). La conjecture B(X) entrafne que cet operateur est

induit par un element de C(X XX).

2.3. Conjecture de type Hodge. (ou de positivite de Hodge).

Soit X E ob Y'(k) de dimension n, et muni de t E C'(X) comme dans

2.1. 2.

La conjecture est 1a suivante

Hdg(X)

(2.3.1)

Si 0 2p 5 n , 1a forme bi1ineaire symetrique

cP (X) X cP (X) Q
Pr Pr

est definie positive.

En caracteristique nul1e, cette conjecture resu1te de 1a theorie de Hodge

(voir WEIL [1).

2.4. La conjonction des conjectures standard.

2.4.1. On a l'equiva1ence de

a) A(X) et Hdg(X) sont va1ab1es pour tout X

b) B(X) et Hdg(X) sont va l ab les pour tout X

c) Pour tout X , on a Hdg(X) et
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D(X) L'eguivalence numerigue et l'eguivalence cohomologigue (par rapport a

(H,y) pour les cycles algebrigues cotncident.

Remarquons que D(X) equivaut a dire que l'accoup1ement

est une dua l i t e ,

C'est l'ensemble de ces conjectures qu'on appel1e 1es conjectures standard

(y compris les deux theoremes de Lefschetz).

2.4.2. Supposons 1a validite des conjectures standard, et soit X comme dans 2.3.

On a a10rs si 0 2p n une decomposition (2.2.4.1)

Cp(X)

et par transport des formes (2.3.1) sur les Ci-j(X) , on obtient une forme
Pr

bilineaire symetrique definie positive

(2.4.2.1)

qui s 'explicite

(2.4.2.2)

ou l'operation * a ete definie dans (2.2.2.3).

2.4.3. Supposons que (H,y) , (H',y') soient des theories de cohomologie sur k a

valeurs dans K, verifiant les theoremes de Lefschetz, et telles que les relations

d'equivalence cohomologique pour les cycles algebriques qu'elles definissent

cotncident. Alors, les conjectures standard sont valables pour (H,y) si et seulement

elles le sont pour (H' ,V') • De plus, dans ce cas, les correspondances algebriques

dans C(X X X) d.ef i n i e s par les ope r a t i on s A,'<, sont les memes pour H et H' .

2.4.4. Soit (H,y,Tr) une theorie de cohomologie a valeurs dans un triple

(f,w,T
f)

comme dans 1.1.1. Avec des modifications evidentes, les conjectures
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standard gardent encore un sens dans ce contexte.

A 3. Consequences des conjectures standard

On fixe une theorie de cohomologie (H,y,Tr) a valeurs dans un corps K

de caracteristique nulle pour laquelle on suppose la validite des conjectures

standard.

3.1. La consequence qui a motive les conjectures standard, est les conjectures

de Weil, pour la discussion desquelles je renvoie a GROTHENDIECK [5], KLEIMAN [1].

Ici, on s'interesse a des consequences utiles pour 1 'etude de la categorie des

motifs.

3.2. Soient X,Y E ob Y(k) pour i Ell, on a

c i (X Xy) e-..". H2i (X Xy) = L: H2i- j (X) @ Hj (y)
jEll

II resulte des conjectures standard que les composantes de KUnneth d'un

element de Ci (X Xy) sont encore dans Ci (X Xy) • Ceci equLvau t encore aI' erionce

plus simple suivant : si X est de dimension n , les composantes de KUnneth

TIx
i E H2n- i (X) .0. Hi(X) dId 1 n() 1 'b . D' '"" u eye e iagona Lx E C X xX , sont a ge r i.que s , ou

une decomposition dans c" (X XX)

0.2.1)

De plus, les

Lx=

ne dependent pas de la theorie de cohomologie verifiant

les standard choisies.

3.3. Soient X,Y E ob Y(k) polarisees. On a alors des formes bilineaires non degene-

rees

H(X) @ H(X) --? K

H(Y) @ H(Y) --;;.. K
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donnees par

On voit faci1ement a10rs que si

u H(X) ---7 H(Y)

est defini par une correspondance a1gebrique dans C(XXY) , et si on note

u l : H(Y) ---7 H(X) son transpose pour ces formes non degenerees, on a que u l est

algebrique et que

Tr(uu') > 0

0.3.1)

'I'r Cuu ' ) TrCu IU) E Gl

On en conclut par exemp l.e que la lQ-algebre C(X XX) des correspondances

algebriques de X dans X (voir 0.3) est semi-simple (voir 4.2.2 pour un resultat

plus precis).

A 4. La conjecture de Tate

4.0. On fixe un nombre premier t different de la caracteristique de k, et une

c16ture algebrique k de k. Si X est un objet de Y(k) , on note ZH(X)

l'anneau gradue des classes de cycles algebriques pour la relation dlequivalence

definie par la cohomologie t-adique, et on pose

C(X)

Ct (X)

4.1. Rappelons (A 1.4.1) la definition de la cohomologie t-adique s L X E ob Y(k)
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On voit sur cette definition que par fonctorialite du site etale, Ie groupe

de Galois r = Gal(k/k) agit de continue sur Ie de rang fini

Ht(X) , ce dernier etant muni de la topologie t-adique. Si x E Cp(X) la classe de

cohomologie de x, y(x) E , est invariante par l'action de r, droll une

injection

(4.1.1)

La conjecture de Tate (TATE [lJ) precise cette situation, dans Ie cas oll

k est un corps de type fini sur Ie corps premier (voir 4.4 pour Ie cas general).

Si k est de type fini sur Ie corps premier l'image de (4.1.1) engendre

1& des classes de cohomologie invariantes, i.e.

(4.1.2)

4.2. Si k est de type fini sur Ie corps premier, notons Tate(k) la categorie

des de rang fini munis d'une action continue de r = Gal(k/k) ; ses

objets seront appeles des modules de Tate. La categorie Tate(k) est munie d'une loi

@ ACU evidente, ainsi que d'une structure Qt-lineaire. Pour ces structures, crest

une categorie tannakienne sur (III 3.2.1), munie d'un foncteur fibre evident sur

' a savoir l'oubli de l'action de r.

La cohomologie Z-adique induit un @-foncteur fidele de la categorie

CVo(k) des correspondances de degre nul (A 0.3.3) dans la categorie des modules

de Tate gradues (voir A 1.3.2),

o
HZ : CV (k) ----'J>- Grad Tate (k )

et la conjecture de Tate entratne que si X, Y sont des objets de CVo(k)

1 'inclusion
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induit une egalite

4.3. Supposons maintenant k quelconque, on pose alors

lim Ta t e CkI)---k '

ou k' parcourt les sous-corps de k de type fini sur Ie corps premier, les

foncteurs de transition

I'at.e Ck I) ----'.!>'

pour k"/k' etant induits par les morphismes de groupes

Gal(k"/k") Gal(k' Ik) •

La categorie des modules de Tate est encore une categorie

tannakienne neutre sur qui depend fonctoriellement du corps k.

Si on note G Ie des automorphismes du foncteur oubli de Tate(k) ,

GO sa composante neutre, on voit sans peine qu'on a un isomorphisme canonique

GIGo r
"'" 1,

ou est Ie profini associe a r
1,

algebriguement clos, G est connexe.

Gal(k/k). En particulier, k

4.4. Soit X un objet de Y(k) ; alors les sont de naturelle des

modules de Tate. En effet, il existe un sous-corps k' de k de type fini sur Ie

corps premier et un objet X' de y(k' ) tel que X = X' Xk , k On a un isomorphisme

canonique

Hi (X I )

t

qui definit sur une action de Gal(k'/k) . L'objet de obtenu ainsi

ne depend que de X. On voit done, que pour k general la cohomologie t-adique
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definit un @-foncteur Q-lineaire et fidele a valeurs dans les modules de Tate gradues

La conjecture de Tate enoncee plus haut entraine que si X,Y E ob CV(k)

1 'inclusion

induit une egalite

A 5. La conjecture de Hodge

5.0. Dans ce numero, le corps k est le corps des nombres complexes. Si X est

un objet de ,C(X) denote l'anneau gradue des classes de cycles algebriques

pour la relation d'equivalence definie par la cohomologie de Hodge (A 1.4.2)

tensorise par

5.1. Soit X un lisse projectif et connexe, et notons H(X) sa cohomologie

de Betti-Hodge

definie en A 1.4.2 . On a une decomposition de Hodge

et si p E , on sait que la classe d'un cycle de codimension p dans X est de

type (p,p); on a donc une inclusion

(5.1.1)
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La conjecture de Hodge sous sa forme simple est

Hodge e2p,p) L'inclusion e5.1.1) est une egalite

On notera que, tout comme la conjecture de Tate en cohomologie

cette caracterisation des classes de cohomologie algebriques entratne l'algebricite

des composantes de KUnneth de la diagonale 6x E GeX X X) evoir A 3.2) •

5.1.1. La cohomologie de Betti-Hodge induit un @-foncteur fidele Q-lineaire evoir

A 1.3.2)

e5.1.2)

La conjecture de Hodge entratne que ce foncteur est p1einement fidele.

5.2. Gardons les notations de 5.1 . Si i,p E , on note Filt'P HieX) Ie sous-

Q-vectorie1 de HieX) = des classes de cohomo1ogie qui s'annu1ent sur un

ouvert de 1a forme X - T au Test une partie Z de codimension p • En fait,

Fi1t'P HieX) est une sous-structure de Hodge de HieX) ,i.e. Ie sous-vectorie1

Fi1t'P de = est stable sous la decomposition en types

p,q. Geci suit de ce que Filt,PHieX) est aussi Ie sous-espace engendre par les

images des morphismes de structures de Hodge

induits par des morphismes Y X ou Y est de dimension n-q n-p et n = dim X

evoir GROTHENDIEGK [6J,§ 1 et DELIGNE [6J, 8.2.8). II resulte aussi de cette caracte-

risation qu'on a

e5.2.1)

2: Hr,i-r eX)
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La conjecture de Hodge, sous sa forme generalisee, corrigee par Grothendieck

(loc. cit.) est

L'inclusion (5.2.1) fait de Filt'P Hi(X) Ie plus grand

ce qu'on pourrait appeler la partie

du terme de droite gui soit une sous-structure de Hodge de Hi(X).

Pour i=2p, cette conjecture se reduit a la precedente. On trouvera dans

GROTHENDIECK [6] des cornmentaires sur cette conjecture.

5.2.1. Soit V une de Hodge de poids i. On peut caracteriser Ie plus

grand de FiltPVc n qui soit une structure de Hodge comme etant

Ie plus grand sous-objet V' de V tel que V'(p) soit a bidegres positifs ; c'est

V. 2 de niveau de Hodge i-2p , en s'inspirant
1- p

de 4.3 (les structures de Hodge effectives etant celles a bidegres positifs).
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I

I

I

I

II

VI

VI

VI

VI

6.1.1.1

6.1.2.2

A 1.4.1

A 1.4.5

A 1.4.4

A 1.4.3

A 1.4.2

6.2.2

2.4.3

6.2.2

1. 2.1

2.1.1, 2.2.1
2.3, 2.4.1

1.1.1

1.2.1

1. 2.3

1.3.1

1.4

1.1.3, 1.2.3,2.1.3

2.4.3

A 0.3.1

A 1.3.2

3.1.1, 3.1.3

3.3.3.1

distributions (sur un monotde)

distributions de Dirac

donnee de descente (pour une categorie 1ineaire)

de descente

II 3.0.2

II 3.0.2

III 1. 2.1

III 1.3.5.1
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Element hodgien (d "un lR-groupe a l ge br i que )

enveloppe a1gebrique (d'un groupe topologique,)

enveloppe representable (d'un

0-equivalence

Faisceau t-adique

filtration de Hodge

filtration par les niveaux

0-filtration admissible

0-filtration centrale

0-filtration de type unipotent

0-filtration exacte

0-filtration localement scindable

0-filtration scindable

0-filtrations opposees

foncteur borne

foncteur fibre

foncteur fibre a valeurs dans un schema

foncteur relativement exact

0-foncteur

0-foncteur AC, AU, CU, ACU

0-foncteur associatif

0-foncteur commutatif

0-foncteur compatible avec les Hom

0-foncteur A-lineaire

0-foncteur rigide

0-foncteur strict

0-foncteur unifere

!l.-0-foncteur

forme bilineaire

forme bilineaire non degeneree

forme de C-polarisation

forme de Weil

forme positive (pour une polarisation)

forme sesquilineaire

forme sesquilineaire conjuguee

forme sesquilineaire non degeneree

formes de Weil compatibles

V 2.7.2, 3.3.1

V 0.3.1

II 1.1.2.3

I 4.4.1

VI 1.1.3

VI 2.1.1.3, A 1.4.3

VI 4.3.2

IV 2.2.1

IV 2.2.6

IV 2.5.2.2

IV 2.1.1

IV 2.2.1

IV 2.2.1

IV 2.3.1, 2.3.3

II 2.3.1

II 3.2.1, 4.2

III 3.2.1.2

II 2.4.2

I 4.1.1

I 4.2.4

I 4.2.1

I 4.2.2

I 4.3.1

I 4.1.3

I 5.2.1

I 4.1.1

I 4.2.3

I 4.5.3

V 2.1.1

V 2.1.1

V 2.7.1, 3.3.1

V 2.3.1, 2.3.5

V 2.4.1, 3.2.1

V 2.2.1

V 2.2.5

V 2.2.1

V 2.3.1, 2.3.5
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0-generateur

gerbe

gerbe neutre

gerbe tannakienne

gerbe tannakienne algebrique

L-gerbe

graduation de type I

graduation par Ie poids

0-graduation

0-graduation centrale

groupe de Mumford-Tate (d'une structure de Hodge)

groupe d'holonomie (d'un schema, d'un module stra-
t i f Le )

groupe d'holonomie (d'une categorie en un foncteur
fibre)

groupe d'holonomie restreint (d'un schema, d'un
module stratifie)

lR-groupe anisotrope, compact

lR-groupe hodgien

lR-groupe polarisable

II 4.3.1

III 2.1.1

III 2.1.1.1

III 2.2.1

III 3.1.0

III 2.1.4

IV 1.1.1

V 3.1.1

IV 1. 2. 2

IV 1.2.2.1

VI 2.1.2.3

VI 1.2.2.1

III 3.2.1.2

VI 1.2.2.1

V 0.3.2

V 2.7.2

V 2.7.1

Inverse (pour un objet inversible)

Inverse AU (pour un objet inversible)

F-isocristal

I

I

VI

2.5.4

2.5.5.2

3.1.3

Lien III 2.1. 3

Lien ab e l i.en III 2.1.3

Lien a l geb r i que III 3.1.4

Lien polarisable V 2.4.5.1, 2.6.1.2

Lien r educ t i.f V 1.1.2

Lien representable III 2.1.3

Li neaI remen t compact (espace vectoriel) II 1.4.1

loi ® I 0.1.1

Module stratifie

A-module (dans une 0-categorie)

A-module unifere

VI

I

I

1.2.1

6.2.1

6.2.1



II 1.0.2

II 1.1.1

II 1.1.1

II 3.0.3

III 3.3.2

III 3.3.2

III 1. 1. 1. 1

III 3.2.1.1

II 3.2.1, 4.2

VI A 1.1.1.8

VI A 1.1.2

I 1.3.4

I 1.3.2.2
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A-module

A-module corepresentable

A-module representable

G-module, G-A-module

Q-module

Q-module f Ld eLe

morphisme de categories ind-tannakiennes

morphisme de categories tannakiennes

morphisme de foncteurs fibre

morphisme de Gysin

morphisme de theories de cohomologie

morphisme d'unites

morphisme d'unites reduites

0-morphisme

0-morphisme unifere

&-0-morphisme

&-0-morphisme unifere

motif (d'une variete)

motif de Lefschetz

motif de Tate

motif purement de niveau n

I

I

I

I

VI

VI

VI

VI

4.1.1

4.2.3.

4.5.3

4.5.3

4.1.2.2

4.1.2.4

4.1.3.2

4.3.2

Niveau de Hodge VI A 5.2.1

niveau d'un motif VI 4.3.1

p-nombre de Weil VI 4.6.3.2

Objet de Tate V 3.1.1

objet Hom, Moh I 3.1.1

objet inversible I 2.5.0

objet noetherien II 2.3.4.2

objet r e f l.ex i f I 3.2.3.3

objet n-regulier (n = 0,1,2) I 0.1.3

objet n-xegu l i.e r a gauche, a droite I 0.1.3

objet unite I 1.3.2

Parite (d'une forme non degeneree)

parite (d'une polarisation)

V 2.1.2, 2.2.2

V 2.4.1
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pente (d 'un F-cristal) VI 3.3.3.1

polarisation V 2.4.1, 2.4.3, 3.2.1

polarisation hodgienne V 2.7.2, 3.3.1

polarisation symetrique V 2.4.1

produit tensoriel externe II 1.5.1

pseudo-generateur II 2.6.2

Quadruple de

Rang (d'un objet)

relation d'equivalence admissible

I

I

VI

4.4.1

5.1.4

A 0.2.1

Scindage (d'une IV 2.1.1

signature (d 'un objet inversible) I 2.5.3

sous-categorie de definition II 2.2.1, 3.4

sous-objet isotrope, non isotrope, totalement
V 2.1. 6

isotrope

sous-ob jet orthogonal (ii un sous-ob j e t ) V 2.1. 6

stratification VI 1. 2.1

structure A-lineaire I 0.1.2

I 0.1.1

A-lineaire I 0.1.2

symetrie canonique I 1. 2.3

systeme local VI 1.1.1

systeme local l,-adique VI 1.1.3

Theorie de cohomologie VI ALl, 1.1. 5

trace (d'un endomorphisme) I 5.1.4

transpose (d'un endomorphisme) V 2.1.2.1

transpose (d'un morphisme) V 2.1.4

triple de Tate V 3.1.1

triple de Tate neutralise V 3.1.3

triple de Tate neutre V 3.1.3

triple de Tate polarisable V 3.2.2.1
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Unite (pour une ®-categorie) I 1.3.1

unite a gauche, a droite, b Ll a t e r e I 1.3.1.3

unite reduite I 1.3.2




