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1. INTRODUCTION

~

Soient C une courbe propre irréductible sur un corps k alge-
brlquement clos de caracterlst1que p quelconque, et P un point lisse
de C. On appelle C:= C— P (ou C qu'on peut reconstituer a partie de C)

une courbe avec un seul point a 1'infini. On appelle semi-groupe (ade

Weierstrass) de P le sous-monofde PP (ou I'y s'il n'y a pas de confusion
possible) des nombres naturels IN, défini comme suit
I[':= {ordre de pole en P des fonctions méromorphes sur C n'ayant des
poles qu'en P}.
Si Vp
de C, on a bien siur | = {—vp(a)laE Al}.

est la valuation asscciée au point P et si A est 1'anneau affine

Les entiers naturels qui ne sont pas dans | s'appellent les
lacunes de !'. Ils sont en nombre fini égal a g, le genre (arithmétique)
de E, comme on le voit facilement en appliquant Riemann-Roch.

Supposons de plus que C peut étre plongé dans Ai- Autrement
dit, il existe x et y€ A tels que A=k[x,y]. On appelle C une courbe

plane avec une seule place a 1'infini.

On se propose de répondre a la question suivante : déterminer

les sous-monoides G de N tels qu'il existe une courbe plane (C,P) avec

une seule place a 1'infini de semi-groupe G. On appelle un tel G un

semi-groupe (de Weierstrass) plan. On peut aussi se demander, étant
donné un tel G, quels sont les genres géométriques possibles des

(C P) tels que G=1!. (Comme on a vu plus haut le genre arithmétique de
C est donné par G.) Cette derniére question, due a Abhyankar (voir [8])
semble encore ouverte.

Remarquons a ce propos qu'on ne sait pas caractériser les G
tels qu'il existe une courbe (E,P) lisse (on ne suppose plus C plane)
avec G = TP. Des résultats partiels sont donnés dans [7] § 13 et
[4], III.

Si on demande seulement que C soit une intersection complete
avec une seule place a 1'infini, on a le critere suivant, conséquence
facile du théoreme de Murthy-Towber (ex-conjecture de Serre en dimen-

sion 3)



Théoreme (Sathaye [8]) : C est une intersection complete si et seule-

ment si | est un semi-groupe symétrique.

En effet, par le théoreme de Murthy-Towber le point P doit
etre le support d'un diviseur canonique ; par le théoreme de Riemann-
Roch on voit facilement que cela implique que [ est symétrique.

Rappelons qu'on dit qu'un sous-monofde H de IN est symétri-
que s'il existe un entier c, appelé le conducteur, tel que si at€H,
alors c-1-ag H. c est alors évidemment 2 fois le nombre de lacunes,
donc dans le cas de !y c¢=2g. On dit aussi parfois que H est Gorenstein,
puisque 1'anneau "monomial" k[t%®], a€ H, est Gorenstein ® H symétrique
(voir [6] pour les résultats concernant ces anneaux).

Revenons a la question posée plus haut. Nous allons démontrer

le théoreme suivant

Théoreme I (Abhyankar-Moh [1]) : Soit A=k[x,y] 1'anneau affine d'une
courbe ayant une seule place v a 1'infini. Posons n=-v(x), m= -v(y)

et supposons que p=car. k ne divise pas a la fois n et m. Alors, si !l
est le semi-groupe du point a 1'infini, il existe un entier h, et une

suite d'entiers 60,...,6n6 I" engendrant ' tels que

(:) posons d, = p.g.c.d(éo,...,éi_i) pour 1<i<h+l et n, = di/d'

i+1°?
1<i<h. Alors d =1 et n, >1 pour 2<1i<h.
h+1 i
(:) niéi appartient au sous-groupe engendré par 60,---,6i_1 pour
1<i=<h.
(:) 6i<f6i_1 n, 4 pour i= D5 vw gt

Ce théoreme est a rapprocher du théoreme plus connu

Théoreme IT (Azevedo-Moh-Angermuller) : Soit A 1'anneau local formel

d'une branche de courbe plane sur k. Donc 1'idéal maximal de A est
engendré par 2 éléments x et y. Soit X::k[[t]] la normalisation de A
et v la valuation induite par X ; v(f) = ordre de f en t. Soit ' le
semi-groupe des valeurs de A, c'est-a-dire I'= {v(a)laca}.

Alors il existe un entier h et une suite croissante d'entiers
60,...,6n€ I" engendrant 1 de fa¢qn minimale tels que les conditions

(:) et (:) du théoreme I soient encore satisfaites et que

> i = R
(:) 61 61_1 ni—l i=2, »h




Dans le théoreme IT, aucune hypotheése n'est faite sur la ca-
ractéristique de k ; je ne sais pas si le théoreme I est encore vrai
lorsque p divise n et m. D'autre part dans IT, h et les éi sont unique-

ment déterminés, ce qui n'est pas le cas dans I.

Les deux théoremes reposent sur une base commune, qui est
énoncée au paragraphe 2 (théoreme IIT : nous reproduisons ici sans
changement la démonstration d'Abhyankar [2], § 1 et 2). La méthode
"classique'" de terminer 1a démonstration du théoreme II (i1 faut
faire une restriction sur 1la caractéristique) est de passer par. le
développement de Puiseux de la branche : nous esqu1ssons cette démons-
tration au paragraphe 3, puis nous donnons la démonstration d'Anger-
muller L3] valable en toute caractéristique.

'idée d'Abhyankar et Moh de la démonstration du théoreme I
(une version nettement plus lisible de leur démonstration se trouve
dans [2] ; toutes les références que nous ferons seront a la version
simplifiée) est la suivante : on compactifie Az en P2 et on appelle
C' la cloture de C dans P2 - Par hypothese C' \ C consiste en un point
Q, qui peut éetre singulier, mais unibranche. On peut donc appliquer le
théoreme II au complété formel de C' en Q. Il s'agit ensuite de tra-
duire lesrenseignements locaux obtenus a 1'infini en des renseignements
globaux sur C. La tres belle idée d'Abhyankar et de Moh pour effectuer
ce passage consiste a utiliser des transformations de Tschirnhausen 3
nous avons conservé cette idée, mais nous avons coﬁsidérablement sim-
plifié cette partie de la démonstration (méme par rapport a [2])
nous avons éliminé tous les développements de Puiseux et les pénibles
"main lemmas 1,2" (7.17 et 7.18 de [2]) sont remplacés par des résul-
tats plus faciles (voir le paragraphe 6).

I1 serait encore mieux de démontrer le théoreme I suivant
le schéma de la démonstration d'Angermuller du théoreéme I, c'est-a-
dire sans "passer par 1'infini'. Nous n'avons pas été capable de mener
cette idée de démonstration a terme 3 la difficulté essentielle est
que les inégalités vont dans le mauvais sens, et la suite © ,-..,6n
n'est pas nécessairement croissante.

Un résultat de Delorme [5] implique que tout semi-groupe |
satisfaisant a la propriété <:> des théoremes est d'intersection com-
plete, i.e. que 1'anneau k[t%], a€'l eni d'intersection compléte ;

comme cette propriété est strictement plus forte que celle d'étre
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symétrique, on obtient des courbes affines d'intersection complete

qui ne sont pas planes (une autre méthode pour obtenir de tels exem-
ples est donnée par Sathaye [8]). D'autre part Sathaye donne un exem-
ple de courbe C affine et lisse avec un seul point a l'infini tel que
le semi-groupe a 1'infini satisfait aux conditions nécessaires du théo-
reme I, mais telle que C ne soit pas plane. Finalement il annonce sans

démonstration le théoreme d'existence suivant

Théoreme : Soit l' un semi-groupe de N satisfaisant aux conditions
du théoreme I. Alors il existe une courbe plane C avec une seule place

a 1'infini, telle que ! soit le semi-groupe a 1'infini.

Ce résultat est en caractéristique O une conséquence facile
d'un résultat de [7], et d'une construction de Teissier [9]. Nous le
démontrons au paragraphe 7. Remarquons que le résultat annoncé par
Sathaye est légerement plus général : il suffit de supposer que la

caractéristique du corps de base ne divise pas le p.g.c.d. de 60 et 61.

Notations : IN désigne les nombres naturels ; le signe := indique une

définition.

2. DEUX PROPOSITIONS (d'apres [2], §1,2).

1. Soit dlz d2,...,dh+1= 1 une suite décroissante d'entiers na-
turels telle que di divise di—l pour tout 1.»Posons ni= di/di+1’
1<i<h et
h+1 ;
M:{(al,...,ah+1)61N ,ai<ni,1315h}
Proposition 1 : Soient R un anneau et GiE R[Y], 1<i<h+1, un poly-

B
nome unitaire de degré dl/di . Pour tout a& M, posons s IJ Gil

Alors les {Ga}aEM forment une base de R[Y] en tant que R-module.

Lemme 1 : Tout entier naturel a plus petit que d1 s'écrit de fagon
h

unique a= a; d1/di-

i=1



Lemme 2 : Soit ro,...,rn une suite d'entiers telle que ro£ 0 et

di::p-g-c-d-(ro,...,ri_l), 1<i<h+1. Alors pour tout a€ Z la con-
h

gruence a= Y a.r, mod r , avec 0<a,<n,, 1<i<h a une solution
jo1 11 o i i

unique.

Démontrons d'abord le lemme 2, par récurrence sur h. Si h=0,

on ar = 1 et il n'y a rien a démontrer. Puisque ry et n, sont premiers

entre eux, on peut écrire a= ahrh+ra‘nh avec 0< ah<1}1. Appliquons
1'hypothese de récurrence a a' par rapport a la suite
ro/nh’rl/nh""’rh—l/nh : on a une écriture unique
h-1
a'= ¥ a. r,/n,_ modulor /n,, O<a.<n.. Il suffit alors de multi-
i1 h o] h i i

i=1

plier par n, pour obtenir le résultat pour a.

h

L'existence d'une solution dans le lemme 1 est évidente ;
1'unicité peut eétre démontrée soit directement, soit a partir du lemme 2

en posant r, = dl/d

h+1-i °
La proposition 1 est un corollaire immédiat du lemme 1 : en
effet le lemme 1 implique que les degrés en Y des Ga, a€ M sont tous

distincts ; de plus tous les degrés sont atteints.

b8 Supposons maintenant que R est soit k[X] (cas affine), soit
k[[X]] (cas algébro¥de), K son corps de fractions et que v est la valua-
tion a 1'infini de K si K=k(X) ou la valuation a 1l'origine de K si
K=k((X)). Supposons de plus que v n'a qu'une seule extension v a

(
K(y)/(G

Posons roz'v(x) et r. = V(gi), 1<i<h. (Les lettres minuscules dénotent

), ou les G, satisfont aux hypotheses de la proposition 1.

1'image dans A::R[Y]/(Gh+1) de 1'é1ément de R[Y] noté par la majuscule

correspondante.) Comme v n'a qu'une seule extension a K(Y)/Gh+1, on
voit facilement que lrolz dl'

Faisons 1'hypothese essentielle
(3) di = p.g.c.d.(ro,...,ri_i) 2=1i<h+1
Proposition 2 : Avec les hypotheéses ci-dessus, 1 = {v(f),f€ A} est
engendré par LR PEREERE N et pour tout iz=1, n,r. appartient au semi-

groupe engendré par T ,a...,r. 1°
0 i-



i

(On rappelle que A::R[Y]/(Gh+1).)

Démonstration : Soit ﬁ::{(a1,...,ah)6 mh | ai<fni} . La proposition

M, forment une base de A::RﬂY]/(Gh'

+1) en

a,
1 montre que les ga:-TT-gil, ac
tant que R-module.

Un élément quelconque f de A s'écrit donc

Pour tout c€R on a v(c) = ar , aO:zO. Donc la valuation de

h
cg est ¥ a.,r,, 0<a , 0<a,<n,, 1<i<h. Mais les valuations des
. ii o i i
i=0
caga sont toutes distinctes (lemme 2) ; donc il existe un ac M tel que

v(f) = V(Ca ), et I est engendré par T see-sTy, ce qui démontre 1la

premiere partie de la proposition. N

Pour la derniere assertion, posons f = gee. On a donc
o h
vig ") = £ a,r O<a , O<a.<n,, 1<i<h .
_ o i i

Or v(gee)z nr_ - Soit e' le plus grand i tel que ai£ 0. Nous allons
montrer que e' <e, ce qui terminera la démonstration. En effet, suppo-

sons que e' >e. Ecrivons

e'-1
n r - X a, r. = a , r .
i=0

Le coté gauche est congru a O modulo de' (puisque e' 2e). D'autre part

le p.g.c-d. de ro, et d , estd, - Comme d , =n_,d ceci implique

|+1 e'

e'< Moo

' e'+1’

. Comme O<a on a a , =0, contradiction.

ue n' divise a
1 ]
e e e

On utilisera ce réesultat sous la forme suivante

Théoreme IIT : Soient R=k[X] (resp. =k[[X]]) , K son corps de frac-

tions, v la valuation a 1'infini de R (resp. 1l'unique valuation de R),
FER[Y] un polynome unitaire de degré d>0 en Y. Supposons que v admette
une seule extension v a K[Y]/F. Si on peut trouver une suite GiE R[(Y],
1<i<h, de polynomes unitaires en Y avec
i) v(gi): T ou g; est 1'image de G, dans A=R[Y]/(F) ;
ii) dng(Gi): dfdi, ou d, = p.g.c.d.(d,r-1,...,ri_1), 1= 4 = hs
iii) d, 4 i= p.g.c.d.(d,r1,-..,rh): 1, alors [ := {v(f)[fec A} est le



-7~

PEREERESN

1<i<h, n.,r, appartient au sous-groupe
ii

sous-semi-groupe engendré par v(x) := r, et r
D! i 3=
autre part, si n, di/di+1’

engendré par T ogeeesT, . (On peut donc supprimer les i pour lesquels

i-1
n,=1.)
i

3. CAS ALGEBROIDE.

Soit A 1'anneau formel d'une branche de courbe plane. On peut
donc écrire A=k[[X]][Y]/(F), F un polynome unitaire en Y de degré d
(en Y). Dire que A est 1'anneau d'une branche veut précisément dire
que la valuation v naturelle de k[[X]] a une seule extension v a A.
Nous ne supposons pas que x est un paramétre transversal de A (c'est-
a-dire que v(x) est le plus petit élément non nul de [ := {v(f)lfeal).

Nous voulons appliquer le théoreme III. Je connais deux
fagcons assez différentes de le faire, et je vais esquisser la premiere
et donner la seconde.

Pour la premiére (la démonstration '"classique'), il faut
supposer que la caractéristique de k ne divise pas d. Alors on écrit

un développement de Puiseux

i> *

On définit alors la caractéristique de A par rapport a (x,y) : c'est

la suite‘(ﬁo,al,...,ﬁh) des h+1 entiers suivants
a) B0=d :
b) B, est le plus petit entier B tel que an 0 ;
C) d2:p'g'c'd'(d361) ;

d) supposons B, et d, définis. Si d, =1, on pose h= i et on

comme le plus petit entier B tel

1
s'arrete ; autrement on définit By,

que aB;éO et BZO (d. ).

1

i+ )
Posons alors z, = 5 : a.t' et soit geE k((td))[Y] le poly-
0<i<p_

nome minimal de z, sur k((td))- Puisque le p.g.c.d. de tous les i tels
que aiﬁ 0 et i< Be est de’ g est de degré d/de en Y. Pour calculer
la valuation r de g_, on fait Y=y(t) dans ge(Y) et on calcule le

degré en t. Un calcul facile donne
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r, = (n1—1)n2... ne—lBl+ (n2—1)n3... ne_1B2-+...-+(ne_1-1)Be_1+ B

ou n, = di/di+1 comme avant, ce qui donne la formule de récurrence

(%) re:ne_1 re-—1_Be—1+Be 2<e<h .

I1 est clair que p.g.c.d.(ro,...,re_1): d, (on a posé d:= d1:: ro), et

-l 1 5 on peut donc appliquer le théoreme III, ce qui donne immédia-
tement le théoreme II, sauf 1'assertion (:) , en faisant 61: r, - Pour

(:) on utilise (%) ci-dessus : par définition des B, Be_]<iBe pour

2<e<h j; donc
n r <r . c.q-f.d.

La seconde démonstration du théoreme II, due a Angermuller
[3], ne requiert pas de restriction sur la caractéristique. Elle est
un peu plus longue que la précédente, mais méme en caractéristique O
elle est agréable en ce qu'elle ne fait pas appel aux développements

de Puiseux.

Faisons d'abord quelques rappels sur les sous-semi-groupes
de IN. Soit G un tel semi-groupe et d un élément quelconque non nul

de G. L'ensemble A, :={min(GNk+ dN)|lk=0,1,...,d-1} a d éléments

d
qu'on range en ordre croissant 0= ao<'a1< ---<:ad_1- On appelle 1la
suite a seeeady g la suite d'Apéry de G par rapport a d. On dira que
la suite d'Apéry de G par rapport a d croit fortement si aiavajs ai+j

pour toutes les valeurs pour lesquelles les trois quantités sont
définies.
D'autre part, étant donné un sous-semi-groupe G de IN et

d€ G, d£0, on définit une suite T sees,T comme suit

i) ro=d;

ii) r, est le plus petit élément non nul de G tel que r, n'est

pas divisible par r . Posons d,= p.g-c-d-(ro,rl) :
iii) supposons que r, et di+1 sont définis. Si di+1: 1, on pose
h=1i et on s'arrete. Sinon on définit r., , comme le plus petit élé-

ne soit pas divisible par di+ . Défi-

ment non nul de G tel que r,
i+1 1
nissons alors d, ,= p.g.c.d.(di+1,ri+1)-
Posons n, = d/di+1’ 1<1ic<h.
1<ic<h.

Remarquons que riE Ad’



Proposition 1 : Les conditions suivantes sont équivalentes
(1) a sreeady

(2) pour O< si<ini, 1<i<h on a

croit fortement ;

a
Zsi d/di

De plus r, ,>n.r., 1<1i<h.
i+ iti

1
(La condition 2 implique que les r, engendrent G, puisque
d et les a; engendrent : utiliser le lemme 1 du ¥ 2.
Nous ne démontrerons que 1l'implication 1) = 2), la seule dont
nous nous servirons j; pour 2) = 1) voir [3], Satz 2. Il suffit de dé-

montrer le lemme suivant

Lemme : a) Soit e un entier 1<e<h. Si T =a4/q 7 1<k<e, alors
k
e -
a. = Y s, T , 0<s <n
Zsk d/dk ko1 k "k k k
= <k <h.
b) T =aq/q » Pour 1<k<h
k
e
Preuve : a). On procede par récurrence sur m= 3 Skd/dk y pour
k=1 ;

m=0 le résultat est clair. Supposons 1'assertion vérifiée pour tout

entier < m. Par hypothese (les a, croissent fortement) on a

s, r. = 2SS _a < a =
k k k d/dk Zskd/dk m

Choisissons s<m tel que Zsk.rkE a_ modulo d-3 on a donc
r <a , et il suffit de montrer que s>m. Par le lemme 1 du

k k m
§ 2 on peut écrire (puisque s<d)

a =1os
S

h
s = ¥ t, d/d

- k k
Supposons que s<m : alors tk::O pour k=e+1,...,h : en effet si L>e
e
d/d, = n, d/de > .Z (ni-i) d/di > m
i=1
- 1 2 e " . o —
Par 1'hypothese de recurrence a_= Ltk_rk. Donc Ztk,rk_'zsk_rk modulo d,

S
ce qui contredit le lemme 2 du § 2. Donc s=m, et on a gagné.
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b). Par définition r =a,- Supposons 1'assertion vérifiée

pour tout k<e<h. L'égalité (obtenue par télescopage)

e
) (nk— 1) d/dk = d/de+1- 1
k=1
donne avec a)
r > a - 1.
e+1 d/de+1
Supposons que re+1:>ad/d et obtenons une contradiction. Par le lemme
e+l
h
2 du § 2, la congruence" as7d = T s T modulo d, O< sk<nk a une
e+l k=1

solution unique. Soit f le plus grand k tel que skf 0. Alors fze+l

sinon, par a) ITs et a mod d, ce qui

r.B Ea = a
k k Zskd/dk d/de+1 Zskd/dk

est une contradiction. Donc f>e+1 3 mais ceci implique que ad/d
e+1

n'est pas divisible par de ce qui est une contradiction puisque

+1?

re+1>'ad/de+1. La démonstration du lemme, et donc aussi de la propo-

sition 1, est terminée.

Revenons aux hypotheses du début du paragraphe, et posons

i

M.= % k[[x]]yk. On a k[[x]]=M cM c...CM = A. On prend pour G
i o o= 1= - d-1

le semi-groupe ' et pour d, v(x).

Proposition 2 (Angermuller [3] Satz 3) : {ai}='V(Mi_14-y1)\ V(Mi—l)’

1<i<d-1 et la suite a, croit fortement.

Preuve : Puisque les yo,...,yd—1 sont linéairement indépendants
sur k[[x]], on voit facilement que V(Mi_14-yl)§\ﬂhg). Soit f, un

élément de Mi— 4—y1 tel que v(fi)E V(Mi)’ 1<i<d-1. Posons fO: 1.

1
i+]j _

i+j—14_y , on a fifj_ fi+j+-m, m € Mi+j—1'

On a, soit m=0, soit v(m):-v(fifj). Donc

Puisque f . f. €M
13

(*) v(f. .) = v(f.)+v(f.)
l‘l'J 1 J

Supposons que pour 0<i< j<d-1, on ait V(fi)E v(fj) mod d. Alors il
existe m€ Z tel que v(fj): v(fi)+-md et (¥) implique que m=>= 0. Donc

V(fj): v(fi)4>v(xm);:v(xmfi). Mais xmfi6 Mj+ ce qui contredit la

19
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définition de fj-
Donc les résidus des V(fi) mod d sont distincts. Montrons

pour terminer que

i
(%) v(M, \ {0}) = U (v(f )+ dN)
i k
k=0
C'est évident pour i =0 ; supposons que nous l'avons démontré pour
tout i <e. Prenons donc m¢ Me’ m#ZO. On peut 1'écrire m=m' + afe,

ac k[[x]], m'€ Me Par 1'hypothese de récurrence v(m') £ v(afe)

calculer le résidu1mod d des deux cotés. Donc V(m)::min(v(m'),v(afe)),
ce qui donne le résultat voulu.

Ceci montre que ai::v(fi), ce qui grace a (¥*) termine la
démonstration de la proposition.

On est maintenant en mesure d'appliquer le théoreme III. On

prend pour G, 1'unique relevement de f dans k[ [X]][Y] de degré en Y

d/di
< d. La proposition 2 montre que Gi est unitaire de degré d/di en Y.
La proposition 1 montre que v(gi)::ri, ce qui permet d'appliquer le
théoreme IT. La partie 2) de cette méme proposition donne ri+1>niri 3

on a ainsi démontré toutes les assertions du théoreme II.

Remarque : La démonstration d'Angermuller permet d'obtenir le théo-
reme II sans passer par le théoreme III : en effet, la partie 2) de la

proposition 1 montre que les r, engendrent ['. Il reste seulement a
montrer que niri appartient au semi-groupe engendré par ro,...,ri g

Le lemme 2 du § 2 montre qu'on a une congruence
h
n, r. = 3 s.r. modd , 0<s.<n. .
_ J J J J

Par le méme argument que dans la démonstration de la proposition 2

du § 2 on voit qu'on peut prendre sj: O pour j>i. On a donc

i-1
n1 r1 = a0 PO-F 2 SsS. r ’
j=1 I
et il suffit de montrer que aO:ZO.
i-1 i-1
Mais r s, r.s<s % (n,-1)r,
j=t 3 3 521 d

Comme n.r.<r,
J J Jt



i-1 i-1
s (n.-1)r. < v (r -r.) =r. -1 .
j=1 J j=1 +1 J i 1
Donc n. r,. <a r +r.-r
i 1 o o 1 1
(n. -1)r.+r, <a r
i 1 o o
et comme n, 2 1, a =z o , c.q.f.d.

On peut donc se passer du théoreme III dans le cas algébrofde
(essentiellement grace aux inégalités ai4—ajs ai+3) 3 malheureusement
ce théoreme semble essentiel dans le cas affine.

4. LE CAS AFFINE : REDUCTION DU PROBLEME.

~

Rappelons les hypotheses : C est une courbe propre, irréduc-
tible, P un point lisse de E, et C::E-—P. On note v la valuation asso-
ciée au point P, et A 1'anneau affine de C. On suppose que A est engen-
dré sur le corps de base k, par deux éléments x et y tel que p:=car. k
ne divise pas le p.g.c.d. de v(x) et v(y).

Posons v(x) = -m, v(y) = -n. I1 est évident que quitte a faire
des changements de variables de la forme xk x+ P(y), yw»y, on peut
supposer que n<m, ntmet p‘f’m.

(2]
Ce choix de coordonnées X et Y sur A° ayant été fait, compac-

tifions£A2 dans Pz de la fag¢on habituelle, en prenant pour coordonnées

k k
homogenes sur P2 : XO, Xl’ X2, le mi qu'on considere est 1'ouvert X2£ 0
X X,
et onaX:Yg,Yzi—.
2 2

Soit F(X,Y) le polynome unitaire définissant la courbe C. Son
polynome homogeéne de plus haut degré est réduit a Y". Soit C la cloture
de C dans le P2 considéré plus haut. C rencontre la droite a 1'infini
X2= 0 en un seul point Q, le point X1=_O. I1 se peut que C ggit singu-
lier en ce point ; de toute fagon il est unibranche puisque C est la

résolution de C en ce point.

Pour couvrir C il suffit de prendre la seconde carte XO£ 0 3

posons U= . Oubliant les coordonnées homogenes, on a

xl >
o

Y::% . Soit HE k[U,W] le polyndme définissant C dans 1'ouvert
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Xo£ 0, soit
T' T

H(U,w) = u" F(1 w)

Soit G(U,W) € k[U][W] un polynome en N a coefficients dans k[U],

unitaire et de degré d. Posons o(G) € k(X)[Y] le polynome unitaire en Y,

|

Remarque : Si G était de degré total d, o serait simplement le chan-

de degré d défini par

| e

)

| =

s(6) = x9 G(

gement de carte ordinaire pour les sections de & 2(d)-
P

Nous avons vu que H(U,W) = O définit une branche algébrique.
Par les résultats du paragraphe précédent nous pouvons lui appliquer
le théoreme ITI du § 2 (on pose X=U, Y=W) : il existe donc une suite
de polynomes unitaires Gl""’Gh’Gh+1= H dans k[[U]][W] avec les pro-
priétés suivantes

i) v(gi): r. ou v est la valuation de la branche et g; est 1'image

de G, dans B= k{[U]]J[wW]/(H).

Posons di:: p-g-c.d.(m,r "’ri—l) 1<i<h. Alors

11°
ii) le degré en W de Gi est dl/di , 1<i<h ;
iii) dp,q=1-
I1 est clair qu'en tronquant Gi en une puissance suffisamment grande
en U on peut supposer que G, € k[U,W] sans affecter i), ii) ou iii).

Considérons les éléments Fi(X,Y)z O(Gi)- FiE k(X)[Y], et on a

o

i) v(f,)=r, -2:-s., 1<si<h, od f. est 1'image de F. dans
R i di i i 1
k(X)[Y]/(F) .,
ii) 1le degré en Y de Fi est d1/di , 1<si<h
iii) dh+1: 1.

Comme il est clair que di: p-g-c.d.(m,s e Sy ), on

voit que 1'on serait en mesure d'utiliser le théoreme ;II (cas ;ffine)
si l'on savait que les F‘i sont dans k[X,Y], et pas seulement dans
k(X)[Y]. Le reste de la démonstration consiste donc a montrer qu'on
peut transformer lies F‘i en nouveaux Fi unitaires en Y, de méme degre

et méme valuation, mais dans k[X][Y]. On applique alors le théoreme III

qui donne immédiatement toutes les assertions du théoreme I sauf (:) 5

en posant éi: -S, - Mais au paragraphe précédent on a vu que



-14-

n, r. <r, 1<ic<h-1
i1 i+1
2
Puisque s. =T s
i i a., ’
* 2
n.m 2
n., s. =n; r, - - <r e = s
i Ti 7 iTi d. i+1  d. S o |
i i+1
= - > .q-f-d-.
et comme 61 S:o on a niéi 6i+1’ c.q.f.d
Remarque : Dire que Fié k[X,Y] revient a dire qu'on peut choisir

G, € k[U,W] de degré total di/di , et pas seulement de degré dl/di
en W. Ceci n'est vrai que si 1'on suppose que la caractéristique de
k ne divise pas m. En effet, prenons la branche, en caractéristique 3,

paramétrée par U= sg, W= s34-58. Donc m=9 ; 1'équation de la branche

est H(U,w)=w9—U3-U8.
Alors h=3 et on peut prendre
G (U,W) =W , Gy = w_uAwe-u
et donc V(gl)z 3, v(gz): 59. Un calcul facile montre qu'il n'existe
aucun polynﬁme en U et W de degré total < 3 de valuation 29. Donc la
méthode de démonstration s'effondre pour la courbe F=o(H) = Yg—-XG- X.
Cet exemple provient de [2], 9.12, ou 1l'on fabrique de tels exemples

en toute caractéristique.

5. TRANSFORMATIONS DE TSCHIRNHAUSEN (D'APRES ABHYANKAR) .

On résume rapidement le paragraphe 3 de [2]. Soient R un
anneau, G¢ R[Y) un polyname unitaire de degré e, F un polyname unitaire
de degré n divisible par e- Posons d=n/e. Ecrivons la division de F

par G

ou CiE R[Y] satisfait

(1) deg Ci < e = deg G
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Abhyankar appelle Cd—1 le coefficient de Tschirnhausen de G par rapport

a F. On le notera CF(G) lorsqu'on voudra exhiber la dépendance sur F

et G.

Supposons que d est inversible dans R. La transformation de

Tschirnhausen de G par rapport a F, noté TF(G) est

_ -1
rp(G) = G+ad  CL(G)
Remarque : TF(G) est unitaire de degré e. D'autre part, comme il
est clair que Cd—1 Gd_j est le terme de plus haut degré de
d-1
> C. G., on a
i 101
s 3 3 d
(2) ¢ := deg CF(G) = deg(F-G )-(d-1)e .
Lemme : i) si CF(G): 0, CF(TF(G)): 0 (évident) ;
ii) si CF(G);éO, deg CF(TF(G))<deg CF(G).
Démonstration du ii) : Posons H::TF(G). On a

g% e g% CF(G)G,d“1 +E

ou K consiste en les autres termes de 1'expansion du binome

Ge«d_jcp(G). Donc, puisque c := deg CF(G),

(3) deg K < 2¢+ (d-2)e < c+(d-1)e , d'apres (1)
d-2
Mais F-H%=F-6%-c (0)6"'-k= £ C, G -K. On a
F . i 1
i=0
d-2 .
(4) deg (£ C. G') < (d-1)e , d'apres (1),
i=0 T
donc deg(F—-Hd) < ¢+ (d-1)e par (3) et (4).

D'apres la remarque précédent le lemme, deg(CF(TF(G))): deg(F-—Hd),

et on a donc gagné.

Corollaire : Si on itere la transformation de Tschirnhausen j=e

fois, ce qu'on note (TF)J(G), alors CF((TF)J(G)): 0.
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Proposition : Les conditions suivantes sont équivalentes
i) deyF—Gd)<n—e:(d—1)e :
11) CF(G)=O.

i) = ii) par 1'égalité (2) ; ii) = i) par 1l'inégalité (4).

Définition : Soient FER[Y] un polynome unitaire de degré n, d un
entier positif divisant n. Un élément GE€ R[Y] de degré e =n/d est une

racine approchée d-ieme de F (par rapport a Y) si G satisfait aux con-

ditions de la proposition.

Théoreme : Soient FE€ R[Y] unitaire de degré n, d un entier positif
divisant n et inversible dans R. Alors il existe une unique racine

approchée d-ieme de F par rapport a Y.

Preuve : L'existence est claire par le corollaire. Pour l'unicité
supposons que G et H sont tous deux des racines approchées d-iemes

de F. Alors

deg(F-Gd) < n-e
= deg(Gd-—Hd) <n-e
deg(F - Hd) <n-e

Mais ¢d-md - (a-m(Q ' v

i+j=d-1
et comme G et H sont unitaires de degré e, et d est divisible dans R,
z G' HJ) est le degré (d-1)e=n-e. On a donc nécessairement G=H.
i+j=d-1 ‘
Corollaire : Soit i : RS S une inclusion d'anneaux, F&€ R[Y] unitaire
de degré n. Soit d un entier positif divisant n et inversible dans R.
Si G€ S(Y) est la racine approchée d-ieme de F considérée comme élément

de S[Y], alors GE R[Y].

Evident par 1l'unicité de G et le fait que la définition ne

fait pas intervenir 1'anneau des coefficients.

Exercice : Soient H, G et F des polynomes unitaires de R[Y] de degrés
c, cd et cde respectivement, ou ¢, d, e sont des entiers positifs tels

que de soit inversible dans R. Alors si H est la racine approchée d-ieme
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de G, et G la racine approchée e-ieme de F, H est la racine approchée

de-ieme de F.

Généralisation facile du théoreme.

6. LE CAS AFFINE : FIN DE LA DEMONSTRATION.

Reprenons les notations du § 4 : F(X,Y) € k[X,Y] est 1'équation
d'une courbe affine avec une place a 1'infini 5 F est de degré total m.

D'autre part nous avons trouvé des FiE k(X)[Y], 1<i<h avec

i) v(f.)=s, , 1<i<h ;
i i
ii) le degré en Y de Fi est m/di, ou d, = p.g.c.d-(m,sj,...,si_l).
Au § 4 nous avons vu que nisi<:si+l’ ou n, = di/di+1 .« Nous

voulons montrer que nous pouvons remplacer les Fi par une suite d'élé-
ments de k[X,Y] ayant les mémes deux propriétés. On le fait par récur-
rence descendante sur i. F= Fi.q€ k[X,Y] par hypothése, ce qui permet
de commencer la récurrence.

Supposons donc que Fe+16 k[X,Y]. Divisons Fe+1 par Fe

e 5

(%) F -F %+ ¢ ¢ F' |
s 1 e
i=0

C; € K(X)[Y] de degré < m/de en Y. La proposition 1.du § 2 montre que
tout CE€ k(X)[Y] de degré < m/de s'écrit

6 = E c F* , ¢ ek(x) ,
acN @ a
e

~ T _ P
ou he__{(al,...,ae

, .
) € Ne—l | a.<n.} et F*= ! l F.l, a€N , et donc
-1 i i i i e

par la proposition 2 du § 2, v(c)=0 (de)-

i
=1 . «eTsCalos o = =d /d
Donc v(ci fe) is_mod de Comme p.g.c.d (Se'de) de et n, e/

+1 e+1’

les valuations v(ci f;), OS:i<IH} sont toutes distinctes. D'autre

n

part v(f ) =n s =0 (d ). Mais v(f )= s >n_ s , comme on a vu
e e e e e

e+1 e+1 e
au § 4, d'ou 1'on voit que du co6té droit de (%) la valuation la plus

basse doit eétre atteinte par deux termes au moins. La congruence
n

y i A e
modulo de montre que ces deux termes ne peuvent eétre que Fe et CO.
Donc
n -1 n

e
= V(Cne_i)%~(ne— 1)Se>>v(fe ) = n, s

€
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ce qui implique que

Remplagons Fe par la transformation de Tschirnhausen
(F ) = Fe+ n;1+ n_lc . (On utilise ici 1'hypothese que la carac-

T
e n -1
e

e+1
téristique p ne divise pas m.) Il est clair que Tp (Fe) a le méme
e+1

, . A .
degré en Y que Fe, et nous venons de voir qu'elle a la meme valuation,

donc i) et ii) sont encore vérifiés pour T, (Fe). Les résultats du
e+1
paragraphe précédent montrent alors que nous pouvons supposer que Fe

est la racine approchée de Fe+1 : il suffit d'itérer T un nombre
e+1

suffisant de fois. Le corollaire du théoreme du § 5 montre que
F € k[X][Y], puisque par hypothese de récurrence Fe+1E k[X][Y]. Ceci

termine la démonstration.

Remarque : L'exercice du 5 montre que les nouveaux F, sont les
Delel Yt q i

racines approchées de F = Fn+1’ et donc sont uniquement déterminées.

7. LE THEOREME D'EXISTENCE.

Nous allons démontrer le théoreme suivant, déja énoncé dans

1'introduction. Nous supposons le corps de base de caractéristique O.

Théoréme : Soit I' un semi-groupe de N tel qu'il existe une suite
d'entiers 60,...,6h engendrant [' et satisfaisant aux conditions (:) i
(:) et (:) du théoreme I de 1'introduction. Alors il existe une courbe
C lisse et plane avec une seule place a 1'infini telle que [ soit son

semi-groupe a 1'infini.

Considérons 1'anneau gradué B:= k[t®], a€ . On peut engen-
5.

', 0<is<h(en général les X, ne forment

drer B par les éléments Xi: t
pas un systeme minimal de générateurs). La condition (:) implique que

B est d'intersection compléte, d'apres [5] ; de plus si

i-1
n. .= ¥ a,. 5., 1<i<h, a,. positifs, les équations de B s'écrivent
1 1] ] 1]
i=0
n i-1 oy
F, :xil-l [x') -0 , 1<i<h .

e
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Ces équations sont homogenes pour la graduation qui affecte Xi du
poids éi. Le poids de Fi est niéi. Déformons B au-dessus de k[t,sj

de facon que les équations de la déformation soient

et F. +s =0 .

Pour t £ 0 ces équations définissant une hypersurface dans

2
Ak,
la courbe devient alors

car on peut successivement éliminer X2,X3,...,Xh. L'éqguation de

Fh(xo,xj,xz(xo,x1),x3(x0,x1),...,xh(xo,xi))4-5 -0 .

Pour s générique cette courbe est lisse.
D oy S 6 : .
autre part la condition (:) niéi Oi+1 implique que cette
déformation est dans la partie négative de la déformation verselle de
la courbe monomiale Spec B (voir [7], § 13). Donc cette démonstration
s'étend par homogénéisation en une déformation de courbes propres

donnée par les équations "projectives'

LI P
Fo+tX; 9 Xhi = 0
5. 5
h ' n
F+@ X449 =0 -

(On donne a X le poids 1.)

D'agzés le théoreme 13.10 de [7] la fibre générique de cette
déformation est une courbe propre et lisse Evavec un point P qui a
pour semi-groupe l'. Par construction E\\P est une courbe affine plane
avec un seul point a 1'infini, ce qui termine la démonstration.

L'idée de cette construction provient de 1'appendice de

Teissier a [ 9] : de fagon analogue il donne 1'équation d'une branche

plane a semi-groupe donné.
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