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I NTRODUCTI ON

Soient C une courbe propre irréductible sur un corps k algé-
briquement clos de caractéristique p.quelconque, et P un point lisse
de C. On appelle C l= C- P (ou C qu'on peut reconstituer à partie de C)

une courbe avec un seul point à ttinfini. On appelle semi-groupe (de

l{eierstrass) de P Ie sous-monolde l-n (ou I , s'iI n'y a pas de confusion
possible) des nombres naturels IN, défini comme suit :

I:= [ordre de pôle en P des fonctions méromorphes ",r" î nrayant des

pôtes qu'en PJ.

Si vn est Ia valuation associée au point P et si A est lranneau affine
de C, on a bien sûr I'= [-vo(a) la€ AJ.

Les entiers naturels qui ne sont pas dans f s'appellent les
lacunes de I'. Ils sont en nombre fini égal à g, le genre (arithmétique)
--:-
de C, comme on Ie voit facilement en applicluant Riemann-Roch.

Supposons de plus que C peut être ptonsé Aans Af,

dit, it existe x et y€ A tels que A=tr[xry]. On appelle C

plane avec une seule place à f infini.
onsepropoSederépondreà1aquestionsuivante:-W

les sous-monoldes G cle IN tels qutil existe une courbe plane (Crp) avec

une seule place à lrinfini de semi-groupe G. On appelle un tel G un

semi-groupe (de Weierstrass) plan. On peut ausSi se demander, étant
donné un te1 G, quels sont les genres géométriques possibles des
(c,p) tels que G=f. (Comme on a vu plus haut Ie genre arithmétique de

È ".t donné par G.) Cette dernière question, due à Abhyankar (voir [8])
semble encore ouverte.

Remarquons à ce propos quron ne sait pas caractériser les G

tels quril existe une courbe (Crp) lisse (on ne suppose plus C plane)
avec G = I'p . Des résultats partiels sont donnés dans [7] § ff et
[+], rrr"

Si on demande seulement que C soit une intersection complète
avec une seule place à ttinfini, on a le critère suivant, conséquence
facile du théorème de Murthy-Towber (ex-conjecture de Serre en dimen-
. -\STON J,l :

. Autrement
une courbe
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lhrâogème (Sattraye Ig] ) : C est une intersection complète si et seule-
ment si I' est un semi*groupe symétrique.

En effetr par le théorème de Murthy-Towber te point P doit
âtre Ie support drun diviseur canonique ; par Ie théorème de Riemann-
Roch on voit facilement que cela implique que f est symétrique.

Rappelons qur on dit qutun sous-monollde H de IN est symétri-
que sril existe un entier c, appelé Ie conducteur, tel que si a( Ht
alors c-7-a/H. c est alors évidemment 2 fois Ie nombre de lacunes,
donc dans Ie cas de I', c = 29. On dit aussi parfois que H est Gorenstein,
puisque lranneau rtmonomialtt k[ta], a€ H, est Gorenstein <+ H symétrique
(voir IO] pour les résultats concernant ces anneaux).

Revenons à Ia question posée plus haut. Nous allons démontrer
Ie théorème suivant :

Théorème I (Abtryankar-Moh [1]) : Soit A=k[*,y.] Iranneau affine drune
courbe ayant une seule place v à lrinfini. Posons n= -v(x), m= -v(y)
et supposons que p- car. k ne divise pas à ta fois n et m. Alorsr si f
est Ie semi-groupe du point à Itinfini, iI existe un entier h, et une
suite dtentiers ôor..r,ôn€ f engendrant I tels que :

@ posons di = p.g.c.d(ôo,:..,ô. -1) pour 1 < i < h+1 et .i = di /Ur*r,
1<i<h. Alors dh*1=1 et n.)1 pour 2<i<h.
.iôi appartient au sous-groupe engendré par ôor...rô.-, pour
1< i < h.

@ ô. < ôi_1 ni_1 pour i = 2r. . . ,h.

Ce théorème est à rapprocher du théorème plus connu :

Théorème II (Azevedo-Moh-Angermuller) : Soit A I'anneau Iocal formel
drune branche de courbe plane sur k. Donc Itidéal maximal de Â est
engendré par 2 éIéments x et y. Soit T=k[[t]] Ia normalisation de Â

et v Ia valuation induite par i ; v(f) = ordre de f en t. Soit I. Ie
semi-groupe des valeurs de 4., c'est-à-dire I"= [v(a)la€A].
Alors i1 existe un entier h et une suite croissante drentiers

ôn€ I engendrant I' de façpn minimale tels que les conditions
et @ du théorème r soient encore satisfaites et que :

ô oo
@ ôi, ôi_t ni_t i = 2s...,h.
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Dans re théorème rr, aucune hypothèse n'est faite sur ra ca_ractéristique de k ; je ne sais pas si re théorème r est encore vrailorsque p divise n et m- Drautre part dans rr, h et res ô. sont unique_ment déterminés, ce qui nrest pas le cas dans f.

Les deux théoràmes reposent sur une base commune, qui est
énoncée au paragraphe z (ttréorème rrr: nous reproduisons ici sans
changement la démonstration drAbhyanka" [2], § 7 et 2). La méthoderrcrassiquerr de terminer la démonstration du théorème rr (ir fautfaire une restriction sur la caractéristique) est de passer par le
développement de Puiseux de 1a branche : nous esquissons cette démons-tration au paragraphe 3, puis nous donnons la démonstration drAnger-muller [3] valable en toute caractéristique.

Lridée d'Abhyankar et Moh de la démonstration du th6orènne r(une version nettement prus lisibte de reur démonstration se trouve
dans [2-i I toutes les références que nous ferons seront à la version
simplifiée) est ra suivante : on compactifi" a2 en p2 et on apperlecr la clôture cre c dans p2. par hypothèse cr\ c consiste en un point
Q, qui peut être singurier, mais unibranche. on peut donc appriquer le
théorème fI au complété formel de C, en e. Il s,agit ensuite cle tra_duire lesr:enseignements locaux obtenus à ttinfini en des renseignements
globaux sur c' La très berle idée drÀbhyankar et de Moh pour effectuer
ce passage consiste à utitiser des transformations de Tschirnhausen inous avons conservé cette idée, mais nous avons considérablement sim-plifié cette partie de Ia démonstration (même par rapport à [2]) :
nous avons élirniné tous res développements de puiseux et res péniblesffmain lenmas 1r2rr (z-tz et 7-18 de tz]) sont rempracés par des résur-tats plus faciles (voir le paragraphe 6).

rl serait encore mieux de démontrer Ie théorème r suivant
1e schéma de la démonstration drAngermulrer du théorème r, c,est_à_dire sans rrpasser par I'infinir. Nous nravons pas été capable de menercette idée rle démonstration à terme; 1â difficulté essentierre estque les inégarités vont dans re mauvais sens, et r.a suite ôor... rôr,nrest pas nécessairement croissante.

un résurtat de Derorme [s] imptique que tout semi-groupe I.sati'sfaisant à ta propriété @ des théorèmes est drintersection com-p1ète, i.e. que I'anneau kItu]r a€ 1' est d'intersection complète ;
comme cette propriété est strictement prus forte que cerle d,être
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symétrique, on obtient des courbes affines drintersection complète
qui ne sont pâs planes (une autre méthode pour obtenir de tels exem-
ples est donnée par Sathaye [g]). Drautre part Sathaye donne un exem-
ple de courbe C affine et lisse avec un seul point à ltinfini tel que

le semi-groupe à t'infini satisfait aux conditions nécessaires du théo-
rème I, mais telle que C ne soit pas p1ane. Finalement iI annonce sans
démonstration le théorème drexistence suivant :

Théorème : Soit i" un
du théorème I. Alors il
à t'infini, telre que i'

semi-groupe de IN satisfaisant aux conditions
existe une courbe plane C avec une seule place
soit Ie semi-groupe à trinfini.

Ce résultat est en caractéristique O une conséquence facile
drun résultat de lZf.- et drune construction de Teissier [g]. Nous Ie
démontrons au paragraphe 7. Remarquons que le résultat annoncé par
Sathaye est légèrement plus général: it suffit de supposer que Ia
caractéristique du corps de base ne divise pas Ie p.g.c.d. de ôo et ôr.

Notati ons IN désigne les nombres naturels I Ie signe : = indique une
définition.

o DEUX PROPOSITIONS ( d'après I Z] , §r, Z) .

1. Soit d, = d.r... rdh*, - 1 une suite décroissante drentiers na-
turels telle que d. divise d. -1 pour tout i. Posons .i = di /di*r,
1<i<h et

M_

Proposition 1 z

nôme unitaire de

Alors res Icaj! _ .a€M

Lemme 7 Tout entier

[(.r,...râh+r) e wh*1 | .i( ri r 1 < i < h]

Soient R un anneau et G. € R[Y], 1 S i 3 h+1, un poly-

degré d7/di. Pour tout a€M, posons a"=T oit
forment une base de R[Y] en tant que R-module.

h
unique a= X "i d.t/d..

i=1

naturel a plus petit que d, s'écrit de façon
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Lemme 2 : Soit "or...rrn une suite d'entiers telle que ro/O et
di = p.g.c.d.(ro "i_f), 73 i <h+1. Alors pour tout aeT, Ia con-

h
gruence a= X a.r. modr, avec O<a.(n,, 1<i<h aune solutionI r o' I r'1= I
uni que.

Dérnontrons drabord le lemme 2, par recurrence sur h. Si h= O,

on a ro= 1 et iI nry a rien à dômontrer. Puisque rh et nn sont premùers
entre eux, on peut écrire a= anrn+ arnn avec O< an(rn. Appliquons
I'hypothèse de récurrence à a' par rapport à la suite
,o/nhrr7/nh ,n_t/nn : on a une écriture unique

h-1
a'- .I_ ,i ,i/nn nodulo ,o/nh, O(.i ( ri . Il suffit alors de multi-

1= I
plier par nh pour obtenir Ie résultat pour a.

L'existence dfune solution dans le lemme 1 est évidente ;
lrunicité peut être démontrée soit directement, soit à partir du lemme 2

en posant ,i = U.r./dn*1_i .

La proposition 1 est un corollaire immédiat du lemme 7 '. en
effet te lemme 1 implique que les degrés en Y des Ga, a€ Mrsont tous
distincts ; de plus tous les degrés sont atteints.

2. Supposons maintenant que R est soit k[X] (cas affine), soit
k[[x]] (".. algébrolde)r K son corps de fractions et que î est Ia valua-
tion à lrinfini de K si K=k(X) ou Ia valuation à lrorigine de K si
K=k((x)). Supposons de plus que î n'a qu'une seule extension v à

K(Y)/(On*r), où Ies G. satisfont aux hypothèses de la proposition 1.
Posons r =v(x) et r. = v(E.). 1< i <h. (Les lettres minuscutes dénotento 1 -1
lrimage dans A = n[V.]rZ(Cn*r) ae 1'61ément de R[V] noté par la majuscule
correspondante. ) Comme i n'a qurune seule extension à K(Y),/Gh+1, on
voit facilement que lrol = ar.

Faisons I'hypothèse essentielle :

(+r) di = P.g.c.d.("o, ..r"i_1) 2si<h+1

Proposition 2 : Avec les hypothèses ci-dessus, I'=[v(f)rf e l] est
engendré par ror11r...rrh et pour tout i > 1, ri.i appartient au semi-
groupe engendré par ro "i._1 .
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(On rappelle que A=R[Y]/(ch*1).)

a.
1 montre que les ga = I I g.', a € ï',
tant que R-module.

Un élément quelconque f

a.(n.] . Laproposition11

base d.e A=R[Y]/(Gn*r) en

Démonstration :

acg e-st

le côté gauche
te p.g.c.a. de

que nr divise

Soit fr= [(ar,... ,.n) € l,lh I

forment une

de A srécrit donc

c^ga sont toutes distinctes (Iemme 2) I donc i1 existe,rr, â(f tel que
d-

v(f ) ='rr("- gt), et I" est engendré par ror...rrh, ce qui démontre I.a
première partie de la proposition. n

Pour la dernière assertion, posons t - Be . On a donc

nh
.r(g"") = . X^ "i"i O<aor O<a.(n. , 1<i<h

1=U
n

or v(* ") - ,, * . Soit er-eee
montrer que et( e, ce qui
sons que er > e. Ecrivons

Pour tout c€ R on a v(c) - a ro
h
: a.r.. O<a. O<a.(n..1<]. 1' O' 1 1'1=U

o, "o, O. Donc Ia valuation de

i < h. Mais les valuations des

i te1 que a. I O- Nous allons-I
démonstration. En effet, suppo-

^ra| = ._ C- g t
a€M

le plus grnand

terminera Ia

e I -1
r - X a. r.t i=o r 1

c €Ra

= âe' ret
e

est congru
re, et d",

âe, . Comme

à o modulo d", (puisque
uat da,*1. Comme d", =,
Oa a", a n",, orl â â"r =

et > e). Drautre part

e,de,+1, ceci imPlique
O, contradiction.
suivante :On utilisera ce résultat sous la forme

Théorème III : Soient R=k[X] (resp. =k[ix]]), K son corps de frac-
tions, I Ia valuation à I'infini de R (resp. lrunique valuation de R),
F€R[Y] un polynôme unitaire de degré d)O en Y. Supposons que I admette
une seule extension v à K[Y]/F. Si on peui trouver une suite G. €R[Y"],
1 < i < h, de polynômes unitaires en Y avec :

i) v(S.) = ri, o' gi est lrimage de G. dans A=R[Y]/(F) ;

ii) d"sy(G.) = cl7'cirr où a. = p-g.c.ti.(rt,r-1r...rri-1), 1< i <h'
iii) dh*1 ,= p.g.c.d. (d,r, rn) = 1, alors l":= [v(f ) lf € A] est 1e
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engendré par v(x) := ro
D,!=d./d. t7 1<i<h'1 1 1+I
.. rri_1 . (On peut donc

et rr:... rfh.
.i"i appartient
supprimer les i

au sous-groupe
pour lesquels

3. CAS ALGEBROIDE.

Soit A lfanneau formel drune branche de courbe p1ane. On peut
rlonc écrire Â=k[[X]]LV]/(f), F un polynôme unitaire en Y de degré d

(en Y). Dire que A est lranneau drune branche veut précisément dire
que la valuation i naturelle ae t[tx]] a une seule extension v à A.

Nous ne supposons pas que x est un paramètre transversal de A (c'est-
à-dire que v(x) est te plus petit élément non nul de l":= [v(r)lr€ AJ).

Nous voulons appliquer Ie théorème III. Je connais deux

façons assez différentes de Ie faire, et je vais esquisser la prenlière
et donner la seconde.

Pour la première (1a démonstration rrclassiquetr), i1 faut
supposer que la caractéristique de k ne divise pas d. Alors on écrit
un développement de Puiseux :

dx=t

iY - X a. t
i>o r

On définit alors la caractéristique de A par rapport à (xry) : crest
la suite (PorF1r... rFp) des h+1 entiers suivants :

a) Fo=d;
b) F, est Ie plus petit entier B tet Uue a,l O ;
c) d2=p.g.c.d.(d,P1);
d) supposons B. et di*, définis. Si di*1= 1, on pose h= i et on

s'arrête I autrement on définia gr*1 comme le plus petit entier B te1
que aD lo et 9#o (d.,,).- p 

posons "rrl:',o= [ ..ti et soia B"€ro((td))tY] re pory-'- -e o<i<B- r.

nôme minimal de z" sur k((td)).;risque Ie p.g.c.d. de tous les i tels
que a. lO eL '. F" est dur g. est de degré d/du en Y. Pour càlculer
la valuation re Uu ge, on fait V= y(t) dans g"(Y) et on calcule le
degré en t. Un calcul facile donne
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." = (nr-1)rr... r"_t9r* (nr-7).r... ne_1pz* ... + (ne_1-1)pe_1+ Be

où n. = d;,/di*t comme avant, ce qui donne la f ormule de récur.rence

(x)

11 est
d -=n+t
tement

@
2<e!

" 
= t"-1 re-r - F"-1 * P" 2<e<h

clair que p.g.c.d.(ro "._1) = d. (on a posé d r= d1 3= ro)r et
1; on peut donc appliquer le théorème fff, ce qui donne immédia-
le théorème II, sauf lrassertion @ , en faisant ôi = ri . Pour

on utilise (*) ci-dessus : par définition des B, P"_t(9" pour
h I donc

n r (re-1 e-1 e c.q.f.d.

La seconde démonstration du théorème fI, due à Angerrnuller
Ig], ne requiert pas de restriction sur la caractéristique. Elle est
un peu plus longueque la précédente, mais mêrne en caractéristique O

elle est agréable en ce qurelle ne f,ait pas appel aux développements
de Puiseux.

Faisons dtabord quelques rappels -sur les sous-semi-groupes
de IN. Soit G un tel semi-groupe et d un élément quelconque non nul
de G. Lrensemble AU:= fmin(Cnt+ dlN)lX=O,1r...rd-1j a a étéments

snite â^1...1â,, la suite dtÂpéry de G par rapport à d. On dira que
Ia suite drApéry de G par rapport à d crolt fortement si .i *.j=.i*j
pour toutes les valeurs pour lesquelles tes trois quantités sont
définies.

Drautre part, étant donné un sous-semi-groupe G de IN et
d € G, d I O, on définit une suite ro, . . . ,rh comme suit :

i) "o=d;
ii) r, est Ie plus petit éIément non nul de G te1 que r, nrest

pas divisible par ro . Posons d2 = p.g.c.d. (rorrr) i
iii) supposons que r. et d.*1 =o.t définis. Si di*1= 1, on pose

h= i et on s'arrête. Sinon on définia .i*, comme te plus petit êIé-
ment non nul de G tel que .i*1 ,. soit pas divisible p." di*1. Défi-
nissons alors di*2 = p.g.c.d. (d. *1r"i*1).

Posons ri = d/di*l, 1< i < h.
Remarquons que "i€Aa, 1si<h.
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Proposition 1 : Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) âor..-r.d_1 croït fortement I
(Z) pour O<s.(nr, 1<i<h on a

h
ax s, a'la' = ,1, =t ti

De plus "i*1).i"i, 1<i<h.

(La condition 2 implique que 1es r. engendrent G, puisque
d et les a. engendrent : uti liser Ie lemtne 1 du § 2.)

Nous ne démontrerons que lrimplication 1) = 2), la seule dont
nous nous servirons I pour 2) = 1) voir [3], SaLz 2. fl suffit de dé-
montrer Ie lemme suivant :

k=ad/do, 1(k(e, alorsLemme : a) Soit e un entier 1 < e < h- Si r

a-e>-sod'/do = ofr 
tk "k ' o<=k(tk

b) "k=.d/dor pour 1<k<h.
e

Preuve : a). on procède par réeurrence sur m=_X. sodr/do i pour
k=1

m= O Ie résultat est clair. Supposons lrassertion vêrifiée pour tout
entier ( m. Par hypothèse (1es a. croissent fortement) on a

x =k "k - x "k ua/dx = tx so tl,/du = am

Choisissons ssm tel que Xtkrk= a" nodulo d I on a donc

..=X=k"k<.m, et it suffit de montrer que s>m' Par le lemme 1 du

§ z on peut écrire (puisque s( d)

h

= = ol, tk d/dk

Suppo.sons que s(m: alors tO=O pour k=ê+1r"'rh : en effet =i '0)e
e

a/dl, = ,r. uro" , 
,r=, 

(n. - 1) a/di > m

Par I'hypothèse de récurrence as= EtOrO. Donc ItX.k= X"krO modulo d,

ce qui contredit Ie lemme 2 du § 2- Donc s= mr et on a gagné'
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b)' Par définition '7= uL' supposons 1'assertion vérifiée
pour tout k< e( h. L'ôgalité (obtenue par télescopage)

r.lr 
(no-1) d/dk= d./de+7-7

donne avec a)

t"*1 ) ad/de+7- 7'

Supposons que ""*1) ad/de*, et obtenons une contradiction' Par le lemme

h
2 du § 2, ra congruence ad/de*, = of, 

.k "k moduro d, o. =k( no a une

solution unique. Soit f Ie plus grand k tel que sOlO. Alors f>e+1 :

§inon, par a) x.k ,k = "x sk a/dt< ad/de*, = tx so d,/do mod d, ce qui

est une contradiction. Donc f à e+1 ; mais ceci implique que ad/de+1

n'est pas divisible P." d.*1, ce qui est une contradiction puisque

"e*1) ud/dr*t. La démonstration du lemme, et donc aussi de Ia propo-

sition 1, est terminée.

M.I
1e

Proposition 2 (Angermuller [3] Satz 3) :

1 < i < d-1 et la suite a. croit fortement.

du paragraphe r et Posons
-Md_1 = Â. On prend pour G

[.. J = r(Mi-a * yi) r v(M.-r),

. Revenons aux hypothèses du début1.
= ! r.[[*]lyk. on a k[[x]l = t't c M. c ...

k=o o- 7-
semi-groupe I' et pour d, v(x).

Preuve : Puisque I"= yor... ryd-1 .ort linéairement indépendants
on voit facilement que v(rr-, * yi) Év(M. ). Soit f. un

iMi_1 *ÿ'ter que v(f.)Év(ttt.), 1<i<d-1. Posons fo=1'

j€ Mi*j_1* yi*i, on a f.tj= tr*j * *, m€ Mi*i-t.
m=O, soit v(m)=v(f.f.). Donc

v(r. .) > v(r.)+v(f.)' Ir-J 1 J

<i<j<d-1, on ait v(f.)=v(f.) mod d. Alors il
v(f .) = v(f . ) + md et (+t) implique que m > o' Donc

JI-
v(xmf. ). Mais xmf. € M- "r ce qui contredit Ia' 1' I J+r'

sur k[["]l'
éIément de

Puisque fif
On a, soit

(*)

Supposons que pour O

existe n€ V' tel que

v(r.) = v(f . ) * v(*m) =Jr



-17-

définition de f j'
Donc les résidus des v(f.) mod d sont distincts. MontronsI

pour terminer que

( )r.,Ê )
iv(u.rfol) = u (v(r.)+dIN)1'k=ol{

Crest évident pour i=O; supposons que nous lravons démontré pour
tout i(e. Prenons donc m€ M., mlO. On peut lrécrire m=mr + afe,
a( k[[*]1, ,'€ M._1. Par I'hypothèse de récurrence v(m,) I v(afe) :

calculer te résidu mod d des deux côtés. Donc v(m) =min(v(m')rv(af")),
ce qui donne Ie résultat voulu.

Ceci montre que.i=r(f.), ce qui grâce à (*) termine la
démonstration de la proposition.

On est maintenant en mesure d'appliquer le théoràme III. On

prend pour G. lfunique relèvement de fa/a dans k[[X]]tY] de degré en Y

< d. La proposition 2 montre que G. est unitaire de degré d/d. en Y.
La proposition 1 montre que v(Bi) = rir ce qui permet drappliquer le
théorème II. La partie 2) de cette môme proposition donne r- " )n.r- ;
on a ainsi démontré toutes les assertions du théorème II.

Remarque : La démonstration d'Angermuller permet dtobtenir 1e théo-
rèmeII sans passer par Ie théorème fII : en effet, Ia partie 2) de Ia
proposition 1 montre que les r. engendrent f. I1 reste seulement à

montrer que n"r. appartient au semi-groupe engendré par ror...r"i_1.
Le lemme 2 du § 2 montre qu r on a une congruence

h
ti "i = .,f. "j'j mod d ' o3'j"j

J- r

Par le même argument que dans la démonstration de la proposition 2

du § Z on voit qu'on peut prendre s*=O pour j>i. On a donc
J

i-1
n. r. = a r + t s. r. .I 1 o o i=1 J J

et il suffit de montrer que a >O.^o
i-1 i-1
j=1 J J j=1 J J

Comme n.r.(r.--j- j j*1'



i-1
x

j=1
(n. - 1)r. (JJ
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i-1
X (r

j--1 j*r - "j) = ti-"1

Donc ,i "i =.o "o*"i-rl

1)r. + r. < a r1100

et comme .i , 1 t >o c.q.f.d.

4. LE CAS AF'FINE : REDUCTION DU PROBLEME.

Rappelons les hypothèses :-C est une courbe propre, irréduc-
tib1e, P un point lisse de C, et C=C-P. On note v la valuation asso-
ciée au point P, et A lranneau affine de C. On suppose que A est engen-
dré sur le corps de base k, par deux éléments x et y tel que p!= car. k
ne divise pas Ie p.g.c.d. de v(x) et v(y).

Posons v(x) = -m, v(y) = -n. I1 est évident que quitte à faire
des changements de variables de Ia forme xt+ x + P(y) r ÿts ÿ; on peut
supposer que n(m, ntm et ptm.

Ce choix de coordonnées X et Y .,rt A2 ayant été fait, conpac-
2)tifions af; aans oIP[ de la façon habituelle, en prenant pour coordonnées

homogènes sur IPz: Xo, X1, X2, fe a[ quron considère est Irouvert XZIO
xx-

et on a X=* , Y=#n2 nz

Soit F(XrY) te polynôme unitaire définissant la courbe C. Son

polynâme homogène cte plus haut degré est réduit à ym. Soit e fa clôture
de C dans le P2 considéré plus haut. E rencontre Ia droite à trinfini
Xr= O en un seul point Q, le point Xr= O. Il se peut que C s3it singu-
lier en ce point I de toute façon il est unibranche puisque C est Ia
rôsolution de I et ce point-

Pour couvrir C it suffit de prendre la seconde carte X^lO iox, x,
posons U =#, *= # . oubtiant les coordonnées homogènes, on a

oo
. Soit H€ k[U,W] le polynôme tléfinissant d dans lrouvert

(n. -1

On peut donc se passer du théorème III dans Ie cas algébrolde
(essentiellement grâce aux inégalités a. *.j =.r*r) i malheureusement
ce théorème semble essentie,l dans le cas affine.

,=*,Y=#
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xol O, soit

H(u,l{) = ur

Soit G(u,w) € k[U][l{] un polynôme en N à coefficients dans k[U],
unitaire et de degré d. Posons o(G) € k(X)[Y] Ie polynôme unitaire en Y,
de degré d défini par

o(G) - xd

Remarque : Si G était de degré total d, d serait simplement le chan-
gement de carte ordinaire pour les sections de 0 ,(a).IP-

Nous avons vu que H(UrW) = O définit une branche a1gébrique.
Par les résultats du paragraphe précédent nous pouvons lui appliquer
le théorème IfI du § 2 (on pose X=U, Y=W) : iI existe donc une suite
de polynômes unitaires G1, . . . ,GhrGh*1 = H dans t<t[U]][W] avec les pro-
priétés suivantes :

i) v(g.) = r. où v est Ia valuation de la branche et g. est lrimage
de G. dans B=t<[[u]ltt+l/(tll.

1
Posons di ,= p.g.c.d. (mr11r...,ri:1) 1 < i < h. Alors

ii ) le degré en t{ de G. est d7/di, 1 < i < h i
iii) dh*1= 1.

Il est clair quten tronquant G. en une puissance suffisamment grande
en U on peut supposer que G. € k[Urt{] sans affecter i), ii) ou iii).

Considérons les étéments F.(x,y) = o(Gr). F. € k(x)[Y], et on a
2

( i) v(f.)="i-f;;:=.r, 1<i<h, où f. est Irimage de F. dans
lr
J r<(x)lY1/(F) ;l
I ii) Ie degré en Y de F. est d, /di, 1< i<h i
I\ iii) dh*1=1.

Comme i1 est clair que d. = p.g.c.d.(mrs1 "i_1), on
voit que lron serait en mesure d?utiliser Ie théorème III (cas affine)
si lron savait que les F. sont dans k[XrY], et pas seulement dans
k(X)[Y]. Le reste de Ia démonstration consiste donc à montrer quron
peut transformer les F. en nouveaux F. unitaires en Y, de mâme degré
et mâme valuation, mais dans t<[X][V]. On applique alors le théorème III
qui donne immédiatement toutes les assertions du théorème I sauf @ ,

en posant ô. = -s.. Mais au paragraphe précédent on a vu que

(*)
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r. ( r.1 1+r

Puisque s. = r. -
D

mTl'I

t tr*a

1<i<h-1

= S.1+ln- S- = D. f.1111
ri

ri
T

2n.mI
d.

].
di*1

et comme ôi=-=ir on a riôi)ôi*1, c'q'f'd'

Remarque : Dire que F. € k[X,Y] revient à dire quron peut choisir

c. € k[u,t.rl] de degré totar d7/di, et pas seurement de degré ur/u,

enW.Cecin,estvraiquesillonsupposequelacaractéristiquede
knedivisepasm.Eneffet'prenonslabranche,encaractéristiqueS,
paramétrée par U= s9, H= t3* t8' Donc m= 9 ; l'équation de la branche

est H(u,t+) = ltlg - u3 - u8'
Alofs h - 3 et on Peut Prendre

G1(U,W) - lrl G2 = u,3-u2w2-u

et donc v(8,)=3, v(g2)=29. Un calcul facile montre qulit nlexiste
aucun polynôme en u et lrl de clegrê total < 3 de valuation 29' Donc Ia

mêthode de démonstration sr effondre pour Ia courbe F = o(H) = Yg - x6 - x'

Cetexempleprovientae[2],9.12,oùllonfabriquedetelsexemples
en toute caractéristique'

ô, TRANSFORMATIONS DE TSCHIRNHAUSEN (D' APRES ABHYANKAR)'

On rêsume rapidement le paragraphe g ae [Z]' Soient R un

anneau, G€RLy] un polynôme unitaire de degré e, F un polynôme unitaire

dedegréndivisibtepare.Posonsd'_n/e.EcrivonsladivisiondeF
parG :

- d-1
F=Gd*r]oarGi ,

où c. € R[Y] satisfait

(r) degC.(e=degG
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Abhyankar appetle CU_, le coefficient de Tsehirnhausen de G par rapport
à f'. On le notera CF(G) lorsqu'on voudra exhiber ia dépendance sur F

et G.
Supposons que d est inversible dans R. La transformation de

Tschirnhausen de G par rapport à F, noté ta(G) est

_1ro(c) = G+d-'CF(c)

Remarque : to(C) est unitaire de degré e. Drautre part, comme iI
.r

est clair eue CU-, Gd-1 ust Ie terme de plus haut degré de

d-1
x C. G., on a1 1'1=U

(z) c r= deg cr(G) = deg(F- Gd) -(a- r)e

Lemme : i) si CF(c) = o, Ca(tr(c)) = o (évident) ;

i i ) si ca( G) I o, des cr(rr(c) ) < aeg cF(G) .

Dérnonstration du ii) : Posons H=tr(G). On a

Hd = Gd+cr(G)Gd-1 *x ,

où K consiste en les autres termes de lrexpansion du binôme
_1

G + d 'c"(c). Donc, puisque c:= deg CF(G)'

(3) deg K s 2c+ (d- 2)e ( c+ (a- l)e , d'après (r)

Mais F- Hd- F- Gd- co(c)cd-1 - -= l;i c. c. - K. on a :
1=U

d-2(+) deg ( : c- G') < (a- r)e , d'après (r),
i=O I

donc deg(F - tld) ( c + (a - r)e par (s) et (4).

D'après Ia remarque précédent Ie lemme, «leg(C"(rr(G) ) ) = deg(F - ud),
et on a donc gagné.

Corollaire : Si on itère Ia transformation de Tschirnhausen j >e
fois, ce quron note {ro)J(c), alors cr( (rr)J(c) ) = o.
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Proposit,ion : Les conditions suivantes sont équivalentes
i) deg(F-cd)(n- e= (d- t)e ;

ii) cF(c)=o.

i).+ ii) par 1'égalitê (2) i ii) + i) par lrinégalité (+).

Définttion : Soient F€R[Y]
entier positif divisant n. Un

racine approchée d-ième de F

ditions de Ia proposition.

Mai s

et comme G et H sont
f ci Hj est te
i+j=6-1
Corollaire : Soit

Théorème : Soient F€ R[Y] unitaire de degré n, d un entier positif
divisant n et inversibl"e dans R. Alors iI existe une unique racine
approehée d-ième de F par rapport à Y.

Preuve : Lr existence est claire par Ie corollaire. Pour lrunicité
tous deux des racines approchées d-ièmessupposons que G et H sont

de F. Alors

deg(F-cd) ( n-e

deg(F-ttd) ( n-e
aeg(cd-Hd) ( n-e

cd-tld = (c-H)(f-, ci Hi) ,
i+j=6t-1

unitaires de degré e, et d est divisible dans R,
degré (a-r)ê = rr-ê. On a donc nécessairement G = H.

i : Rc, S une inclusion dtanneaux, F€ R[Y] unitaire
de degré n. Soit d un entier positif divisant n et inversible dans R.
Si G ( S(Y) est la racine approchée d-ième de F considérée comme éIément
cle .S[Y], alors c € R[Y].

Evident par lrunicité de G et, le fait que Ia définition ne
fait pas intervenir Iranneau des coefficients.

un polynôme unitaire de degré n, d un
élément G€ R[Y] de degré e = n/d est une

(par rapport à Y) si G satisfait aux con-

F des polynômes unitaires de R[Y] de degrés
où c, d, e sont des entiers positifs tels

R. Alors si H est Ia racine approchée d-ième

)=

Exercice :

c, cd et cde
que de soit

Soient tl, G et
respectivement,

inversible dans



de G, et G Ia racine approchée
de-ième de F.

Générali sati on faci le

-7?-

e-ième de F, H

du théorème.

est Ia racine approchée

(JÊ)

I

F

I
I
I

I
rt.

lt
!;.

li
!r

i!
i!

lÈ

tï

l;,

tT

I

où N" = [(.rr...r."_1) € ï,[e-1

par la proposition 2 du § 2,,
Donc v(c. fi): i = mod d].eee
les valuations v(c. t:), O <

c € k(x)a

n
-1)s >v(f ")ee

6. LE CAS AFFINE : FIN DE LA DEMONSTRATION.

Reprenons les notations du § + : F(xry) € k[x,y] est l,équation
drune courbe affine avec une place à Itinfini ; F est de degré total m.
Drautre pant nous avons trouvé des F. € k(X)[y], 1 s i < h avec

i) v(f.).=s. , 1<i<h ;
ii) te degré en Y de F. est mrld., où d. = p.g.c.d. (mrs, .i_f ).

Au § 4 nous avons vu que ,i.i(si*1, où n. = di/di*t. Nous
voulons montrer que nous pouvons remplacer les F. par une suite dr êlé-
ments ae t[xrv] ayant res mêmes deux propriétés. on le fait par r.écur-
rence descendante sur i. t=an*1(k[xry] par hypothèse, ce qui permet
de commencer la récurrence.

Supposons donc er" F"*1 € k[xrY]. Divisons F.*1 p., F" :

n-1e.
+ I C. FI

i-o I e

c-c t (x)[Y] de degré 1 n/d.. en y. La proposition 1 du § 2 montre que
tout C€ k(X)[Y] de degré { n/d. s,écrit :

C_ FA

n
F =F'e+l e

I
a€Ne

n
part ,(f-e)=n- s^=O (a^). Mais v(f- .)=s .)n s r comme on a vu' e e e '-e' e+r e+1 e -eau § 4, d'où rron voit que au côté droit de (+t) la valuation ta prus
basse doit être atteinte par deux termes au moins. La congruence

nmodulo d^ montre que ces deux termes ne peuvent ôtre que F e et c*---r-*eo
Donc

n -1v(c f e 
)n -:l e ' n -1' "'o

" 
='("rr.-r'*(ne

I a. < r,.] et Fa= T o:t, a€ N., et donc
1

v(c) = O (de).
Comme p.g.c.d.(s"rd") = d"*1 "t r" = d" /d"*t
i ( n., sont toutes distinctes. Dtautre
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ce qui implique que

v(c, _r) , ="
e

Remplaçons F" par la transformation de Tschirnhausen

"F.*1(Fe)=o"-""'*r.'arru-r. (on utilise ici I'hypothèse que Ia carac-

têristique p ne divise pas m.) I1 est clair que ïF _(t") a Ie môme
e+l

degré en Y eue F": et nous venons de voir qurelle a Ia même valuationt
donc i) et ii) sont encore vérifiés pour tO -(t"). Les résultats du

e+r
paragraphe précêdent montrent alors que nous pouvons suppo§er que F"
est la racine approchée de Fu*r: iI suffit d'itérer r, un nombre

'e+1
suffisant de fois. Le corollaire du théorème clu § 5 montre que

Fe € k[x] [Y] , puisque par hypothèse de récurrence F"*1 € k[x] [Y] ' Ceci
termine la démonstration-

Remarque : Lrexercice du

racines approchées tle F = F

Théorème !

dtentiers ô

@'. @
C lisse et
semi -groupe

montre que les nouveaux F. sont les
et donc sont uniquement déterminées.

§c
n+L t

7. LE THEOREME DIEXISTENCE.

Nous aIlons démontrer te théorème suivant, déjà énoncé dans

l,introduction. Nous supposons Ie corps de base de caractéristique O.

Soit I un semi-groupe de IN tel qutil existe une suite

or...rôn engendrant I et satisfaisant aux conditions @ t

du th6orème I de I'introduction. Alors iI existe une courbe
plane avec une seule plaee à Itinfini telle que f soit son

à t' infini.

Considérons lranneau. gradué B : = k[ta] , a € I'. On peut engen-

drer B par les éIéments X. = t 1, OS i<h(en général les X. ne forment
pas un système minimal de générateurs). La condition @ imptique que

B est drintersection complète, d'après [5] ; de plus si
i-1

ri ur= 
rro "r, ôj, 1< i <h, oij positifs, les équations de B stécrivent

F.,= xli-ii*it' - o, 1<i<h11j=oJ
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Ces équations sont homogènes pour Ia graduation qui affecte X. du

ooids ô.. Le poids de F. est n.ô.. Déformons B au-dessus de kltts]
r"^-" -i - r_-_._ I 1 I
de façon que les équations de la déformation soient :

Fi*tXi*1 - O 1<i<h-1

Fn+s = O

Pourtfoceséquationsdéfinissantunehypersurfacedans,A3, car on peut successivement éliminet X2rXr, " ' 'Xh' L'équation de

la courbe devient alors

on(rorx1rx2(xorx1),xr(Xo,x1),"',Xr,(Xo,x1)) + s = o

Pour s générique cette courbe est Iisse'
Drautre part la condition @ .iôi ) ôi*1 i*plique que cette

dêformation est dans la partie négative de ta déformation verselle de

la courbe monomiale Spec B (voil [7], § 13). Donc cette dêmonstration

stétend par homogônéisation en une'déformation de courbes propres

donnée par les équationsrrprojectivesrr :

-Â-Â
F. + tx x-'i:i "i+1 - or i+1 "h+1

ô_ô
Fn+s xnhrn = o

(on donne à *n*, Ie Poids 1')
D,après Ie théorème 13.10 ae [Z] Ia fibre générique de cette

déformation est une.courbe propre et lisse C avec un point P qui a

pour semi-groupe I. Par construction C \ P est une courbe affine plane

avec un seul point à lrinfini, ce qui termine Ia démonstration'
Llidéedecetteconstructionprovientdet'appendicede

Teissier à [g] : de façon analogue il donne tréquation d'une branche

plane à semi-groupe donné'

T§ 7I
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