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Intégralité, rationalité et indépendance de / en cohomologie /-adique
sur les corps locaux

Résumé. On étudie deux problémes sur les traces en cohomologie [-adique sur les
corps locaux a corps résiduels finis. Dans la premiere partie, on décrit le comportement
des complexes de faisceaux /-adiques entiers par les six opérations de Grothendieck et
le foncteur des cycles proches. Dans la deuxiéme, on aborde le probléme de rationalité
et d'indépendance de [. Plus précisément, on introduit une notion de compatibilité
pour les systémes de complexes [-adiques et établit sa stabilité par lesdites opérations,
dans un cadre un peu plus général (équivariant sous des groupes finis). Loutil principal
dans ce travail est un théoréme de de Jong sur les altérations.
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Integrality, Rationality, and Independence of / in /-adic Cohomology
over Local Fields

Abstract. We study two problems on traces in /-adic cohomology over local fields
with finite residue fields. In the first part, we describe the behavior of integral com-
plexes of [-adic sheaves under Grothendieck’s six operations and the nearby cycle func-
tor. In the second part, we tackle the problem of rationality and independence of [.
More precisely, we introduce a notion of compatibility for systems of /-adic complexes
and establish its stability by the above operations, in a slightly more general context
(equivariant under finite groups). The main tool in this work is a theorem of de Jong on
alterations.
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Introduction

Soient k = F,4 un corps fini, k une cloture séparable. Le groupe de Galois Gal(k/k)
est Z, avec pour générateur topologique canonique le Frobenius géométrique F qui
envoie a sur a'/9. Plusieurs résultats classiques sont connus pour les problemes d’in-
tégralité, de rationalité et d’'indépendance de ! de Tr(F",p),oine Zetp: Gal(k/k) —
GL(m,Q;) est une représentation [-adique provenant de la cohomologie I-adique des
schémas séparés de type finisur k, 11 q.

Deligne a étudié le probleme d’intégralité dans [SGA7, XXI 5]. Soit X un schéma
de type fini sur k. Pour x un point fermé de X, on a x = Specky, ou k, est un corps
fini, extension finie de k. On choisit ¥ = Spec ky un point géométrique algébrique au-
dessus de x et on note Fy € Gal(k_x/ k) le Frobenius géométrie qui envoie a sur altkx,
Un faisceau [-adique & sur X est dit entier [ibid., 5.1] si pour tout point fermé x de X,
les valeurs propres de F, agissant sur %; sont des entiers algébriques. Pour f: X —Y
un morphisme de schémas séparés de type fini sur k, Deligne [ibid., 5.2.2] démontre
de F, par des puissances de g. En plus, il établit la stabilité des faisceaux entiers par les
R! [+« sous I'hypothése de la résolution des singularités [ibid., 5.6].

Dans les années 1980, Gabber a prouvé I'indépendance de ! de la cohomologie
d’intersection [Fuj02, Th. 1] : pour X un schéma propre sur un corps fini k = F, équi-
dimensionnel et i € Z, det(1 — tEIH' (X, @))) est un polyndme dans Z[¢], indépendant
de 11 p. 11 déduit ce résultat d’'un théoreme général d'indépendance de [ [ibid., Th. 2] :
les systemes E-compatibles sont stables par les six opérations. Ici E est une extension
de @ munie d'un systéme de plongements (E — QTA) rcl- La définition de systeme E-
compatible est ponctuelle, comme celle des faisceaux entiers, mais virtuelle. Un sys-
téme (Ly)aer d’éléments des groupes de Grothendieck des faisceaux I)-adiques sur X
est E-compatible si pour tout point fermé x de X et tout n = 1, Tr(F?, (L)) %) est, via les
plongements donnés, un élément de E indépendant de A.

Lobjet de cette thése est de transposer ces théoréemes connus pour les schémas sur
un corps fini au cas des schémas sur un corps local, par lequel on entend le corps des
fractions d'un anneau de valuation discrete hensélien excellent de corps résiduel fini.

Le probléme d’intégralité sur un corps local a été abordé récemment par Deligne-
Esnault [DE06]. Soient K un corps local de corps résiduel k = F, K une cléture sépa-
rable de k. Le groupe de Galois Gal(K/K) est une extension de Gal(k/k) par le groupe
d’inertie. D’apres le théoréme de monodromie locale de Grothendieck, si ® € Gal(K/K)
est un relevement de F € Gal(k/k) et si p: Gal(K/K) — GL(n,@) est une représenta-
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tion [-adique, I 1 g, les valeurs propres de ® ne dépendent pas, a multiplication par
une racine de I'unité pres, du relevement choisi. Comme dans le cas d’un corps fini, on
dit qu'un faisceau & est entier [ibid., 0.1], si pour tout point fermé x = SpecK, de X,
les valeurs propres d’un relevement ®, € Gal(K,/K,) du Frobenius géométrique agis-
sant sur % sont des entiers algébriques. Cette définition ne dépend pas des choix de
®,.. Deligne-Esnault établissent un analogue [ibid., 0.2] du théoréme de Deligne. Plus
précisément, ils prouvent que les R’ f; préservent les faisceaux entiers et décrivent éga-
lement la g-divisibilité. Ils déduisent de ce théoréme I'intégralité des H’ Xz F) pour
& entier [ibid., 0.3].

Dans la premiére partie de cette these, on décrit, plus généralement, le comporte-
ment de I'intégralité et de la g-divisibilité par les foncteurs usuels : les six opérations
de Grothendieck et le foncteur des cycles proches RY. On introduit pour cela la notion
de faisceau entier inverse, déja étudiée par Deligne dans le cas d'un corps fini [SGA7,
XX15.5.3 (iii)], et une mesure de la g-divisibilité inspirée des « jauges » de Mazur-Ogus.
On prouve notamment les résultats espérés dans [I1106, 5.5]. Dans un appendice on
généralise les résultats sur les six opérations aux champs algébriques.

Pour les résultats sur les six opérations, I'ingrédient essentiel est un théoréme de
de Jong, grace auquel on se réduit, par les techniques usuelles de descente cohomo-
logique, au cas crucial de Rj.%, pour l'inclusion j : U — X du complémentaire d’'un
diviseur a croisements normaux D dans un schéma X lisse sur K et d'un faisceau &
lisse sur U et modérément ramifié le long de D. On déduit ce cas du cas des courbes.

Pour les résultats sur RY, la stratégie de démonstration est similaire. A nouveau,
I'ingrédient clef est un théoreme de de Jong, qui permet de se ramener au cas de
RWx/sRu.%.1Ici S = SpecR, ou R est 'anneau des entiers de K, X est a réduction semi-
stable sur S, u est I'inclusion X — D — X;,, ou Xy, est la fibre générique de X, D est un
diviseur de X, réunion de la fibre spéciale de X et des composantes horizontales, tel que
(X, D) soit un couple semi-stable sur S, & est un faisceau lisse sur X — D, modérément
ramifié le long de D. L'étude de ce cas, plus délicate qu'on ne pouvait s’y attendre,
repose sur une compatibilité technique (I 5.6(ii)) généralisant [I1102, 1.5 (a)].

La deuxieme partie de cette these est consacrée a I’étude de la rationalité et de
I'indépendance de [. Soit X un schéma séparé de type fini sur K. On dit qu'un sys-
teme (Ly))er d’éléments des groupes de Grothendieck des faisceaux /) -adiques est E-
compatible si pour tout point fermé x de X, tout n = 1 et fout relévement ¢ du n-ieme
itéré du Frobenius géométrique, Tr(db, (L)) z) est, via les plongements E — QTA donnés,
un élément de E indépendant de A. On établit la stabilité des systémes E-compatibles
par les six opérations et le foncteur des cycles proches. On donne aussi une nouvelle
démonstration du théoréeme de Gabber.

Plusieurs obstacles se présentent dans I'étude de la E-compatibilité. Premiere-
ment, les faisceaux E-compatibles ne sont stables ni par passage a un sous-objet, ni
par passage au quotient. C’est une des raisons pour lesquelles on travaille toujours
dans les groupes de Grothendieck. Deuxiémement, la E-compatibilité est sensible aux
morphismes finis. Dans I'étude de la E-compatibilité, il est donc naturel d’'utiliser les
résultats de de Jong sur les altérations équivariantes [d]J97], ce qui amene a généraliser
le probleme au cas équivariant sous des actions de groupes finis. En fait, les théo-
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rémes sont énoncés dans le cas équivariant. Une technique de Deligne-Lusztig permet
dans la démonstration de se débarrasser des actions de groupes finis par descente
galoisienne.

En ce qui concerne la stabilité par les six opérations, la premiere étape de la dé-
monstration consiste a se réduire au cas des courbes. Lingrédient essentiel est un raf-
finement [Vid04, 4.4], dG a Gabber, de résultats de de Jong, grace auquel on se ramene
au cas de Rj.L pour I'inclusion j : U — X du complémentaire d'un diviseur a croise-
ments normaux G-strict D dans un schéma régulier X et des complexes G-équivariants
L) sur U a faisceaux de cohomologie lisses, modérément ramifiés le long de D. Le cas
des courbes sur un corps fini est connu [Del73} 9.8], d’oli une démonstration indé-
pendante du théoreme de Gabber. Dans le cas d'un corps local, on déduit le cas des
courbes, a I'aide des résultats de de Jong, d'un cas particulier de la stabilité par RW.
Létude de ce cas repose aussi sur la compatibilité technique établie dans la premiere
partie de cette these. La stabilité par R¥ en général découle de ce cas particulier et
encore une fois des résultats de de Jong.

Les schémas équivariants sont mieux compris dans le contexte de leurs champs
quotients associés. Il est donc naturel de considérer le probleme d’indépendance de [
pour les champs algébriques. C’est ce qu’on fait dans un appendice. On montre no-
tamment que les six opérations préservent les systemes E-compatibles pourvu qu’on
se borne aux morphismes relativement de Deligne-Mumford.
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Partiel

Sur la cohomologie
des faisceaux /-adiques entiers
sur les corps locaux

1 Introduction

Soient R un anneau de valuation discrete hensélien excellent de corps résiduel fini
de caractéristique p, K son corps des fractions. Un tel corps sera appelé corps local. Soit
n = SpecKk.

Soit X un schéma de type fini sur n. On désigne par |X| 'ensemble de ses points
fermés. Pour x € [X], le corps résiduel k(x) de X en x est une extension finie de K. On
note R, son anneau des entiers, xg le point fermé de SpecR . Soient X un point géomé-
trique de X au-dessus de x de corps résiduel k(x) une cloture séparable de k(x), Rz la
normalisation de Ry dans k(X), Xy le point fermé de SpecRyx. Soit F, € Gal(k(Xg)/x(x0))
le Frobenius géométrique qui envoie a sur a'/9, oi1 g = #x(xo).

Fixons un nombre premier [ # p. On désigne par Q; une cloture algébrique de Q.
Soit & un @-faiseeau sur X. D’apres le théoréeme de monodromie locale, les valeurs
propres d'un relevement @, € Gal(k(x)/k(x)) de F agissant sur &3 sont bien définies a
multiplication pres par des racines de I'unité [Del80, 1.7.4].

Rappelons qu’on dit que & est entier [DE06), 0.1] si les valeurs propres de ®, sont
des entiers algébriques pour tout x € |X|. Cette intégralité est stable par image directe
a support propre [ibid., 0.2]. La démonstration utilise I’analogue de ce résultat sur un
corps fini [SGA7, XXI 5.2.2].

Lobjet de cet article est d’étudier, plus généralement, le comportement de I'inté-
gralité par les foncteurs usuels : les six opérations et le foncteur des cycles proches. De
facon plus précise, on examine le comportement par ces foncteurs de la divisibilité des
valeurs propres des @, par des puissances de g. On introduit pour cela une mesure
de la g-divisibilité inspirée des «jauges » de Mazur-Ogus. On prouve notamment les
résultats espérés dans [11106, 5.5].

Dans un travail ultérieur (la deuxieme partie de cette these), on examine le com-
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portement de la rationalité et de I'indépendance de [ par les mémes opérations.

Les résultats concernant les six opérations sont exposés au § |2, Au §[3|on traite le
cas crucial de Rj.%, pour l'inclusion j: U — X du complémentaire d'un diviseur a
croisements normaux D dans un schéma X lisse sur 1 et d'un faisceau & lisse sur U et
modérément ramifié le long de D. Les démonstrations des résultats du § [2| sont don-
nées au §[4} L'ingrédient essentiel est un théoréme de de Jong, grace auquel on se réduit
au cas traité au §[3|par les techniques usuelles de descente cohomologique. Le résultat
principal du § [5] est la stabilité de I'intégralité par le foncteur des cycles proches RW.
A nouveau, 'ingrédient clef est un théoreme de de Jong, qui permet de se ramener au
cas d'un couple strictement semi-stable et d'un faisceau lisse sur le complémentaire
du diviseur D réunion de la fibre spéciale et des composantes horizontales et modéré-
ment ramifié le long de D. L'étude de ce cas, plus délicate qu’on ne pouvait s’y attendre,
repose sur une compatibilité technique (ii)) généralisant (11102, 1.5 (a)]. Au §[6|on
généralise la notion d’intégralité aux champs algébriques.

Je remercie chaleureusement L. [llusie pour m’avoir suggéré ce sujet, pour son aide
a la composition de cet article, et pour sa lecture minutieuse des diverses versions du
manuscrit. Je suis reconnaissant a G. Laumon pour une simplification de la démons-
tration de|5.6| (ii). Je remercie également O. Gabber, E Orgogozo et le rapporteur pour
leurs remarques et suggestions.

2 Intégralité et six opérations

On conserve les notations du § |1} On désigne par @ la cloture algébrique de Q@
dans C. Pour r € Q, on note g” I'unique élément de Q N R~ vérifiant (qr)b = g%, ol
a,be Z sont tel que r = 7, b # 0. Soit X un schéma de type fini sur n.

Définition 2.1. Fixons un plongement : Q — @;. On dit qu'un Q;-faisceau & sur X est
r-entier (resp. r-entier inverse) si pour tout point fermé x de X, et toute valeur propre
o de @, agissant sur Fx, a/t(q") (resp. 1(g")/a) est entier sur Z, oli g = #k(xp). Cette
définition ne dépend pas des choix de @, et de . On dit que & est entier (resp. entier
inverse) s'il est 0-entier (resp. 0-entier inverse).

Les @-faisceaux entiers (resp. r-entiers, resp. entiers inverses, resp. r-entiers in-
verses) sur X forment une sous-catégorie épaisse [Gro57, 1.11] de Modc(X,@), notée
Mod. (X, Q))ent (resp. Mod (X, Q) -ent, resp. Mode (X, @) ent-1» resp. Mod¢ (X, @7) r_ene-1)-

Soient K’ une extension finie de K, Z un schéma de type finisurK’, ¢ € Modc(Z,@).
Alors ¢ est r-entier (resp. r-entier inverse) relativement a K’ si et seulement s'il est r-
entier (resp. r-entier inverse) relativement a K.

Rappelons que pour les schémas X séparés de type fini sur un schéma S régulier
de dimension < 1, et en particulier sur 1, on dispose, par [Eke90, § 6], d'une catégorie
triangulée D?(X, Q;) et d'un formalisme de six opérations : Rfs, Rfi, f*, Rf', ® R#om.
La catégorie D? X, @) est la 2-limite inductive des catégories D? (X, Ey), ou E) parcourt
les extensions finies de @; contenues dans Q;. Si @) est 'anneau des entiers de E,,
D? (X,E)) est déduite de la catégorie Dlg (X,0,) définie dans [ibid.] par extension des
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scalaires de @) a Ej. Le formalisme construit dans [ibid.] pour D?(—,@’A) se transpose
trivialement.

Ce formalisme a un sens pour les schémas de type fini sur S (pas nécessairement
séparés), et ce n'est que pour certaines opérations (Rfi et Rf') qu'on a besoin d’une
hypothese de séparation sur les morphismes. Pour un formalisme sans hypothese de
séparation, voir I'appendice (§[6).

La définition qui suit est inspirée de la notion des «jauges » de Mazur-Ogus [BO78|
8.7].

Définition 2.2. Soite: Z — @ une fonction. On dit qu'un objet K € DIC’ (X,Q)) est entier
(resp. €-entier, resp. entier inverse, resp. €-entier inverse) si pour tout i € Z, #"(K) est
entier (resp. €(i)-entier, resp. entier inverse, resp. €(i)-entier inverse).

On désigne la sous-catégorie pleine de D? (X,Q)) formée des objets entiers (resp.
€-entiers, resp. entiers inverses, resp. €e-entiers inverses) par

DZ(X, @)ent (resp. DY (X, Q))e-ent, Tesp. DLX, @))enc-1, Tesp. DLX, @)e-ene-1)-
Lorsque € est constant, Df X, @)e_em et Df X, @)e_em-l sont des sous-catégories trian-
gulées. On abrége parfois D?(X,Q;) en D?(X).

On note I la fonction d’inclusion de Z dans Q.

2.3. Soientr, ry, 12 € Q.
Pour & € Mod. (X, @l)rl—ent» % € Mod. (X, Ql)rg—ent; ona

Febe MOdc(Xy@)(rﬁrz)-ent-
PourKe D?(X,@)(rHrl)—enty Le D?(X» @)(TI-FI‘Q)-EHD ona
K®Le D?(X;@)(rl+rl+r2)—ent-

De méme pour « entier inverse ».
Pour & € Mod (X, Q) ,-ent! lisse, ¢ € Mod (X, Q;)r,-ent, ON @

Fom(F,4) € Mod (X, Q) (r,—r,)-ent-
Pour & € Mod (X, @) r-ent lisse, ¥ € Mod, (X,@) rp-ent-1, ON @
Fom(F,4) € Modc (X, Q1) (7,—r,)-ent

Soit f : X — Y un morphisme de schémas de type fini sur 1. Alors f* préserve les
complexes e-entiers (resp. e-entiers inverses).

Théoréme 2.4. Soient f : X — Y un morphisme séparé de schémas de type fini sur n,
F un Q;-faisceau entier (resp. entier inverse) sur X. Alors pour tout point fermé y
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deY, RfiZF), est entier et (1— n)-entier (resp. 1-entier inverse et n-entier inverse), ol
n= dim(f_1 (¥)). En particulier, R f; induit

(2.4.1) D2X)ent — D2 (Vent,
(2.4.2) D?X)1-ent — DE(Y) (-d,)-ent:
(2.4.3) D?(X)1.en-t — DZW1.ene-1,
(2.4.4) D?X)ent-1 = DE(Y) g, ent-1»

ot dy = maxyey dim f -1 () est la dimension relative.

Le cas «entier» (2.4.1) et 2.4.2)) de[2.4]est un théoreme de Deligne-Esnault [DE06)
0.2].

Théoréme 2.5. Soient f : X — Y un morphisme séparé de schémas de type fini sur n,
dx = dimX. Alors Rf, induit

2.5.1) D?(X)ent — DY (Vent,
(2.5.2) D2 X)1-ent — DY () 1 dy)-ents
(2.5.3) DX 1-enc-t = DY W1en1,
(2.5.4) D X)enet — D2(Y) gy ent-t-

Sans hypothese de séparation de f, (2.5.1), (2.5.3) et (2.5.4) sont encore vrais.

Lhypothese de séparation est également superflue pour (2.5.2). On peut I'éliminer
ou bien en étudiant la g-divisibilité en dehors d’'un sous-schéma de dimension fixée,
ou bien en utilisant une théorie de R f sans hypotheése de séparation (voir|6.5).

Théoreéme 2.6. Soient f : X — Y un morphisme séparé de schémas de type fini sur n,
dy =dimY, d, = maxyey dim f 71 (y). Alors Rf* induit

2.6.1) DY (V)ent — D2X) g, -ent»
(2.6.2) D2(Y)1-ent = DL (X) (1= dy) -ent;
(2.6.3) D?(V)1-enct — D2 144, -ent-1
(2.6.4) D?(Vene-t — DY (X) gy -ent-1-

Soient X un schéma de type fini sur n, ax : X — 1. Rappelons que Raq'(@ est glo-
balement défini (pas de probleme dans le cas séparé, dans le cas général par [BBD82,
3.2.4]). On pose Dx = R#om(—,Ra, Q).

Théoreme 2.7. SoientX un schéma de type fini surm, dx = dimX. Alors Dx induit

2.7.1) DZK)P ;= D2X)dy-ents
(2.7.2) DI = DX rent,
(2.7.3) D2X)1% = D) 1+ dy)-ent-1
(2.7.4) DY (X)oh; = DY (X) eng-1-

De plus, pourK € MOdC(X,@)enrl, HA*DK) est (a+ 1) -entier, —dx < a < —1.
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Théoreme 2.8. Soient X un schéma de type fini sur n, dx = dimX. Alors RAomx(—, —)
induit

(2.8.1) DZX)P _; x DYX)ent — DY Xent,
(2.8.2) DZX)E o1 ¥ D)1ent = DY) 1-dy-ents
(2.8.3) D2X)PY, X DY) r-ent = DX 1-enct,
(2.8.4) DZX)P ) x DEX)ene-t — DY (X) gy -ent-1-

3 Diviseurs a croisements normaux

Proposition 3.1. Soient g : X — Y un morphisme fini de schémas de type fini sur n,
LeD2(X,Qy). Alors g.L est c-entier (resp. e-entier inverse) si et seulement si L l'est.

Démonstration. On peut supposer que Y est réduit a un seul point y, X est réduit a un
seul point x et L = % € Mod.(X,Q;). Soient Gy = Gal(x(p)/x()), Gx = Gal(x(X)/x(x)). Le
faisceau & correspond a une représentation p : Gy — GL@(EX). Soient K’ une exten-
sion finie quasi-galoisienne (i. e., normale) de k(y) contenant k(x), x' = SpecK’. Pour
s € Gy, soit F; le faisceau sur x’ correspondant a la représentation

Gal(k(x')/K') — GLg;(Fx)
h— p(s_1 hs).

Ce faisceau ne dépend, a isomorphisme pres, que de I'image de s dans G,/G,. D’apres
la formule de Mackey ([Ser98, 7.3]), on a (g% ) x» = @ F;, ou s parcourt un systeme de
représentants de G,/Gy. Donc

8+ este(0)-entier & (g.F)y este(0)-entier

< les & sont €(0)-entiers & & est €(0)-entier.

De méme pour le cas entier inverse. O

Soient, en[3.2]et[3.3} K un corps quelconque, n = SpecK.
On va utiliser le cas spécial suivant du théoréme de pureté de Gabber [Fuj02].

Proposition 3.2. Soient n un entier inversible surm, A = Z/nZ. Soiti:Y — X une im-
mersion fermée de schémas réguliers de type fini surm purement de codimension c. Alors
Ri'A = A(-0)[-2c].

Gabber a remarqué que ce résultat découle facilement du théoreme de pureté re-
lative [SGA4}, XVI 3.7]. En effet, i provient par changement de base d'une immersion
fermée i; : X; — Y; de schémas de type fini sur K;, ou1 K; est un sous-corps de K, ex-
tension de type fini d'un corps premier Ky. Alors SpecK; est le point générique d'un
schéma S; intégre de type fini sur K. Quitte a remplacer S; par un ouvert, on peut
supposer que i est la fibre générique d'une immersion fermée i, : Y, — X, de schémas



10 L. Sur Ia cohomologie des faisceaux [-adiques entiers sur les corps locaux

de type fini sur S;. Comme X; (resp. Y1) est un schéma régulier ([EGALV, 6.5.2 (i)]) et

que X, (resp. Y2) est de type fini sur Ky, donc en particulier, excellent, quitte a rem-

placer X, et Y, par des voisinages ouverts de leurs fibres génériques, on peut supposer

que X, et Y, sont réguliers (donc lisses sur Kp) et i» est purement de codimension c.

D’apres le théoreme de pureté relative, Ri’ZA =~ A(—c)[—2c]. On conclut par passage a la

limite. O
Le lemme suivant est décalqué de [SGA7, XXI 5.2.1].

Lemme 3.3. Soient X un schéma de type fini surn, ax : X — 1, | un nombre premier
inversible surm, ¢ € Mod.(X, Q).

(i) Il existe une partie ferméeY de dimension 0 deX telle que ax.¥9 — ay«(94|Y) soit
injectif, ottay : Y — 1.

(ii) SiX est séparé de dimension n, et siU est un ouvert deX dont le complémentaireZ
est de dimension < n, alors il existe une partie ferméeY de U de dimension 0 et une fleche
surjective ay(4|Y)(—n) — R*"ax¥, oiay : Y — 1.

Démonstration. (i) est évident.
(ii) Quitte a remplacer X par X4 et a rétrécir U, on peut supposer U régulier pure-
ment de dimension n et 4|U lisse. Puisque dimZ < n, on a

0=R*""'4,(%|Z) - R*"ay(¥|U) = R*"ax, 9 — R*" a;(¥4|Z) =0,

oit az : Z — 1. Donc on peut supposer X = U. Appliquant (i) 2 ¢ = #om(¥,Q;), on
trouve une partie fermée Y de U de dimension 0 telle que ay .4 — ay.(¥4|Y) soit injectif,
donc Dy (ay (ééIY)) — Dn(aU*C!;) surjectif. Par le théoreme de pureté ona

Dy (ay«(9IY)) = ay. (Dy(4|Y)) = ay. (4Y),
Par ailleurs, on a
Dy (ay«¥) = #° (DyRay %) = #° RayDy¥) = #° Ray¥ (n)[2n]) = R*" a9 (n).
D’ot1 le résultat. O

On reprend les notations du §

Corollaire 3.4. SoientX un schéma de type fini surn, ax : X —n, ¢ € Mod, (X,@) entier
(resp. entier inverse).

(i) ax«4 est entier (resp. entier inverse).

(ii) SiX est séparé de dimension n, alors ax;§ est entier (resp. entier inverse), R?*" x4
est n-entier (resp. n-entier inverse).

La proposition suivante est décalqué de [SGA7, XXI 5.3 (a)].

Proposition 3.5. Soient j : X — Y une immersion ouverte de schémas de type fini sur
de dimension 1,9 € Mod (X, Q;) entier. Alors j.$4 est entier.
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Démonstration. On se rameéne au cas Y affine, puis Y projectif.
Définissons # par la suite exacte courte

0— G — j.G — 7 —0,

d’ol1 la suite exacte
aX*Eg - aY*Jf and RI dxgcg,

ouax:X—n, ay:Y — n. Dapreés (i), ax+¥ est entier. D’apres le théoreme de
Deligne-Esnault (2.4.1), Rlax¥4 est entier. Donc ay.# 'est aussi. Mais # est a sup-
ports dans une partie fermée de dimension 0 de Y, donc /€ est entier. O

Proposition 3.6. Soient X un schéma régulier de type fini sur | de dimension 1, D un
diviseur positif régulier. PosonsU =X -D, j: U — X. Soit 94 un Q;-faisceau lisse sur U,
entier, modérément ramifié surX. AlorsRj.¥ est1-entier.

Démonstration. La question est locale sur X. Soit x € |D|. Montrons que (Rj.¥) est
I-entier.

Ona¥ = (95 ®c E) ®: Q;, ol1 E est un corps extension finie de Q;, @ son anneau des
entiers, ¥ un O-faisceau lisse (constructible) sur U. En vertu du lemme d’Abhyankar
[SGAT, XIII 5.2], il existe, au voisinage de x, un revétement fini g : X — X de la forme
X = X[T]/(T" — t) ol1 t est une équation locale de x, n est un entier premier a I'expo-
sant caractéristique de K, tel que (g|U)*(¥s ®¢ (@/120)) se prolonge en un faisceau
localement constant sur X. Comme ¥ est facteur direct de (glU).(glU)*¥, on est ra-
mené a montrer le lemme pour le faisceau (g|U).(g|U)*¥4. Comme g‘l(D)red est un
diviseur régulier, on peut alors se ramener a montrer le lemme pour un faisceau ¢ tel
que Y5 ®¢ (O/1°0) se prolonge en un faisceau localement constant sur X, puis au cas
%5 ®¢ (O]120) constant par la formule de projection.

Soient X(x) le hensélisé de X en X, U(x) = X(x) Xx U, j(x) . U(x) — X(x), S = (5|U(x).
Alors A = (Hp ®@E)®E@, avec #5®4 (0/120) constant. On a Rjx«)x = Rj:9G)x €
D?(x,@). D’aprés (Joo«#)x = (j«9) x est entier. Il reste a montrer que (le(x)*ff)x
est 1-entier.

On a une suite exacte de groupes

1—-27Z(1) - G— Gal(k(%)/x(x)) — 1,

ouzZ() = ]'[pr;écar(K) Zy(1),G= n‘ln"d(U(x)). Le faisceau # correspond a une représen-
tation /-adique de G. D’apres le théoreme de monodromie locale, la restriction de cette
représentation a Z(1) est quasi-unipotente, donc unipotente. On obtient une filtration
M finie, croissante de 7, telle que chaque gr’¥l.7 se prolonge en un Q;-faisceau lisse
ga sur X(x) .

Montrons que R! Jo«Mg)x est 1-entier par récurrence sur a, ce qui achevera la dé-
monstration de la proposition. L'assertion est claire pour a <« 0. Supposons I’assertion
établie pour a — 1. La suite exacte courte

0—-Mg1—Mg— (ga|U(x) -0
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donne le triangle distingué
Rj+Ma-1 = Rjm«Ma = Rjw«(“alUw) — .

D’aprés une formule de projection, Rjs(%u|U ) = Rj)«Q; ® ¥, Ona

Qi/(—q) sig=0,1,
0 sinon.

(qu(x)*@)x = {

Donc on a la suite exacte
(j(x)*Ma)x - ((ga)x - (le(x)*Ma—l)x - (le(x)*Ma)x - ((ga)x(_l)-

Ici (j«Mg)x est un sous-faisceau de (jy)«#)x, donc entier. Par hypothése de récur-
rence, (R! J«Ma-1)x est 1-entier. Donc (4,) . est entier, (¥,)x(—1) est 1-entier. On en
déduit que (R! )« M,) est 1-entier. O

Le lemme suivant est une variante de [SGA7) XXI 5.6.2].

Lemme 3.7. Soient X un schéma noethérien régulier, D = Y ;c;D; un diviseur stricte-
ment a croisements normaux de X avec (D;);e1 une famille finie de diviseurs réguliers,
U =X-D, n un entier inversible surX, A =7/n7, % € Mod.(U, A) localement constant,
modérément ramifié surX.

(i) Soienti €1, Uy =X —Uper-iy D, Dijug, = Di xx Uy, d'ott un diagramme a carré
cartésien

Di,UmCL D;
Uc 0 U Ja X
Alors le morphisme de changement de base
(3.7.1) R RD) = Rjgy 1 (R).VE)

est un isomorphisme et les faisceaux
l;*qufj)g, gez,

sont localement constants, modérément ramifiés sur D;.

(i) Soit f : Y — X un morphisme de schémas réguliers noethériens. Supposons que
f_l (D) soit un diviseur a croisements normaux et que (f_l (D)) ie1 soit une famille de
diviseurs réguliers. Considérons le carré cartésien :

YUC]—Y>Y

ifu j J{f

U——X

Alors le morphisme de changement de base f*R j«4 — Ry« ;9 est un isomorphisme.
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Démonstration. La question est locale sur X. Soit x un point de X. En vertu du lemme
d’Abhyankar, il existe, au voisinage de x, un revétement fini g : X — X de la forme

X=X[Ty,..., T, )/ (T = f1,..., T} = 1)

ol les t; sont des équations locales des composantes de D passant par x, et n; des
entiers premiers a ’exposant caractéristique de k(x), tel que (g|U)*¥ se prolonge en
un faisceau localement constant sur X. Comme ¢ s'injecte dans (g|U).(g|U)*¥ et le
quotient ¢; est modérément ramifié sur X, on peut itérer cette construction. Pour tout
N =1, on obtient, quitte a rétrécir X, une résolution

4 — (glU).(gl0)*"Y — (g110)«(g11U)* Y — --- — (gnIU)« (gnIU) " 9n.

Donc on est ramené a montrer le lemme pour le faisceau (g|U).(g|U)*¥. Comme
g_l (D)red = Xjel g_1 (Dj)req est un diviseur a croisements normaux avec (g_l (Di)red)ier
une famille de diviseurs réguliers, on peut alors se ramener a montrer le lemme pour
un faisceau ¢ qui se prolonge en un faisceau localement constant sur X, puis au cas
¢ = Ay par la formule de projection.

Le point (ii) résulte alors de [Fujo2| § 8] et de la fonctorialité des classes des divi-
seurs [SGA4Y| Th. finitude, 2.1.1].

Pour (i), notons que D; y,,, est un diviseur régulier de U(;), de complémentaire U.
Pour tout g,

AD[‘UU) si q= 0,
RIjP Ay =4 Ap,, (1) sig=1,
0 sinon.

est localement constant, modérément ramifié sur D;. On a donc un triangle distingué
’ (1)
i« Apyu (D=2 = Ay, — Rj.7 Ay —.

Le morphisme (3.7.1) est un isomorphisme car le morphisme de changement de base
URjis — R j(/i)*l/l.* induit des isomorphismes sur Ay, en vertu de (i) et trivialement
surt;, Ap, u,- O

La proposition suivante est décalquée de [SGA7) XXI 5.6.1].

Proposition 3.8. SoientX un schéma de type fini surn, D un diviseur a croisements nor-
maux. PosonsU =X-D, j: U — X. Soit¥9 un Q;-faisceau lisse surU, entier, modérément
ramifié surX. Alors R j.9 est1-entier.

Démonstration. Le probleme étant local pour la topologie étale au voisinage d'un
point fermé de D, on peut supposer D strictement a croisements normaux. Comme
Reg(X) est un ouvert de X contenant D, on peut supposer X régulier.

OnposeD =} ;1 D; avec (D;) je; une famille finie de diviseurs réguliers. On fait une
récurrence sur n = #1. Le cas n = 0 est trivial. Pour n > 0, on choisit i € I et applique[3.7]
(i), dont on conserve les notations. Pour tout x € |Di,Um |, il existe un sous-schéma ré-
gulier de U(;) de dimension 1 tel que son intersection avec D; y,, soit le schéma x. Donc
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Rjii)(ﬁ est I-entier, d’aprés (ii) et Notons que Y per—i;3 Dp N D; est un diviseur a
croisements normaux de D; de complémentaire D; y,,, et pour tout g, U*RY j,(f)éé est
un Q;-faisceaux lisse sur Diug»
(;Rj+9 =R j(’l.)*l’i* Rj{"<4 est I-entier, d’apres I'hypothese de récurrence. Comme i est
arbitraire, on en conclut que Rj.¥ est I-entier. O

modérément ramifié sur D; en vertu de (i). Donc

4 Démonstration de2.4a

La proposition suivante est une variante de [Org03|} 2.6].

Proposition 4.1. Soient F un corps, X un schéma séparé de type fini sur SpecF, U une
partie ouverte deX.

(i) 1l existe un morphisme ro : Xy, — X propre surjectif avec X;, régulier et un sous-
schéma ouvert fermé W, de X[, contenantry L(U) tels que o L(U) soit le complémentaire
d’un diviseur strictement a croisements normaux dans Wy.

(ii) Pour tout n = 0, il existe une extension finie radicielle F' de F et un hyperrecou-
vrement propre n-tronqué s-scindé r. : X, — Xp' tels que X, soit lisse sur SpecF’ et que
r,_nl (Up) soit le complémentaire d'un diviseur strictement a croisements normaux rela-
tivement a SpecF’ dans un sous-schéma ouvert fermé deX),,,0 < m < n.

Démonstration. (i) Au cas ol1 X est integre et U # @, il existe un morphisme rq : X — X
propre surjectif avec Xj, integre et régulier tel que r; 1(U) soit le complémentaire d’'un
diviseur strictement a croisements normaux, en vertu de [dJ96} 4.1]. On prend Wy = Xj,.

Le cas ou X est integre et U = @ en résulte : appliquer le cas précédent a X et la
partie ouverte X pour obtenir ry, et puis prendre Wy = @.

Dans le cas général, soient X, les schémas réduits associés aux composantes irré-
ductibles de X, a: [[Xy — X le morphisme canonique. Alors a est fini et surjectif. Pour
chaque a, appliquons (i) & Xy et U xx X4, on obtient ¢q : (Xo); — X propre surjectif
avec (Xa)6 régulier et un sous-schéma ouvert fermé W, de (Xa)() contenant 'image in-
verse Uy de U tels que Uy soit le complémentaire dans Wy d’'un diviseur strictement
a croisements normaux. Posons X6 = ]_[(Xa){), 1o = ao [l dg, Wy = [IWyq. Alors ry et Wy
satisfont aux conditions de (i).

(ii) Cas F parfait. On fait une récurrence sur n. Lorsque n = 0, (ii) dégénére en (i).
Supposons donné un hyperrecouvrement n-tronqué r, : X, — X vérifiant les conditions
de (ii). On applique (i) au X-schéma (cosq,,X}),+1 et I'image inverse de U. On obtient
B :N — (cosq,X.)+1 propre surjectif avec N lisse sur SpecF et un sous-schéma ouvert
fermé W de N tels que I'image inverse de U dans N soit le complémentaire d'un divi-
seur strictement a croisements normaux relativement a SpecF dans W. Lhyperrecou-
vrement propre (n + 1)-tronqué s-scindé associé au triplet (X,,N,p) [SGA4, VP 5.1.3]
vérifie les conditions de (ii) pour n + 1.

Cas général. On prend une cloture parfaite F de F et applique (ii) a F, Xg et Ug. Lhy-
perrecouvrement tronqué et les diviseurs strictement a croisements normaux obtenus
se descendent a une sous-extension finie F’ de F. O
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4.2. Démonstration de (2.5.1). 11 faut montrer que pour un Q;-faisceau constructible
¢ sur X, entier, Rf, ¥ est entier.
On fait une récurrence sur d = dimX. Le cas d < 0 est trivial.

Soit d = 1. Choisissons un ouvert affine U <~ X tel que ¥|U soit lisse et que son

complémentaire Z <. X soit de dimension < d. Le triangle distingué
i.Ri'Y -4 —Rj,j*4—
induit le triangle distingué
R(fi).Ri'Y = R4 —R(f)j G —.

Compte tenu de 'hypothése de récurrence, il suffit de voir que Rj, j*¥4 et R(fj)«j ¥4
sont entiers. Il suffit donc de vérifier le théoréme sous ’hypothese additionnelle que X
est séparé et ¢ lisse.

Ona¥ = (95 ®5 E) ® Q; avec ¥ lisse. Soit p: X' — X un revétement étale surjectif
qui trivialise ¥ ®¢ (O /m), ou m est I'idéal maximal de ©. Le faisceau ¥ est facteur
direct de p.p*¥, de sorte qu'il suffit de voir I'intégralité de R(f p).p*¥4. Donc il suffit
de vérifier le théoreme sous 'hypothese additionnelle que X est séparé et

4.2.1 ¥ =(9%®pE) ®E@ avec 95 ®¢ (O'/m) constant.

On factorise f en X Lzs Y, ou j est une immersion ouverte, g est un morphisme
propre. Comme Rg, préserve l'intégralité en vertu du théoreme de Deligne-Esnault
(2.4.1), il suffit de prouver I'intégralité de Rj.%. On est donc ramené a démontrer
pour j et ¥4. Pour cela, on peut supposer Z affine, donc séparé.

Soit i = 0. On applique[4.1](ii) a j et n = i +1. Quitte a changer les notations, on peut
supposer que I'extension radicielle de loc. cit. est triviale. On obtient un carré cartésien
(de schémas simpliciaux (i + 1)-tronqués)

X/Ci)Z/

X——7

ol r, est un hyperrecouvrement propre (i +1)-tronqué s-scindé, Z/, lisse sur n, j,, une
immersion ouverte faisant de X}, le complémentaire d'un diviseur a croisements nor-
maux relativement a n dans une partie ouverte fermée de Z,,, 0 < m < i + 1. D’apres la
descente cohomologique,

T<iRj+9 =~ 1<iRj.Rs.,.5;9 = 1<;R1. . Rj. s 9.

Comme Rr., préserve l'intégralité (2.4.1), il suffit de voir I'intégralité des Rj,,, s;,¥,
0 < m<i.0Or s},¥ satisfait encore a}4.2.1} donc est modérément ramifié sur Z,,,. 1l suffit
alors d’appliquer[3.8| O
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Proposition 4.3. Soient X un schéma régulier séparé de type fini sur 1, purement de
dimension 1, ax : X — 1, ¢ un Q-faisceau lisse sur X, entier inverse. Alors Rlax¥ est
1-entier inverse.

Démonstration. On peut supposer que ¥ = (¥p ®¢ E) ®g Q;, avec Y lisse. Pour p:
X' — X un revétement étale surjectif qui trivialise ¥ ®¢ (@ /m), ¢ est un facteur direct
de p«p*%4. Ceci permet de supposer ¥ ® O/m constant. On a

Dy (R ax¥) = #7' (DyRax¥) = # 7' Rax.4(1)12]) = R' ax. 4 (1).

Soit j : X — P une compactification réguliere de X. De ax = ap o j on déduit une suite
spectrale

EP? =RPap,RYj. 4 = RP T ax, 4.
D’ apresmet. ROaP*le*% est entier. D’autre part Rlap*R ]*Cﬁ est un quotient de
Rlap. ji94, donc entier en vertu de Z.4.1). Donc R ax.¥ est entier, R ax;¥ est 1-entier
inverse. O

Démonstration del2.4 Comme on a déja remarqué, le cas « entier » ((2.4.1) et (2.4.2))
de[2.4]est démontré dans [DE06) 0.2]. Supposons maintenant & entier inverse. On peut
supposer Y =1, f = ax.

Traitons d’abord le cas X = A}T Soient j : U — X un ouvert dense tel que &|U soit
lisse, i : Z — X le fermé complémentaire. La suite exacte

0—jijj*F -F - i,i"F -0
donne le triangle distingué
Ray(#|U) — Rax & — Razn(F1Z) —

D’apres[3.4} Ray (F17) est entier inverse, R ay; (% |U) est entier inverse, Ray, (% |U) est
1-entier inverse. D’aprés R'ay(Z|U) est 1-entier inverse. Donc Rax.Z est I-entier
inverse et 1-entier inverse.

Pour le cas général, procédons par récurrence sur n. Le cas n < 0 est trivial. Soit
n = 1. D’apres le lemme de normalisation, il existe j : U — X un ouvert dense de X et
un morphisme f: U —-Y = A}q a fibres de dimension < n — 1. Soit i : Z — X le complé-
mentaire de U. Alors Z est de dimension < n — 1. La suite exacte

0—jijjF>F - i,i"F—0
donne le triangle distingué
Rau(#|U) — Rax & — Razy(F1Z) —

Par 'hypothese de récurrence, Raz (& 1Z) est I-entier inverse et (n — 1)-entier inverse. Il
suffit donc de vérifier la proposition pour &|U. Ceci résulte de la suite spectrale

EP? =RPay R fi(F|U) = R"*9ay,(F|U),

de I'hypothese de récurrence appliquée aux fibres de f et du cas d’'une droite affine
déja traité. O
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La proposition suivante est un analogue de[3.6|

Proposition 4.4. Soient X un schéma régulier de type fini sur 1 de dimension 1, D un
diviseur positif régulier. PosonsU =X -D, j: U — X. Soit 9 un Q;-faisceau lisse sur U,
entier inverse, modérément ramifié sur X. Alors Rj.4 est1-entier inverse.

Démonstration. Comme ¥ est lisse, modérément ramifié sur X, entier, R j*ﬁé est I-
entier en vertu de Soit i : D — X. D’apres la dualité locale en dimension 1,
i*R'j.9 ~ (i*j.4)V(~1) est 1-entier inverse, i*j.¥ ~ (i*R'j,%)"(~1) est entier in-
verse. O

La proposition suivante est un analogue de[3.8

Proposition 4.5. Soient X un schéma de type fini sur n, D un diviseur a croisements
normaux. PosonsU =X -D, j:U — X. Soit¥ un Q;-faisceau lisse sur U, entier inverse,
modérément ramifié sur X. Alors Rj.4 est1-entier inverse.

On déduit[4.5|de[4.4]de la méme maniére qu’'on a déduit[3.8)de
On déduit (25:3) de[4.5|de la méme maniére qu’on a déduit 2:5:1) de[3.8]en4.2]

Remarque 4.6. Lassertion (2.6.1) (resp. (2.6.3)) pour f une immersion fermée découle
de ce qui précede. En effet, soient j: Y —X — Y 'ouvert complémentaire, K € Dﬁ’ Y, Q)
entier (resp. I-entier inverse). On a le triangle distingué

Rf'K— f*K— f*Rj.j*K—.

En appliquant (resp. @.5.3)) a j, on obtient que f*Rj,j*K est entier (resp. I-
entier inverse), donc f*Rj. j*K[—1] I'est aussi (resp. (I - 1)-entier inverse). Or f*K est
entier (resp. I-entier inverse). On en conclut que Rf'K I'est aussi. Cette démonstra-
tion donne un peu plus dans le cas entier inverse : pour K € Mod(Y, Q)enc-1, R* f'K est
(a—1)-entier inverse, a = 1.

4.7. Démonstration del2.2 On peut supposer X réduit. On fait une récurrence sur dy.
Le cas dy < 0 est trivial. Pour dx = 1, il suffit de montrer que pour K € Mod. (X, Q;) en-
tier (resp. entier inverse), DK est entier inverse et (I + dx)-entier inverse (resp. I-entier
et —dx-entier et #*(DK) est (a + 1)-entier, —dx < a < —1). Prenons un ouvert j : U — X
régulier purement de dimension dx tel que le complémentaire i : V — X soit de dimen-
sion < dx et que K|U soit lisse. Alors D(j*K) = (j*K)" (dx)[2dx].

On a le triangle distingué

(4.7.1) i.D(*K) - DK — Rj,D(j*K) —.

D’apres (resp. (2.5.1)), Rj.D(j*K) est (I + dx)-entier inverse (resp. —dx-entier).
D’apres I'’hypothese de récurrence, i, D(i*K) I'est aussi. Donc DK est (I + dx)-entier in-
verse (resp. —dx-entier).

On a le triangle distingué

jiD(j*K) — DK — i, DRi'K) — .
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Le terme jiD(j*K) € D!724~24x est entier inverse (resp. I-entier). D’apres|4.6, Ri'K est
entier (resp. ROi'K est entier inverse et R4i'K est (a—1)-entier inverse, a = 1). D’apres
'hypothése de récurrence, D(Ri'K) est entier inverse (resp. #°(D(Ri'K)) est entier et
AYD(RI'K)) est (a+ 1)-entier, a < —1, en vertu de la suite spectrale

P4 — 7P DR 7i'K)) = AP+ DRi'K)).

Donc DK est entier inverse (resp. I-entier et #%(DK) est (a + 1)-entier, —dx < a < —1).
O

Démonstration del2.3 Les assertions (2.5.1) et (2.5.3) sont déja démontrées en[4.2] et
Si f est séparé, alors (2.5.2) et (2.5.4) découlent de2.4|et)2.7): Rf. = DyR fiDx induit

DY (X)1.ent = D2 ()% RE, pboy)op 2% DY) 1 d-ents

(I+dy)-ent™!

DY K)enct 2 DR, DI, P4 DY) gy enr-

(I+dx)-ent™!

Il reste a montrer (2.5.4) sans supposer f séparé. Pour cela, prenons un recouvrement
ouvert affine W — X. Soit g, : cosqy(W/X). — X. Alors Rf, =Rf.Rg., g, etil suffit d’ap-

pliquer le résultat du cas séparé. O
Remarque. Les assertions (2.6.2) et (2.6.4) découlent de: Rf '~ Dy f*Dy induit
I
D?(Y)I'em Db(Y) (I+dy)-ent™! Db(X) (I+dy)-ent™! = D?(X) (I-dy)-ent>
fr

D?(Y)ent 1 Db(Y) —dy-ent Db(X) —dy-ent = DE(X)dY-entfl'
Dans le cas f quasi-fini, on peut améliorer (2.5.2) comme suit.

Proposition 4.8. Soit f : X — Y un morphisme quasi-fini séparé de schémas de type fini
surn avec dx = dimX = 1. Alors R f, envoie Df(X, Q1.ent dans D?(Y, Q1) (1+1-dy)-ent-

Démonstration. Par le théoréme principal de Zariski, on peut supposer que f est une
immersion ouverte dominante. Soit K € Mod, (X, Q;) entier. On a le triangle distingué

i»Ri' fiK — fiK - Rf,K —,
olli:Y—-X<—Y estle fermé complémentaire. Il suffit donc d’appliquer (2.6.2). O
La proposition suivante généralise [DE06)} 0.4].

Proposition 4.9. Soient i : X — Y une immersion de schémas de type fini sur n avecY
régulier, dy = dimY, d, = codim(X,Y), ¢ € Mod. (Y, Q;) entier (resp. entier inverse) lisse.
Soite: Z — Q une fonction vérifiant

d; si2d. <a<d;+dy,
el@=xa+1-dy sid.+dy<a<2dy,
dy sia=2dy.

Alors Ri'Y este-entier (i resp. (1—d.)-entier inverse).
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Démonstration. On va montrer que pour toute partie fermée W de X, Ri\!/vg est e-
entier (resp. (I —d.)-entier inverse), ou iy : W — Y. Ici on a muni W de la structure
de schéma réduit induite. On fait une récurrence noethérienne. Le cas W = @ est tri-
vial. Pour W # @, on prend un ouvert régulier irréductible j : U — W. Soit iz : Z — W
son complémentaire. On a le triangle distingué

iz«RiyRily9 — Rilyd — Rj. j*RiyyG — .

D’apres J*RiyyY = RGw)'Y = 9(-d)[-2d], ot d = codim(U,Y) = d,. Si dy =
dimU = 0, alors Rj*j*Ri‘!Ncg est e-entier car €(2d) < d; si dy = 1, alors d’apres
et Rj.j *Ri\!Ncﬁ est d-entier et (I+ 1 — d — dy)-entier, donc e-entier, compte tenu du
fait que d + dy < dy. (Resp. d’apres (2.5.3), Rj. j*Ri\EN% est (I— d)-entier inverse, donc
(I-d.)-entier inverse.) D’apres 'hypothese de récurrence, Ri!ZRi‘!N% = R(iwiy)'¥4 est
e-entier (resp. (I - d.)-entier inverse). Donc Ri\!/v% I’est aussi. O

4.10. Démonstration de[2.6. Les assertions et sont traitées plus haut.
Pour le reste, on fait une récurrence sur dy. Le cas dy < 0 est clair. Pour dy = 0, on peut
supposer Y réduit. Soit ¢ € Mod, (Y, Q;) entier (resp. entier inverse). Il existe un ouvert
régulier U de Y de complémentaire W de dimension < dy — 1 tel que ¢|U soit lisse. On
considere le diagramme a carrés cartésiens

XUC]_> X 'A)XW
lfu lf lfw
U(; Y é)w
On a le triangle distingué
(4.10.1) i'RfyRi'Y — Rf'Y —Rj.Rf;j*9 —.

D’aprés Ri'¥ est entier (resp. I-entier inverse), donc R f\ivRi 'q est —d,-entier (resp.
(I + d,)-entier inverse) en vertu de 'hypothese de récurrence. Il reste a considérer
Rf};(4IU).

11 suffit de montrer que pour Y régulier et ¢ € Mod.(Y, @) entier (resp. entier in-
verse) lisse, Rf'¢ est —d,-entier (resp. (I + d,)-entier inverse). Le probléme étant local
sur Y, on peut supposer Y irréductible et que f se factorise en X & Ay LN Y, ot ix est
une immersion fermée. Ag est irréductible [EGAIV, 4.5.8], donc biéquidimensionnel
[EGALV, 5.2.1], donc codim(X, A{;) =n+dy—-dx=n-d,, car dx < dy + d,. Il suffit donc
d’appliquer[4.9)a ix et Rp'G[-2n] = p*F(n). O

4.11. Démonstration de[2.8 Les assertions ([2.8.2) et (2.8.4) découlent de[2.7]:

RAomyx(—,—) = Dx(— ® Dx—)
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induit

1d,D
D)™ x DY X)penc LD x D2OOP

I-ent! (I+dX) ent™!

&, Db(X) = DEX) 1 dy)-ents

(I+dx)-ent™!

(1d,Dx)

D (X) XD?(X)ent1 D (X)ent D (X) —dy-ent

ent

2 D2OO%, e = D2 gy et

Pour le reste, il suffit de montrer que pour K, L € Mod, (X, Q;), K entier inverse, L entier
(resp. K entier, L entier inverse), R#om(K, L) est entier (resp. [-entier inverse). Par dé-
vissage de K, on se rameéne a supposer K de la forme ¥, ol j : Y — X une immersion,
% € Mod,.(Y, @) entier inverse (resp. entier) lisse. Alors

RAomx(ji¥,L) = Rj.RAomy(¥4,Rj 'L).

1l suffit d’appliquer et (resp. (2.6.3) et (2.5.3)). O

5 Variantes et cycles proches

Variante 5.1. Soient k un corps fini, / un nombre premier # car(k). Soit X un schéma
de type fini sur k. Soit r € Q. On fixe un plongement t : Q — Q. On dit qu'un Q-
faisceau & est r-entier (resp. r-entier inverse) si pour tout point géométrique X au-
dessus d'un point fermé x de X, et toute valeur propre o du Frobenius géométrique
F, € Gal(x(X)/x(x)) agissant sur Fz, a/1(g") (resp.1(g")/a) est entier sur Z, o1 g = #x(x).
Cette définition ne dépend pas du choix de 1. On définit I'intégralité pour K € D?(X, Q)
de maniére analogue a

On a des résultats similaires pour les diverses opérations : [2.4] a[2.8}
Le cas entier de I'analogue de est un théoréme de Deligne [SGA7, XXI 5.2.2]. Les
démonstrations des autres résultats sont similaires a celles données aux §§ 3 et 4.

Variante 5.2. Soient R un anneau de valuation discrete hensélien excellent de corps
résiduel fini k = F v, K son corps des fractions, S = SpecR, n = SpecK, s = Speck. Soit X
un schéma de type fini sur s. On a un topos X x 1 [SGA7, XIII 1.2.4]. Rappelons qu'un
faisceau d’ensembles sur X x 1 est un faisceau sur X; muni d’'une action continue
[ibid., 1.1.2] de Gal(K/K), compatible a I'action de Gal(K/K) sur X; (via Gal(K/K) —
Gal(k/k)). Fixons un nombre premier [ # p. Soit & € Mod (X x q,@). Pour x € X,
soit @ € Gal(k/K(x)) X Gok/k) Gal(K/K) un relevement du Frobenius géométrique Fy €
Gal(k/x(x)). D’apres le théoreme de monodromie locale, les valeurs propres de ®,
agissant sur &3 sont bien définies a multiplication pres par des racines de I'unité. Soit
r € Q. On fixe 1 : Q — Q. On dit que & est r-entier (resp. r-entier inverse) si pour tout
x € [X] et toute valeur propre o de @, agissant sur Fz, a/1(q") (resp. 1(g")/a) est entier
sur Z, ou g = #x(x). Cette définition ne dépend pas des choix de ®, et de 1. On définit
lintégralité pour K € D?(X x 31, Q;) de maniére analogue 2‘1
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Toute section continue o de Gal(K/K) — Gal(k/k) induit un foncteur exact
* . 1\b Y b Y
0 :D,Xx:n,Q)—D, X, Qp).

Un complexe K € D?(X X n,@) est e-entier (resp. e-entier inverse) si et seulement si
o*Kl'est. Comme ¢* commute aux six opérations et a la dualité, on déduit de des

résultats similaires pour ces opérations :[2.4a2.8}

Soient S, n, s, I comme dans[5.2] Le résultat principal de ce § est le suivant.

Théoréme 5.3. SoitX un schéma de type fini surS. Le foncteur des cycles proches
RWx : D¢ (Xn, Q1) — DX %1, Q1)
induit

D?(Xn;@)ent - D?(Xs Xs n»@)ent;
D?(Xn,@)l—ent’l - D?(XS Xs nr@)l-ent’l .

5.4. Soient S = SpecR un trait hensélien quelconque, 1 son point générique, s son point
fermé. On va garder ces notations jusqu’en|5.7

Définition 5.5. (a) Soient X un S-schéma de type fini, Z une partie fermée contenant
Xs. On dit que le couple (X,Z) est semi-stable si, localement pour la topologie étale, il
est de la forme

(SpecRlty,..., tyl/(ty ... 6, — ), 7Z),

ol 1t est une uniformisante de R, Z est défini parl'idéal (#;...%5), 1 < r < s < n. Le couple
est dit strictement semi-stable s’il est semi-stable et si Z est la somme d’une famille finie
de diviseurs réguliers de X.

(b) Soit X un S-schéma de type fini. On dit que X est strictement semi-stable si (X, X)
est un couple strictement semi-stable.

Soit (X,Z) un couple strictement semi-stable avec Z = Y_;cD;, (D;)ie1 une famille
finie de diviseurs réguliers. Alors X = Ujer-jD;, ouJ = {i € I |D; ¢ Xs}. Soit H=U ey D;
la réunion des composantes horizontales. Alors Z = X; U H.

Nous établirons d’abord[5.3]dans le cas semi-stable. Nous aurons besoin pour cela
des points (ii) et (iii) du lemme suivant (la partie (i) est utilisée dans la preuve de (ii)) :

Lemme 5.6. Soient (X,Z) un couple strictement semi-stable sur S, Z. = Y ;1 D; avec
(D) ie1 une famille finie de diviseurs réguliers, ] comme plus haut, U =X -Z, u linclu-
sionU — Xy, A = Z/mZ avec m inversible sur S, 4 € Mod. (U, A) localement constant,
modérément ramifié surX.
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(i) Soienti €], Uy = X=Uper-1iy Dn, Diyu,, = Di xx Uy, d'oit un diagramme a carrés
cartésiens

Ji
Dj y, 2> (Dj)yC D; (Di)s
ll; i(li)n J/li l(li)s
i(0) i
U( J U(i)C J) X]’]C X Xs
\/
u
Alors la fleche
(5.6.1) a: (1) i RYxR j(iy» RjVY) — R¥p Rjf;) 1" RjPG)

composée de (1;) s R¥x (Ru.%4) — R¥p, (li);(Ru*fﬁ) [SGA7, XIII (2.1.7.2)] et du change-
ment de base R¥p, (li);Rj(,-)* (Rjii)eg) — R\PDiRj(’l.)* 1;. * (Rj,(f)cg) est un isomorphisme.

(i) Soienti € I-J, Uy, D;uy,, comme plus haut, d’oti un diagramme a carrés carté-
siens

¢ U Diu,
b
u D;
l(li)s
XpC X Xs

AlorsRYy, %9 = Yy, %9 € Mod.(D;u,, xsn,A) est lisse, modérément ramifié sur D;, et le
morphisme

(5.6.2) B: ) RYxRu.4 — Rj(;) R¥y, 4

déduit deRYxRu.¥% — (l,‘)s*Rj(/i)* RWy, ¥ [SGAZ, XIII (2.1.7.1)] est un isomorphisme.

(iii) Supposons que] = @. Soit f : Y — X un morphisme de schémas tel que Y soit
unS-schéma strictement semi-stable avec (f “1D}))jer une famille de diviseurs réguliers
deY. Alors le morphisme

(5.6.3) Y: f{ R¥x¥ — R¥y fn*%
ISGA?Z, XIII (2.1.7.2)] est un isomorphisme.
Le point (ii) est une généralisation partielle de [11102, 1.5 (a)].

Démonstration. Onremplace tout d’abord le premier énoncé de (ii) par I'assertion que
les faisceaux RYWy , %, g € Z sont lisses, modérément ramifiés sur D;. L'annulation des
cycles proches supérieures résultera de (iii).

La question est locale sur X. Soit y un point de X;. On peut supposer que y € D;
pour tout j € I. Soit m une uniformisante de R. Il existe un ouvert de X contenant y,
lisse sur

SpecR[tj]jer/( [] tj—m
jel-J
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avec tj définissant D;. En vertu du lemme d’Abhyankar, il existe, au voisinage de y, un
revétement fini g: X = X[T;ljer/ (T]’.l —tj) jer — X ol1 n est un entier premier a I'exposant
caractéristique de s, tel que (g|U)*¥ se prolonge en un A-module localement constant
constructible sur X. Comme ¥ s'injecte dans (g|U).(g|U)*¥ et le quotient ¢, est mo-
dérément ramifié sur X, on peut itérer cette construction. Pour tout N = 1, on obtient,
quitte a rétrécir X, une résolution

G — (gl (glU)*Y — (g11U)«(g11U) "% — -+ — (gn]U) « (gnIU) " Di.

Donc on est ramené a montrer le lemme pour le faisceau (g|U). (g|U)*¥.

Soient R; I'anneau obtenu en adjoignant a R les n-iémes racines de l'unité,
R =Ry [IM]/(I1" - ), S’ = SpecR’. Comme RY commute au changement de traits S’ — S
ISGA4%%, Th. finitude, 3.7], il suffit de montrer le lemme pour ((g|U).(glU)*¥)s =
(85'1Us/)«(gs'1Usr) *%sr. Or Xsr = [ X¢, ot X est lisse sur

SpecRI[T;lje/( [] T;—-¢-1D),
jel-J

{ parcourt les n-iemes racines de I'unité. Donc (Xg’, gs‘,1 (Zs)req) €st un couple stricte-
ment semi-stable avec (gs_,1 (D; s)red)ie1 une famille de diviseurs réguliers.

On peut alors se ramener a montrer le lemme pour un faisceau ¢ qui se prolonge
en un A-module localement constant constructible sur X, puis au cas ¢4 = Ay par la
formule de projection.

Lassertion (iii) découle alors de la fonctorialité de [I1104} 3.3]. Plus précisément, on
a les diagrammes commutatifs

AN FIR'Wx Ax, —— fIRIPxAx,
i/\”]fly l;ﬂy
ARy foAx, ——=RI¥yfi Ax,
et
0 — fIAx, (1) — fF R jxe Ax, — fiR'WxAx, —0
iz =iﬁ) i]ﬁ‘y
00— Ay,(-1) —— l{‘{leY*fn*Axn — Rl‘Pan*Axn —0

ou jx : Xy =X, jy: Yn =Y, 1x: X5 — X, 1y : Y; — Y. Les lignes du deuxiéme diagramme
sont des suites exactes courtes et le carré a gauche est donné par le diagramme com-
mutatif

* d * ~ % .
fs AXX (_1) E—— fS @iEI AXi(_l) T> fs ZXRl_IX*AXn

T

Ay, (-1) Dia Ay, (1) —— iy R jy. fif Ax,
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ol les fleches marquées d sont des diagonales et celles marquées ¢ sont induites par
les classes des diviseurs réguliers.
(i) Il s’agit de montrer I'assertion suivante :

(A) Le morphisme de foncteurs
(5.6.4) )y RYxR (i« = RYp,Rjj;), ;"

induit un isomorphisme sur R j,(f)AU.

On a un triangle distingué
(l;')*ADi,U(,-) (=D[-2] = Ay, — Rjii)AU -.

Comme (5.6.4) induit trivialement un isomorphisme sur le premier terme, (A) équivaut

N

a

(B) Le morphisme (5.6.4) Ay,
(5.6.5) ) sRYxRji)« Ay, — R¥p,R j(’l.)*ADl._Um

est un isomorphisme.

On montre ces énoncés par récurrence sur #] = 1. Le cas #J = 0 est vide.

Dans le cas général, on montre d’abord que pour tout j € J - {i}, (5.6.5)|(D; )5 est
un isomorphisme, ot D;j = D; N Dj. Soit Uy; j) = X —Uper-y;, jy Dr- On considere le dia-
gramme commutatif

!

j j2,i
Di,U(i)( : Di,U(ij)( J2 (Dl)n% Di
/ / b
j!
U Djjug, : (Dij)nC | Dij i
| | iy
I v J2 ¥
Upc——|--—-->Upc-—= - - - - - >Xpe - - = - - >X
7 7 /
P e P Li,j
e e lj
Ve j2,j 7
DjuC (Dj)n¢ D;
D’apres [SGA4, XII 4.4 (i)], le composé
i )s R¥xR(j2 j1)« Auy,
—(,)sRYD,RU2,1 /) « Aby G-6.5)I(D;)s

—R¥p, Rj3. ((Rj1,Ap,y, )IDiju,;,) hypothése de récurrence (A)
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est égal au composé

i) s RPxR(j2 j1)« Au,
= (li,j):R‘PDjR(jg,j) «(Rj1+Aug) |Dj,U(,-j)) hypothese de récurrence (A)
—R¥p, Rjs. (Rj1+Au,)IDiju;) (%)
—RY¥p,;Rj. (Rj1. A,y )IDijug;) B7] i)

ol () est un morphisme de type (5.6.4) appliqué a (Rj1+Ay,)IDju,;,. On ale triangle
distingué
Apjy ) (D=2 = Apjy, ) = Rt Au)IDjug, =

Doncl’hypotheése de récurrence (B) implique que (%) est un isomorphisme. Il en résulte
que (56.6.5)|(D;)s est un isomorphisme.
Il reste a montrer que (5.6.5)|(V;)s est un isomorphisme, ot

Vi=X- |J Dp.
heJ—{i}

Comme (Vi) =Uq), jo)v, = IdUm, ceci découle de (iii).

(i) Comme Ug;) est lisse sur S, R¥y, Ay = ADi,U(i)’ donc est modérément ramifié
sur D;.

Pour montrer que f est un isomorphisme, traitons d’abord deux cas spéciaux : (a)
#=0;(b)#I-])=#]=1.

Dansle cas (a),ona U =X, j, = Idxn. Onpose D =D, E=Ujer-(3 Dj, D*=D-Dn
E=D;y, douun diagramme commutatif

j(i) L

Uc© X-F D*
Jj(,i)
Ja D
L
/ l(li)s
Xﬂ( ! X Xs

On a le carré commutatif

A1) IR WY Ay
J/M;flﬁ ijz"qﬁ

ATRL Jin R¥u, Ay — RY j(’l.)*R\PU(i) Ay

A9R! Jlys Apr ———=R9j{; Ap:

(1) RT¥x Ay

Donc il suffit de montrer que #'p est un isomorphisme.
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On a le diagramme commutatif

P1

t; Rjs Ay

. T . i
Ry« Ax-E —1>1;‘R](,~)*R]i’)AU B

bll: bzi
p2

. ! Iy . ! _( ) .y
Rji;y. " Ax-E —= Rj(;,"Rj." Ay — Rj;) R¥x-£Au
olu by, b, sont des changements de base, r, r» sont induits par 'adjonction Ax_g —

R jii) Ay. La fleche b; est un isomorphisme en vertu de (ii). Le composé poroy est
induit de I'isomorphisme Ap: — R¥x_g Ay, donc est un isomorphisme. On a

()i R¥YxAy

Ry Ax-= P (tj,1)+Ap,;,
JeI-{i}
L7£1l;<Rj*AU:AD@ @ (lj,i)*AD
jel—{i}

ij?

Jfl(li):R\PxAU est le quotient de Ap @ @jel_{i}(lj,,-)*ADij par Ap, inclus diagonale-
ment, #'r; est I'inclusion dans le second membre, %' p; est la projection. Donc
F€ (p1r1) est un isomorphisme. Il s’en suit que .#°'p est un isomorphisme. D’oi1 (a).

Dans le cas (b), on a D; = X, (1;)s = Idx,, H=D; ou j est I'élément de J. On pose
V=U =X-H, d'out un diagramme a carrés cartésiens

Uc Vv Vi
[M jl/ Evs
XpC X i Xs
HyC H H;

On a le triangle distingué

i*RI}*AV E' R\PxRu*AU nd R@XRU*AV g

Ona
AX Siq=0,
R7v,Av =X hoAx(-1) sig=1,

0 sinon.
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Donc R®xR7v. Ay = 0, pour tout g. Donc ROxRv. Ay = 0, ' est un isomorphisme. Par
ailleurs, on a le diagramme commutatif
. p’
i"Ru, AV —— R\PxRu* AU
(ii) J/ = J/ﬁ
Rug. l'{;AV — Rvs.R¥Yv Ay

Donc p est un isomorphisme. D’ou (b).
Pour le cas général, procédons par récurrence sur #J. Le cas #] = 0 est le cas (a) traité
plus haut. Supposons #J = 1. Prenons j €], d’ol1 un diagramme commutatif

U\( U(,l;) DivH(i)
i@ 1
U(f]\')( U(Q) DirU(ij)
A% 2
DJ',H(/')( ‘ D].r[(]\(ij) | Dier(ij] J2
\ [
| |
I /
| [ Ui
| |
ugj) ! [ Dij (s
! |
! [
v i
XnL————————>X< ——————————— X
7 7
(lj)r]/ 7 lf/ 4 (li,j)s
P e P e (lj)x
(D)€ D, )
On a un diagramme commutatif dans Dé’ (D;jxsn,A)
)
p . .(j (b) .
1 () sRYxRu. Ay LU l;'iRJZ*R‘PUW)R]iﬂAU — U Ri2j1.R¥y, Ay
chg' de base = l @)
. .(j) (b) . *y s
Ui, )5 )RYxRu. Ay R]é*l'j’i*R‘I’U(iﬂR]*] Ay == Rjp.; "Rj1RPy;, Ay
=l(i) = ()
.( ) [52 ./ | * .
(1l-,j);R\yDjRugj)*1;.*R]*f Ay —>Rj R¥p,, 1 "Rjx Ay

ou B|D;; est le composé des deux fleches de la premiére ligne de (1), p1 est induit par
une fleche de type (5.6.2) et 3, est une fleche de type (5.6.2). La commutativité du carré
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a droite est claire et celle du carré a gauche se voit en appliquant[5.7]au carré

Der(ij) —Uqj)

D j—X
La fleche f, est un isomorphisme en vertu de I'hypothése de récurrence et du triangle
distingué

Ap;y,, D=2l = Apy  — l;*Rj*AU —.

AU

Donc B|D;; est un isomorphisme. Il reste a montrer que B|(D; — D;;) est un isomor-
phisme, ce qui résulte de 'hypothese de récurrence. O

Lemme 5.7. Soient
XI L X
r
g

Y —Y

un carré commutatif deS-schémas, A un anneau. Alors on a un diagramme commutatif
de foncteurs D* (X, A) — D* (Y§ x 51, A)

8iRfsxR¥Yx —— Rf!, hiR¥x

/ .

g RWyR S, RfLRYx I

T 7

R\FYr g;; an* _— R\Pyr Rfr;* h;

ot les fleches horizontales sont des changements de base, les fleches montantes sont
[SGAZ, XIII (2.1.7.1)], les fleches descendantes sont [ibid., XIII (2.1.7.2)].

Démonstration. Soient K = (1), K une cloture séparable de K, fj = SpecK, S le norma-
lisé de S dans 7j. On ajoute une barre au-dessus pour le changement de base S — S.
Onnote i:§— S, j: i — S. Il suffit de montrer la commutativité du diagramme de
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foncteurs D* (X, A) — D* (Y}, A)

g;ng* l';RjX* —_— ngl* h; i;ER]‘X*

a N

grisRfRjx« RfL, i% h*Rjxs

77 X SN

gs lYR]Y*an* i;g*Rf*R]'X* - i{;RF* h*R]'X* Rfs* X’R]X’

N NS

iy, &*Rjyv«R fi« iy R Rjx«hs

N e

iy Ry 8y R e — iy RjvuRf], B

ol toutes les fleches sont des changements de base. La commutativité de la cellule en
haut (resp. en bas) résulte de [SGA4] XII 4.4 (i)] (resp. ISGA4, XII 4.4 (ii)]). Les commu-
tativités des deux autres cellules sont triviales. O

Proposition 5.8. SoientS comme dans[5.2, (X,Z) un couple semi-stable surS,U =X-Z,
u:U — Xy, 9 e Mod. (U, Q) entier (resp. entier inverse) lisse, modérément ramifié surX.
Alors RYxRu.4 est1-entier (resp. I-entier inverse).

Démonstration. On peut supposer que (X,Z) est un couple strictement semi-stable
surS.

Traitons d’abord le cas particulier ou Z est un diviseur régulier. Alors Z = X, U =
Xy, u =1d, X est lisse sur S. Soit x € [X;|. Quitte a faire un changement de traits étale,
on peut supposer que X — S admet une section o tel que o(s) = x. D’apres (iii),
RYx9)x =0 RYxY =R¥Yg 0;@ est [-entier (resp. I-entier inverse), car R¥g s’identifie
alidentité.

Le cas général découle de (ii), du cas spécial ci-dessus, et de la variante de

(resp.[4.5) au-dessus de s x 1. O
5.9. Pour la démonstration de nous aurons besoin du lemme ci-apres, ana-
logue def4.1}

Soient S un trait hensélien excellent, X un S-schéma séparé de type fini, U < X;; une
partie ouverte. Pour f : S’ — S un morphisme fini de traits et g : Y — Xg un morphisme
propre de schémas, on considere la condition suivante :

5.9.1 On aY = Y;[[Yy, ou Y; est strictement semi-stable sur S’, g‘l(U) cY, et
(Yo,Yy — g_1 (U)) est un couple strictement semi-stable sur S'.

Lemme 5.10. (i) Il existe un morphisme fini de traits S' — S et un morphisme propre
ro: Xy — Xs de schémas vérifiant[5.9.1) (oY = X)) et tels que (ro)y surjectif.

(11) Pour n = 0, il existe un morphisme fini de traits f : S — S et une augmentation
de schéma simplicial n-tronqué s-scindé r. : X, — Xg/ tels que pour0 < m<n, f et ry,
vériﬁent (ouY =X ) et que I'eyy SOIt un hyperrecouvrement propre n-tronqué.
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Démonstration. (i) Cas X integre et X, géométriquement irréductible. Résulte de [d]J96,
6.5]. Notons que 'hypothése dans [ibid.] que S soit complet peut étre remplacée par
I'excellence de S, voir 113.8]

Cas général. On peut supposer que les composantes irréductibles de X;, sont géo-
métriquement irréductibles. On fait une récurrence sur le nombre n de composantes
irréductibles de X,.

Si n =0, alors X,, est vide. On prend S’ = S, X{; = @. (i) est évident.

Pour n = 1, on prend une composante 1rreduct1ble U, de X,,. Soit X; I'adhérence
de U; dans X. C’est une composante irréductible de X. Soit X, la réunion des autres
composantes irréductibles de X. On munit X; et X, des structures de schéma réduit
induites. (Xz)y a n—1 composantes irréductibles, qui sont géométriquement irréduc-
tibles. On a un morphisme fini surjectif X; [[X, — X. On applique (i) a X; et obtient
S1— S et (X;)y — (X1)s,. Il suffit alors d’appliquer 'hypotheése de récurrence a (X)s, .

(ii) On fait une récurrence sur n. Quand n = 0, (ii) dégéneére en (i). Supposons don-
nésS, —Set r . x"M Xs, vérifiant (ii). On applique (i) au schéma (cosqn(XE") I1Xs,)) n+1
sur S, (avec U remplacé par son image inverse) et obtient un morphisme fini de traits
S’ — S, etun morphisme §: N — (cosqn((XE”))s/ /Xs)) n+1 Propre avec By, surjectif véri-
ﬁant Alors le Xg/-schéma simplicial (n + 1)-tronqué s-scindé r. : X, — Xg: associé
au triplet ((XE”)) s, N, ) vérifie les conditions de (ii) pour n + 1. O

Démonstration de[5.3 La démonstration est parallele a celle de (2.5.1).

On fait une récurrence sur d = dimX;,. Le cas d < 0 est trivial.

Soit d = 0. Il faut montrer que pour ¢ € ModC(Xn,@) entier (resp. entier inverse),
RW¥Yx¥ est entier (resp. I-entier inverse).

On peut supposer Xy, réduit. On peut supposer X affine, donc séparé. Choisissons
J : U = X, ouvert régulier tel que ¢|U soit lisse et que son complémentaire Z = X;, - U
soit de dimension < d. Soient Z 'adhérence de Z dans X, i : Z — X. On a le triangle
distingué

RWxinRij 9 — R¥xY — R¥xRj. j*9G —.

Comme RWx iy« Riil =~ s*R‘I/zRiE]% est entier (resp. I-entier inverse) en vertu de ’hypo-
these de récurrence, il suffit de voir que R¥xRj. j*% est entier (resp. [-entier inverse).
Soit # = j*4. /€ =~ (Hp ®c E) ®k @ avec A lisse. Soit p : U’ — U un revétement
étale surjectif qui trivialise /% ®¢ (€ /m), ou m est'idéal maximal de 0. /€ est facteur
direct de p. p* A, de sorte qu'il suffit de voir I 1ntegra11te (resp. la I- 1ntegrahte inverse)

de R¥xR(jp).p* 7. On factorise le composé U’ - X, —XenU’ Lx £ Xou j' est
une immersion ouverte et g propre.

RYxR(jp)«p” 7 = Rgs: R¥x' R jy, p* F.

Donc il suffit de vérifier que pour X un schéma séparé de type finisur S, j: U — X,
un ouvert et 4 € ModC(U,@) entier (resp. entier inverse), ¢ = (¥p ®¢ E) ®¢ @ avec
%Y ®¢ (O/m) constant, on a R¥YxRj.¥ entier (resp. I-entier inverse).
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Soit i = 0. On applique (i) a j et n = i + 1. On obtient un morphisme fini de
traits f : S’ — S et un carré cartésien de schémas simpliciaux (i + 1)-tronqués s-scindés

U.——X,

Usrcﬂ Xsr

ol s. est un hyperrecouvrement propre (i + 1)-tronqué et r, vérifie/5.9.1, 0< m < i+1.
On note des changements de base de f encore par f.

[ R¥x/sRjx9 = R¥xy /s f "RjxYd = R¥Px, /s R s+ Gs',

donc

T<i ["RYx/sRj+ ¥ = T<iR¥xy /s Rjs«Rse 57 Gy
= TsiR\PXs//S’Rr-q*Rj:*Sf(fgs’ = TsiRr.S*R“PRj:*Sf(gS/.

11 suffit de voir que RWx: ,s/Rjy,.s,%s est entier (resp. I-entier inverse), 0 < m < i. 1l
suffit alors d’appliquer[5.8] (ce qui est licite, car les s}, %s' sont modérés). O

Variante 5.11. Soient S, n, s, / comme dans[5.2] Soient X un schéma de type fini sur S,
ZF € Mod.(X,Q;). Pour r € Q, F est dit r-entier (resp. r-entier inverse) si &, et F; le
sont. De méme pour les complexes. On prend 8§(X) = max{dimX; + 1,dimX}, Dx =
RHom(—,Raé(@(l) [2]), ou ax : X — S. On a les analogues dea en rem-
placant dim par 9, d; par

max dim £~ (y).
J/EIYHIUIYSI1 f )

On a aussi un analogue de 3.8 en ajoutant 'hypothese que (X, D) est un couple semi-
stable sur S.

En effet, pour S découle trivialement de pour s et pour 1. Pour I'analogue
de soit # € Mod, (U, Q) lisse, entier, modérément ramifié sur X. D’apres 3.8/ pour
n et Ru.% et R¥YxRu.% sont I-entiers, o1 u : U — Xy Soit I = Ker(Gal(fy/n) —
Gal(5/s)) le groupe d’inertie. C’est une extension de Zp/(l) par un pro-p-groupe P. La
suite spectrale de Hochschild-Serre donne

EDY = 767 1, RT¥YxRu, F) = i*RP*j,. Z,
oui:X; — X. Soit R? = (R"‘PXRu*QF)P. Si o est un générateur de Zpr(l), ona

Ey7? =Ker(o - 1,RY), Ey?=Coker(c—1,RY)(-1),

et Eg’q =0pour p #0,1. Donc Rj.% estI-entier.

Les résultats et pour S découlent de ces résultats pour s et pour 1 et
de[5.3} en imitant les arguments dans [SGA4%2} Th. finitude, 3.11, 3.12] comme suit. Le
cas spécial f = jy:Y, — Y résulte deet de la suite spectrale de Hochschild-Serre

EDY = 7P (1L RTWy—) = isRP* jy, -,
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ol iy : Ys — Y. Traitons le cas général. Soit L € D?(X, Q) entier (resp. I-entier inverse).
Soient ix : X5 — X, jx : Xy — X. On a les triangles distingués

ix«RixL — L— Rjxs jxL—,
R(fix)«RixL — RfiL — R(f jx)x jx L — .

D’apres le cas spécial, R jx« jx L est entier (resp. I-entier inverse), donc Ri)!(L 'est aussi.
Comme fix =iy fs, f jx = jyfy, on conclut en appliquant (resp. (2.5.3)) pour s et
pour 1) et le cas spécial.

Une fois et établis pour S, on peut refaire[4.6/a[4.9]et[4.11} donnant la
démonstration de [2.5)a[2.8} sauf et (2.6.3). Les résultats et pour S
découlent de leurs analogues pour s et pour 1, en appliquant[4.6| pour S et a
U =Y,, W =Y,. Notons que et pour S peuvent aussi se déduire de leurs
analogues pour s et pour 1, en appliquant aUl =X, V=X

Variante 5.12. On peut remplacer les faisceaux usuels partout par des faisceaux de
Weil [Del80), 1.1.10]. Tous les résultats et les variantes qui précedent restent valables.

Variante 5.13. Soit A un sous-anneau intégralement fermé de @;. On pose
Al = {ae@x la! EA}.

On fixe un plongement t : Q — Q. Avec les notation du § pour r € , un Q;-faisceau
& sur un schéma X de type fini sur n est dit r-A-entier (resp. r-A-entier inverse) si pour
tout x € |X|, les valeurs propres de @, sont dans 1(g")A (resp. ((g")A™}), o1 g = #x(x).
Cette définition ne dépend pas des choix de @, et de 1. On dit que & est A-entier
(resp. A-entier inverse) s'il est 0-A-entier (resp. 0-A-entier inverse). On définit aussi la
A-intégralité des complexes. Tous les résultats et les variantes restent valables pour ces
notions.

Si A est de plus compléetement intégralement clos [Bou85| V, § 1, n° 4, déf. 5] (en
particulier si A est la fermeture intégrale d'un sous-anneau noethérien intégralement
clos de Q; [ibid., exerc. 14]), alors d’aprés un lemme de Fatou [I06} 8.3], & est r-A-
entier si et seulement si pour tout x € [X]| et tout entier n = 1, Tr(@jcl, %) appartient a
t(g™)A. Ce critere n’a pas d’analogue pour les faisceaux entiers inverses.

Si on prend pour A la fermeture intégrale de Z dans Q;, on retrouve la notion d’in-
tégralité dans ce qui précede.

Soit T un ensemble de nombres premiers. Si on prend pour A la fermeture inté-
grale de Z[1/t] et dans Q;, on retrouve la notion de T-intégralité dans [SGA7, XXI 5] et
[DEQG].

6 Appendice : Intégralité sur les champs algébriques

Soient K un corps fini de caractéristique p ou un corps local de caractéristique
résiduelle p, n = SpecK, ! un nombre premier # p. Pour & un n-champ algébrique
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[LMBOO0) 4.1] de type fini, on note Mod. (%, Q;) la catégorie des Q;-faisceaux construc-
tibles sur le site lisse-étale de & [ibid., 12.1 (i)]. On dispose, par [LO08], d'une caté-
gorie triangulée D (¥ ,@) munie d’'une ¢-structure de cceur Mod (% ,@). On écrira
Mod. (%) pour Modc(%,@) et D.(¥) pour DC(%,@). On dispose d'un formalisme de
six opérations : pour f: & — % un morphisme de n-champs algébriques de type fini,

Dy : Do (X)) — D (%),
-®—:D (X)) xD (¥)— D, (&),
RA omg; (—,—) : D, (X)°P x DI (¥) — D} (%),
Rf. : DI (X) —» D (@),
Rfi:D (X)—D_ (%),
SR D@) = De(X).
Si & est un n-champ de Deligne-Mumford de type fini, Mod. (%) s'identifie a la caté-
gorie des ;-faisceaux constructibles sur le site étale de & [LMBO00, 12.1 (ii)].

Définition 6.1. Soit € : Z — Q une fonction. On dit que L € D (%) est e-entier (resp.
€-entier inverse) si pour tout point i : x — & avec k(x) une extension finie de K et tout
aeZ, #(i*L) € Mod,(x,Q;) est e(a)-entier (resp. e(a)-entier inverse) (au sens de.

Si & est un schéma de type fini sur n et L€ DZ, alors cette définition coincide avec
2.2

Soit f: % — % un morphisme de n-champs algébriques de type fini. SiM € D (%)
est e-entier (resp. e-entier inverse), il en est de méme de f*M € D (). La réciproque
est vraie lorsque f est surjectif. Cela donne le critere suivant : L € D?(% ) est e-entier
(resp. e-entier inverse) si et seulement si pour tout (ou pour un) morphisme surjectif
g:X — &% avec X un schéma de type fini sur 1, g*L est e-entier (resp. e-entier inverse)
(au sens de. Pour r € Q, — ® — induit

D (Z)r1-ent X D (Z) r1-ent — D¢ (X)) r1-ent,
D () 1-ent-t X D () 1entt = D () r1-ent1 -

Pour &,% € Mod (&) avec & lisse, si & est entier inverse (resp. entier) et ¢4 est entier
(resp. entier inverse), on a

HLom(F,9) € Mod (X )ent (resp. € Mod (X )ent-1)-

On suppose dorénavant que & est non vide. Rappelons qu’'une présentation P :
X — & est un morphisme surjectif lisse avec X un espace algébrique. On pose cg =
minpdimP € N, ou P parcourt les présentations P : X — &, dimP = sup xdim,P
[LMBOQO, p. 98], dor = dim % € Z [ibid., (11.15)]. Par définition, dgr = —c9.Onacg =0si
et seulement si & est un n-champs de Deligne-Mumford. On pose ¢, = mindimP € N,
ol le minimum est pris sur tous les systemes

| o)

Y———%
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ou P et Q sont des présentations et le carré est 2-cartésien, d, = dim f = max; dim % €
Z, ou & parcourt les points de . On a d, = —c,. Rappelons que f est dit relativement
de Deligne-Mumford [ibid., 7.3.3] si pour tout schéma affine Y et tout morphisme Y —
2%, le produit fibré Y xg & est un n-champ de Deligne-Mumford. On a ¢, = 0 si et
seulement si f est un morphisme relativement de Deligne-Mumford. On a ¢, < ¢y <
Coy+cCr,dr—cCoy <dog <dgy+dy.

Proposition 6.2. Le foncteur Dy induit

De(%)or i1 = Del @) -y ent
D@} 1 = De(@) t-cy)-enty
D¢ (%)?_I;nt = De(X) 1+ dy)-ent1

Dc(%)ggt - Dc(%)@l-ent’l .

De plus, pour & € Mod; X)epi-1, 4 (Da F) est (a— cqg + 1)-entier, a < cq — 1.

Démonstration. On prend une présentation P : X — & purement de dimension cy
avec X un schéma de type fini sur n. On adimX < dg + cg-. Pour Le D (%), P*Dg L =
DXRP!L =~ (DxP*L)(—ca)[—2ce]. Comme I'amplitude cohomologique de Dx est bor-
née, il suffit donc d’appliquer[2.7} O

Proposition 6.3. Le foncteur Rf" induit

De(@)ent = De(X) -g, -ent>
De@N1-ent = De(X) (1-dy -y —c,)-ents
De(@)1entt = De(@) q+d,)-ent1
Dc(gy)ent*1 - Dc(%) (dy +cay+cy)-ent1-

Démonstration. Formons le diagramme a carré 2-cartésien

X—L2 X xgy L g
lfy if
y—2 o

ol Q est une présentation purement de dimension ca, P est une présentation pure-
ment de dimension ¢, Y est un schéma quasi-compact, X est un schéma affine (donc
séparé sur Y). OnadimY < dy + ¢, dim(fyoP) < d; + ¢,. Pour Le D (%),

(Q'oP)*Rf'L=P*RAQ*L=R(fyoP)'Q*L(-c,)[-2¢/].
1 suffit alors d’appliquer[2.6 O
Proposition 6.4. Le foncteur Rf, induit

(6.4.1) D: (%)ent - D: (@/)ent;
(6.4.2) D-c'— (X )1-ent1 — D: (@ )1-ent-1
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etRfi induit

(6.4.3) D, (X )1ent = D¢ (#)a-d,)-ent>
(6.4.4) D; (X)entt = D¢ (¥ g, ent1-

Si f est relativement de Deligne-Mumford, R f, induit

(6.4.5) Dz: (%)I—ent - D: (gy)(l—dg{—()@/)-ent’
(6.4.6) Dz (3{)ent*1 - D: @) (do +ca)-ent™1y

etRfi induit

(6.4.7) D, (X)ent — D (#)ent,
(6.4.8) D, ()1ent-! — Dy (@)1 ent-1-

Démonstration. Soit Y — % une présentation avec Y est un schéma de type fini sur .
Pour et (6.4.2), quitte a remplacer % par Y, on peut supposer que % est un
schéma. On prend un hyperrecouvrement lisse P. : X, — & ot les X, sont des sché-
mas affines (donc séparés sur %). Pour L € D (Z), Rf. = Rf.RP.,P;L. 1l suffit alors
d’appliquer et (2.5.3).

Pour les résultats concernant R fi, on peut supposer que % est le spectre d'un corps.
On a dg = d,. Alors et découlent du dernier alinéa et de [6.2]: Rfi =
Da R f.Dg induit

— D Rf. Dy —
Dc (Z)1-ent - D:(%)aﬁ-dgc)—ent* - D: (@)(()Iﬂdgc)—ent* = Dc (@/)(I_d%)—ent’
- D Rf. Dy —
D¢ (Zent — D: (‘%')S%(%—ent _l; D: (@)g%%—ent . D, (@)dsr-ent'

Pour et (6.4.8), on est donc ramené au cas ou & est un n-champ de de
Deligne-Mumford. On fait une récurrence sur dg . Il existe une immersion ouverte do-
minante j : % — % et un morphisme fini étale n: U — %, ol1 U est un schéma affine
[LMBO0O, 6.1.1]. Soient Z le fermé complémentaire de % dans &, i : Z — & . Pour
LeD; (%), le triangle distingué

i L—>L—i,i*L—
induit le triangle distingué
R(fjhj*L—RAL—R(fi)i*L—.

Comme j*L est facteur direct de m,.n*j*L, il suffit d’appliquer (2.4.1) et (2.4.3) a
R(f jm)(jm)*L et 'hypothese de récurrence a R(f1),j*L.
Enfin, (6.4.5) et (6.4.6) résultent du dernier alinéa et de[6.2]: Rfx = DR fiDg induit

Do - ) Rfi _ _ ) Dy
DZ (X )1ent == D (@) gy et — Pe @V ay-entt — Do @) a-dy—cy)-ent
Rfi

Dy _ _ Dg
D @ ens 22 D7@)%, o 2 Dr @)%, 2 DE @ty e en
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Corollaire 6.5. Lassertion (2.5.2) est vraie sans hypothése de séparation.
Démonstration. C’est un cas particulier de (6.4.5). O

Remarque. (i) Le premier alinéa de la démonstration de [6.4] montre que Rf. envoie
Mod (%) ene-1 dans Df (&) c_ene-1, 0l

si0<a<dg +cy +cy,
e(a) = a—dy—c .
{a—E(ﬁ) sia=dg +co + cy.
Ici E est la fonction partie entiere. Lorsque f n'est pas relativement de Deligne-
Mumford, ceci légerement améliore (6.4.2). On peut en déduire une légere amélio-
ration de (6.4.3).

(ii) Si f est un morphisme séparé, représentable et quasi-fini [LMBO00, 3.10.1] avec
da + cy = 1, on a un analogue dequi améliore : Rfi envoie DY (Z)1.ent dans
Dzr (@) (I+1-dg —co)-ent-

Proposition 6.6. Le foncteur RAom(—,—) induit

D, (X)), xDE (X )ent = DF (X ent,
D ()% 1 % DE (@ent = D¢ (X (1-diy—c)-ents
D, () ont X De (@) Lentt = DE (X )renc

[-ent

D;(%)Op X Dz:(gg‘)ent‘1 - D: (%)(d%+0g)—ent‘1 .

ent

Démonstration. On procede comme en|4.11 O

On peut aussi considérer I'intégralité sur les champs algébriques sur un trait ex-
cellent de corps résiduel fini, ce qui généralise[5.11] Les résultats sont similaires a ceux
exposés dans ce §, avec des modifications appropriées des estimations de dimension.

Les variantes[5.12|et[5.13|restent toujours valables.
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Partie I1

Sur 'indépendance de /
en cohomologie /-adique
sur les corps locaux

Introduction

Dans les années 1980, Gabber a prouvé I'indépendance de ! de la cohomologie

d’intersection [Fuj02, Th. 1] : pour X un schéma propre sur un corps fini k = F s, équidi-

mensionnel et i € Z, det(1 — th ,IH! Xz, Q))) est un polyndme dans Z[7], indépendant
de I # p. Ici k est une cloture algébrique de k, Fy € Aut(k) est le Frobenius géomé-
trique absolu qui envoie a sur a'/”. 1 déduit ce résultat d'un théoréme général d’in-
dépendance de [ [ibid., Th. 2] : pour E une extension de @, il définit une notion de E-
compatibilité pour les systémes de complexes [-adiques (I # p) sur les schémas séparés
de type fini sur k et établit la stabilité de cette E-compatibilité par les six opérations de
Grothendieck.

Lobjet de cet article est d’étudier I'indépendance de [ sur un corps local K, par
lequel on entend le corps des fractions d'un anneau de valuation discréte hensé-
lien excellent de corps résiduel fini. De facon précise, on définit une notion de E-
compatibilité pour les systémes de complexes [-adiques sur les schémas de type fini
sur K. On prouve la stabilité de cette E-compatibilité par les opérations usuelles, no-
tamment les six opérations et le foncteur des cycles proches RW.

La E-compatibilité est sensible aux morphismes finis. Dans 1'étude de la E-
compatibilité, il est naturel d’utiliser les résultats de de Jong sur les altérations équi-
variantes [dJ97], ce qui ameéne a généraliser le probleme au cas équivariant sous des
actions de groupes finis.

Au §[I} apres avoir fixé les notations, on définit la E-compatibilité pour les systemes
de complexes équivariants au-dessus d'un corps fini ou local et énonce la stabilité par
les six opérations. La démonstration dans le cas d'un corps fini est donnée au §[2| En
vue du théoréme de Gabber de la stabilité de la E-compatibilité par les six opérations,
il suffit d’appliquer une technique de Deligne-Lusztig qui permet de se débarrasser

39
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des actions de groupes finis par descente galoisienne. Au § [3|on se réduit au cas des
courbes. Lingrédient essentiel est un raffinement [Vid04, 4.4], dii a Gabber, de résul-
tats de de Jong, grace auquel on se raméne au cas de Rj.L) pour I'inclusion j: U — X
du complémentaire d'un diviseur a croisements normaux G-strict D dans un schéma
régulier X et des complexes G-équivariants L) sur U a faisceaux de cohomologie lisses,
modérément ramifiés le long de D. Dans le cas d'un corps fini, le cas des courbes étant
déja connu depuis Deligne [Del73} 9.8], on obtient une démonstration indépendante
du théoréme de Gabber. La fin de la démonstration des énoncés du §[I]dans le cas d’'un
corps local est donnée au § 41 On les déduit, a 'aide des résultats de de Jong, d'un cas
particulier de la stabilité par R¥Y, que I'on traite en utilisant a nouveau la technique de
Deligne-Lusztig. Le cas général de la stabilité par R¥Y découle de ce cas particulier et
encore une fois des résultats de de Jong.

Les schémas équivariants sont mieux compris dans le contexte de leurs champs
quotients associés. Ce point est élucidé au §[5| On y donne aussi des généralisations
des résultats d’'indépendance de / aux champs algébriques.

Je remercie vivement L. Illusie, qui m’a donné d’'innombrables conseils lors de la
préparation de I'article. Je remercie aussi N. Katz pour sa suggestion d’utiliser la tech-
nique de Deligne-Lusztig. Je remercie enfin S. Morel et E Orgogozo pour leurs longues
listes de commentaires.

1 Indépendance de / et six opérations

1.1. Pour une catégorie C, on note Eq(C) la catégorie des objets de C munis d'une ac-
tion d'un groupe fini a droite. Les objets sont les triplets (X, G, a), ou X est un objet de C,
G est un groupe fini, a est une action de G sur X a droite (i. e., a : G°? — Aut¢(X) est un
homomorphisme de groupes). On enléve a de la notation lorsqu’il n'y a pas de confu-
sion a craindre. Un morphisme (X;,G;) — (X2,G») est un couple (f,a), ot a: G; — Go
est un homomorphisme de groupes, f :X; — X, est un morphisme G;-équivariant de
C, I'action de G; sur X, étant induite par . La condition de G;-équivariance signifie
que pour tout g € Gy, le diagramme

ag
X1 — X1

Vol
Aa(g)

Xy —= Xy

est commutatif. Pour (X, G, @) un objet de Eq(C) et g € G, Tg = (ag, h— g_lhg) est un
automorphisme de (X, G, a). Ceci définit une action de G sur (X, G, a) a droite. Si les
produits fibrés sont représentables dans C, il en est de méme dans Eq(C) :

X1,G1) xx,0) X2,G2) = X1 xxX2,G1 xG G2).

On note Gr.fini la catégorie des groupes finis. Le foncteur projection Eq(C) —
Gr.fini qui envoie (X, G) sur G est fibrant. On note Eq(C)¢ sa fibre en G. Pour a: G — H
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un homomorphisme de groupes finis,
o” : Eg(C)y — Eq(C)g

est donné par o* (Y,H, a) = (Y, G, ac a°P). Pour a : G — H injectif, '’adjoint a gauche
o, : Eq(C)g — Eq(C)n

de o* existe des que les sommes disjointes finies sont représentables dans C. Pour I'ex-
pliciter, choisissons un systeme S de représentants de o(G)\H. Pour (X, G) € Eq(C), on
a

(1.1.1) o (X, G) = (] [Xs, H),

seS

ou X = X et I'action de h € H est donnée par ag : X; — Xy, ol g € G et ¢ € S vérifient
sh=a(g)t. Rappelons qu'une fleche (f,a) : (X, G) — (Y,H) dans Eq(C) est cocartésienne
ISGAT], VI 10] si pour tout objet (Y',H) de Eq(C)y, I'application

Homy ((Y, H), (Y, H)) — Homy (X, G), (Y',H))

u—uo(f,a
est bijective.

1.1.2. Pour (Y,H) € Eq(C), si Y estla somme disjointe d'une famille finie d’objets (X;) jej
de C, et s'il existe une action transitive de H sur J a droite telle que pour tout & € H et
tout j €], ap|X;: X — Y se factorise a travers I'inclusion X j, — Y, alors pour tout j €],
I'inclusion (X, G;) — (Y,H) est cocartésienne, ou G; est le stabilisateur de j dans H.

Soit (X, G) € Eq(C). On appelle quotient de X par G un objet Y de C muni d'un mor-
phisme p : X — Y invariant par G tel que (X, G) — (Y,{1}) soit cocartésien, i. e., tel que
pour tout objet Z de C, 'application

Hom(Y,Z) — Hom(X, Z)®
f="fep

soit bijective. Pour a : G — H un homomorphisme surjectif, si le quotient Y de X par
Ker« existe, alors ’action de G sur X induit une action de H sur Y, et la fleche (X,G) —
(Y,H) est cocartésienne. De plus, le quotient de X par Kera existe si et seulement s’il
existe une fleche cocartésienne de source (X,G) au-dessus de a. Cela est vrai pour
o : G — H un homomorphisme quelconque si les sommes disjointes finies sont repré-
sentables dans C.

1.1.3. Soit F: F — C un foncteur. Pour (X, G) un objet de Eq(C), on note F g la caté-
gorie fibre de Eq(F) : Eq(F) — Eq(C) en (X, G). Pour (¥#,G), (¢, G) deux objets de Fx ),
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G agit a gauche sur Homg, (%#,%9) : pour ¢ € Homg, (#,9), g € G, gc € Homg, (¥,¥9) est
I'unique fleche rendant commutatif le diagramme suivant

ag
F ——F

o |
a

G —>

On a une bijection Homg ., (¥, G), (¥, G)) = Homg, (&, @)G.

X,G)

1.2. Soit S un schéma noethérien. On note Cs la catégorie des S-schémas de type fini
eton pose Eq/S = Eq(Cs).

Soit (X, G) € Eq/S. Rappelons que I'action de G est dite admissible [SGAL, V 1.7] si
le quotient de X par G existe dans Cs, ou, ce qui revient au méme, si toute trajectoire
de G dans X soit contenue dans un ouvert affine [ibid., 1.8]. Dans ce cas, le morphisme
X — X/G est fini [ibid., 1.5].

Soit (X, G) € Eq/S. Pour une partie Z de X. On note G4(Z) le stabilisateur de Z. Si x
est un point de X, on appelle G4(x) groupe de décomposition. Ce groupe opere cano-
niquement a gauche sur le corps résiduel k(x), et le fixateur de k(x) est appelé groupe
d’inertie, noté G;(x). [ibid., 2] On dit que I'action de G est libre si elle est admissible et
si G;(x) est trivial pour tout x € X. Dans ce cas, 'action de G fait de X un G-torseur sur
X/G.

Soit (X, G) € Eq/S. Si G agit transitivement sur 'ensemble 1y(X) des composantes
connexes de X, alors pour tout Y € 1y(X), I'inclusion (Y,G4(Y)) — (X,G) est cocarté-
sienne.

1.3 Formalisme /-adique équivariant

Supposons que S soit régulier de dimension < 1. Soit / un nombre premier inver-
sible sur S. On a un formalisme de faisceaux /-adiques sur les S-schémas séparés de
type fini [Eke90, § 6]. Ce formalisme a un sens pour les schémas de type fini sur S (pas
nécessairement séparés), et ce n'est que pour certaines opérations (Rfi et Rf') qu’on a
besoin d'une hypothése de séparation sur les morphismes. (Voir [LO08] pour un for-
malisme sans hypothése de séparation.) Le formalisme /-adique dans [Eke90] marche
aussi dans le cadre équivariant. On va le rappeler brievement.

On choisit F : F — Cs un foncteur bifibré avec Fx = (th)"p. Pour (X,G) € Eq/S, on
définit la catégorie des faisceaux d’ensembles sur (X, G) par X,G)~ = Fgg o) , qui
estun topos. Un faisceau sur (X, G) est donc un faisceau & sur X muni d'une action de G
a gauche, compatible a I'action de G sur X. En d’autres termes, & est muni d'une fa-
mille d’'isomorphismes (bg : & — ag.«F)gec telle que pour tous g, h € G, le diagramme

bh ah*bg
F — A F —— ApsAge F

bgp,

(agh)«F
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soit commutatif. Un morphisme &%; — %, de faisceaux sur (X, G) est un morphisme c:
F — %, de faisceaux sur X, G-équivariant, i. e., tel que, pour tout g € G, le diagramme

b
F1 — ag+F1

cl lag*c
b

4

soit commutatif.

Soit A un anneau local artinien annulé par une puissance de /. On note Mod (X, G, A)
la catégorie des faisceaux de A-modules sur (X,G)”. Un A-module sur (X,G) est
constructible sile A-module sur X sous-jacent est constructible. On note Mod. (X, G, A)
la sous-catégorie pleine de Mod(X, G, A) formée des A-modules constructibles sur
(X,G). On note DX, G, A) la catégorie dérivée de Mod(X,G, A), D.(X,G, A) la sous-
catégorie pleine formée des complexes a faisceaux de cohomologie dans Mod (X, G, A).

Soient E un corps extension finie de Q;, & son anneau des entiers, m 'idéal maximal
de 0. On considere le systéeme projectif 0., = (G /m") ,en. On pose

Mod,(X,G,0) = 2-limMod,(X, G, & /m"),
n

N

qui s’identifie a une sous-catégorie pleine de la catégorie Mod(X,G,0.) des sys-
temes projectifs (M) nen, 0 M, € Mod(X, G, G /m™) et M;, — M,;, est une fleche dans
Mod (X, G,6/m"™) pour n = m. On note D(X, G, @.) la catégorie dérivée de Mod(X, G, 0.).
Un faisceau & € Mod(X, G, 0.) est essentiellement nul si pour tout n € N, il existe m = n
tel que la fleche &, — &, soit nulle. Un complexe K € D(X, G,0.) est essentiellement
nul si #'K est essentiellement nul pour tout i € Z; K est essentiellement constant s'il
existe un complexe C de faisceaux de &-modules de torsion sur (X,G)~ et des fleches
L—K,L— (C®s0/m™"),en dans DX, G,0.) a cones essentiellement nuls. On considére
le foncteur

D’X,G,0.) — D~ (X,G,0.)

K— (0/m) nen 85, K.

On note D?(X,G, @) le quotient de la sous-catégorie pleine de D”(X,G,@.), image in-
verse des complexes essentiellement constants, par la sous-catégorie épaisse, image
inverse des complexes essentiellement nuls. Le foncteur

(©/m) ® Rlim - : D(X,G,0.) — D* (X,G,0/m)
induit un foncteur conservatif [Eke90, 2.6, 2.7]
(@/m) &5 —:D(X,G,0) — D’(X,G,6 /m).

On note Df(X,G,@) la sous-catégorie pleine de D’X,G,0), image inverse de
D2(X,G,6/m). Elle est munie d’une ¢-structure canonique (D=, D>?), dont le cceur est
Mod; (X, G,0) [Eke90, 3.5].
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On pose Mod, (X, G, E) = Mod.(X,G, @) ® E, DY(X,G,E) = D!(X,G,0) ®¢ E. Enfin
on pose Mod.(X,G,Q;) = 2-lim Mod,(X, G, E), D2(X,G,Q)) = 2-lim,_ D?(X,G,E), ot E
parcourt les extensions finies de Q; contenues dans une cléture algébrique Q; de Q.
On note K(X, G, Q;) le groupe de Grothendieck de Mod..(X, G, Q;), qui est aussi le groupe
de Grothendieck de Df X, G,@).

Soit R = A,G,E ou Q; comme plus haut. On choisit F : F — Cs un foncteur bi-
fibré avec Fx = Mod (X,R)°P (resp. Fx = D?(X,R)OP). Pour (X,G) € Eq/S, on pose
Mod, (X, G, R) pait = Fg? G (resp. D2(X, G, R) pait = Fg? o) . On a une équivalence
de catégories

Mod. (X, G,R) = Mod.(X, G, R) nait

(resp. un foncteur

(1.3.1) D?(X,G,R) — DY(X, G, R)pait

t-exact pour les ¢-structures canoniques.)

Proposition 1.4. Le foncteur est une équivalence de catégories siR =E ou Q.

Démonstration. Soient K,L € D? X,G,R). On note f : (pt,G) — (pt,{1}). Le foncteur
RHompy x ¢ ) (K, —) s'identifie au composé

RHom K,-)

DEZX.R)

DY(X,G,R) D! (pt, G,R) = DY (pt, R).

La suite spectrale de foncteur composé appliquée a L s’écrit
E}? = HP (G, Homyysx g (K, LIg])) = Hompyx 6 ) (K, LIp + ).
Comme H”(G,M) = 0 pour tout p > 0 et tout R-espace vectoriel M, on a
Hompysx . ry (K 1) = Homps i g (K, 1),

Donc est pleinement fidele. Pour K € D*? (X, G, R) 4, montrons par récurrence
sur b— a que K est dans I'image essentielle de (I1.3.1). Pour b—a < 0, K = #[—a] pour
ZF € Mod:(X,G,R)pait. Pour b—a =1, K est le cone de (1-,K)[-1] — T<p_1K. I suffit
alors d’appliquer I'hypotheése de récurrence a 15K € DPb ety 1 1 KeD@b-1 O

Onrenvoie é pour une interprétation de D2 (X, G, Q;) (et des six opérations qu’on
va définir) en termes du champ de Deligne-Mumford [X/G].

1.5. Pour K,Le D?(X,G,Q)), G agit sur K® L et R#om(K, L) par

* ~ * * bg@bg
ag(K®L) — agK® agL—>K®L,

R om(b,",bg)

aZ,RJﬁom(K, L= Rthom(a;:,K, a;L) RA#om(K,L), geG.
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Cela définit des foncteurs bi-exacts

-8-:D’XX,G,Q) xDYX,G,Q;) — DX, G, Q)),
RA#om(-,-) :DY(X,G,Q,)°P x DY (X,G,Q;) — DX, G, Q)).

Soit (f, ) : X1,G1) = X2,G2) un momhisme dans Eq/S (resp. un morphisme dans
Eq/S avec f séparé). Pour L€ D?(X,,Gy,Q)), G agit sur f*L (resp. Rf'L) par

f*bg
agf*L = f*a(’;(g)L —L
| 1 Rf'D
(resp. agRf'L=Rf'aq, L—">1), geGi.
Cela définit un foncteur exact

(f,@* (resp. R(f,)") : DX (X, G, Q)) — D2(X1,G1,Q)).

Si(g,p): Xz,G2) — (X3,G3) est un deuxieme morphisme dans Eq/S (resp. un deuxieme
morphisme dans Eq/S avec g séparé), alors (g f,po)* = (f,)*(g,p)* (resp.R(g f,pa)’ =
R(f,0)'R(g,p)).

On va définir un foncteur exact
R(f,®). (resp. R(f, &) : D2 (X1,G1,Q)) — DXz, Gz, Q)),

adjoint a droite (resp. a gauche) de (f,a)* (resp. R(f, a)"). Traitons d’abord trois cas
spéciaux.
(i) Cas G = Gy = G, a = Idg. Pour K € D?(X;,G, Q;), on pose R(f,1dg)«K = Rf.K
(resp. R(f,1dg)iIK = RfiK), sur lequel G agit par
Rf. b,
RfiK—— Rfiag.K=ag.RfiK
Rfibg

(resp. RfiK Rfiag.K=ag.RfiK), geG.
Le foncteur R(f,Idg). (resp. R(f,Idg):) ainsi défini est un adjoint a droite (resp. a
gauche) de (f,Idg)* (resp. R(f,Idg)".

(ii) Cas X; =X =X, f = Idyx, « surjectif. Pour & € Mod(X,G1,0/m"), on définit
(Idx, o) « & (resp. (Idx, a)1 %) comme le sous-faisceau de & des invariants (resp. le fais-
ceau quotient de & des coinvariants) par Kera. Il est muni d’'une action de G; in-
duite par 'action de G; sur &. Le foncteur (Idx,a). (resp. (Idx, a);) : Mod(X, G;,0.) —
Mod(X, G2, @.) ainsi obtenu est un adjoint a droite (resp. a gauche) de (Idx, a)*, donc est
exact a gauche (resp. a droite) et se dérive en R(Idx, ). : D* (X, G;,0.) — D* (X, G2, 0.)
(resp. L(Idx,a); : D™ (X,G1,0.) — D™ (X, G2, 0.)). Cela induit un foncteur (Idx, o)« (resp.
(Idx, @)1 : D? X, Gl,@) — D? X, Gz,@) adjoint a droite (a gauche) de (Idx, ®)*. La fleche
canonique & Kera _, grerq induit un isomorphisme de foncteurs (Idx, o). — (Idx, ) :
DIZ X,G1,Q)) — Dé’ (X, G2, Q;), donc ces foncteurs sont ¢-exacts pour les ¢-structures ca-
noniques.
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(iii) Cas X; =X, =X, f =1dx, a injectif. On choisit un systéme S de représentants de
Gy/a(Gp). PourK € Df(X,Gl,@l), on considere L = P a; K. Soit g € Go. Pour s€ S, on
pose gs = t;a(hg), ts €S, hs € G. Alors g agit sur L par

Dyes ar, b
a;@a:K:@aZaZsK ST h @aZK.

seS seS seS

On pose (Idx,®) K = (Idx,a)K = L. Cette définition ne dépend pas du choix de S a
isomorphisme pres. Le foncteur #-exact

(Idx, 00, = (Idx, ) : D2 (X, G1,@)) — DE(X, G2, Q))
ainsi défini est a la fois un adjoint a droite et un adjoint a gauche de (Idx, ).
Dans le cas général, on décompose (f,a) en

(fldg,) (Idx, )

X1,G1) X2,G1)

X2,G2)

et a en G 2 Ima 2 Gz. On pose R(f,a), = (Idx,,o2)«(Idx,, 1) «R(f,Idg,)« (resp.
R(f, o) = (Idx,,o2)1(Idx,,x1)1R(f,Idg,)1). Le foncteur R(f, ). (resp. R(f,a):) ainsi dé-
fini est un adjoint a droite (resp. a gauche) de (f,a)* (resp. R(f,)"). Il s’en suit que
R(gf,pa). =R(g,P)«R(f, )« (resp. R(g f,Pa); = R(g,P)R(f,x)1). Voir aussi [SGA4, XVII
3.3.2].

On enléve a de la notation lorsqu’il n'y a pas de confusion a craindre. Les six opé-
rations sur D? induisent les opérations correspondantes sur les groupes de Grothen-
dieck.

Soit ax : X,G) — (S,{1}). On vérifie que Ra%@l est globalement défini (le cas gé-
néral découle du cas séparé par [BBD82| 3.2.4]). On pose Dx = R%omX(—,Ra%Q)l).
On a DxDx = Id. Pour K,L € Dlg(X, G,@), on a DxRAomx(K,L) = K& DxL. Si (f,a) :
(X,G) — (Y,H) est un morphisme dans Eq/S avec f séparé, alors Dxf* = Rf'Dy et
DyR(f,a)« = R(f,a)Dx. En effet, tous les énoncés sauf le dernier résultent facilement
des analogues sans actions de groupe. Pour le dernier énoncé, on remarque que pour
tout K e D(X, G, Q;) et tout L€ D?(Y,H,Q;), on a

Homy (DyRf,K,L) = Homy (DyL, R f.K) = Homx (f *DyL, K) = Homx (DxR f LK)
~ Homy (DxK, Rf'L) = Homy (R fiDxK, L).
Pour (X,G) € Eq/S,K e Df(X, G,Q)etgegG, bg induit un isomorphisme K — Tg.K,
ouTg = (ag,h— g‘lhg) comme dans

1.5.1. Si (f,a) : X,G) — (Y,H) est cocartésien avec « injectif, alors (f,a). est une équi-
valence de catégories. Cela résulte de (I.1.1) et de la définition de (f,a) .

Proposition 1.6. Soient (f,a) : X,G) — (Y,H), (g,p) : (Y/,H") — (Y,H) deux morphismes
de méme but dans Eq/S avec f séparé. Pour r € H, formons le carré cartésien

),
(1.6.1) X', G, (v X,G)

J/(f’ro")r \L(fﬂ)

o, 1) P v, i) - (v 1)




1. Indépendance de [ et six opérations 47

ouT, est comme plus haut. Le foncteurR(f', ') 1(h, Y)} ne dépend, a isomorphisme pres,
que de la double classe ImpP)r(Ima) cHetona

(&P R(f, 0 =R, ) n(h, V)],
r

ou r parcourt un systeme de représentants de Imp\H/Ima. En particulier, R(f,®), com-
mute a tout changement de base (g,p) dans Eq/S vérifiant #ImpB\H/Ima) = 1.

Le cas ou f = g = Idy avec Y le spectre d'un corps séparablement clos est une ver-
sion de la formule de Mackey [Ser98, 7.3].
On renvoie a[5.4 pour une interprétation en termes de champs.

Démonstration. On remarque d’abord que R(f, a); commute au changement de base
(g,p) dans chacun des trois cas suivants : (i) a = Id; (ii) f =Id et a surjectif; (iii) f =1d,
« injectif et § surjectif. Cela résulte du théoreme de changement de base usuel [SGA4)

XVII 5.2.6] dans le cas (i), et de la définition de (Id, o), dans les cas (ii) et (iii).

On factorise a en G —> Tm o —% H,penH’ LR Imp b, H, et (1.6.1I) en un diagramme

a carrés cartésiens

X', G, i X,G)
i l(f,cxl)
N AL (ar1,) ¥, I
i (Idys,0d, ) (Idy,p,) l (Idy, o)
(g,B1) (Idy,B2) T

Y ,H) —— (Y, Imp) — (Y,H) —— (Y, H)
Ona

R(f',a)ni(h,Y); = (dy, o5 )i(g,01) " (@r, T,)*R(f 1)y d’apres (i) et (ii)
= (g,p1)" Udy, pr)i(ar, T,)*R(f, 1) d’apres (iii).

Donc pour montrer la proposition, on peut supposer que f = g =Idy et que a et
sont des inclusions. On peut prendre pour (1.6.1) le diagramme suivant :

(ar,Yr)
X.H nrGrY) ! Y,G)
i (Id,cx’r) l (Id,x)
, (Id,ﬁ) T,
(Y, H) (Y, H) (Y, H)

ot1 o, est I'inclusion, Y, est donné par g — r~!gr. SoitK € Df (Y,G,Q;). Soit R un sys-
teme de représentants de H'\H/G. Pour r € R, soit S, un systéme de représentants de
H'/(H'nrGr7!). Posons L, = @ s, ai aiK = (Id,a})i(ar, y)*K. Comme U,eg S+ estun
systeme de représentants de H/G, on a

(1.6.2) PL =P P a;, K= 1d,p)* 1d, 0) K.

reR reRsesS,
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Pour h € H', si on pose hs = tshy, t; €S, hs € H nrGr~!, alors h agit sur L, par

@sss a; b,

* % % * % % r “tsParKhs * %
~

a, @ aga, K @ atxahsarK @ atsarK,

SES, SES, S€ES,
ou bgrk,n, est donné par

ay bYr(hs)

aK ata’ K

*
r Ay, (hy) a, K.

r

Comme hsr = tgrr Yher, tr €S,r, r Y hereG, h agit sur (Id, $)* (Id, a);K par

a; (b,
ahea@aer @@a” rlhr o lhsr @@a”

reR seS, reRseS, reR seS,

Donc l'isomorphisme (I.6.2) est H'-équivariant. U'image de L, ne dépend que de la
double classe H'rG. O

Proposition 1.7. Soit (f,a) : X,G) — (Y,H) un morphisme dans Eq/S.

(a) Supposons que a : G — H soit surjectif et que f fasse deY un quotient de X par
Kera. Alors pour toutK € D?(Y,H,@), la fleche d’adjonction K — (f,a) . (f,0)*K est un
isomorphisme.

(b) Si de plus Ker o opére librement surX, de sorte queX est un (Kera)-torseur surY,
alors pour tout L.e D2(X, G, Q)), la fleche d’adjonction (f,a)* (f,®) L — L est un isomor-
phisme.

On renvoie a[5.3|pour une interprétation en termes de champs dans le cas (b).

Démonstration. (a) Pour tout point géométrique y de Y a valeur dans un corps algé-
briquement clos, y est le quotient de Xry‘*d par Kera (ceci découle de [SGAT, V 1.1 (iii)]).
Quitte a changer S, on peut supposer H = {e}, Y = y = Spec k avec k un corps algébri-
quement clos et X réduit. Alors il existe un sous-groupe G de G tel que X = [1xeG,\6 Xn»
ou x;, = Speck et I'action de G est donnée par ag(xp) = Xpg. Soit K € Db(Y Q). Alors
((f,0*K)x, =K, et g € G agit par

* * * d *
az(f,0 K= (f,0 K> (f,0"K.
Donc (f,1d)« (f, ) *K = @pec/G, Kn, o1 Ky =K, et g € G agit par

P K, - Kgn).
heGIGy

Donc la diagonale induit un isomorphisme K — (@ec/G, Kn)© = (f, ). (f, ) *K.

(b) Si Kera opere librement sur X, alors pour tout point géométrique y — Y, Xjy
est un Kera-torseur sur y. On fait le méme dévissage qu’en (a). Dans notre cas G = {1}.
Soit (g,p) une section de (f,a) (par exemple (y,1) — (x1,1)). Alors (g,p) est cocartésien,
donc (g,p)« est une équivalence de catégories. Il en résulte que (f,a). I’est aussi, d’olt
le résultat. O

Remarque. Soient k/k( une extension finie galoisienne, k' une extension finie de k tel
que k' soit galoisien sur ky. Alors (Speck’, Gal(k'/ ko)) — (Speck, Gal(k/ky)) vérifie les
hypotheses de (b).
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1.8 Traces locales

Soit G un groupe fini agissant sur x = Speck(x). Le corps k(x) est muni d'une action
de G a gauche. Soit X un point géométrique algébrique au-dessus de x, i. e., le spectre
d'un corps x(X), cléture séparable de k(x). On pose

Gz = G X Gal (v /x (¢ Gal(k (D) /x(0)%).
Soit [ un nombre premier inversible sur x. On a une équivalence de catégories

Mod,(x,G,Q;) — Rep(G;, Q)
L—Lg,

ot Rep(Gz,Q;) est la catégorie des Q;-représentations continues de Gjz. Pour L €
Mod.(x,G,Q)), (DL); s'identifie a la représentation contragrédiente de L.

Soient H un groupe fini agissant sur y = Speck(y) et (f,®) : (x,G) — (y,H) un mor-
phisme avec f fini. Prenons y un point géométrique algébrique au-dessus de y s’insé-
rant dans un carré commutatif

X
i
y

A l'aide de f, on identifie x(y) a un sous-corps de k(x). On a K(y)H c K(y)G c k(x)S,
d’ol1 un diagramme commutatif de groupes

—_—

| <— =i

y*>

G —— Gal(k(x)/x (%)) =— Gal(x(%)/x(x))

| ] |

H —— Gal(x(y)/x(»)) <— Galx(7) /x(»™)

qui induit un homomorphisme az = (f,@)z : Gz — Hy. Soit L € Mod.(X, G,Q;). On a
((f,)«L)y = (az)«Lz comme Hy-représentations. Ici (az)« est la co-induction. (Si on
note (az); I'induction, on a un isomorphisme canonique (az). — (ag). Cf. (ii) et
(iii).) Le caractére de la représentation (a3)« peut se calculer en utilisant le lemme sui-
vant.

Lemme 1.9. Soient F un corps, o : Gy — Gy un homomorphisme de groupes (abstraits)
avec N = Kera d'ordre fini et | = Ima d’indice fini dans G, L un F-espace vectoriel de
dimension finie, p : G — GLr(L) une représentation linéaire. On note a. L le module co-
induit, i. e., o, L = Hompy (FIG2],LN) avec l'action de G, induite par multiplication a
droite sur F[Go]. Alors pour tout g € Go,

(1.9.1) #N-Tr(g, o L)=)_ ) Tr(t,L),
S [EGl
a(t)=s"gs

ol s parcourt un systeme de représentants de Gy /1.
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Démonstration. 11 suffit de traiter les deux cas spéciaux suivants.
(i) Cas N = {1}. La formule est immédiate (voir, par exemple, [Ser98, 3.3]).
(ii) CasI=Gg. Soit § =Y. e, p(#) € Endgp(L). Alors g(L) LN. Le membre de droite

a()=g
de est
Tr(g,L) = Tr(g,LN) + Tr(g,L/LN) = #N - Tr(g, LN).

O

1.10. Soit (X,G) € Eq/S. Pour tout point x € X, k(x) est muni d'une action a gauche du
groupe de décomposition a

Ga(x) ={g€G|ag(x) =x}.

On désigne le schéma Speck(x) encore par x et on note i, le morphisme (x,G4(x)) —
(X, G). Soit X un point géométrique algébrique au-dessus de x. On pose

(1.10.1) Ga (%, X) = Ga ()7 = Ga (%) X Gaipe () /(Gaty Gal(k () 1 (x) 54 ).
En d’autres termes, un éléments de G4(x, X) est un couple (g,¢) olt g € G4(x) et b €
Aut(k (%)) induisent le méme automorphisme sur k(x).

Soient (f,a) : X,G) — (Y,H) un morphisme dans Eq/S, x € X, y = f(x), X — x au-
dessus de y — y. Alors (f,a) induit (fy, ) : (x,Ggq(x)) — (»,Hg(y)) et oz = (f, )% :
Ga(x,x) = Hg(y, y).

Soit L € D?(X,G,@). On pose Ly = ijL € D?(x,Gd(x),@). Pour g € G, bg induit
Layx = (Tg,x)«Ly, o1 Tg = (ag, h— g~' hg) comme dans

Soit f: (X, G) — (Y,H) un morphisme fini. Soit y € Y. Notons O,, I'orbite de y sous H.
On choisit un systeme S de représentants des orbites dans X sous G au-dessus de O,,.
Pour x € §, notons Oy l'orbite de x sous G, fo, : Ox — Oy larestriction de f a Oy, et z =
f(x). Choisissons hy € H tel que ay, (y) = z. Alors ((f,0)«L)|0Oy = Des (fo,, a0« (LIOy).
Donc

((f,00:L)y = D((fo,, 0+ LI0N)y =D T}, (fo,, 0L =D T}, (fr, )Ly

xeS x€eS X€eS

Prenons X — x et Z — z au-dessus de y — y. Alors pour tout h € H;(y, y),

Tr(h, (f, @:L)y) = Y Tr(Ty, 5(h), (0z) «Ls)
x€S

1
(1.10.2) = > Y Tr(¢,Lz), d’apres (L9.1)
1w "Ny s, 2L teCan®
(Xi((l’):S_lThx,y(h)S

ou N, =Keraz, I, =Imag.

Proposition 1.11. On utilise les notations de[l.7 Soientx € X, y = f(x), y — y au-dessus
de X — x. Dans le cas (a) (resp. (b)) de[1.7, 'homomorphisme oz : G4 (x,%) — Hy(y, ) est
surjectif (resp. un isomorphisme).
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Démonstration. D’apres [SGAT), V 1.1 (iii)], k(x) est une extension quasi-galoisienne de
K(y) et ’'homomorphisme Kera, — Gal(k(x)/x(y)) est surjectif. Donc K(x)G4™) est une
extension radicielle de ()¢, d’ot1 un carré cartésien de groupes

Qx

Galx, x)

Hq(y,7)

|

Ga () ——= Ha(¥) X Galge(y eyt Gallk(x)/x (x)549)

Donc ay est surjectif.
Dans le cas (b), 'homomorphisme Kera, — Gal(k(x)/k(y)) est un isomorphisme.
Donc a3 est un isomorphisme. O

Corollaire 1.12. Soient K un corps, K' une extension finie galoisienne, ) = SpecK, n/ =
SpecK’, (X,G) € Eq/n. Considérons (pry,1d) : Xy, G) — (X, G). Soient x € X, y € Xy au-
dessus de x, y — y au-dessus de X — x. Alors l'image deldy : G4(y, y) — Gg4(x, X) est

G’ = Ga(X) * Gaig (o 160y Gal(K(R) /1 (x) %) K.

Démonstration. 1l est clair que ImId; < G'. Soit (g,$) € G'. Notons H = Gal(K'/K). For-
mons le diagramme commutatif a carré cartésien

(pry,1d)

T A P
Xy, G) > Ky, Gx H) 2 (x, )

o

', H) m, {1})

D’apres (b), 'homomorphisme (pr;); : (G x H)4(y, 7) — Gga(x,X) est un isomor-
phisme. Soit (g, h,\) I'image inverse de (g, ). Alors y|K' = Idx'. En appliquant (pr,) ,
on obtient (h,y) e Hy(, ), donc h =1, i. e, (g,¢) =1dj(g, ). O

1.13 E-compatibilité

Soient p un nombre premier, E un corps de caractéristique 0, I un ensemble, y une
application

I— {(l, U | [ un nombre premier # p, 1 : E — Q; un plongement de corps } ,

ol, pour chaque [, @ est une cloture algébrique de Q;. Pour A € I, on écrit Y(A) = (I),1)).

Soient K = F s un corps fini (resp. un corps local de corps résiduel k =F, i. e, le
corps des fractions d'un anneau de valuation discrete hensélien excellent R de corps
résiduel k), n = SpecK. Soit (X, G) € Eq/n. On désigne par |X| '’ensemble des points fer-
més de X. Pour x € [X], k(x) est une extension finie de K. Soit X un point géométrique
algébrique au-dessus de x. On note Fy € Aut(x (X)) le Frobenius géométrique (absolu)
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qui envoie a sur a'’? (resp. R, I'anneau des entiers de k(x), R; le normalisé de R, dans
K(X), xo le point fermé de SpecRy, Xy le point fermé de SpecRy, Fy € Aut(k (X)) le Fro-
benius géométrique). On note p I'inclusion Gal(k (%) /k(x)%®) — Aut(k (%)) (resp. 'ho-
momorphisme composé Gal(k(x)/ K(x)Ga®)y Gal(x(xg)/ K(xo)Gd(X)) — Aut(k(Xg))).

Définition 1.14. (i) On dit qu'un systeme (£))e1 € HAUQTA est (E, I, y)-compatible (ou
E-compatible s’il n'y a pas de confusion a craindre) s'il existe c € E tel que £\, = 1)(c)
pour tout A € I.

(ii) On dit qu'un systéeme de complexes (Ly)xer € H)\dDé’ X, G,QTA) est (E,I,y)-
compatible (ou E-compatible s’il n'y a pas de confusion a craindre) si pour tout x € [X],
tout X — x et tout (g, P) € G4(x, X) avec p(¢p) une puissance entiere de FOf , le
systeme (Tr((g, ), (Ly)2))aer est (E, I, y)-compatible.

Les systemes E-compatibles sur (X,G) forment une sous-catégorie triangulée de
la catégorie produit [I)e;D2(X,G,Qy,), notée D2(X,G,E). Lorsque G = {1}, on écrit
simplement Df(X,E). La E-compatibilité de (Lj)xe; ne dépend que de ([LaDaer €
e KX, G, Q) (1.3).

Proposition 1.15. Soient (Ly)xc € [Tnet DZ(X,G,Qp), x € IXI, & — x, N € Z. Supposons

que pour tout (g, P) € Gg4(x, X) avec p(Pp) = an, n =N, le systeme (Tr((g, $), La)z))rer €5t
E-compatible. Alors (L)) x)re1 est E-compatible.

Démonstration. On peut supposer X = x et #1 = 2. On peut supposer [L)] = [Z)] — [¥4)]
avec Z),%, € Mod.(x,G,Q;,) semi-simples, A € I. Il suffit de montrer que le systeme
(Tr((g,d), LA)x))rer est E-compatible pour tout (g,d) € G4(x, %) avec p(db) = Fg(N_D.

On pose Z = Aut(k (X)) (resp. Z = Aut(k(xp))). On note T '’homomorphisme composé
Galx, %) 22 Galk(x) /x ()G 2 7z L 7,

ou r est'isomorphisme qui envoie Fy sur 1. Dans le cas fini, on pose W = 1 Y2); dans
le cas local, il existe un sous-groupe ouvert I; de T~!(0) agissant trivialement sur les
(F\)x et (9)z A€l en vertu du théoreme de monodromie locale de Grothendieck,
et on pose W = 171(2)/1;. Dans les deux cas, T induit un homomorphisme surjectif
v:W — f'Z de noyau fini avec f | f’. Le groupe infini W agit par conjugaison sur I'en-
semble fini v=!(f'). Le centre Z(W) de W, qui est le fixateur de v=!(f’), est d’indice fini.
Soit h € T71(Z) tel que T(h) = f et que 'image de h dans W appartienne a Z(W). Alors
pour tout (g,P) € G4(x, %) avec 1(g) = f(N—1), gh et hg définissent le méme auto-
morphisme sur (¥))x. Il en est de méme sur (%))z. On conclut en appliquant [I1106),
8.1]. O

Le théoreme suivant est le résultat principal de cet article.

Théoreéme 1.16. Sur un corps fini ou local comme dans|[1.13, les six opérations pré-
servent la E-compatibilité. Plus précisément, pour (f,a) : X,G) — (Y,H) dans Eq/n,
LA)rer, Ma)aer € DX, G, E), N\ rer € DY, H,E), on a

(L ® M) rer, RA#0om(Ly, Ma)ren (f, ) *Na)aer € D2(X, G, E),
(R(f, @ «La)act € D2(Y, H, E),
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et, lorsque f est séparé,
R(f,0'Nyrer € D2X,G,E),  (R(f,0Ly)rer € D2(Y, H, E).

Corollaire 1.17. La dualité préserve la E-compatibilité. Plus précisément, pour (X,G) €
Eq/S, (L)1 € DE(X,G,B), on a (Dx,)La)rer € DEX, G, B).

Démonstration. Pour montrer que (DxLj)xe; est E-compatible, on s'intéresse aux
traces en un point x € |X|. Soit V un voisinage ouvert séparé de x dans X. Quitte a
remplacer (X, G) par (N g€Ga(x) Ag (V),G4(x)), on peut supposer X séparé. Ce cas découle

de[l.16l O

En fait, et seront démontrés en méme temps (voir[2.5/et[3.9).

Remarque 1.18. (i) On retrouve le théoreme de Gabber [Fuj02, Th. 2] pour G = {1} et K
fini.

(i’) Dans le cas K local, soient 1); une extension finie de 1, n; — 11, X — 1; un mor-
phisme séparé de type fini muni d'une action d'un groupe fini G. Si (g,¢) € G4 (n1,1M1)
avec p(Pp) = F{; " nez, alorscombiné avec (I et (I implique que

Y (-D'Tr((g, ), H. X, @) € p/4mint0niz
ieZ

est indépendant de /, ou d = dimX. On retrouve ainsi [Och99, Th. B], le cas s = Specﬂ
de [Vid04, 4.2] et le cas (tres particulier) de [Sai03} 0.1] ou I est la classe du graphe de
ag.

(ii) [1.16|équivaut a I'énoncé pour #I = 2.

(iii) On peut remplacer E par une extension algébrique quelconque E’. En effet,
pour tout A € I, notons J) I'ensemble des plongements p : E' — QTA qui prolongent ty.
Soit I’ une partie de [ ¢1Jx, qui contient au moins un élément de chaque J, A €1, et
au moins un Jj, A €1, au cas ot I est non vide. On note y' : ' — {({,0} I'application qui
envoie W € J sur (I, ). Alors un systeme (£))xer € ]_[)\dQTlA est (E,I,y)-compatible si
et seulement si (tﬁ)pep € ]'[pepQTp est (E',',y")-compatible, ou ti’1 = 1) pour p € J). Le
foncteur

A€l per

LA)er = Lper, oltLy =Ly pour pe]y,

commute aux six opérations et a la dualité. Un systeme (Ly)per € [Taer Df X, G,QTZA) est
E-compatible si et seulement si M((Ly)e1) est E’-compatible.

(iv) Les énoncés pour (f,a)* et ® sont triviaux. L'énoncé pour (f,a). avec f fini
résulte de (1.10.2). L'énoncé pour D dans le cas ol1 X est régulier et ol1 les L sont a fais-
ceaux de cohomologie lisses découle du théoréme de pureté : pour x € [X]|, (DxL))x =
(Dyx (L)) (dy)[2dy], ol dy = dim X, et évidemment D, préserve la E-compatibilité.

(v) On verra en[4.8|que RY préserve aussi la E-compatibilité.
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2 Descente galoisienne et indépendance de [ sur un corps fini

2.1. Une technique de Deligne-Lusztig [DL76, démonstration de 3.3] permet de se dé-
barrasser de 'action de groupe dans certaines circonstances.

Soit S un schéma noethérien. On désigne par Eq*¥™/S la sous-catégorie pleine de
Eq/S formée des couples (X, G) ou1 G agit sur X de facon admissible (1.2).

Lemme 2.2. Soient G un groupe fini, f :S' — S un G-torseur. Le foncteur
er: G = (Eq*™/S)6/(S',G)
X—(XxsS',G),
ot G agit surX xg S’ via son action surS', est une équivalence de catégories.

Démonstration. C’estun cas particulier de la descente galoisienne (voir [SGA1, VIII 7.6]
et [BLR90, 6.2.B]). Un quasi-inverse de € rest donné par (Y,G) — Y/G. O

Notons erx: X x5S ,G) — X,{1) la projection.

2.3. Soit
(Sm ZImD s, (s o) S ZImnD) = S, 21 M), 1)

un systéme projectif, ou Sy =S, oy, : Z/mnZ — Z/ mZ désigne '’homomorphisme qui
envoie 1 sur 1, tel que f,n soit un Kera,, ,-torseur, m,n = 1. Soit (X,G) € Eqadm/S.
Soient m = 1, g € G. Notons ng 'ordre de g. On consideére 'action diagonale de Z/ngZ
sur Xs,, Xs,, Sngm» celle sur Xs,, étant donnée par 'homomorphisme iz : Z/ngZ — G
qui envoie 1 sur g et celle sur Sngm donnée par 'homomorphisme Z/ngZ — Z/ngmZ
qui envoie 1 sur 7. On définit un foncteur

(Eq"™™/S)g — G,

X,G) = X" =l (X, x5, Sngm ZI1gZ).
m,ng

Posons

d(X,G),m,g = (pry, ig) 1 Xs,, s, Sngm;Z/ngZ) - X,G).

Rappelons
efm'ngyx(m,g) : (Xsm ><Sm SnngZ/ngZ) - (X(m'g)v {1})

Supposons que S soit régulier de dimension < 1. Posons
Cox,Gmg = €5, X0+ AX Gy m g - DL G, QD) = DIX™E, Q).

La définition de C,; ; commute aux six opérations et a la dualité. Plus précisément,
ona

Cx,G),m,gRA omx ) (=, —) = RA omxume (Cx,G),m,g = Cx,G),m,g =),
Cx,6),m,g(—®—) = Cx,6),mg — ®Cx,6),mg— Cx,6),mgDPx,G = Dxme Cx,6),m,g>
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et, pour (f,1d) : (X,G) — (Y, G) dans Eq?9™/s,

Cx,G),mg (1D * = (F™8)*Cy,6),m,g Cv,6),mgR(F, 04 = R(F™E) . Cix.6),m.g

et, lorsque f est séparé,

Cx,G),mgR(f, Id) = R(f(m'g))!C(Y,G),m,g, Cw,G),mgR(f, 001 = R(f(m’g))!C(x,G),m,g-

Reprenons les notations de En particulier, K = F, (resp. K est un corps local
de corps résiduel [pr). Pour m =1, soient K,,, = [prm (resp. K;; une extension non ra-
mifiée de K de corps résiduel F ,rn), Nm = SpecKy,. Pour m = 1, Z/mZ agit sur n,, via
I'isomorphisme de groupes

(2.3.1) Z/mZ — Gal(K;,/K)

ol I'image ¢ de 1 est donné par ¢ = F(J;IKm (resp. ¢ = FOfI[prm, ol ¢ est la réduction
de ¢). Appliquons[2.3|au systeme projectif (1) y=1.

Proposition 2.4. Soient (X,G) € Eqadm/r], (Lp)rer € [er D?(X, G,QTA). Pour que (L)) \er
soit E-compatible, il faut et il suffit que pour tout m = 1 et tout g € G,

(Cx,G,mglarer € [[DEX ™8, Q)
A€l

soit E-compatible.

Démonstration. La nécessité est claire. Soit (Ly)aer € [Taer Dé’ X, G,QTA) tel que pour

tout m = 1 et tout g € G, (Cpy gLa)rer soit E-compatible. Comme e]’i €+ = 1d
m,ng ’

(b)), on a (dy, gLa)rer € Dlg(Xnm Xt Nngm> L1 ngZ,E). D’aprés il suffit de montrer
que pour tout x € [X]|, tout x — x et tout (g,P) € G4(x,x) avec p(P) = F{;m, m=1,
(Tr((g, ), (La) x))aer est E-compatible. Soient y € |Xy,, | au-dessus de x, y — y au-dessus
de X — x. D’apres1.12, on a (g,$) € G4(y, ), correspondant a (1,) € (Z/ngZ) 4(y, ).
On prend le diagramme commutatif a carré cartésien

K X Mg Z/ 1gZ) LY (K 5y, Mgy 21 Mg Z % ZINgZ) — (X, 211 7)

| |

Soient z € |Xy,, xn,, Nn,m| au-dessus de y, Z — z au-dessus de y — y. D’apres (b),
I’homomorphisme

(ZIngZ xZIngZ)4(z,2) — (ZIngZ)4(y,y)

est un isomorphisme. Soit (1, b, ) € (Z/ngZ x ZIngZ)4(z,2) I'image inverse de (1, ).
Alors (b,®) € (Z/ngZ)d(r]ngm,f]), donc b = 1. Bref, (dm,g)z : (ZIngZ)4(z,2) — Gq(x, X)
envoie (1,¢) sur (g, $). Donc les

Tr((g, d), (L)) = Tr((L, §), (dyy, e 1) 2)

forment un systéme E-compatible. O
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Scholie. Avec les notations de la démonstration, si on note w I'image de z par ey, , ,

on choisit w — w au-dessous de Z — z et on désigne encore par ¢ 'image de (1, ¢) par
(ef,, )21 (ZIngZ)a(z,2) — {1}q(w, w) = Gal(x(w) /x(w)),

alors
Tr((g, d), (L\)z) = Tr(P, (Cx,6),m,gLA)w)-

2.5. Démonstration de[1.16 dans le cas d’'un corps fini. On sait que (f,)* et ® pré-
servent la E-compatibilité. Pour montrer il suffit d’établir la stabilité par D et
R(f, ). La stabilité par R(f,a);, R(f,®)' et R#om s'obtiendront par dualité. Comme
R(f, )« = (Id,0)«R(f,Id)«, on peut supposer o = Id. D’apres et le théoreme de
Gabber, D et R(f,1d) . préservent la E-compatibilité lorsque les actions de groupe sont
admissibles.

Soit (Ly))e1 € Df (X,G,E). Pour montrer que (DxLy) ¢ est E-compatible, on s’inté-
resse aux traces en un point x € |X]|. Soient V un voisinage ouvert séparé de x dans X,
U un voisinage ouvert affine de x dans NgeGa(x) ag(V). Quitte a remplacer (X,G) par
(NgeGqx ag(U),G4(x)), on peut supposer X affine. Ce cas est déja connu.

Soit f : X — Y un morphisme G-équivariant. Pour montrer que Rf, préserve la
E-compatibilité, on fait une récurrence sur d = dimX. Le cas d < 0 est trivial. Pour
d = 0, on prend un ouvert dense affine G-stable U de X et on note j : U — X. Pour
(L)er € Dﬁ’(X, G,E), comme [L\] - [Rj, j*Ly] est a support de dimension < d — 1, il suf-
fit de montrer que (Rj.j*La)aer et (R(fJ)«j*La)aer sont E-compatibles. Donc on peut
supposer X affine. Comme le probléme est local sur Y, un argument similaire a celui
dansI'alinéa précédent permet de supposer en plus Y affine. Ce cas est déja connu. O

2.6. Rappelons le théoréme de Gabber de stabilité de la E-compatibilité par extension
intermédiaire [Fuj02, Th. 3] : pour j : U — X une immersion ouverte de schémas sépa-
rés de type fini sur un corps fini k = F,r, (Lx)rer € D?(U,E) un systeme E-compatible
de faisceaux pervers purs de poids w € Z, (ji«Ly)xer est E-compatible.

Rappelons que K(X,Q;) est un groupe abélien libre engendré par les classes d’iso-
morphie de faisceaux pervers simples. Pour a € Z, notons K;, (X, @) (resp. Ksa(X,@),
resp. K= (X,Q)), resp. K,(X,Q;)) le groupe de Grothendieck de la catégorie des fais-
ceaux pervers mixtes (resp. de poids < a, resp. de poids = a, resp. purs de poids a).

Proposition 2.7. Les projections canoniques
P<a: KX, Q) = Kea K, Q1) et p2a: Kin (X, Q1) = K=4(X, Q)

préservent la E-compatibilité. Plus précisément, pour (Ly)xer € [Tae1 Kim (X, Q;) un sys-
teme E-compatible, les systemes (p<qLa)re1 €t (P=ala)re1 SOnt E-compatibles.

Démonstration. 11 suffit de montrer que la projection canonique p,, : K, (X,Q;) —
Kw(X,@) préserve la E-compatibilité pour tout w € Z, car p<q = Y w<aPw> Pza =
¥ w=q Pw- On peut supposer #1 = 2. Soient Ly = ¥ ez Law» Li,w = My w0l = [Ma 1],
ou M, 0 €t My, ,,,1 sont des faisceaux pervers purs de poids w.
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(@) Cas ouX est lisse sur k et #€°(My, o) lisse surX pourAe€l, weZ,a=0,1,e€ Z.
Alors pour tout x € |X], le facteur Llocal Ly (L) ,, t) peut étre extrait de Ly (L), f) comme
la partie de poids w —dim,X. Donc les L, ,, forment un systéme E-compatible.

(b) Cas général. On fait une récurrence sur d = dimX, simultanément pour tout
we Z.Le cas d <0 est trivial. Pour d = 0, on peut supposer X réduit. Prenons un ouvert
dense j : U — X lisse sur k tel que J°(j* M), o) soit lisse sur U, pour Ael, w € Z,
a=0,1,e€Z. Notons i : Y — X le fermé complémentaire. D’apres (a), (j*Ly ) rer €St E-
compatible, donc (ji« j*L )aer 'est aussi en vertu de la démonstration du théoreme
de Gabber rappelé en D’apres [BBD82, 5.3.11], pour tout w € Z, il existe L;\'w €

K. (Y,Q)) tel que
(2.7.1) Low = Jie J " Low + 1L -

En sommant pour tout w € Z, on obtient

Ly= Z j!*j*L)\,w+i* Z Ll)\,w’

we”Z we”Z

d’ol1 la E-compatibilité de (¥ ,,e7 L,)\ w)Ael- Par conséquent, pour tout w € Z, (L’)\ WAl
est E-compatible en vertu de 'hypothese de récurrence. La E-compatibilité de (Ly ;) per
résulte alors de (2.7.1). O

Notons Dﬁ’ﬂ(X, Q) la sous-catégorie triangulée de X formée des complexes mixtes.
Pour a € Z, notons “D=4(X,Q;) (resp. “D=%*(X,Q;)) la sous-catégorie triangulée de
D? (X, Q;) formée des complexes mixtes K tels que pour tout i € Z, P #*'K soit de poids
< a (resp. = a). S. Morel [Mor08, 3.1.1] a défini un foncteur exact troncature par le poids

w<q:DP (X,Q;) — VDX, Q)) (resp. w=,: DY (X,Q;) — “DZ4(X,Q;)),
adjoint a gauche (resp. a droite) de I'inclusion

YD=4(X,Q;) c D2 (X, Q;) (resp. “D**(X,Q;) < DL (X,Q))),

rendant commutatif le diagramme

< — Ob(w<y,) b — _ Ob(wsg) - —_
Ob(*D=4(X,Q;)) = Ob(D},(X,Q))) — Ob(*D=%(X,Q}))

| | |

KeoX,Q) < Kpn(X,Q)) > K=0(X,Q))

Pour j: U — X un ouvert et L un faisceau pervers pur de poids a € Z, la fleche ca-
nonique wsg4 jiL — ji.L est un isomorphisme [Mor08, 3.1.4]. En vue de cela, la stabilité
par la troncature par le poids (2.7) généralise le théoreme de Gabber (2.6).
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3 Altérations galoisiennes et réduction au cas des courbes

On reprend les notations de En particulier, K est un corps fini ou local.
Soit X un schéma de type fini sur n = SpecK. On considere la condition suivante
portant sur L € D?(X, Qp:

3.0.1 Pour tout i € Z, il existe une extension finie F de Q; et un O-faisceau F, tels
que 'L = (¥4 ®¢ F) ®r Q; et que Fp ®5 (O/m) soit constant sur toute composante
connexe de X, ol1 @ est’anneau des entiers de F, m est I'idéal maximal de 0.

Cette condition est stable par image inverse et ®. Si X — Y est un ouvert de complé-
mentaire un diviseur a croisements normaus, alors[3.0.1implique que L est a faisceaux
de cohomologie lisses sur X, modérément ramifiés sur Y.

Le résultat principal de ce § est la proposition suivante.

Proposition 3.1. On fait les hypotheses suivantes :

((A)) SoientK; une extension finie deK, n; = SpecKy, ax : X — 11 une courbe lisse af-
fine, (Ly)rer € D? (X,E) avec tous les Ly vériﬁan Alors (RaxiLy) re1 estE-compatible.

((B)) Soient X une courbe sur n, normale, j : U — X un ouvert dense, (L)) e1 €
DE (U, E) avec tous les L), vériﬁant Alors (Rj.Ly)aer est E-compatible.

Alors la conclusion de[1.16 est vraie.

Dans le cas d'un corps local, (A) et (B) seront démontrés enf4.11

3.2. Dans le cas d'un corps fini, (A) est une conséquence de la formule des traces de
Grothendieck, tandis que (B) est une variante de [Del73, 9.8]. Prouvons (B) dans une
plus grande généralité, avec la condition[3.0.1|remplacée par ce que les Ly sont a fais-
ceaux de cohomologie lisses. On peut supposer X irréductible. Quitte a remplacer n
par le corps de définition de X, on peut supposer X géométriquement irréductible. On
peut supposer X projective. D’apres (iii), on peut supposer que E contient les ra-
cines p-ieémes de I'unité. D’apres[1.18|(ii), on peut supposer #I = 2. Notons D = X - U.
Pour x € D, posons 7 = maxjey,jez, yeD-{x} SWany, (FLy). D’apres [Kat83} Construction,
p. 217], il existe un systeme E-compatible (%)))¢; de faisceaux lisses de rang 1 sur
X — (D —{x}) tel que pour tout y € D — {x}, Swany(&)) > n. Alors Rj. (L) ® %)), = 0,
pour y € D—{x} [ibid., Prop., p. 216], et Rj. (Lx ® F») x = (Rj«Lr) x ® (#)\)x. Donc, d’apres
la formule des traces, pour m =1,

Tr(Fy", RayLy)q)

r
= Y TE), L0 TEE™, (F)5) + =TeE™, R, L) TeE™, (F):5),
yEU([Fprm) f

ou ay :U —n, r et f sont tels que k(x) =Fpr, k() = [pr. D’aprés@l @iv) et la formule
des traces, (Ray«La)aer = (DyRayDyLy)aer est E-compatible, donc ((Rj«La)x)aer est
E-compatible. D’otl (B).

Cette démonstration, jointe a donne une démonstration de dans le cas
d’un corps fini indépendante du théoreme de Gabber.
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3.3. SiK est un corps local, E est un corps de nombres, pour A;, A» deux places finies
de E ne divisant pas p, p1, p2 des représentations A;- et A»-adiques de Gal(K/K), De-
ligne a défini une notion de compatibilité entre p; et p, [Del73, 8.8]. Prenons pour %; le
E,,-faisceau sur n = SpecK correspondant a p;, choisissons un plongement E,, — ‘[;Tl,»r
iel=1{1,2}, et posons

y:I—={(v}
i— (I;,E—Ey, — Q).

Alors (%) e est (E, I, Y)-compatible au sens de si et seulement siles semi-simplifiées
de p; et p2 sont compatibles au sens de Deligne.
En vue de cette interprétation, la proposition suivante généralise [Del73, 9.8].

Proposition 3.4. SoientS une courbe lisse sur k = Fpr X, G) € Eq/S, (L)) re1 € Df(X, G,E).
Soit s un point fermé deS. Notons S ) le hensélisé deS en s, ng son point générique. Alors
le systeme (L)|Xy,) re1 est E-compatible (au sens de pour les schémas de type fini sur
un corps local).

Démonstration. Quitte a remplacer k par une extension finie, on peut supposer k(s) =
k. Le probléme étant local sur X, on peut supposer X affine. Pour m = 1, g € G, on
appliquee‘l (X,G) sur F,r et a (Xp,, G) sur 1;. On obtient

x(m.g)

|

Sm = SIprm _— S":pfm

Notons n,, le point générique du hensélisé de S[prm en s,.Ona (X(m’g))mm = (an)(m’g)
et (Cyn,gLa) Xy, ) "8 = C,py, g (LAIXn,). Quitte a remplacer X par X8 (2.4), on peut sup-
poser G = {1}.

Soit y un point fermé de X,, . Alors il existe un morphisme étale de type fini S’ — S,
une section s — S’, et un sous-schéma fermé Y de Xs/_y, fini sur S’ {s}, tels que Y, = y,
d’ot1 le diagramme commutatif a carrés cartésiens

y———Y

L

an B —— XS/—{S} —X

RN

Ns ——S§' —{s} —=8§

Quitte a remplacer S par S’, X par Y, on peut supposer que X est quasi-fini séparé sur S.
Prenons un S-plongement j : X — X o1 X est un S-schéma fini. Quitte & remplacer X
par X, Ly par jiL), on peut supposer que X est fini sur S. Quitte a remplacer X par une
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composante du normalisé de X™4, on peut supposer de plus X lisse sur k. Quitte a
remplacer S par X, on peut supposer X =S.

Ce cas dela proposition est essentiellement [Del73, 9.8]. Rappelons comment le dé-
duire du cas d’un corps fini de On peut supposer #1 = 2. On pose [Lp] = [Fr] - (9],
ol F) et 9 sont des faisceaux sur S, semi-simples sur 1, A € L. Soit I; un sous-groupe
ouvert de I(K/K) agissant trivialement sur les (9;\)“—5 et (Cﬁ;\)n—s, ol K = «k(n,), K est une
cloture séparable de K. Soit ¢ € Gk = Gal(K/K) avec p(d) = F{; ™ m = 1. Notons K;
I'extension finie séparable de K correspondant au sous-groupe fermé de Gy topolo-
giquement engendré par I; et ¢. Alors I(K/K;) =1;. Prenons S; une courbe lisse sur k,
f:S1 — S un morphisme quasi-fini et s; un point de S; au-dessus de s tels que le point
générique n;, du hensélisé de S; en s; vérifie ns, = SpecK;. Formons le carré cartésien

S - (sp—t=g

f’i lf

S —{si—5§

Alors f'" ) et f'*4) se prolongent en des faisceaux &, et ¢] sur Sy, lisses dans un
voisinage de s;. Posons L’A = 9)’\ ea%)’\[l]. Alors [(Rj. f""La)s, ] = [(L’)\)sl] - [(L;\)S1 (=11,
d’ ot

Tr(, L)) = Te(E ", (L)) = - Tr(E) ™, R () L)),

1
oun; — N, S — s1. Ces traces sont E-compatibles, car (Rj. (f')*Ly)er 'est d’apres le
cas d'un corps fini de (En fait la démonstration de (B) donnée ensufﬁt :onna
pas besoin d'invoquer[3.1}) O

Les lemmes et[3.8]seront utilisés dans la démonstration de

Lemme 3.5. Soient X un schéma noethérien integre muni d’'une action d'un groupe
fini G, Y — X un morphisme étale de schémas. Alors il existe un ouvert affine dense G-
stable U de X, un morphisme (f,«) : (Z,G') — (U,G) avec a surjectif faisant de Z. un
(Kera)-torseur sur U, et une factorisation

7Z——>Yxx Uty

U

Démonstration. Quitte a remplacer X par un ouvert affine dense G-stable de X, on peut
supposer X affine. Notons 1 le point générique de X, Go = G;(1)). Alors Gy agit trivia-
lement sur X, I'action de G sur X se factorise donc par Q = G/Gg. Comme X — X/G
est étale en ), il existe un ouvert U affine dense G-stable de X tel que Y xx U — U et
U — U/G soient des revétements étales. On peut supposer que Gy = {1}. En effet, une
fois ce cas établi, on peut I'appliquer, dans le cas général, a 'action de Q sur U. On
obtient (f,p) : (Z,Q") — (U,Q). Il suffit alors de prendre G’ = G xq Q', qui agit sur Z a
travers sa projection sur Q’, et prendre pour « la projection G’ — G.
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Soit x un point géométrique de U/G. On a une équivalence de catégories

F: {revétements étales de U/G} — {m;-ensembles finis a gauche}
T — Tx;

ol m; = m(U/G, x). Alors F(U) = m;/A, ou A est un sous-groupe ouvert distingué tel
que /A =GP, et F(Y xx U) = ?ZITrl/Bi, ol les B;, 1 < i < n, sont des sous-groupes
ouverts de A. Soit C =N, B; un sous-groupe ouvert distingué de ;. On prend G =
(m1/C)°P x (Z/nZ) et Z un revétement étale de U/G tel que F(Z) = (n;/C) x (Z/n2),
'action de G’ sur Z étant donnée par la translation a droite de G’ sur F(Z). On prend
g:7Z —Y xx U tel que F(g) soit donné par

n
(m/C) x (Z/nZ) — | [ m1/B;
i=1
(0,i)— G €M /B;.

Notons f le composé de g et de la projection Y xx U — U, a le composé G’ 2,
(m/C)°P — (n/A)°P =~ G. Alors F(f) s’identifie a a, donc f est G'-équivariant et fait
de Z un (Ker a)-torseur sur U. O

3.6. Soient u : X — Z un morphisme de schémas muni d'une action d'un groupe
fini G, X — Y - Z une factorisation de u dans la catégorie des schémas. Rappelons
la construction d’une factorisation équivariante [d]96, 7.6]. Pour g € G, notons Yg le

Z-schéma défini par la composition Y Yz L, Z.Posons G=1{g1, -, gn}
(Y/Z)C =Yg, x7-+- x7 Y,

sur lequel G opeére par (yg,, **, Vg, )8 = (Vgg,~**» Vgg,)- Alors f a la factorisation G-

équivariante X LN (Y/Z)C — Z, ou v’ envoie x sur (v(xgy), -+, vixgn)).

Lemme 3.7. Soient f : X — Z un morphisme séparé de type fini de schémas noethériens,

.o , J
G un groupe fini agissant sur f. Alors on peut factoriser f en X — Y 8. 7 de facon G-
équivariante, oit g est propre et j est une immersion.

Démonstration. D’apres le théoréme de compactification de Nagata [Con97, 4.1], f

se factorise en X L Yo £, Z, ou g est propre et jy est une immersion. Il suffit alors
d’appliquer 3.6 O

Le lemme clef suivant découle de raffinements, dus a Gabber, de résultats de de
Jong ([dJ97], [Vid04} 4.4]) sur les altérations équivariantes.

On appelle altération galoisienne [Vid04, 4.4.1] un morphisme (f,a) : (S',G) —
(S,G) ou « est surjectif, f est un morphisme propre dominant génériquement fini de
schémas noethériens integres, tel que K(S’ ) soit une extension radicielle de K(S), ou
H = Kera, K(S') (resp. K(S)) est le corps des fonctions de S’ (resp. S). Alors il existe
un ouvert affine dense G-stable U de S tel que f ) - f ~1(U)/H soit un revétement
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étale galoisien de groupe H/Hj, oi1t Hy = HnKer(G’ — Aut(K(S"))), et que f~'(U)/H — U
soit un homéomorphisme universel fini et plat. La composition de deux altérations ga-
loisiennes est une altération galoisienne.

Soit G un groupe fini. Soit X un schéma noethérien régulier muni d'une action de G.
Rappelons qu’'un diviseur a croisements normaux G-stable D de X est dit G-strict s’il est
strict et si pour toute composante irréductible D; de D et tout g € G tel que D; g # D;,
D; et D; g ne se coupent pas. Soit S = SpecR un trait de point fermé s. Rappelons qu'un
couple semi-stable (1/5.5) est un couple (X,Z), o X est un S-schéma de type fini et Z est
une partie fermée de X contenant X;, qui est, localement pour la topologie étale, de la
forme

(SpecRIty,..., tyl/(t1 -+ ta—M),Z),

ol 7t est une uniformisante de R, Z est défini par 'idéal (t;---t3), 1 < a < b < n. Alors
Z est un diviseur a croisements normaux de X. Si X — S est muni d'une action de G
sous laquelle Z est stable, on dit que le couple semi-stable (X,Z) est G-strict si Z est un
diviseur a croisements normaux G-strict de X.

Soit S un schéma noethérien. On dit qu'une courbe nodale G-équivariante X — S
est G-scindée si elle est scindée et si pour tout s € S, toute composante irréductible C
de X; et tout g € G4(s) tel que Cg # C, C et Cg ne se coupent pas (condition () dans

[Vid04, 4.4.1]). On appelle fibration plurinodale G-scindée (cf. [dJ97, 5.8]) un systéme
fa

Ji R
Xg == -+ = Xo,{07;}, Z0), ot
— fi :X; — X;_1 est une courbe projective, nodale et G-scindée,
—0;j:X;-1 — X, j =1,-+, n;, sont des sections disjointes de f; dans le lieu lisse
de f;, permutées par G (i. e., pour tout j, il existe j tel que agoo;j =0;j o ag),
— Zy C Xp est un fermé G-stable,

tel que f; soitlisse surX;_; —Z;_j,ouonaposéZ; = U?;l 0;j(Xi-1) Ufl._l(Zi_l), 1<is

d. Ici on dit qu'un morphisme f : X — Y est projectif si f admet une factorisation X —
P¢ — Y, ol i est une immersion fermée. Dans la définition d’une courbe plurinodale
G-scindée, X; — X, est projectif et plat.

Lemme 3.8. Soient G un groupe fini, f : X — S un morphisme séparé de type fini G-
équivariant de schémas noethériens integres, U un ouvert dense G-stable de X. Suppo-
sons que la fibre générique Xy, de f soit géométriquement irréductible. On fait aussi les
hypotheses suivantes :

((Q)) S est excellent.

((ii)) pour toute altération galoisienne (S1,G1) — (S, G) et toute partie ferméeF; C Sy,
il existe une altération galoisienne (S2,Gz) — (S1,Gy) telle que S, soit régulier et que
limage inverse de F1 dans S, soit contenue dans un diviseur a croisements normaux
G, -strict.

Alors il existe un groupe fini G', un homomorphisme de groupes o : G' — G, un dia-
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2

gramme commutatif G' -équivariant

X’<—>j Xg 2>

;b

X—S§

ot (u,®), (v,a) sont des altérations galoisiennes, j est une immersion ouverte domi-
nante, et une fibration plurinodale G'-scindée de g

(Xdﬁ) ...iXOIS’,{Gij}’ZO)

telle que X; soit régulier, Z; soit un diviseur a croisements normaux G'-strict de X; pour
0<i=detqueZ, contienneXy— v ).

On appliquera le lemme uniquement quand S est le spectre d'un corps ouun
trait excellent [4.12). Dans ces cas, les hypotheses (i) et (ii) sont automatiquement
satisfaites. Lorsque S est un trait excellent, u est nécessairement un changement de
traits fini, et (X4,Z4) est un couple semi-stable G'-strict sur S'.

Démonstration. D’aprés on peut supposer | propre. Si dimX;, = 0, alors (f,1dg)
est une altération galoisienne, donc il suffit d’y appliquer 'hypothese (ii) et de prendre
g =Id. Si dimX;, = 1, on applique [Vid04} 4.4.3]. On obtient un groupe fini G’, un ho-
momorphisme de groupes o : G’ — G, un diagramme G’-équivariant

XdLS/

ifl

X——=S

ou (u,a), (v,a) sont des altérations galoisiennes, et une fibration plurinodale G'-
scindée de g
fa fi
Xg = Xo=5',{04;},Zo)

telle que Z; contienne X — v~1(U). En appliquant (ii), on se ramene au cas ol Xq est
régulier et Z est un diviseur a croisements normaux G’'-strict. Appliquant alors [Vid04,
4.4.4] successivement a f1,---, fy, on modifie X; de sorte que X; devient régulier et Z;
devient un diviseur & croisements normaux G'-strict, 1 <i < d. O

3.9. Démonstration del3.1. On sait que f* et ® préservent la E-compatibilité. Prou-
vons d’abord I’énoncé suivant :

(A") Pour (f,a) : X,G) — (Y,H) un morphisme de Eq/n avec f séparé, R(f,a), pré-
serve la E-compatibilité.
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Comme R(f,a); = (Id,a),R(f,1d), et (Id, ), préserve la E-compatibilité (iv)), on
peut supposer a = Id. D’apres le théoréme de changement de base, on peut supposer
que Y =) est le spectre d'une extension finie de K. On peut supposer #I = 2.

(@) CasX = A,lh. Choisissons w : W — X étale dominant tel que les w*L, vérifient
On applique [3.5/a w pour trouver un ouvert affine dense G-stable j : U — X et
un morphisme (f,a) : (U’,G') — (U, G) avec « surjectif faisant de U’ un (Kera)-torseur
sur U tels que les (f,)* j*L, vérifient Soit i : Z =X -U — X. On a le triangle
distingué

Ray:j*Ly — RaxiLy — azi*Ly —.

Iciles Rayj*Ly = R(ay, o)1 (f,0)* j*Ly (a), forment un systéme E-compatible
en vertu de (A) et de[2.4} (azi*Ly)xer est E-compatible car az est fini. Donc (RaxiLa) e
I'est aussi.
(b) Cas général. On fait une récurrence sur d = dimX. Le cas d < 0 est trivial. Si
d = 1, on prend un ouvert affine dense G-stable U. Soit i : Z=X-U — X. On ale triangle
distingué
RaU!j*L)\ d RaX;L;\ — Razyi*L)\ —.

D’apres 'hypothese de récurrence, (Razi*Ly)er est E-compatible. Donc il suffit de
voir que (Rayi j*Ly)aer est E-compatible. D’apres le lemme de normalisation, il existe
un morphisme U/G — A,lq a fibres de dimension < d — 1. Ceci induit un n;-morphisme
G-équivariant f: U — A}“ .OnaRay = Ra/\% o Rfi. Il suffit donc d’appliquer 'hypothese
de récurrence et (a).

Pour prouver|1.16} il suffit de prouver les énoncés suivants pour tout d € N :

(Cq) Pour (X,G) surn avecdimX = d, Dx préserve la E-compatibilité.
(Dg) Pour (f,a) : X,G) — (Y,H) un morphisme de Eq/n (ois f est éventuellement
non séparé) avec dimX < d, R(f,a) . la préserve aussi.

On peut supposer #I = 2. On fait une récurrence sur d. Le cas d = 0 est trivial @iv)).
Pour d = 1, supposons (C;-1) et (D;—-1) établis.

Prouvons (Cg). On peut supposer X réduit. Soit (Ly))e; un systéme E-compatible
sur X. On prend un ouvert dense régulier G-stable j: U — X tel que les L, |U soient a
faisceaux de cohomologie lisses. On pose i : Z =X — U — X. Le triangle distingué

i.Ri'DxLy — DxLy — Rj,j*DxLy —

se récrit
i.Dz(i*Ly) — DxLyx — Rj«Dyj Ly —.

D’apres (C4_1), (Dz(i*Ly))rer est E-compatible. D’apres (iv), (Dyj*La)aer est E-
compatible. Donc la preuve de (C,;) se rameéne a celle de (D).
Prouvons (D). On prend (Ly)jer € DIg(X, G,E).

3.9.1. Supposons qu'’il existe (L’A) Ael € Dﬁ’ (X,G,E) tel que pour tout A €1, [L)] — [L’A] soit
asupport de dimension < d —1, i. e, il existe i : Z) — X sous-schéma fermé G-stable de
dimension < d -1 et L} € K(Z),G,Q;,) tels que [Ly] - [L}] = i,L}. En appliquant (D4_1),
on voit qu’il suffit de vérifier (R f. L’A) Ael € Dlg (Y,G,E).
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On peut supposer X réduit. Soit j : U — X un ouvert dense normal G-stable.
On considére Ly — Rj.j*Ly. D’apres il suffit de montrer que (Rj.j*La)aer et
(R(f j)« j*L))rer sont E-compatibles. Donc on peut supposer X normal. On peut sup-
poser de plus que G agit transitivement sur 1y(X). Si C est une composante connexe
de X, alors (C,G4(C)) — (X,G) est cocartésien (1.1.2). Quitte a remplacer X par une
composante connexe (1.5.1), on peut supposer X integre.

Choisissons w: W — X étale dominant tel que les w*Ly, vérifient[3.0.1} On applique
31 w pour trouver un ouvert dense G-stable U de X, et (g,p) : (Z,G') — (U,G) avec
surjectif faisant de Z un (Kerf)-torseur sur U, tels que les L, |Z vérifient[3.0.1] D’apres
il suffit de montrer que (Rj. j*Ly)aer et (R(fJ)«j*La)rer sont E-compatibles, ot
j:U—=X. D’aprés (@), j*Lx = (g,B)«(g,p)* j*Lyx. Donc, quitte a remplacer X par Z,
on peut supposer

(a) les Ly vérifient

D’apres (f,a) = (p,)(j,Id), o j est une immersion ouverte et p est propre.
D’apres (A'), R(p, a) « préserve la E-compatibilité. Donc on peut supposer (a) et

(b) f estune immersion ouverte et o = Id.

Ces hypotheses seront toujours conservées.

Le cas d = 1 résulte alors de (B). En effet, on s’'intéresse aux traces situées en un
point y € Y—-X. Quitte a remplacer G par G4(y) et Y par un voisinage affine G, (y)-stable
de y, on peut supposer de plus Y affine. En vertu de[2.4} on peut supposer G = {1}. Soit
g:Y' — Yle normalisé de Y,eq. Formons le carré cartésien

X’ ;)f Y

igx f lg

X——Y

Le morphisme L) — gx«gxLa est un isomorphisme sur le lieu de normalité de Xieq,
qui est un ouvert dense. D’apres il suffit donc de voir que les Rf,gx-gxLx =
g«Rf, gy L) forment un systéme E-compatible. Quitte a remplacer f par f’, on peut
supposer de plus Y normal. En appliquant (B), on achéve la démonstration de (Dy).

Dans la suite, d = 2. Soit K; une extension galoisienne de K telle que les compo-
santes irréductibles de Y x; n; soient géométriquement irréductibles [EGAIV, 4.5.10],
ol n; = SpecKj. Quitte a faire le changement de base n; — 1 et remplacer G par G x
Gal(K;/K), on peut supposer qu’on a un morphisme G-équivariant Y — 1; et que les
composantes irréductibles de Y sont géométriquement irréductibles sur 1n;. Comme
dans I'alinéa précédent, on peut supposer de plus Y normal. Quitte a remplacer Y par
une composante connexe, on peut supposer Y integre, donc géométriquement irré-
ductible sur n;. On peut supposer dimY = d et X non vide.

On applique(3.8/a Y — n et 'ouvert X de Y. On obtient une altération galoisienne
(v,p): (Y, G) — (Y,G) avec Y’ régulier et un diviseur a croisements normaux G’-strict D
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de Y’ contenant Y’ — v~ (X). Soit U = Y’ — D et formons le diagramme a carré cartésien

(j,Idg) (f",Id)
U, &)Y 1,6y @)

J{(VXyﬁ) J{(v,ﬁ)
JId
x Y v g

Le morphisme Ly — R(vx,f)«vxLy est un isomorphisme sur un ouvert dense de
X (a)). D’aprées et (A, il suffit donc de voir que les Rf*R(vX,ﬁ)*y;;L)\ =
R(v,B)«Rf, vgL) forment un systeme E-compatible. Par (A), il suffit alors de voir que
(Rf! v;;L)\)AEI est E-compatible. Comme dim(r~1(X) - U) = d -1, il suffit, d’aprés
de voir que (Rj. j* vxLa)rer et (R(f'j)«j* vgLy)aer sont E-compatibles. Donc on peut
supposer

(c) Y est régulier irréductible de dimension d.

et X est le complémentaire d'un diviseur a croisements normaux G-strict de Y.
Posons Y —X = };¢;D;. Pour i € ], notons X(;) =Y —Uje-(; Dj, et formons le dia-
gramme a carré cartésien

D D,
l;l J{ll
(@)
X¢ X(i)© Y

D’apres (a), L) est a faisceaux de cohomologie lisses sur X, modérément ramifiés surY.
D’apres (1{3.7.1), le morphisme de changement de base

URALy = RGj(G)« ) RjPLy

est un isomorphisme. Cet isomorphisme est G4 (D;)-€équivariant. En appliquant (D;-1)
a j(’ ;)» il suffit de prouver la E-compatibilité de (R jil)L)\) rel- On est ramené a prouver la
stabilité par R f. sous les hypothéses additionnelles (c) et

(d) X est le complémentaire d'un diviseur régulier D de Y.

Refaisant un dévissage comme dans la démonstration de (D;), on peut supposer de
plus

(e) Y affine.

En vertu de[2.4} on peut supposer G = {1}. Pour y € |D|, on prend un sous-schéma
régulier C de Y de dimension 1 tel que CND = {y}. Alors d’apres (IB.7](ii)), (RfxL))|C =
Rf](LAICNX), ot f': CnX < C. Il suffit donc d’appliquer I'hypothése (B). Ceci achéve
la démonstration de (D). O

La démonstration de (D), d = 2 peut aussi étre achevée par la méthode de la dé-
monstration de [SGA4'%| Th. finitude, 2.4]. Sous les hypotheses (a) a (e), on plonge Y/G
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dans un espace affine Aj. Onnote g: Y — Ap. Pour tout 1 <i < n, on note p; : Ay — Arll
la i-ieme projection et on considere

X(—f>Y

N

1
AT]

D’apres le théoreme de changement de base générique ([ibid., 1.9 (ii)] pour le cas des
coefficients de torsion; le cas [-adique résulte de ce cas par 'argument usuel : passer
aux gradués pour la filtration /-adique sur un modeéle entier), il existe un ouvert dense
U; de A,l] tel que Rf,. commute a tout changement de base S’ — U;. Quitte a rétrécir U;,
on peut supposer que les fibres de (p;g) ' (U;) — U; sont de dimension < d — 1. Alors
(Dg4-1) implique que

RALA(pi®) ' (U

est E-compatible, pour tout i. Notons que E = Y—U?:1 (pi g)_1 (U;) est un ensemble fini,
donc En(Y-X) estrare dans Y—X, car Y-X est purement de dimension d—1 = 1. Comme
les Rf. L)Y — X sont a faisceaux de cohomologie lisses (I 1), RfLLAIY =X)pe1 €St E-
compatible en vertu de la proposition suivante (ou m =d —1).

Proposition 3.10. Soit m = 0. Faisons I’hypothése (D). Soient (X,G) de type fini surn
avec X régulier, de dimension < m, (L)) e1 € ]'[MID? X,G,Qy) a faisceaux de cohomo-
logie lisses. Supposons qu'il existe U c X un ouvert dense G-stable tel que (L)|U))¢1 €
D? (U, G,E). Alors (L)) ae1 est E-compatible.

Rappelons que I'hypothese (D) sera satisfaite (une fois (A) et (B) établis).
Démonstration. On a une filtration de X par des ouverts G-stables
U=UpcU;c:--cU,;=X

telle que U; — U;_; soit régulier et purement de codimension i dans U;. On montre
(LalUrer € D?(Ui,G, E) par récurrence sur i. Le cas i = 0 est une hypothese de la pro-
position et le cas i = m permet de conclure. Supposons cela vrai pour un i vérifiant
0<i=<=m-1.Soit j; : U; — U;;;. On ala formule de projection

LalUi+1 ® RjixQp — Rjis (LAIUY).

D’apres I'hypothése de récurrence et (D), Rj;«(Ly|U;) € Df(U,-H,G,E). On a un iso-
morphisme G-équivariant

QLU sig=0,
qui*QIZ @l,Ui+1—U,-(_i_1) Siq=2i+1,
0 sinon.
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Donc pour tout x € [U;41 — Uy, tout X — x et tout (g, $) € G4 (x, X) avec p(d) = F, n>0
un entier (on a utilisé les notations de[1.13), on a

Tr((g, d), RjiQpz) = 1— p"i+h,
Donc on a (Ly|U;41)xe1 € D2(U;41,G,B). m

4 Indépendance de [ des cycles proches et fin de la démonstra-

tion de(1.16/

4.1. Soient S un trait hensélien, / un nombre premier inversible sur S. Soit Dg la caté-
gorie des couples (X,S;) ot S; est un trait fini sur S et X est un schéma de type fini sur
S1. Un morphisme (X;,S1) — (X2,S2) dans Dg est un couple (f, g) de fleches s’'insérant
dans un carré commutatif

X1 —_—> 81

ok
X2 HSZ

On note par s le point fermé de S et par n le point générique de S. Soit D g la sous-
catégorie pleine de Ds formée des couples (X,S;) avec X;, = @.

Aun objet (X,S1) de Dy, on associe le topos X x g, 11 [SGA7, XIII 1.2.4], ol 57 estle
point fermé de S;, n; est le point générique de S;. Pour (X,S1,G) € Eq(D;s), on définit
comme dans|1.3|les catégories Mod, (X x5, n1,G,Q;), D2(X x, n1,G,Q)), les six opéra-
tions et la dualité. Soit s; — s; un point géométrique algébrique. Un faisceau d’en-
sembles & sur (X x, 11, G) est un faisceau sur X5, muni d’'une action continue ([SGA7,
XIIT1.1.2]) de

= G
Gsim = G XGal(ky 1£9) Gal(K/KY),

compatible a I'action de G, sur Xg; (via Gy, — Gs7 = G X gayg, 1) Gal(k_llkf)). Ici

k1 =x(s1), k_1 =x(s1), Ky =x(ny), K; est une cloture séparable de K;.
Pour (x,S1,G) € Eq(D;s ) avec x = Speck(x), et X un point géométrique algébrique
au-dessus de x, on pose

G = G X Gal(( /(%) Gal(E) K1) D) X a6y GalA /KT

En d’autres termes, un élément de Gy, est un triplet (g,¢,y) ou g € G, ¢ €
Gal(x(%),k(x)9), w € Gal(Ky,K?) tel que ¢ soit la réduction de y et que ¢ et g induisent
le méme automorphisme sur x(x). On a une équivalence de catégories

Mod,(x xg, N1, G,@) — Rep(G;mn,@)
L— Lj.

Pour (X,S1,G) € Eq(D;s), x un point fermé de X, on pose
Ga(x, %,m) = Ga (W) z,n, -

PourLe Df(X X r]l,G,@), onpose Ly =i;L, o iy:(x,S1,G4(x)) — X,S1,G).
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On a la variante suivante de

Proposition 4.2. Soient (X,S1,G) € Eq(D;ss), S' un trait fini étale sur S d’extension ré-
siduelle galoisienne, T une composante de Sy xs'S'. Notons t le point fermé de T, ny le
point générique de'T, H= G4(T), Y =X xg, t. Considérons (Y, T,H) — (X,S1,G). Soient y
un point fermé deY au-dessus d’'un point fermé x deX, y — y au-dessus de x — x. Alors
l'image de 'homomorphisme induiti:Hg4(y, y,nT) — G4(x, X,n1) est

_ - Ga(x) = G
G = Ga (%) X Galg(x) 1y 6at) Gallk(E) /1 (x) 7)) X a0t GalKL/K YK,

ou XK' est le corps des fractions deS'.

Démonstration. 11 est évident que Imi < G'. Soit (g, $,w) € G'. Posons I' = Gal(K'/K).
Formons le diagramme commutatif a carrés cartésiens

Y H) —— (Y, (Gx1)g(T) —— X x55,GxI) — X,G)

| | | |

(t,H) —— (,(Gx)g(T)) — (51 x5 §',GxI) — (51,G)

| |

(s,T) ——(s,{1}

D’apres une variante de[1.11](b), 'homomorphisme (G x I') 4(y, 7, nt) — Ga(x, X,m1) est
un isomorphisme. Soit (g,y,d’, W) € (GxT)4(y, ,nr) I'image inverse de (g, d, y). Alors
¢'|k" =1dg. Comme (y,¢") € G4(s',5), onay=1, i e, (g, v) =i(g ¢, ). O

4.3. Soit (S(m)) m=1 un systeme comme dans On désigne par Eqadm (Dss) la sous-
catégorie pleine de Eq(D;s) formée des triples (X,S;,G) ou G agit sur X de facon ad-
missible. Pour (X,S1,G) € Eqadm(Dsys), on appliqueé X,G) — (51,G) au-dessus de
S. Pour m = 1, g € G, choisissons une composante T, ¢ de S(lm’g) et posons Y, g =
X(m:8) x s Tn,g. On va définir un foncteur

Cm,g : DYX x5, M1,G, Q) = DL (Y g X4, T Q1)
analogue du C,, ¢ de Le groupe Z/ngZ agit diagonalement sur Sy xs S, m). Choi-

sissons $' une composante de S1 xs S, m) au-dessus de Ty, X' =X xg, S'. On note

(X,81,G) <4— (X,S',(Z/1g2) 4(8")) —> Ym,g, Trm,g, 111).

On pose Cp,g = e.d”*, qui ne dépend pas du choix de S'.

4.4. Supposons dorénavant, sauf en que le corps résiduel k de S soit F r. Alors
Ga(x,%,m) = Gg(x) XGalx)/k) Gal(K_lle’d(x)). Soient E, I, y comme dans Pour

(X,S1,G) € Eq(Dsg), on dit que (Ly)rer € [Taer DZ(X x5, m,G,Qy,) est (E, 1, y)-compatible
(ou E-compatible s’il n'y a pas de confusion a craindre) si pour tout x € [X], tout
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X — x et tout (g,d,v) € G4(x, X, 1) avec p(¢P) une puissance entiere de Fg , le systéme

(Tr((g, d, W), (La)2)aer est (B, I, y)-compatible. Ici p : Gal(k(x) /x (x)%¢™) — Aut(k(X)) est
I'inclusion, Fy € Aut(k (%)) désigne le Frobenius géométrique absolu a — a'/?.

Comme en(I.15} la définition ne changera pas si on se restreint aux triplets (g, ¢, W) €
Gg(x, x,m1) avec p(Pp) = F(j; " olt m est un entier = N(x), N(x) est une constante qui ne
dépend que de x.

Proposition 4.5. La E-compatibilité ainsi définie est stable par les six opérations et la
dualité.

Démonstration. Cela découle du cas fini de et A titre d’exemple, prouvons
la stabilité par D. Soient (X,S1,G) € Eq(Dss), (L))er € Df(X xg N1, G,E). 1l suffit de
montrer que pour x € [X|, x — x, (g§,¢,¥) € Gy(x,Xx,m) avec p(P) = F(')nf, m =1,
(Tr((g, d,w), (DL)\) z))aer est E-compatible. Soient s’ = Spec [prm, S’ un trait étale sur S
de point fermé s'. Appliquons On a (g,b,w) € Hy(y, 7,nr). Lunique homomor-
phisme continu Gal(k(f)/ k(HH) — Gal(xk(MmT)/ K(r]T)H) qui envoie ¢ sur W définit un
foncteur F: Df(Y Xt nT,H,@) — Df(Y, H,@) de sorte que

Tr((g, &, w), (DL)\)z) = Tr((g, ), (F(DLA) £) 7).
Comme F(DL)); = DF(L));, il suffit d’appliquer le cas fini de[1.17] O

Pour m = 1, soit S(;,) un trait étale sur S de corps résiduel F,r». Lisomorphisme
(2.3.1) induit une action de Z/mZ sur S ). Appliquonsau systeme (Sm)) m=1-

Proposition 4.6. Soient (X,S1,G) € Eqadm(Ds,s), (L) rer € Taer DIC’(X X g M1 G,QTIA). Pour
que (L)) re1 soit E-compatible, il faut et il suffit que pour tout m= 1 et tout g € G,

(Cm,gLlA)rer € HD?(Ym,g X tmg T]Tm,grQTl;\)
A€l

soit E-compatible.

Démonstration. Lanécessité est claire. Soit (Ly)aer € [1aer Df Xxg, nl,QTA) tel que pour
tout m =1 et tout g € G, (C;, gLa)re1 s0it E-compatible. Comme e* e, = 1d (variante de
(b)),ona (d*Ly) € Df(X’ xg1,ZIngZ,E). Il suffit de montrer que pour tout x € [X],
tout X — x et tout (g, d, V) € G4(x, X,11) avec p(P) = Fofm, mz=1, (Tr((g, d,w), La)z)) Al
est E-compatible. Notons T la composante de S; xg S(;;;) dominée par S’, H = G4(T),
Y =X xg, t. Soient y € |Y| au-dessus de x, y — y au-dessus de X — x. D’apres 4.2, on a
(g,d,w) € Hy(y, ,n1), correspondant a (T,q),q/) € (ZIngZ)4(y, y,nr). Formons le dia-
gramme commutatif a carrés cartésiens

X', (21 ng2)aSVWEX, 21 ngZ x ZIngZ) a(8") — (¥ X sy Stngmy» ZI ngZ x ZIngZ) — (Y, 2/ ngZ)

| | | |

(S, Z1ng2) g SN EAS (ZIngZ x ZIng ) 4(S) —= (& X 50y Stngmy ZIngZ x ZIngZ) — (1, 2/ ng2)

| |

(Stngmy» ZI MgZ) ———— (s, (1)
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Soient x’ € [X| au-dessus de y, x' — x’ au-dessus de y — y. D’apres une variante de
(b), ’homomorphisme (Z/ngZ x Z/ngZ)d(x’,x’, n)— (ZIngZ)4(y, y,nr) €st un isomor-
phisme. Soit (1, b, $, ) € (Z/ngZ x Z/ngZ)d(x’,?,n’) I'image inverse de (1, ¢, ). Alors
(b,®) € (Z/ngZ)qMnym, M), donc b = 1. Bref, d . : (Z/ngZ)q(x', x',n) = Ga(x, X,Mm1)
envoie (1,$, ) sur (g, P, ). Donc les

Tr((g, &, W), (La)2) = Tr((1, b, ), (d*La)3)
forment un systeme E-compatible. O
4.7. Soit (X,S1,G) € Eq(Ds). On a le foncteur des cycles proches
R¥x/s, : DY (Xy,, G, Q) — DX, x5, 11,G, Q).

Un morphisme dans Eq(Ds) de la forme (f,Id, o) : (X,S1,G) — (Y,S1,H) induit un mor-
phisme RWy/s, R(fy,, @)« — R(fs;, @) «R¥x/s,, qui est un isomorphisme lorsque f est
propre.

Pour (X,S1,G) € Eq(Ds), L € D?(Xnl ,G,Q;), on a, avec les notations de et ‘

(4.7.1) Cm,gR\PX/SlL ~ R\I]Ym,g/Tm,g (C(Xnl y(;),mygL)nTm‘g .
Le résultat principal de ce § est le suivant.

Théoréme 4.8. Soient S; un trait fini sur S, X un schéma de type fini sur S, G un
groupe fini agissant sur X — Sy par des S-automorphismes. Alors R¥xs, préserve la
E-compatibilité.

Pour S d’égale caractéristique (ou du moins, pour S le hensélisé en un point fermé
d’une courbe lisse sur [Fp 7), le résultat était connu de Gabber, mais non publié.

Pour (g, d,v) € Gy, avec p(Pp) = an, ne Z,4.8/combiné avec I{2.4|et Iimplique
que
Y (-D'Tr(g, &, W), HL (X5, R¥Px/s,Q))5)) € p/ 4mint0niz
i€z
est indépendant de [, ou d = dimX,. On retrouve ainsi le cas (trés particulier) de
IMie07, 6.1.3] ou I' est le graphe transposé de ag.
La démonstration de[4.8|sera donnée en[4.12] Commencons par les deux cas parti-
culiers suivants.

Lemme 4.9. Supposons de plus X quasi-fini sur S;. Alors R¥xys, préserve la E-
compatibilité.

Lemme 4.10. SoientG un groupe fini agissant sur un trait S fini surS, (X,Z) un couple
semi-stable G-strict sur Sy, u: X -7 — Xy, (L\)xer € D?(X —-Z7,G,E) avec L) vérifiant
[3.0.1l Alorson a

(RWx/s, RuxL)xer € DL (X, x5, M1, G, E).

Pour la notion de couple semi-stable G-strict, on renvoie aux définitions qui pré-
cedent[3.8l
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Démonstration de[4.9 On peut supposer X réduit. Soit f : X’ — X le normalisé de X.
Alors fi, = 1d et R¥x/s, = Rfs«RW¥x//s,. Donc on peut supposer X normal de sorte que
X est somme disjointe de spectres d’extensions finies de s;, de spectres d’extensions
finie de 1 et de traits finis sur S;. On peut supposer que X = Sz est un trait fini sur S;.
Soient K, une sous-extension maximale non ramifiée de K3/Kj, S» le normalisé de S;
dans K3, g:S3 — S». Alors R¥s, /s, = R¥s,/s,Rgn, . Comme RWs, s, :D?(nz,G,@) —
D? (82 %, n1,G,Q;) s'identifie a 'identité, il résulte de (iv) que RW¥s, /s, préserve la
E-compatibilité. O

Démonstration del4.10. Soit D une composante de X;. On note par Z la réunion des
autres composantes de Z. Formons le diagramme commutatif a carrés cartésiens

X_Z(—>X_Z(D) - D°
J
u D

|

X, X X,

Comme L) est modérément ramifié sur X, on a un isomorphisme (1/5.6.2)
(R\PX/S1 Ru., L)\) |D = Rj* R‘P(X—Z(D])/Sl L)\.

Cetisomorphisme est G4 (D)-équivariant. Appliquant[I.16dans le cas fini (variante[4.5)
aRj., on est ramené a prouver la proposition au cas ot Z = X; est un diviseur régulier.
Alors X — S est lisse. D’apres[4.6] et (4.7.1), on peut supposer G = {1}. Soit x € |X;|. Il
existe un sous-schéma fermé Y de X qui est un trait fini étale sur S’ de point fermé x.
D’apres I (i), (RWx/s,La)x = RWy/s, (L\)y,- 11 suffit donc d’appliquerél Y—S;.

O

4.11. Fin de la démonstration dell.16. Pour finir la démonstration, il reste a traiter le
cas des courbes. Plus précisément, il reste a prouver les énoncés (A) et (B) de[3.1]pour
K un corps local.

Prouvons d’abord (B). On peut supposer X géométriquement irréductible. On ap-
pliqueé G = {1} et X — S et on obtient un groupe fini G’ et un diagramme commu-
tatif G'-équivariant
c N g

Ul( j/ X/

Y N
il/u O J/l/ \Lu
Ul -x S

avec (Y,Y—U’) un couple semi-stable G’-strict sur S’, Y-U’ = Yy UH, ot H est la réunion
d’'un nombre fini de sections de g. Quitte a rétrécir Y, on peut supposer que X' = Yy;.
Notons que v est fini. Le cone de Ly — (vy,®).vjLy est a support de dimension 0
(@), ot a : G’ — {1}. D’apres iv), ((vy, o)« v[*JL)\))\eI est E-compatible, donc



4. Indépendance de I des cycles proches et fin de la démonstration de[1.16 73

il suffit de vérifier que les Rj.(vy,®).vjLy = (v,0)Rj, vjL) forment un systéeme E-
compatible. Comme (v,«), préserve la E-compatibilité, il suffit donc de vérifier que
(Rj.L))xer est E-compatible, ot L) = v{jLx. D’apres 1 (i), on a i;R¥y/sRjLL} =
RW¥y/s i:]‘,RjiL’)\, ol iy : HNYy — Yy, iy : HNYy — Yyy. Cet isomorphisme est G'-
équivariant. Comme RWys :Dé’ (Hnr,G’ Q) — Dé’ Hy xgn,G ,Q)) s'identifie a I'iden-
tité, il suffit alors d’appliquer[4.10]

Prouvons (A). Plus généralement, prouvons que si G est un groupe fini agissant sur
ax comme dans (A) par des n-automorphismes, et (Ly)e1 € D? (X,G,E) avec tous les Ly,
Vériﬁant alors (RaxiLy)aer € Dﬁ’ (N1,G, E). On peut supposer X géométriquement
irréductible sur n;. Soit S; le normalisé de S dans K;. Laction de G sur 1; se prolonge
en une action sur S;. On applique[3.8|a X — S; et obtient un homomorphisme surjectif
a:G' — G et un diagramme commutatif G'-équivariant

X,C]%YLS/
X S1

avec (Y,Y —X’) un couple semi-stable G'-strict sur S’ et g propre. Le cone de L), —
(v,0)« v*L) estasupport de dimension 0. Donc il suffit de vérifier que (Rax (v, &) « v* L)) rer
appartient a D?(n;, G, E). Soit L) = v*Ly. On a Rax (v, o)« L} = (un,, @)« Rgyy«Rjiy1L),

R\PS’/S/Rgn’*Rjrl’!Ll)\ =~ RgS* R\PY/S’R].-[]’[LI)\.

Comme RW¥ss : DX(1/,G,Q)) — DE(s' x¢ 1, G, Q;) s'identifie 4 'identité, il suffit de vé-
rifier que (RWy,;s'R jnr!L;\) X1 appartient a D2(Yy, G, E). On ale triangle distingué

R¥y/s'RjyiL) — RWy/sRjiy« Ly — R®y/siixi™ Ry« Ly —,

olt i : Yy =X’ — Yy. Pour le deuxiéme terme, on applique Pour le troisieme, on
applique (B),[2.4]et[4.9] On a achevé la démonstration de O

4.12. Démonstration de[4.8 Supposons #I = 2. Il suffit de montrer pour tout d € N :

(*4) Pour tout (X,S1,G) € Eq(Ds) et toute famille E-compatible (Ly) e sur Xy, de
support de dimension < d, la famille (RWx/s, L)) xer est E-compatible.

On montre (*4) par récurrence sur d. On peut supposer dimX, < d et X réduit. Si
d = 0, alors X est quasi-fini sur S;. Ce cas est déja traité en Soit d = 1 tel que
(*g4—1) soit vrai. Prouvons (*4). Soit w : U — X;, un ouvert dense G-stable affine et
normal. Comme (Rw.w*Ly))¢ est E-compatible (le cas local de et le cOne M),
de Ly — Rw, w*L) est a support dans Y, — U de dimension < d — 1, (RWx/s,M))e1 €st
E-compatible en vertu de 'hypothése de récurrence (*,4_1). Donc il suffit de montrer
que (R¥x/s, Rw, w*L)))¢1 est E-compatible. Quitte a remplacer U par un sous-schéma
ouvert fermé G-stable de U, on peut supposer que G agit transitivement sur 1y (U).
Soit C une composante connexe de U. Alors (C,G4(C)) — (U, G) est cocartésien (1.1.2).
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D’apres(1.5.1} quitte a remplacer U par C, X par I'adhérence de C et G par G4(C), on
peut supposer X irréductible. En appliquant[3.5] quitte a rétrécir U, on peut supposer
qu'il existe (f,a) : (Z,G') — (U,G) faisant de Z un (Kera)-torseur sur U et tel que les

f*Lj vérifient|3.0.1} On appliqueau morphisme composé Z N U — X et trouve un
diagramme commutatif G’-équivariant

Z(—j>Y

ok

U——=X

ol g est propre et j est une immersion ouverte. Notons L;\ = w*Ly. On a L’A =~

R(f, 0. f*L} (1.7 (a)), donc

R¥x/s, Rw. Ly = R¥x/s, Rw.R(f, 0 f "Ly = R¥x/s,R(gn,, 0+ Rjn, [ 7Ly
= R(gsl,O‘)*R\PY/Slem*f*Ll)\'

Quitte a changer les notations, il suffit de montrer I'assertion suivante

(ta) Soient (X,S1,G) € Eq(Ds) tel que dimXy;, <d, w:U — Xy, ouvert G-équivariant,
(L\)aer € D2(U, G, E) tel que les L vérifient[3.0.1} Ona (R¥x/s, Rw.Ly)jer € D2 (Xs,, G, E).

Soit K’ une extension finie galoisienne de K? contenant K; telle que les com-
posantes irréductibles de U ®k, K’ soient géométriquement irréductibles. Soient u :
§" — Sy le normalisé de S; dans K', X' =X xg, §', w' = w x5, §', G’ = G Xk, k9
Gal(K’/K?), a: G' — G la projection. Alors R¥x/s, Rw, = (uxﬂ,(x)*u)’zs1 RWx/s, Rw, =
(ux,, ) «R¥x /s Rw, ug;- Donc on peut supposer que les composantes irréductibles de
U sont géométriquement irréductibles. Comme au début de la démonstration, quitte
a remplacer X par X;eq et a rétrécir U, on peut supposer en plus U normal. Quitte a
remplacer U par une composante connexe C, X par I'adhérence de C, et G par G;(C)
[L.5.1), on peut supposer X intégre et X, géométriquement irréductible. Le pro-
bléme étant local, on peut supposer en plus X séparé (voire affine). Comme d = 1, on
applique et obtient f: G’ — G et un diagramme commutatif G’-équivariant

/

u'c w X%C X/
,,U// l l U/ l\
{ Ux'h I]’(&)Xn xT]l n/%xx& S/HS/

uUc Xy© X S1

V€ !

a carrés cartésiens tels que (u,f) et (v,p) soient des altérations galoisiennes, et que
(X', X" = V) soit un couple semi-stable G'-strict sur S’. Le V du diagramme estle X' — Z

de Soit Gg» = G’/ Kerp nKer(G' — Aut(S")). Alors f se factorise en G’ LR Gs' = G, Gy
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agit sur S’ et le morphisme ((v1y)red,P1) : (U’,G') = (U xy, N)red, Gs') est une altération
galoisienne. D’aprés (a),
RWx/s, Rw. Ly = (ux,, @)« (ux,, @) " R¥x/s, Rws Ly = (ux,, 0« R¥xx, 5775 Rwsr« (uy, ) Ly,
ou ux, estle changement de base de ux par X; — X, etle cone de

(uy, )Ly — R(v1u,B1) « (v1u, B1) ™ (uy, @) *Ly

est a support de dimension < d — 1. Grace au cas local de (variante[4.5) et I'hypo-
thése de récurrence (*4_), il suffit donc de voir que les

(ux,, 0« R¥xxg 575 Rws «R(v1y, B1)« (10, 1) " (1,00 "Ly
=R(vx,,B)«R¥x/sRw, (vy,B) Ly

forment un systeme E-compatible. Ici vx, est le changement de base de v par X; — X.
Quitte a remplacer vjLy par Rj. j* v{jL), on est donc ramené a montrer (f4) dans le
cas ou (X, X —U) est un couple semi-stable G-strict. Ceci est déja fait en O

La définition suivante généralise

Définition 4.13. Soit (X,G) € Eq/S. Un systeme (Ly\)xer € [I\e1D2(X,G,Q;,) est E-
compatible si (j*Ly)er et (i*Ly)er sont E-compatibles, ot j: Xy — X, i : Xy —X.

Pour (X,S1,G) € Eq(Ds), le foncteur des cycles évanescents
R®xs, : DEX, G, Q) — D (X5, x5, M1, G, Q)
préserve la E-compatibilité. C’est une conséquence immédiate de[4.8|

Exemple 4.14. Soient T et T’ deux traits henséliens d’égale caractéristique, a corps ré-
siduel k = [pr, munis d'uniformisantes. Soit (E,I, y) comme plus haut avec E conte-
nant les racines p-ieémes de I'unité. Soit y : F, — E* un caractere. Pour A €1, on note
yr=povy:Fp— QTAX . Alors les transformations de Fourier locales [Lau87, 2.3.2.4]

tg~lfUO,<><>’),egl(poo,()’),(glgjoo,oo’) :MOdC(nT»@) - MOdC(nT’:@)

préservent la E-compatibilité. Plus précisément, pour (V))xer € [1per Modc(nT,QTA), E-
compatible, les systémes

0,00") ,0") (00,00')
(gl(l})\oo V)\))\EI) (gl(;)\o V)\))\EI» (gwof o0 V)\))\EI

sont E-compatibles. Cela résulte de [ibid., 2.4.2.1], de la stabilité de la E-compatibilité
par R®, et de[3.4

La proposition suivante généralise et

Proposition 4.15. La E-compatibilité sur$S est stable par les six opérations et la dualité.
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Démonstration. La stabilité par ® et (f,a)* est triviale. Il suffit de prouver la stabilité
parR(f,a). et D.
On montre d’abord que pour (X,G) € Eq/S, (Ly)xe1 € Dé’(Xn, G,E),ona (Rj.Ly)er €
Df X,G,E), ou j : X;; — X. La suite spectrale de Hochschild-Serre donne
EDY = HP (1, R7WxsLy) = i *RPH9 L,

ou I, = Ker(Gal(f)/n) — Gal(§/s)), i : X; — X. Comme (RWx;sL))e1 est E-compatible
, il suffit de montrer que pour (Y,G) € Eq/s, (M))xe1 € Df(Y xsN,G,E), on a
(RT' (I, M) per € Df(Y, G,E). Pour cela, on peut supposer que Y est fini sur s, #I = 2,
Myl = [A\] = [4], [Za], [9)\] € Mod (Y xg n,G,(I;TlA) etl agit sur &) et %, par un quo-
tient fini Q. Alors

(IRD (g, M) = (12 - (211 - (90 + [92(-1)]),_ €K(Y,G,B).

Prouvons la stabilité par R(f,a)«, ou (f,a) : X, G) — (Y,H) est un morphisme dans
Eq/S. Soit (Ly)je1 € D? (X, G,E). On ales triangles distingués
i.Ri'Ly = Ly — Rj,j* Ly —,
R(fi,a)Ri'Ly — R(f,®) Ly — R(fj, @)+ j Ly —.
Comme (R} j*Ly)aer est E-compatible, (Ri'Ly)cr I'est aussi. 11 suffit donc d’appliquer

[L.16]pour R(fs, @) et R(fy, ).

Prouvons la stabilité par D. Soit (Ly)aer € Dlg X, G,E). On ale triangle distingué
i:Dx,,6) (i"Ly) = Dx,gLa — RjxDx,,6)j ' La — -
11 suffit donc d’appliquer pour D) et D, G)- O

Remarque 4.16. Si on remplace les faisceaux usuels par les faisceaux de Weil [Del80,
1.1.10], on peut définir la E-compatibilité de la méme maniere. Tous les résultats

concernant la E-compatibilité (notamment4.15] 3.10} restent valables.

5 Appendice: Indépendance de / sur les champs algébriques

Soient K un corps fini de caractéristique p ou un corps local de caractéristique
résiduelle p (1.13), n = SpecK. On note Ch/n la catégorie des n-champs algébriques
[LMBO0O, 4.1] de type fini. Soit / un nombre premier # p. Pour & € Ch/1, on note
Mod.(%,Q)) la catégorie des Q;-faisceaux constructibles sur le site lisse-étale de 2
[ibid., 12.1 (i)]. On dispose, par [LO08], d'une catégorie triangulée D? x ,@) munie
d’une t-structure usuelle de coeur Mod, (% ,@) et d'un formalisme de six opérations.
Pour f: % — % un morphisme de n-champs algébriques de type fini, on a

Dy : D%, Q) — D2(Z,Q)),

~®—:D(%,Q) x DL(Z, Q) — D2, Q)),
RA#omy (—,—) :DE(2,Q)°P x DE(@,Q;) — D2(%,Q)),
fRf:DE@, Q) — DL, Q).
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Rappelons que f est dit relativement de Deligne-Mumford [LMBO00, 7.3.3], si pour tout
schéma affine Y et tout morphisme Y — %, le produit fibré Y x4 & est un n-champ de
Deligne-Mumford. Dans ce cas, on a

Rf.,Rfi: DY@, Q) — DL@,Q)).

Si & est un n-_champ de Deligne-Mumford de type fini, Mod (% ,@) s'identifie a la
catégorie des Q;-faisceaux constructibles sur le site étale de & [ibid., 12.1 (ii)].
Le foncteur

F: Eq/n— Chin
X,G) — [X/G] = [X/G/n] [ibid., 2.4.2,3.4.1]
n’est ni fidele ni plein. Notons S ’ensemble des fleches (f,a) : (X, G) — (Y,H) dans Eq/n

telles que G soit isomorphe a H x H', « s’identifie a la projection H x H' — H, et f fasse
de X un H'-torseur sur Y. Notons Q : Eq/n — (Eq/n)(S™!) le foncteur de localisation.

Proposition 5.1. La catégorie localisée (Eq/n)(S™') admet un calcul de fractions a droite
au sens faible (i. e., pour toute fleche t dans (Eq/n) (S™Y, il existe des fleches s, t' dans
Eq/n avecs €S telles que t = Q(t")Q(s)~1). Le foncteur F se factorise en

(Eqim) 2 (Bq/m)s™) & crim,

ouF est un foncteur plein (i. e., F envoie Hom g s-1) (A, B) sur Homgpm (FA, FB), pour
tous A,B € (Eq/n)(S™H)).
Démonstration. On vérifie que

(i) Pour tout (X, G) € Eq/n, Idx,g) €S.
(ii) Pour tout s1, 52 € S, composables, sy 05, €S.
(iii) Tout diagramme dans Eq/1) de la forme

ls

t

ol s € S, peut étre complété en un diagramme commutatif dans Eq/m

ous' €S.

Donc (Eq/n) (S~1 admet un calcul de fractions 4 droite au sens faible.
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Pour tout s € S, F(s) est un isomorphisme. Donc F se factorise a travers Q. Montrons
que F est plein. Soient (X, G), (Y,H) € Eq/n, a : [X/G] — [Y/H] dans Ch/n. Formons le
diagramme 2-commutatif de n-champs a carrés 2-cartésiens

X' —X

|

X — [X/G]
Y ——[Y/H]

Notons s: X',GxH) - X,G), t: X',GxH) — (Y,H). Alors s € S et Ft = aoFs, i. e,
a=F(ts™). O

Proposition 5.2. Pour (X,G) € Eq/n, il existe une équivalence de catégories canonique

ox,g qui rend 2-commutatif le diagramme suivant

DY(X/G], Q) —<> DY(X, G, @)

\ \L “XG
Pxc

DY (X, Q)

ot px G : X — [X/G] est la projection, wx g est le foncteur oubli de U'action de G. Cette
équivalence commute aux six opérations et a la dualité. Plus précisément, on a

(65.2.1) ox,cRAomxG) (-, —) = RA omx ) (0x,6—,0x,G—),
(5.2.2) ox,Gg(—®-) = (ox,c-)®(0xc6-), O0xcDx/G =Dxc0x6
et, pour (f,a) : X,G) — (Y,H) un morphisme dans Eq/n, on a

(5.2.3) ox,Glf/al” = (f,0) oyn,

(5.2.4) oyuR[f/al. =R(f,a)«0x,G,

et, lorsque f est séparé, on a

(5.2.5) ox,GRIf/al' = R(f, @0y,

(5.2.6) oyuRI[f/aly = R(f,®)0x,G.

Démonstration. Auniveau des topos étales, on a un diagramme 2-commutatif de fonc-
teurs images inverses [LMB00, 12.3.3, 12.4.6]

X/G” — (X,G)~
X~
d’ou I'existence de ox,g. Les isomorphismes (5.2.1) a (5.2.4) sont clairs. Les isomor-
phismes (5.2.5) et (5.2.6) s’en déduisent par la dualité. O
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Remarque. Le diagramme

DY([Y/H], Q;) —=> DE(Y,H, Q)
|

Wy,H
Pyu I
(flad* (%) | (fo0* D2(Y,Q))
|
|
b = X6 _ b e s
D/([X/Gl,Qp) — = = DX, G, Q) f
~ ~ WxG
p;,G > ~ N
D2(X,Q))

dont le carré (x) correspond a (5.2.3), est 2-commutatif. Des diagrammes analogues

existent pour (5.2.1), (5.2.2) et (5.2.5).

5.3. Envertu de[5.2} on peut interpréter certains cas de[L.6let[l.7len termes des champs.
Si (f,0) : X,G) — (Y,Q) est un morphisme de Eq/n vérifiant les hypothéses de
(b) (a est surjectif et f fait de X un (Kera)-torseur sur Y), alors [f/«a] : [X/G] — [Y/Q]
est un isomorphisme, d’ol1 les conclusions de (a) et (b) (les fleches d’adjonction
Id — (f,0).(f,0)* et (f,0)*(f,a) — Id sont des isomorphismes). La proposition
(cas S =n) s'interpréte comme un théoréme de changement de base pour les champs
algébriques (cf: [LO08, § 12]) en vertu de la proposition suivante.

Proposition 5.4. Soient (f,®) : (X,G) — (Y,H), (g,p) : (Y ,H') — (Y,H) deux morphismes
de méme but dans Eq/1\. Pour r € H, formons le carré cartésien

()
(5.4.1) X', G, ! X,G)

J/(f’,a’)r l( .0
(g,p) T,
v 1) -2 v 1) e (v
ot T, = (ar,h— r~Yhr) est comme dans Len-champs [X'IG, = F(X',G),) ne dé-
pend, a isomorphisme pres, que de la double classe (ImP)r(Ima) c H et le carré

¥Tell (h/Ylr
(5.4.2) I, X'/G'], — [X/G]
[f’/a’]ri l[f/a]
[g/pl

[Y'/H'] — [Y/H]
est2-cartésien, ot r parcourt un systeme de représentants de Imp\H/Ima.

Démonstration. Comme F(T,) = Idy/y), (6.4.2) est 2-commutatif. Il suffit de montrer
que pour tout n-schéma affine connexe non vide U, le foncteur

((f"1e1)u,([R1Y])u)

[[X'1G'1)u [Y'/H'ly * y/my, X/Gly
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est une équivalence de catégories et que I'image essentielle de ([X'/G'];)y ne dépend
que de la double classe de r. Construisons un quasi-inverse v du foncteur. Un ob-
jet de [Y'/H'ly x(y/my, [X/Gly est un triplet (Z,W, k) out Z € [Y'/H'ly, W € [X/Gly, k
est un isomorphisme [g/Ply(Z) = [f,a]ly(W) dans [Y/H]y. Rappelons que Z est un
H'-torseur sur U muni d'un n-morphisme H’-équivariant Z — Y’ et le morphisme
(Z,H) — (Ig/Ply(Z),H) est cocartésien . Notons f.Z = [g/Plu(Z). De méme
pour W et [f,aly(W) : asW = [f,a]ly(W). Lisomorphisme k est un Y-morphisme
H-équivariant. Pour r € H, formons le carré cartésien au-dessus de

Vv, W
l ,ok:ko r l
7 BuZ — N W

Notons C = {re G|V, # ¢}. Alors C € Imp\H/Ima. Pour r € C, V, est un G'-torseur
sur U. On pose v(Z,W, k) = V. O

Soient E, I, y comme dans[1.13}

Définition 5.5. Soient X € Ch/n, (L\)xer € [Iher Dﬁ’(%,QTA). On dit que (Ly)er est
(E,I,y)-compatible (ou E-compatible s'il n'y a pas de confusion a craindre) si pour
tout morphisme i : x — & dans Ch/n ou x est le spectre d'une extension finie de K,
(i*Ly)aer appartient a D'g(x, E) .

Les systemes E-compatibles sur & forment une sous-catégorie triangulée de
[Ther Df(% ,Q1,), notée D? (Z,G,E). Lorsque & = X est un schéma, la définition ci-
dessus coincide avec : Dlg (Z,E) = DIC’ X,E) = D}Cj (X, {1},E). Plus généralement, on
a

Proposition 5.6. Pour (X,G) € Eq/n et (Ly)xer € [1aer Dﬁ’([X/G],QTA), (L\)ae1 appartient
a D?([X/G],E) si et seulement si (ox,gL\)Ae1 appartient a DIC’(X, G,E).

Démonstration. La suffisance est claire. En effet, soient (L)) aer € [Taer DIC’ X/ G],QTA) tel
que (ox,gLA)rer € D?(X, G,E), i : x — [X/G] dans Ch/n ou x est le spectre d'une exten-
sion finie de K. D’apres il existe des morphismes s : (Y,H) — (x,{1}), ¢t : (Y,H) —
(X,G) dans Eq/n vérifiant s € S, tels que i = F(£)F(s) . D’aprés

i*L)\ =~ F(S)*F(t)*L)\ =~ S, t*OX,GL)\-

Donc (i*Ly)er est E-compatible, en vertu de[1.18](iv).

Prouvons la nécessité. Soient (L))e € D?([X/G],E), x € |X]. Alors, d’apres
iyox,cLy = 0xG,mF(ix) "Ly, ot ix : (x,G4(x)) — (X,G). Quitte a remplacer (X,G) par
(x,G4(x)), L) par F(ix)*Ly, on peut supposer que X est le spectre d'une extension finie
de K. On applique alors la construction[2.3]: pour g € G, m = 1, on a construit

m, dp,
Xm8 (1} i (Xq,,gm,Z/ngZ) /% X,G),
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donnant lieu a

Fep, Fdy,
X8 < (X, ) ZIngD)] —% X/G).
D’apres|5.2)
Cimn,gox,GLA = em g« d,*n,gOX,GL)\ = (Fem,g)*(de,g)*L)\ = ((de,g)(Fem,g)_l)*L)\-

Doncona (Cp,gox,gL\)aer € D?(X(m'g) ,E). Par conséquent, on a (ox,gLA)xer € Df(X, G,E)
en vertu de[2.4 O

Proposition 5.7. Pour & € Ch/n, (Ly)e1 € HAQDE(%,QTA) est E-compatible si et seule-
ment si pour tout morphisme lisse ¢ : X — &, ot X un schéma affine, on a (dp*Ly)re1 €
DY(X,E).

Démonstration. La nécessité est claire. La suffisance découle de [LMBO00, 6.3]. O

Proposition 5.8. La E-compatibilité est stable par la dualité, ®, R#€om, *, Rf', et,
lorsque f est relativement de Deligne-Mumford, par Rf, etRf.

Démonstration. la stabilité par ® et par f* résulte de la définition. Pour la dualité, on
applique Soient (L)) e € D? (% ,E), X un schéma affine, ¢ : X — & un morphisme
lisse. On peut supposer que ¢ est purement de dimension 7. Alors

$*DgLy = DxRG'Ly = (Dxd*Ly) (-m)[-2nl,

donc (b*Dg L)) e est E-compatible.

Il reste a vérifier la stabilité par Rf; pour f : & — % relativement de Deligne-
Mumford. D’apres le théoréme de changement de base [LO08| 12.5.3], on peut sup-
poser que % = y est le spectre d'une extension finie de K. Alors & est un champs de
Deligne-Mumford. D’apres [LMBO00, 6.1.1], il existe un ouvert non vide % = [X/G], ouX
est un schéma affine de type fini sur y, G un groupe fini agissant a droite sur X. Soient
j % — %, i 'immersion fermée complémentaire. Alors on a le triangle distingué

R(fj)j*Lx — RAiLx — R(fi)i* Ly — .

D’apres[1.16] et R(fj) préserve la E-compatibilité. On conclut par récur-
rence noethérienne. O

Exemple 5.9. Soit : V — n un fibré vectoriel de rang constant r. Alors G, = G,,,, agit
par homothétie sur V et on peut former le n-champ quotient i : ¥ = [V/G,;] — 1. Soit
1Y : VY — 1 le fibré vectoriel dual de . Comme précédemment, on forme le n-champ
quotient tV : 7V = [VY/G,,] — 1. Alors la transformation de Fourier homogene [Lau03}
1.5] Foury /y : D?(V,@) - DE(VV,@) préserve la E-compatibilité.

En effet, comme dans la démonstration de [ibid., 1.9], il suffit de montrer que pour
(Ly)er € D?(V, E), les systémes

Foury /(ii*Ly) = (") 0™ i* Ly [r],
i) (i¥)"Foury (jij"La) = i) o"Rm jij*L[r],

3V (G¥)*Foury 1 (jij*La) = jYRpr) (pr* j*La ® RI.Qy) [r — 1]
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sont E-compatibles. Ici i : B(G;;,) — 7, iV : B(Gy) = ¥V, j:PNV) =7, jY:P(VY) =7,
= [n/G,l: ¥V — B(Gy), n¥ = 1V/G,] : VY — B(Gy), o : B(G,,) — B(G,,) envoie &
sur Z®71, pr¥ et pr sont les deux projections canoniques de P(VY) x P(V), J est une
immersion ouverte [ibid., 1.5]. Ces morphismes étant tous relativement de Deligne-
Mumford, voire représentables [LMBO0O0), 3.9], il suffit d’appliquer|5.8

Pour les champs algébrique de type fini sur un corps fini, on dispose, par [LO09,
§ 9], d'un formalisme de poids. On a des analogues de[2.6/et de[2.7}
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