GROUPES DE SELMER ET FONCTIONS L p-ADIQUES POUR LES
REPRESENTATIONS MODULAIRES ADJOINTES.

ERIC URBAN

RESUME. Nous démontrons une divisibilité vers la conjecture principale d’ Iwasawa-Greenberg
pour les représentations modulaires adjointes. En particulier, nous prouvons la conjecture
de Coates-Schmidt pour une grande classe de courbes elliptiques sur Q ayant réduction
multiplicatives en p.

Introduction

Soient p un nombre premier impair et Qu la Z,-extension cyclotomique de Q. Soit F une
courbe elliptique modulaire sur Q ayant réduction multiplicative en p. On note ad(E) la
representation adjointe du groupe de Galois absolu G sur 'espace des endomorphisme de
trace nulle du module de Tate T,,(E) de E en p. L’action d'un groupe de décomposition en
p sur T,(E) est ordinaire (i.e. laisse stable une droite). Pour tout nombre premier ¢, on fixe
D, C Gg un sous-groupe de décomposition en g. Suivant Coates-Schmidt et Greenberg, on
peut définir un groupe de Selmer (cf. section 1)

Selg..(ad(E)) € H'(Gal(@/Qux), ad(E) ® Qy/Zy)

comme le sous-module des cocycles non ramifiés en dehors de p et ordinaires en p. 1l est
muni d’'une action de I' = Gal(Qx/Q) ce qui fait de lui un module de co-type fini sur
lalgebre d’Iwasawa A = Zy[[I']] = Z,[[S]]. Depuis les travaux spectaculaires de Wiles et
Taylor-Wiles, par un théoreme de controle de Hida, on sait aussi que ce dernier est de
co-torsion sur A.

Dans les années quatre-vingt, Coates et Schmidt ont construit une fonction L p-adique
£,(ad(E),S) € A interpolant les valeurs critiques

L(ad(E)  €,0)

S(ad(E). ()~ 1) = TEEm o

lorsque € parcourt ’ensemble des caracteres de Dirichlet de niveau et d’ordre une puissance
de p et ou QE désignent les périodes du modele de Néron E sur Z, . La conjecture de
Coates-Schmidt identifie I'idéal caractéristique de Selg_ (ad(E)) avec la fonction L p-adique

-1
ci-dessus. Soit p* = p(—l)pT. Dans cet article, nous démontrons le théoreme suivant.

Date: 12 janvier 2007.
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Théoréeme A. — Soit E une courbe elliptique ayant réduction multiplicative en p et ne
contenant pas de points d’ordre p sur une extension abélienne de Q(y/p*). On suppose en
outre qu’il existe un nombre premier q, tel que E[p| soit un Dg-module indécomposable.
Alors, lidéal caractéristique de Selg,_(ad(E)) est engendré par £(ad(E), S)

Plus généralement, soit f une forme modulaire elliptique primitive et normalisée de poids
k, nebentypus 1, conducteur C et de développement de Fourier

o0

f(z) =) _aln, f)q"
n=1
avec ¢ = €2, D’apres un théoréme de Scholl, on peut associer un motif M t de rang 2 sur

son corps de coefficents de Fourier Ky de poids de Hodge {(k —1,0),(0,k —1)}. Pour tout
caractere de Dirichlet y, les valeurs critiques aux entiers négatifs du motif adjoint tordu
ad(My)(x) C My ® M{(x) sont données par les valeurs

L(x(f) © x,m)
(2d)mamtE=(f, f)

avec m € C, et
Cry={m € Ztel que x(—1) = (-1)" et 2—k <m <0}

La conjecture de Deligne dans ce cas est démontrée Sturm. Soit 77 un caractere de Dirichlet
pair et non ramifié en p et soit K un corps de nombres p-adiques contenant les valeurs de
71 et les coefficient de Fourier de f. On suppose désormais

(Ord) f est ordinaire en p (i.e. |a(p, f)|p =1).

Il existe alors une fonction L p-adique L£(ad(My)(n),S) € Ao = O[[S]] construite par
Schmidt et Hida et qui interpole les valeurs critiques aux entiers Cy, ,, du motif ad(M (f))(n)
divisé par un produit d’une puissance de 7w et des périodes canoniques Q]jf définie par Hida.
D’autre part, la représentation galoisienne p-adique py construite par Deligne est ordinaire.
On peut donc encore définir un groupe de Selmer

Selg..(ad(My)(n)) € HY(Gg,ad(ps) @ K/O(1))

Notons p; la représentation résiduelle. Dans tout ce travail, on fera I'hypothese suivante.
(Irred) ﬁf|Gal(@ JQ(ype)) €St absolument irréductible.

Notre groupe de Selmer est alors de co-torsion sur Ap gracea la généralisation aux corps
totalement réels par Fujiwara des travaux de Taylor-Wiles. On note §(ad(My)(n),S) € Ao
son idéal caractéristique. Le Théoreme A est une conséquence du résultat plus général
suivant.

Théoreme B. — On suppose que

(a) Il existe un nombre premier q tel que p¢|p, soit indécomposable,
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(b) n? est congru a 1 modulo ’idéal maximal de la cloture intégrale de Ly,
(c) n(p) est congru a 1 modulo l'idéal mazimal de la cléture intégrale de Z,.

Alors £(ad(My)(n), S) divise §(ad(Mys)(n),S) dans O[[S,1/5]].

Remarques.

1. Les conditions (a) et (b) sont des hypotheéses techniques nécessaires pour utiliser
un résultat de Vatsal. La condition (c) est certainement inutile et un peu plus de
travail permettrait facilement de s’en débarasser.

2. La divisibilité est valable dans O[[S,1/5]] au lieu de O[[S]] car notre méthode ne
permet pas d’étudier directement la valuation S-adique de §(ad(My)(n),S). En
fait, les propriété d’interpolation de £(ad(My)(n) montre que cette derniere admet
un zero en S = 0 lorsque n(p) = 1, L(ad(My)(n) a un zéro trivial en S = 0. Hida
a montré que dans ce cas §(ad(Ms)(n) a également un zéro en S = 0. TI est
conjecturé que ce zéro est d’ordre 1. Si cette conjecture est satisfaite, la divisibilité
est donc valable dans O[[S]] et argument qui démontre le Théoréme A montrerait
I’égalité. Par ailleurs, il ne serait pas difficile de voir que 'argument de Wiles dans
[W90] qui traite les zéros triviaux de la fonctions L p-adique de Deligne-Ribet est
transposable ici. Par contre lorsque 7n(1) # 1, les méme propriétés d’intégralités
montre que £(ad(My)(n) n’a pas de zero en S = 0 et la divisibilité du Théoreme B
est valable dans O[[5]].

3. Le Théoreme A est un cas particulier du Théoreme B. Le fait que le zéro trivial soit
d’ordre 1 est du a une formule de Greenberg-Tilouine sur la dérivée de la fonction L
p-adique et de la non nullité du L-invariant de Mazur-Tate-Teitelbaum qui résulte
d’un théoreme de Barré-Sirieix, Diaz, Gammain et Philibert. La stratégie de la
preuve de ce théoreme avait été préentée dans [HTU].

La démonstration du Théoreme B passe par la preuve d’une divisibilité pour un groupe de
Selmera deux variables. Introduisons quelques notations. Soit I une composante irréductible
de l'algebre de Hecke universelle ordinaire de Hida. C’est une extension finie et plate
de A = O[[T]]. D’apres Hida, on lui associe une forme modulaire I-adique F € I[[g]]
et une représentation galoisienne ordinaire dans G'L(I) qui interpole les représentations
galoisiennes py lorsque I'on spécialise la variable du poids T'. D’apres Hida, il existe une
fonction L p-adiquea deux variables £(ad(pr)®@n¢a) € I[[S]] et une représentation galoisienne
ordinaire pr dont les spécialisations en la variable du poids permettent de retrouver les
objets décrits précédement pour une forme classique f. On peut ainsi définir un groupe
de Selmer Selg, (ad(pr)) ® n). Sous I'hypothese (Irred) pour la représentation résiduelle
p7, ce dernier est de co-torsion sur I = I[[S]] et on note F(ad(pr) ® 1) son idéal divisoriel
caractéristique dans I. On a:

Théoreme C. — On conserve les mémes hypothéses que dans le Théoréme B. Alors,
Lad(pr) ®@n)) divise §(ad(pr) @ n)) dans I[[S,1/S]].

Remarques.



4 ERIC URBAN

1. Les remarques qui suivent le théoréeme B reste valable pour le théoreme C lorsqu’on
remplace O par I.

2. L’hypothese sur l’existence d’un nombre premier ¢ tel que p 7| D, Soit indécomposable
serta montrer que f est associéea une forme quaternionique et qu’il n’existe pas de
congruences entre f et des formes qui ne sont pas associéesa une forme quaternion-
ique. Ce point est utile pour utiliser un résultat de Vatsal. On pourrait probable-
ment affablir cette hypothese, voire la supprimer avec un peu plus de travail.

Pour démontrer le Théoreme C, on étudie les congruences entre des séries d’Eisenstein-
Klingen et des formes modulaires de Siegel cuspidales. Plus précisément, on introduit un
idéal d’Eisenstein €is(F,n) C I pour I’algebre de Hecke universelle ordinaire pour le groupe
GSpy. Si X désigne I'ensemble fini des places de ramifications de pr et 1, on prouve que

(i) Cis(F,n) divise §>(ad(pr) ®n).
(ii) £7(ad(pr) @ n) divise Eis(F,n).

ot = (ad(pr)®n) et £ (ad(pr)@n) désigne respectivement I'idéal divisoriel caractéristique
du groupe de Selmer S 61600 (ad(pF)®mn) défini en oubliant les conditions locales en les places
dans ¥ et la fonction L p-adique non primitivea deux variables.

La divisibilité (i) est démontrée dans [U01] ot I'on montre que 'existence de congruences
entre séries d’Eisenstein donne naissancea des éléments du groupe de Selmer. Pour cela,
on traduit la congruence au niveau galoisien en utilisant les représentations galoisiennes as-
sociées aux représentations cuspidales de GSpy. L’irréductibilité de ces dernieres permet de
construire des réseaux résiduellement indécomposable et donc des extensions non triviales.
Nous renvoyons le lecteura [U01] pour plus de détails.

La divisibilité (ii) est I'objet du présent article. Il s’agit de construire des congruences.
Plus précisément, on montre que la fonctions L p-adique £(ad(pr) ® n) controle les con-
gruences entre les séries d’Eisenstein-Klingen pour GSpy4 construites en induisant F et n
et des formes cuspidales. Cela est suggéré par le fait que le terme constant de ces séries
d’Eisenstein est un multiple des valeurs critiques interpolées par cette fonction L p-adique.
La constructions se fait directement en familles de Hida de formes de Siegel.

Il n’échappera pas au lecteur que la méthode de démonstration de nos résultats est une
généralisation de la démonstration de la conjecture principale d’Iwasawa pour les corps
totalement réels par Wiles [W90] qui est elle-méme une élaboration du théoréme de Mazur-
Wiles [MWS84] qui traite le cas du corps des rationels et d’un théoreme de Ribet![R] qui
prouve la réciproque du théoréme de Herbrand. En fait, cette méthode est trés générale?
et pourrait se voir comme une version p-adique de la méthode de Langlands-Shahidi qui

11 semble que Greenberg et Monsky ont été les premier a essayer de démontrer des résultats de ce style
par cette méthode en etudiant la congruence modulo 691 entre la fonction A de Ramanunjan et la serie
d’Eisenstein de poids 12 et niveau 1.

2Dans un travail en cours avec C. Skinner nous généralisons notre méthode au cas des groupes unitaires
pour étudier les fonctions L p-adiques et les groupes de Selmer pour la representation standard associée a
une forme modulaire.
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consiste a étudier certaines fonctions L au moyen de certaines séries d’Eisenstein. Cependant
cette généralisation comporte énormément de complications non seulement dans la preuve de
la premiere divisibilité mais surtout dans la démonstration de la seconde. Par exemple dans
le cas de GL(2), les séries d’Eisenstein se construisent tres facilement et leur normalisations
est immeédiate alors que dans notre cas non seulement la construction demande de constants
efforts mais démontrer de surcroit que la normalisation naturelle est optimale nous oblige
a avoir recours a un théoreme difficile de Vatsal.

Pour construire ces congruences, on utilise la structure entiere donnée par le g-développement.
On construit donc une théorie de Hida pour les formes de Siegel ordinaires de genre g en
s’inspirant de [Hi02]. La différence essentielle avec loc. cit. réside dans le fait que I’on doit
considérer les formes de Siegel dont la restriction aux composantes du bord genre g — 1 est
une forme cuspidale de genre g — 1 et pas seulement les formes cuspidales de genre g (celles
dont dont la restriction definie ci-dessus s’annule). Le point important est que 1’on montre
que 'opérateur de Siegel entier est surjectif aux composantes rationnelles non ramifiées en
p de la compactification minimale de la variété de Siegel, ce qui s’avere étre suffisant pour
les formes ordinaires. On montre en effet que la cuspidalité se teste seulement sur les termes
constants aux composantes non ramifiées. Tout ceci est I'objet de la section 2.

Dans la section 3, on étudie les séries d’Eisenstein-Klingen G(z; f,x, N). Elles sont
déterminées par les données d’un forme propre f de poids k et niveau N et d’un caractere
de Dirichlet ¥ de mA®me niveau et tel que y(—1) = (—1)*.

Dans un premier temps, on calcule les coefficient de Fourier ce qui permet de définir une
normalisation naturelle de ces dernieres. Le fait que cette normalisation soit la meilleur
possible se démontre en utilisant un résultat récent de Vatsal.

Dans un deuxieme temps, on construit 'interpolationa deux variables, la variable du
poids, et la variable cyclotomique de G(z; f,x, Np") lorsque f et x varient. Pour mon-
trer l'existence de congruence, il nous restait alorsa montrer que les termes constants aux
pointes non ramifiées sont des multiples de la fonctions L p-adiques £ (ad(pr)®@mn). S’il est
relativement facile de calculer le terme constant en 'infini, le calcul en les autres pointes est
moins aisé et nous avons choisi une autre méthode. Le terme constant s’exprimea 1’aide d’un
opérateur d’entrelacement entre induites paraboliques. Ces dernieres sont munies de struc-
tures entiéres naturelles par les fonctionnelles de Whittaker définies par Casselman-Shalika.
L’opérateur d’entrelacement ne respecte pas ces structures entieres mais le dénominateur
de celui-ci peut se calculer en termes des coefficients locaux de Shahidi qui se calculent tres
explicitement dans notre cas par des valeurs spéciales de fonctions L locales.

Nous avons ajouté un appendice dans lequel nous rappelons divers résultats sur les struc-
tures entieres des représentations sur un corps local. La section 1 rappelle les définition
des groupes de Selmer et démontre les théorémes de I'introductiona partir du du théoreme
central (i.e. le théoréme 1.4.7). Ce dernier est quanta lui démontré a la derniére sous-section.

L’auteur a commencé a travailler a ce projet lors d’une visite au Mehta Research Institute
de Allahabad et I’a poursuivi alors qu’il était a tour de role membre du CNRS et du
département de mathématiques de UCLA ainsi qu’au cours d’une visite au ”National Center
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Conventions et notations

Pour tout ensemble fini S, on note §(.5) le cardinal de S.

Soient a, b deux éléments d’un anneau A contenant un sous-ensemble d’éléments inversibles
U, on note a ~y b pour exprimer qu'’il existe u € U tel que a = bu.

On note respectivement Z, Q, R, C et Q; ’anneau des entiers naturels, les corps des nombres
rationels, réels, complexes et f-adiques pour tout nombre premier £. On note Z la complétion
profinie de Z, Ay = Q ® Z 'anneau des adeles finies et A = Ay x R.

Pour tout corps K, K désigne une clA “ture algébrique de K et on fixe ¢, et 1 des
plongements respectifs de Q dans Q, et C.

On note |.|; la norme f-adique normalisée par |¢|, = £~ et |.|4 la norme adélique canon-
ique.

Pour tout corps de nombres F' C Q, on pose Gr = Gal(Q/F) le groupe de Galois absolu
de F. Pour toute place finie v de F', on fixe D, un sous-groupe de décomposition en v, on
note I, C D, le sous-groupe d’inertie correspondant et on fixe Frob, € D, un Frobenius
géométrique.

On note x, le caractere cyclotomique de Gga valeurs dans Z). Soit w le caractere de
Teichmiiller (i.e I'unique caractere de Zja valeurs dans Z) tel que w(z) = x mod p).
On considérera w comme un caractere de Gg en posant wg = w o xp. Soit Qu la Z,
extension cyclotomique de Q. On pose I' = Gal(Qx/Q) (= Z,) et on fixe 4, un générateur
topologique et on poseu = xp(Ytop). Ceci permet d’identifier Z,[[I']] avec Z,[[S]] via viop —

log aw 1(

a)
1+ 8. Pour tout a € Z;, on pose < a >g= (1+5) Tsv € Zy[[5]].

Pour tout caractere de Dirichlet v, on note respectivement Cy, son conducteur, ¢ le car-
actere de Hecke (de AX) trivial sur Q*.R* et valant ¢! sur Z; pour tout premier [|Cy, et
Yq le caractere de G tel que ¥g(Froby) = 1(£) pour tout ¢ ne divisant pas Cy. Si 9 est
de niveau Np" avec N et p premier entre eux, on note ¢y (resp. ¥,) la composante de v
modulo N (resp. modulo p").

Pour tout anneau unitaire A et r € Z>o, on note M, (A), 'algebre des matrices carrés de
tailles r et GL,(A) le groupe des matrices inversibles de taille 7.
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Pour tout entier n > 1, soit GSpay, le groupe algébrique des similitudes symplectiques défini
par

GSpon(A) = {7y € Mop(A)| "Yiny = vn(7)in avec v(y) € AX}

0p —1p
n

avec L, = <1 0, ) On écrit tout élément de GSpa, sous la forme

- <a(7) b(v))
c(y) d(v)
On note T le tore diagonal, B le sous-groupe de Borel déterminé par les matrices v telles
que d(7) soit triangulaire supérieure et N C B son radical unipotent.

Pour i =1...n, on note \; € X(7T') le poids défini par
diag(x1,. .., oy, Vxl_l, Y =
Le systéme de racines simples associé au couple (B,T) est A = {\v~! | )\Hl)\i_l 1=

1,...,n—1}.

Soient 7 et s des entiers positifs ou nuls tel que s+7r = g. Pour v € Spag, on ecrit par blocs:

ar(y) a2(y) bi(7) ba2(9)
v az(y) aa(y) bs(v) ba(y)
ca(y) () dily) d2(7)
c3(7) ca(y) dz(v) da(v)
ou les blocs indexés par 1 (resp. 4) sont de taille s X s (resp. 7 X r) et on considere le

sous-groupe parabolique maximale de Spy, de genre s:

Prs = {7 € Spaglaz(v) = ca(v) = 0,¢3(7) = d3(v) = 0,ca(y) = 0}

et P90 = {y € Spyy|c, = 0}. Pour y € P9*, on pose

ro(y) = ( a1(y) b1(7) ) € Spos

Soit G'Sp2,(R)™ le sous-groupe de GSpa,(R)™ des élements ~y tel que v(y) > 0. Ce groupe
opere sur le demi-espace de Siegel H,, = {z € M,,(C)|'z = z et Im(z) > 0} par la formule
classique

7.2 = (a(y)z + b(7)(c(y)z + d()) "
On note i = ily, € H, et Ko C GSpan(R)™ son stabilisateur.

Pour tout sous-groupe parabolique P d’un groupe réductif G sur A C Ay, Indggﬁgﬂ

désigne la représentation induite unitaire d’une représentation 7 d’un sous-groupe de Lévi
de P.
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Pour tout sous-groupe arithmetique I' C SL9(Z), le produit de Petersson est défini par

{f:9)r = f(2)g(2)y* *d=dz
I\H

pour toutes formes modulaires f et g.

Dans ce travail, p désigne toujours un nombre premier impair.
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1. GROUPES DE SELMER

1.1. Définitions des groupes de Selmer.

1.1.1. Soit A une Zp-algebre locale noetherienne complete d’ideal maximal m 4 et de corps
residuel k. Soit W un A-module sans torsion muni d’une représentation continue de G
non ramifiée en dehors d’un ensemble fini de nombres premiers Ram(W). On suppose en
outre que W est ordinaire: Pour toute place finie de F v|p, il existe F,f W € W un facteur
direct de W stable sous I’action de I,.

Pour toute A-algebre B, soit B* ’enveloppe injective de B. Si B est de valuation discrete,
B* = Frac(B)/B. Si B est une Z, algebre locale d’idéal maximal contenant p, B* =
Homgz,(B,Qp/Z,). Pour tout A-module W comme ci-dessus, M ® B* est un G'r-module
discret (l’action de G'F est continue lorsqu’on munit W ® B* de la topologie discrete.)

Soient v un caractere continu de G dans B* et ¥ un ensemble fini de places finies de
F ne contenant pas de places de caractéristiques résiduelles p. On définit SelP (W ® v)
comme le noyau de

HYGp,We B () — @ H'(L,W o B*(y))
vgZU{v|p}
o H' (L; W/FfW) ® B*(¢))
vlp
Pour toute extension L de F', on notera SelLB,E(ad(p) ® 1), la limite injective pour les

morphismes de restriction de Sel?, y, (ad(p) ® 1) olt F’ parcourt les extensions finies de F

contenues dans L et ¥/ est I’ensemble des places de F’ au dessus des places de F' contenues
dans X.

1.1.2. Soit p une representation galoisienne continue de G dasn GL3(A) non ramifiée en
dehors d’un ensemble fini de nombres premiers. On suppose que p est ordinaire i.e. pour
toute place finie de F' v|p, il existe g, € GL2(A) tel que pour tout o € I,

o) = g0 < detlp)(o) x )gvl

Soit ad(p) la représentation adjointe de Gp sur W = sly(A). On pose FfW C W le
sous-A-module de W engendré par les matrices de la forme:

0 = 1
g’U 0 0 gv

Soit p la représentation résiduelle dans G'Lo(k). Dans la suite, bien que cela ne soit pas
entiérement nécessaire, on considerera les hypotheses suivantes:

(Irred) ad(p) est absolument irreductible.
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On supposera également que I’hypothése suivante est vérifiée.

(Tors) Selﬁz(ad(p) ® 1)) est de co-torsion sur B.

1.1.3. Soit n un caractere de Dirichlet et g le caractere de Gg correspondant. On définit
fic + Gg — Ok|[[S]]* par:

iia(0) =na(o) < x, ' (o) >s
Pour tout ¥ et A, on vérifie facilement qu’on a un isomorphisme canonique:

Selp (W @ i) = Seld (W ®n)

ou Fi, est la Zy-extension cyclotomique de F'.

1.1.4. Idéaux caractéristiques et de Fitting. Soit M un A-module de présentation A€ EN
A4 — M — 0. On note Fitt4(M) son idéal de Fitting. C’est 1'idéal engendré par tous les
d x d-mineurs du morphisme g. Cette définition est indépendante de la présentation choisie
et pour toute A-algebre B, on vérifie aisément que

Fittg(M ®4 B) = Fitto(M).B

Rappelons qu’un idéal de A est dit divisoriel s’il est l'intersection d’une famille non vide
d’idéaux principaux. L’idéal divisoriel associéa un idéal a est I'idéal a obtenu en prenant
I'intersection des idéaux principaux contenant a. On a trivialement a C a. L’idéal car-
actéristique Car (M) du module M est, par définition, I'idéal divisoriel associéa Fitt 4 (M).
Bien entendu lorsque A est de valuation discrete, tout idéal est divisoriel et ces deux
définitions coincident. Enfin pour tout A-algebre B, on a Fittg(M ®4 B) = Fitt4(M).B C

Cara(M).B C Cara(M).B et donc

(1.14.a) Carg(M ®4 B) C Cara(M).B

Supposons maintenant que A soit un anneau de Krull et notons P4 ’ensemble des idéaux
premiers de hauteurs 1 de A et pour chaque P € Py soit vp la valuation normalisée
correspondante. A tout diviseur D = ), np.P (un élément du groupe abélien libre de base
P4), on associe I'idéal divisoriel

Ip ={x € Alvp(x) >np VP € Pa}
réciproquement tout idéal divisoriel est de cette forme.
Pour tout A-module de torsion M, son diviseur associé est défini par
div(M) = 3" lga, (Mp)
PeEPA

ou Ap est le localisé de A en P, Mp = M ®4 Ap et lga,(Mp) désigne la longueur du
Ap-module Mp. On vérifie aisément que 'on a:

Ipivmy = Cara(M)
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Lemme 1.1.5. Supposons que A soit un anneau de Krull de corps de fractions K4, alors
pour tout P € Py, on a:

Homz, (Selfi (W @ 4),Qp/Zp)p = Homa, (Selph (W), Ka/Ap)

Preuve. Pour B = A ou Ap, le foncteur de la catégorie des B-modules compacts dans celle
des B-modules discrets défini parW +— Dp(M) = Homp(W, B*) est exact et définit une
dualité. On vérifie immédiatement que Da(M ® A*)p = Da,(Mp @ Ka/Ap) sur les A-
modules libres puis sur ceux de ceux de type fini en utilisant I'exactitude de D4 et Dy,.
Pour tout groupe G profini opérant continument sur un groupe abélien topologique N,
notons Z(G, N) le module des cocycles continus inhomogenes. On a donc

DA(Z(G, M ® A*)p = Dap(Z'(G, M ® Ka/Ap))
Soit d}é le morphisme différentiel sur les cocycles inhomogenesa valeurs dans M ® B*. On
a Dp(Ker(dy)) = coker(Dp(d%)). Par platitude de la localisation, on a donc
DAP(Ker(deP) = coker(Da,( ’AP)) = coker(DA(diA))p = DA(KGT(d%))P

Similairement, on a D4, (Im(d’AP) = Da(Im(dYy))p et on en déduit que pour tout groupe
profini G opérant continument sur M, on a

D, (H(G,M @ Ka/Ap) = DA(H'(G,M & A*))p.

Le lemme s’en déduit facilement.m

1.2. Formes modulaires ordinaires.

1.2.1. Soient N et k des entiers positifs. Soit 1 un caractere de Dirichlet de niveau N. On
note Sk (N, 1) 'espace des formes modulaires cuspidales de niveau N, poids k et caractere 1
et hy, = hi (N, 1) 'algebre de Hecke sur Z opérant sur Si(IV, ). Pour tout forme modulaire
nouvelle f € Si(N, 1), on considere son g-developpement

o

F@) = aln, e

n=1
avec ¢ = %™, On suppose f normalisée i. e. a(1, f) = 1. et on note K ¢ le corps engendré
par les coefficients a(n, f) et O C Ky son anneau d’entiers. Soit p un nombre premier et
o C Oy l'idéal premier au dessus de p induit par le plongement de Q dans Cp. On pose
Oy (p) Tesp. Oy le localisé resp. complété de Oy en p. D’apres Deligne, on sait qu’il existe
une représentation galoisienne continue py : Gg — GL2(O¢,) non ramifiée en dehors de Np
et telle que pour tout ¢ fNp, on ait

det(1 — Xps(Froby))) =1 —a(l, f)X +(£)F1 X2

De plus si, la condition suivante Ord(f, p) est satisfaite ps est ordinaire.
(Ord) f est ordinaire en p (i.e. |a(p, )|, =1).

On supose également que la condition suivante est satisfaite.
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(Reg) w1y, A1 mod p.

Cette condition a pour but d’assurer que le sous-module de rang 1 d'un réseau stable de py
qui est stable par I'inertie I, est un facteur direct. Sous ces conditions, on peut donc définir
les groupes de Selmer

Sel(ad(py) ®17) = Selg > ad(py) @ 7)) = Selg.. (ad(py) ©n)

1.2.2. Périodes canoniques. Pour tout anneau A, soit L, (A) 'ensemble des polynémes ho-
mogenesa deux variables de degré n. On le munit de 'action de SL2(Z) habituelle. On
note H5(T'1(N), L, (A)) pour désigner la cohomologie parabolique du groupe de congruence
I'1(N) agissant sur L, (A) . On a I'isomorphisme d’Eichler-Shimura

ou pour toute forme parabolique f depoids k et niveau N, 0(f) désignant la classe de
cohomologie du cocycle défini par

7-20
v 2i7r/ f(2)H(=", 2" .
20

La conjugaison par € = diag(1, —1) induit une involution sur la cohomologie et une décomposition:
Hp(T1(N), Li-2(A)) = Hp(T1(N), Lg—2(A))" & Hp(T1(N), Li—2(A))

pour tout anneau A pour lequel 2 est inversible. Les modules (6@®6)(C. /)NH (L1 (N), Ly—2(O(y)))*
et (6@ 6)(Op)-f) NHBp(T'1(N), Ly—(C))* sont libres de rang 1 sur O(,,). On peut fixer 5?

(resp. ijf) une base du premier (resp. du second) et définir ijf € C par

+ ot s+
wf—Qf.éf

Q}t sont appelées les périodes canoniques associées a f. Elles sont définies & une unité
gp-adique pres.

1.2.3. Module de congruences. Soit 15 € hi(N,9) ®z K I'idempotent associé a f i. e. tel
que T'(n).1y = a(n, f).1; pour tout entier n. Il induit une décomposition h® Ky = K;®By.
Le module de congruence de f est le Oy module de torsion determiné par:

C(f) = hk/Of Nhy, @ By N hy = (1-— 1f).hk/Bf N hy = Of/Of N hy,
Sous I'hypothese (Irred) pour py, il résulte des travaux de Hida et Taylor-Wiles que I'on a
la relation (cf. [Hi81)):
HE() ®Zp) = |,

avec

L(®(f).1) _ 22" 7> (f, f)

k-10+t0- +0—
T Q70

def
ng = T(k)CyCy,d(Cr/Cyy)
De plus, le groupe de Selmer Selo, (py) est fini et on a:
t(Sel%r (ad(py))) = #(E(f)) = |nsl;, "
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1.2.4. Courbes elliptiques. Soit E g une courbe elliptique modulaire de conducteur N. Soit
p un nombre premier tel que £ ait réduction ordinaire ou multiplicative en p. Soit T, F le
module de Tate de F en p et soit pg la représentation galoisienne correspondantea valeurs
dans GLy(Zp). Pour tout premier g # p de bonne réduction, on a:

det(1 — pp(Frob)X) =1—a(q)X + ¢X*?

avec a(q) = ¢+ 1 — |E(F,)|. De plus pg est ordinaire par hypothese. On considére alors le
groupe de Selmer

Selg.. (ad(pg) 1) = Selg"™ (ad(pr) @ n)

On note Saa(pp)en € Zp(n)[[S]] sa série caractéristique lorsqu'il est de co-torsion. Si g est la
forme ordinaire propre normalisée de poids 2 et niveau C'p associéea F, on a bien entendu

Selg., (ad(pp) @) = Selg.. (ad(pg) ® n)

De plus, par un théoréme de Mazur sur la constante de Manin et généralisé dans [GV] au
cas de mauvaise réduction multiplicative, on a

(1.2.4.a) QF ~zx QF

1.2.5. Familles de Hida. Soit O une extension finie de Z, et A = O[[T]]. Soit I une com-
posante irréductible primitive de ’algebre de Hecke universelle ordinaire h‘”’d(C) ®z, O dont
on note Mg le caractere de h°"?(C) dans I correspondant. On note F = Fy = > \(T'(n))q" €
I[[¢]] la forme primitive normalisée I-adique qui lui est associée (voir [Hi90] par exemple
pour une description de la théorie). On note ¢ x le nebentypus de Fy et ¢’ (resp. 1p) sa com-
posante premierea p (resp. sa p-composante). Rappelons quun idéal premier arithmétique
P de I est un idéal premier tel que PNO[[T]] = (14+T —u*Pep(u)) avec kp un entier supérieur
> 2 et ep un caractere de 1+ pZ, de conducteur p"”. On note alors &p : I — I/P C C,
le morphisme de réduction modulo P. Par construction de I, pour tout P arithmétique,
fp = ¢p(F1) est le g-développement d’une forme propre primitive normalisée de poids kp,
niveau Cp"P et de nebentypus 1 rw <P,

Soit Kj le corps des fractions de I. Il existe une représentation galoisienne pr A valeur
dans GLo(Kjy) associéea JFy; elle est continue et non ramifiée en les places ne divisant pas
Np et pour chaque ¢ [Np le polynéme caractéristique de Frob, vaut

det(1 — pr(Frob)X) =1—a(l; F)X + £ x(l) < £ >p X?
De plus pr est ordinaire en p.

On suppose que F n’est pas résiduellement Eisenstein (i.e n’est pas congrue modulo mp
A une série d’Eisenstein). Sous cette hypothese, il existe un unique réseau (4 homothétie
pres) de K% stable sous 'action de Gg. Ce dernier est libre sur I, on peut donc supposer
que pr prend ses valeurs dans GLy(I) et considérer pr la représentation résiduelle corre-
spondante; cette derniere est alors absolument irreductible. On fera 'hypothese (Irred).
On supposera également:

(Reg) (VF)p #w
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Cette derniere condition assure que le sous-module fixe par I, est libre de rang 1 sur I et
facteur direct dans I2. On considere le groupe de Selmer

Sels;(ad(pr) @ 1) := Selk(ad(pr) ® 7))

On note Sazd( pr)en Son diviseur caractéristique dans I.

Soit 11 € h(C, v r) ® K1 I'idempotent associé a Ar i. e. tel que T'(n).1f = A\i(T'(n)).1z
pour tout entier n. Il induit une décomposition h(C,9¥r) ® K1 = K1 @ B. Comme au 1.2.3,
On définit le module de congruence de Fi

€1 = 1/h(C,pr) N1

ou l'intersection h(C, 1) NI étant définie dans K1 B en identifiant I avec I®0. Soit Ry est
la composante locale de h(C, ¥ ) correspondanta I'idéal maximal contenant le noyau de Aj.
En utilisant les travaux de Wiles et Taylors-Wiles, Hida a montré que Ry est d’intersection
complete et donc Gorenstein. D’apres [Hi88b], on en déduit h(C,v¥x) NI est un idéal
principal et dont on fixera n1 un générateur. Noter que 7y s’identifiea 1'idéal caractéristique
du groupe de Selmer Sel(l@(ad(pf)), un fait que nous n’utiliserons pas.De plus pour tout P
arithmétique, il existe une unité p-adique Up(fp) telle que (cf. [Hi88b]):

(1.2.5.2) op(m) = U:{;P)

1.3. Fonctions L p-adiques.

1.3.1. Fonctions L.. Soit f une forme primitive de conducteur N et de poids k£ > 2. On
note 7(f) = @/, 7, la représentation cuspidale GLs(A) correspondante et 7(f) son change
de basea G L3 construit par Gelbart-Jacquet dans [GJ]. Pour tout caractere de Dirichlet
X, soit L¥(7(f) ® x, s) la fonction L définie par le produit Eulerien convergeant lorsque

R(s) > 1:
L*F(f) @x,9) = [ LG ® x0, 9)
vgY
ou lorsque ¢ ne divise pas le conducteur de f, on a:
L(@e @ xe,8) = [(1 = ey X(0)€) (1 = x(0)€°)(1 = Beag ' x ()¢~
Cette derniere admet un prolongement holomorphe sur le plan complexe et satisfait une
equation fonctionnelle (cf. [GJ]):

L(@(f) @ x,s) = e(@(f) @ x, ) L(7(f) ®X,1 — 5)
Le motif associéa 7(f) ® x admet comme ensemble critique {m € Z|m ou 1 —m € Cj,}
avec
Chxy={meZ|(-1)" =x(-1)et2 -k <m <1}
La conjecture de Deligne, démontrée par Sturm, établit que [St].
L(#@(f) ® x,m)
K

Giyranni(r, fy < K10

pour tout m € Cy et ou (f, f) = (f, f>FO(N).
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Pour tout représentation galoisienne p sur un module V' libre sur un anneau unitaire A
et pour tout premier ¢, on note
Py(V, X) = det(1 — X Frobg|y1,)
et si Py(V,X) € C[X], on pose Ly(V,s) = Py(V,q*)~1. Ainsi, si ps est la représentation
galoisienne associéea 7w, on doit avoir:
(1.3.1.a) Ly(ad(rhoy) @n,s) = L(Tg ® 14, 5)

Cela résulte du théoreme de Carayol sur la compatibilité des représentations galoisiennes
associées aux formes modulaires avec la correspondance de langlands locale.

1.3.2. Fonctions L p-adique de Coates-Schmidt. Nous reprenons les conventions du 1.2.1
pour lesquelles f est ordinaire en le nombre premier impair p. On note fy la p-stabilisation
de f. Rappelons que si p|C(f) alors fo = f et fo(z) = f(2) — Bpf(pz) sinon; B étant la
racine de X2 —a(p, f)X +1¢(p)p"~! de valuation p-adique positive. On pose r = v,(C(f)).
11 existe donc un nombre complexe W (f) de module 1 tel que

flern = W(f)f*
_1) Il se décompose canoniquement (cf. [Hi88a]) en un produit W(f) =

avec TN = ( v 0
Wy (f) avec
1 si 7p(f) est non ramifiée
—a p, si mp(f) est spéciale (et donc k = 2)
p, fOp~*2)"G(¢,) dans tous les autres cas.
et |[W'(f)|, =1. Sulvant Hida, on pose également
(1- g—;)(l — %) si mp(f) est non ramifiée.
Sp(f) =4 -1 si mp(f) est spéciale (et donc k = 2)

W' (p)a(p, f€)2p~ k) si 1, est non trivial.

Pour tout charactere de Dirichlet 7 pair, il existe alors une fonction L p-adique L, (7(f) ®
n,S) € K|[[5]] telle que pour tout m € {0, ..., k—2} et tout caractere e d’ordre fini de 1+pZ,,
de conducteur p®, on ait:

Ly(R(F) @ n.u"e(u) = 1) = S() 7 T(k +m = DO e )42

1 \s Ltz ew ™, —
xG(wfnwme_l)G(lbf)_lw (p) (2i)k+(17r(2]?2§r)n_:+k_3(}7%

Soit
22k (20)"+ 1 72 (f, f)
Q+Q_

Llad(ps) @n, S) = x Lp(T(f) ®@n,S)

On a donc
L(ad(ps) @ n,u™e(u) — 1) = 226 S(f)7I0(k +m — 1)C(¢ppnu™e L) ~m k=2

m — 10y LP @) © mew™™, —m)
xG(ynw™e )G (r) Y (p) (2im) 3070,
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Remarque 1.3.3. L’existence de cette fonction L p-adique est diea Coates-Schmidt et
Schmidt dans le cas ou f est non ramifiéee en p[CS, Sch]. Le fait que cette fonction ap-
partiennea O][S]] est un théoréme de Schmidt. Le cas général résulte de la constructiona
deuz variables de Hida ci-dessous [Hi90]. Par ailleurs, les propriétés d’interpolations dans
le cas m = 0 sont démontrées par Dabrowski-Delbourgo pour tout caracteres € en associant
des idées de Schmidt et de Sturm (cf. [DD]).

Les conjectures suivantes sont des cas particuliers de la conjecture de Greenberg [G94] qui
est une vaste généralisation des conjectures d’Iwasawa sur les corps de nombres. Dans le cas
des courbes elliptiques ayant bonne réduction ordinaire en p, cette derniére est également
énoncée par Coates et Schmidt [CS].

Conjecture 1.3.4. Soit E une courbe elliptique modulaire ayant réduction ordinaire en p
et telle que ad(pg) soit irréductible. Soit n un caractére de Dirichlet pair. Alors le groupe
de Selmer Selg_ (ad(pr) @ na) est de co-torsion sur Z,()[[S]] et on a

L(ad(pr) @ na) ~ Fad(pe) @ na)

Plus généralement, on a:

Conjecture 1.3.5. Soit f une forme modulaire primitive et ordinaire en p satisfaisant
(Reg) et telle que ad(py) soit irréductible. Soit n un caractére de Dirichlet pair. Alors le
groupe de Selmer Selg_ad(py) est de co-torsion sur Z,(¢)[[S]] et on a

L@(f)®n) ~ Flad(ps) @ na)

1.3.6. Fonctions L p-adique de Hida a deuz variables. Soit F la forme I-adique considérée
dans le paragraphe 1.2.5. D’aprés Hida, il existe un élément L = L(ad(pr) ® 1) € Frac(I)
tel que pour tout idéal arithmétique P C I de poids kp et associéa un caractere d’ordre fini
non trivial de 1 + pZ, —, tout entier m, 0 < m < kp — 2 et tout caractére d’ordre fini non

trivial € de 1 + pZ,, on ait:
op(L)(u™e(w) — 1) = S(f) Tk 4 m — 1)C (g, e 1)~ Hr=2

Lirt(z -m—
XG(Yppnw™e YW (fp)G($r)  U1(p)° (gi)karl(:?({;ir()gjlef’“Pé(fzb,)fﬁ

On pose alors

(1.3.6.a) Lad(pr) ®n) =m x L(ad(pr) @ n)

Conjecture 1.3.7. Soit F une forme modulaire I-adique ordinaire en p satisfaisant (Reg)
et telle que ad(pz) soit irréductible. Soit n un caractére de Dirichlet pair. Alors le groupe
de Selmer Selg, (ad(pr)ng) est de co-torsion sur I et on a

Llad(pr) @ na) ~ §(ad(pr) @ na)
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1.3.8. Conditions auzx places divisant le niveau. Pour tout ensemble fini ¥ de nombres pre-
miers ne contenant pas p, on pose:

Lx(ad(py) @ na) = [ [ Pylad(ps) ©@ne, 1)~
qeY

£ (ad(ps) ® ne) = Llad(ps) @) x Lx(ad(py) @ xpng")

On a une définition analogue lorsqu’on remplace f par F.
Proposition 1.3.9. Pour tout ensemble fini 2 contenant les places de ramifications, on a:

§ (ad(py) @ n6) = Flad(ps) © ne) x Lx(ad(ps) © Tpng') ™!

On a un résultat analogue pour ad(pr)  fg.

Preuve. Ce fait a été remarqué et utilisé dans d’autres situations par R. Greenberg. Dans
le cas de ad(py) ® A, c’est une conséquence de la proposition 2.3 de [GV]. Dans le cas de
ad(pr) ® N, on peut adapter la preuve de [GV].m

On en déduit que la conjecture principale (ou une divisibilité vers celle-ci) pour S e%m (ad(pr)®
ng) est équivalente a celle (ou une divisibilité vers celle-ci) pour Selg, (ad(pr) @ ng).

1.3.10. Zéro trivial. Les propriété d’interpolation des fonctions L p-adiquesa une ou deux
variables montrent que ces dernieéres sont divisibles par 'idéal premier de O[[S]] ou I[[5]]
engendré par S lorsque 7(p) = 1 ou que ce dernier n’est pas un diviseur dans le cas contraire.
Lorsque f est une forme de poids 2 pour I'g(p)NI'1 (V) et n est le caractére trivial, Greenberg
et Tilouine ont de plus montré que

d o~ /
ﬁﬁ(ﬂ(f) ® 1) o a'(p, f) x ny

ou d'(p, f) est I'incarnation de Greenberg-Stevens de I'invariant de Mazur-Tate-Teitelbaum.
On va rappeler sa définition dans les lignes qui suivent. Soit F la famille de Hida passant par
f et I lextension de A = O[[T]] correspondante. Soit Ry la composante locale de 1'algebre
de Hecke universelle qu’on lui a associé. Soit U une variable et considérons Ry comme une
O[[U]]-algebre en envoyant U sur l'opérateur de Hecke inversible T, € Ry. Soit d a(p, F),
I'image de dU € Qo0 @r, I dans Qp 0 @g, I. Par ailleurs, sous 'hypothese (Irred),
Hida a montré qu’on a une suite exacte:

0 — /0 O, I = Qg0 @p, I — Sel(ad(pr))” — 0

Comme 7y appartienta ’annulateur de Sel(ad(px))", n1.da(p, F) appartient A L2570 @Ry
I) = IdT. On définit donc Jr € Fracl par

da(p,F) = Jr.dT
Dans [Hi98], Hida a vérifié que Jr # 0 et démontre:

(i) Sin(p) =1 on a:
Slad(pr) @) = S.(8) avee V(O)ny. I
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(ii) Sin(p) # 1 alors S, n’est pas un diviseur de §(ad(prr) ®n) et on a:
Sel(ad(pr) ® ija) = Sel(ad(pr) ® ija)[S]

Revenonsa l'invariant de Mazur-Tate-Teitelbaum. Soit P C I, I'idéal arithmétique tel
que ¢p(F) = f, alors a/(p, f) est défini par

a(p, f) = op(JF)
Dans le cas d’une courbe elliptique modulaire ayant réduction multiplicative en p, Greenberg

et Stevens montre que

d(p, f) = *%ﬁp(E) avec L,(E) = m

qe étant la période p-adique associéea E par F (@p) = @; / q%. Rappelons enfin que Barré-
Sirieix, Diaz, Gramain et Philibert ont démontré que £,(E) transcendant sur Q (Théoreme
de St-Etienne) et en particulier, si f est associéea une courbe elliptique multiplicative en p,
on a donc :

(1.3.10.a) d(p, f)#0

1.4. Théorémes principaux.

1.4.1. Soient f une forme modulaire propre ordinaire et de poids k, i un caractere de
Dirichlet pair et N un entier strictement divisible par le PGCD des conducteurs de f et x.
On considere ’hypothese suivante sur le triplet (f,n, V).

1.4.2. Hypothese. Il existe un corps imaginaire quadratique K et un caractére de Hecke §
d’ordre fini de K dont la restriction a Q vaut mj)fwk_z tel que les nombres premiers divisant
le conducteur de & soient exactement ceux divisant N et tel que

Gy Lic(f ©£,1)
"G

1.4.3. Cette hypothese ne dépend pas que de la famille de Hida a laquelle f appartient au
sens que si elle est satisfaite pour un membre de la famille, elle ’est pour tous. Cela entraine
en particulier qu’elle est satisfaite pour la forme de poids 2 de cette famille. On verra
que cette derniere hypothese entraine qu’'une certaine série d’Eisenstein convenablement
normalisée est non nulle modulo p ce qui sera crucial pour démontrer que la fonction L
p-adique divise I'idéal d’Eisenstein correspondant. Voir Corollaire 3.9.14.

D’apres un théoreme de N. Vatsal, cette hypothese est satisfaite si 7 = ng est le caractere
trivial et f provient d’'un corps de quaternions indéfini. Plus précisément, on dispose du
théoreme suivant.

Théoréme 1.4.4. Soil f une forme ordinaire telle que py soit irréductible. On suppose en
outre qu’il existe un nombre premier q tel que ﬁf|Dq soit indécomposable. Alors I’hypothése
1.4.2 est satisfaite si n = ng est le caractére trivial.
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Preuve. D’apres la discussion précédente, il suffit de vérifier le théoréme dans le cas du
poids 2. C’est alors une conséquence immédiate des résultats de N. Vatsal [V, Cor 4.2 |.
On peut par ailleurs adapter la preuve du corollaire de N. Vatsal pour eviter I’hypotheése
que p soit décomposé dans Q(x;) (voir notations de loc. cit.). Son résultat est énoncé pour
N sans facteur carré mais la démonstration est valable sans cette hypotheése restricitive
pourvu que la formule de Gross soit établie. Or celle-ci a été générali’ee par S. Zhang dans
[Z] lorsque f provient par la correspondance de Jacquet-Langlands d’une forme sur une
algebre de quaternion ramifiée en g. Notons enfin que nos hypothese sur p; entraine que
les constantes Cpis et Cesp de [V] sont des unités p-adiques.n

Si on pouvait démontrer des relations de périodes entieres pour le changement de base
de f a Q7 la généralisation du théoreme de Vatsal aux corps totalement réels entrainerait
certainement cette hypothese dans un grand nombre de situations pour des caracteres 1 non
triviaux. Malheureusement, le probleme de relation entiere de périodes semble tres difficile.
Nous avons néanmoins le corollaire suivant.

Corollaire 1.4.5. On conserve les mémes hypothéses que dans le théoréme p@d/ent. Alors
Uhypothése 1.4.2 est satisfaite si n? est congru a 1 modulo ’idéal mazimal de L.

Preuve. En remplacant f par f®mn, le thoréme précédent est clairement valable lorsque 7 est
un caractere quadratique. D’apres notre hypth‘ese, 1 est congru a un caractere quadratique
7" modulo l'idéal maximal de Z,. Soit alors &' le caractére de Hecke de K satisfaisant
I'hypothese 1.4.2 pour 7/. Alors il existe £ = ¢’ (mod mzp) tel que la restriction de £’ & Q

soit égale a nﬁfwk_Q et on a la relation de congruence

GOxwp)Lr(f®&1) _ Gy Lr(f@¢',1)

= = > (mod mz ).
w2G () Q5 w2G () Q5 L

L’hypothese 1.4.2 est donc satisfaite pour 77.m

On considere 'hypothese simplificatrice supplémentaire suivante.

1.4.6. Hypothese. Soit 1 la réduction de n modulo l’ideal mazimal de Zp, alors p est totale-
ment décomposé dans l'extension abélienne de Q(7) fixé par le noyau de 7.

Le théoreme 1.4.7 ci-dessous sera prouvée dans la section 4.5.2.

Théoréme 1.4.7. On suppose que [’hypothése 1.4.2 est satisfaite. Soit F une famille de
Hida telle que ad(px) soit absolument irréductible et n) un caractére de Dirichlet pair et non
ramifié en p. On suppose qu’il existe un nombre premier q tel que px|p, soit indécomposable.
1l existe un ensemble X contenant les premiers de ramifications de F et n, on a la divisibilité

£%(ad(pr) ®nc) | §~(ad(pF) @ nc)
dans 1[1/9].

Combiné avec la proposition 1.3.9, le théoreme 1.4.7 entraine immédiatement le theoreme
suivant.
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Théoréeme 1.4.8. Soit F une famille de Hida telle que ad(pr) soit absolument irréductible
et n un caractere de Dirichlet pair satisfaisant les hypothéses 1.4.2 et 1.4.6. Alors, on a la
divisibilité suivante dans I[1/5]:

Llad(pr) @ ne) | F(ad(pr) @ nc)

Pour une forme modulaire ordinaire individuelle, on a également le

Théoréme 1.4.9. Soit f une forme modulaire telle que ad(py) soit absolument irréductible
et n un caractére de Dirichlet pair satisfaisant les hypothéses 1.4.2 et 1.4.6. Alors, on a la
divisibilité suivante dans Zp[[S]][1/5]:

Llad(py) @na) | §(ad(py) @ na)

1.4.10. Preuve du théoréme 1.4.9. Soit X I’ensemble fini de nombres premiers du Théoreme
1.4.7. D’apres la proposition 1.3.9, il suffit de prouver que I’on a la divisibilité suivante dans

Zp[[ST[1/5]:
£¥(ad(py) @ ne) | §(ad(pf) @ 1)

Puisque toute forme modulaire ordinaire est un membre d’une famille de Hida, il suffit de
démontrer que pour tout idéal premier arithmétique P C I, on a

op(§ (ad(pr) © 16))[F (ad(psp) ® 1)

D’apres le (1.1.4.a) appliqué au cas A =T et B =1 / PI, cela résulte du lemme suivant.

Or ceci est un cas particulier du lemme suivant:

Lemme 1.4.11. Avec les notations préccfentes, on a :

Sel9" N (ad(py,) @ iia) = Selk (ad(pr) @ i) [P]

Preuve. Cela résulte aisément de l'interprétation du groupe de Selmer adjoint comme le
dual de Pontrjagin d’un module des differentielles de Kahler de 'anneau des déformations
ordinaires universelle de ﬁI‘Gz, ., avec Fiuo la Zp-extension cyclotomique du corps totalement
réel fixé par le noyau de ng et Gy, ) le groupe de Galois de I'extension maximale de Fi
non ramifiée hors de X U {p}. Voir [Hi98].u

Théoreme 1.4.12. Soit f une forme modulaire ordinaire en p telle que ad(ﬁf) soit ab-
solument irréductible. On suppose qu’il existe un nombre premier q tel que pyf|p, soit
indécomposable. Alors, on a la divisibilité suivante dans O[[S]][1/S]:

L(ad(py)) | S(ad(py))

Preuve. C’est une conséquence du théoreme 1.4.9, du théoreme 1.4.4, avec n = 19 le car-
actere trivial.m
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1.4.13. Formes de poids 2 de type spéciale en p. On se place dans les conditions du théoreme
1.4.12 avec f une forme de poids 2.

D’apres le 1.3.10, on sait que S = 0 est un zéro d’ordre 1. Si ¥y, et W désignent le quo-
tient des deux séries caractéristiques §(ad(ps)®@na) et L(ad(ps)®ng) par S,ona ¥p = Wy x
A pour A € O[[S]]. D’apres le paragraphe 1.3.10, on a ¥ (0) = a'(p, f)A(0)nsla’ (p, f)ny.
Comme d/(p, f) # 0 si Pon suppose que le zéro trivial de £(ad(py) @ ng) est d’ordre 1, on
en déduit que A(0) et donc A sont des unités. Le théoreme B de I'introduction est donc
démontré.

1.4.14. Remarque. Si la forme f est de poids 2 et niveau IV sans facteur carré et de neben-
typus trivial, alors elle satisfait les hypotheses du théoreme 1.4.4. En effet, s’il n’existait
pas de nombre premier ¢ tel que py|p, soit indécomposable, par un théoreme de Ribet cela
entrainerait qu’il existe une forme modulaire de poids 2 et niveau 1 congrue a f modulo p.
Or on sait que de telles formes n’existent pas.

1.4.15. Cas des courbes elliptiques. Soit E une courbe elliptique satisfaisant les hypotheses
du théoreme A de lintroduction et soit f la forme modulaire primitive correspondante.
D’apres la relation de période (1.2.4.a), on sait que £(ad(pr) ® ng) ~ L(ad(pr) ® na). Le
théoreme A de l'introduction résulte donc du théoreme B et de (1.3.10.a).
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2. FORMES MODULAIRES DE SIEGEL

2.1. Schémas de Siegel.

2.1.1. Soient p un nombre premier impair, Z, la localisation de Z en p et Z,) — Sch la
catégorie des schéma sur Z,). Pour tout sous-groupe ouvert compact

K = GSpyy(Zy).KP C GSpay(Z)

que l'on supposera assez petit dans tout I'article (i. e. tel que K N GSp2,(Q) ne contienne
pas d’éléments d’ordres finis non trivial), on considere M, r/ Z,» le schéma de Siegel sur
Zp) classifiant pour tout objet S de Zg,) — Sch I'ensemble des classes d’isomorphie de
triplets (A,g, A, a) ot A — S est un schéma abelien sur S de dimension relative g, A est une
polarisation principale et @ un isomorphisme de schémas en groupes [, Vz(A) /s = (A f)igS
mod K lorsqu’on munit (A‘?)Zg de la structure symplectique définie par ¢, . L’existence de ce
schéma nous vient des travaux de Mumford. Il est lisse et de dimension relative g(g +1)/2.

On dira qu'un schéma sur Z, est un schéma de Siegel de genre g et niveau premiera p,
s’il existe K tel que ce schéma soit isomorphea M, .

2.1.2. Uniformisation compleze. Soit Hy = {z € My(C)|'z = z, Im(z) > 0} le demi-espace

de Siegel de genre g. Pour v € GSpag, on écrit v par blocs v = ( CCLV ZV > et pour tout
v Oy
z € Hg, on pose

vz = (ay2 +by)(cyz +dy)) 7!
On a Mg g (C) = GSpag(Q)T\Hy x G(Ay)/K et la classe d’un élément z € H, représente le
couple (A,, o) ou A, désigne la variété abelienne A, = C9/2.Z9+79 et v, est I'isomorphisme

induit par les isomorphismes canoniques A,[N| =1/N.Z9 /79 & z/N.Z9 |79 = 1/N.Z9 )79 &
1/N.Z9/Z9 pour tous les entiers N > 0.

2.1.3. Le faisceau w. Pour T' = M, i le schéma de Siegel de genre g et niveau K, soit
7 Ag iy — T le schéma abelien universel principalement polarisé de dimension relative
g au dessus de T'. On rappelle que le faisceau inversible w habituel est défini par

w/r = Ag(Lz'e(Ag,K)/T)_l
2.2. Compactifications des Schémas de Siegel.

2.2.1. Schémas semi-abelien. Soit R un anneau normal noetherien excellent et complet pour
un ideal I = Rad(I) de corps des fractions K. Soient S = Spec(R) et Sy = Spec(R/I). Soit
(A, \) un schéma abelien sur S muni d’une polarisation principale A au moyen de laquelle
on va identifier A avec le schéma dual Pic®°(A)/g. Soit X un Z-module libre de rang fini
de Z-dual X* et soit T'= X* ®z Gy, gde sorte que le groupe des caracteres de T s’identifie
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canoniquement a X. On fixe ¢ : X;g — A5 et on note G le schema semi-abelien sur S
defini par ¢ (cf.[Ch, I1.2]). On a donc sur S:

0—=T/5—Gg—Ag—0

Une donné de dégénéréscence sur A est un quadruplet (A, X, ¢, ¢) ou ¢, Papplication de
période est un morphisme X — G(K) au dessus de c. ¢ détermine une trivialisation de la
bi-extension (¢ x ¢)*P sur X x X et on suppose que cette derniere vérifie la condition de
positivité ¢(x,z) € I pour tout = € X ou ¢ est la forme bilinéaire symétrique sur X définie
par la trivialisation. A une telle donnée, par la construction de Mumford, on associe un
schéma semi-abelien G — S de complétion formelle le long de Sy isomorphea G.

Cette construction est fonctorielle et détermine une équivalence entre la catgorie des
données de dégénéréscence et celle des schéma semi-abelien sur Spec(R) dont la fibre
génerique est une variété abelienne sur K et dont le pull-backd R/I est une extension
d’une variété abelienne sur R/I par un tore déployé (cf. [CF]). De plus pour tout entier M
(pas necessairement inversible dans R), on a la suite exacte sur les points de torsion [CF,
ITL.5.11]:

(2.2.1.a) 0 = G[M]x(s) = GIM] sy = (X/M.X) () = 0

pour tout s € S.

2.2.2. Compactifications de Y = ./\/lg,K/Z@). Pour tout Z-module libre M, on note C'(M)
(resp. C(M)°) le cone des des formes bilinéaires symétriques positives (resp. définies
positives.) sur M ® R. Soit {o,} une décomposition GL,(Z)-admissible lisse en cones
polydraux de C(Z9) (i.e. une collection de cA ‘nes recouvrant C(Z9) stable sous I’action
canonique de GL4(X) et vérifiant certaines conditions de compatibilité cf. [CF, IV.2]). A
une telle collection, on peut associer ﬂg’ Kk une compactification toroidale de M, i sur
L. Pour K = K(N) = ker(GSpgg(Z) — GSpag(Z/NZ)), avec le notation de [CF, IV],
M, () s’obtient par restriction des scalaires a la Weil de Ag N JZmCn]" Pour K quelconque
maximal en p, on choisit N premiera p tel que K O K(N). L’action de K/K(N) sur le
champs algébrique ﬂg’ k() défini une relation d’équivalence étale. On peut donc considérer

le quotient et poser My g = My g (ny/(K/K(N)).

Lorsqu’il n’y a pas de confusion sur K, on posera Y = M, i et Y = M, . De plus,
comme K est choisi assez petit, Y est un espace algébrique [CF, IV.6.9]. Il est muni d’un
schéma semi-abelien G — Y. Pour un choix convenable d’éventail {o,} que nous faisons
une fois pour toute, Y est un schéma projective lisse sur Lp)-

2.2.3. Soit m : G — Y le morphisme structural de G v Le faisceau inversible w v =
A9(Lie(G))~! sur Y prolonge le faisceau w défini sur Y. Suivant [CF, V], on pose

Y* = Proj(@ H(Y,w®"))
k>0
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C’est la compactification minimale définie sur Z,). Le morphisme propre canonique f :

Y — Y* est & fibres géométriquement connexes. Le faisceau w /v = fawy est inversible,
ample sur Y* et prolonge le faisceau w que nous avions défini sur Y.

2.2.4. Composantes rationelles de Y*. Le bord 0Y* = Y* — Y est une réunion finie de
schémas de Siegel de genre strictement plus petit que g appelés composantes rationelles et
qui sont des sous-schémas localement fermés de Y*.

Soient Z C Y™ une composante rationelle et Spf(R) un sous-schéma formel affine de la
complétion formelle de Y le long de f~1(Z). Soient S = Spec(R) de point générique 7 et
G/s le pull-back a S du schéma semi-abélien sur Y. En désignant par TX le module de
Tate d’un schéma semi-abélien X sur un corps, on a d’apres (2.2.1.a):

0 — TGy — TGy — L5 — 0 et 0 — Z*(1), — TGy — T A, — 0.

ou G désigne I'extension de Raynaud correspondanta G, 5 et A la partie abélienne de G. On
a donc une filtration de T'G,:

(2.2.4.2) TG, > TG, > Z°(1),

Par la structure de niveau universelle, on a un isomorphisme o : Q ® T'G,, = A?g mod K.
Soit Pz le stabilisateur dans G'Spag(A) de 'image par « de la filtration (2.2.4.a). 1l existe
9z € GSpag(Ay) tel que Py = gZngg1 et la classe [gz] de gz dans

Cs(K) = K\GSpag(Af)/Prs(Ay)

est bien définie; de plus Z +— [gz] réalise une bijection entre ’ensemble des composantes
rationelles de Y* et C5(K). Par abus de notations, on identifiera ainsi Cs(K) avec ’ensemble
des composantes rationelles de genre s de Y*. Pour tout Z € C(K), soit Kz = Ws(gglKgZﬂ
P, ), alors on a un isomorphisme canonique Z = M; g, .

Remarque: Pour tout sous-groupe de congruence A C Spag(Z), on pose aussi Cs(A) =
A\Sp2y(Z)/ P, 5(Z) et Az = 75(9,'Agz N Prs). Quand v(K) = Z*, on a donc canonique-
ment Cs(A) = C4(K) avec A = K N Spag(Z)

2.2.5. Soit Xz le facteur direct totalement isotrope de rang r de Z?9 stabilisé par le
parabolique Py, {c} induit une décomposition {7} de C(Xz). Soient Ez = Sym?(Xz)" @z
G yz- Pour tout 7 € C(Xz), de la décomposition, on a un plongement torique affine

Ez = Spec(Z[Sym*(X7)]) = Ez{r} = Spec(Z[Sym?*(Xz) N 1"]).

Ces derniers se recollent en un plongement E; < E sur lequel E5 opere. On note Wy la
réunion des Ez-orbites correspondant aux cones contenus dans C'(Xz)°.

Soit A g, la variété abélienne universelle de dimension relative s sur M g, et soit P le
faisceau de Poincaré sur Ay g, X As -, (on aidentifié A g, avec son dual par la polarisation
principale). Soient Sz = Hom(Xz, Ask,) (& (Ask,)") et ¢ @ Xz/s5, = Asky/s, le
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morphisme tautologique défini sur Sz. D’apres [Ch, I1.2], ¢ détermine un schéma semi-
abelien universel de rang torique r = rg Xz sur Sz:

0Tz -Gz = Asx, =0
avec Ty = Xz ® Gyy,.
Si p € Xz, on note [u] le morphisme d’évaluation at u
Sz =Hom(Xz, Ax,) = Ak,

Pour tout p ® v € Xz ® Xz, on note ¢(u ® v), le morphisme Sy = Hom(Xz, Ax,) —
Ak, x Ak,) défini par [p] x [v]. Par bilinéarité, on obtient un morphisme ¢(n) pour tout
n € Xz ®Xyz. Suivant [CF], on peut définir =7 le Ez-torseur sur Sy défini par [ [, e(n;)*P*>
avec n; une base de Sym?(Xyz).

Soit Sz la complétion formelle de =7 = = x g, Ez le long de =z xEz W,. Pour tout
sous-schéma formel affine Spf(R) C Sz, on obtient ainsi, une donné de dégénéréscence
(Gz,c,0 0 Xz — (Gz)y) sur S = Spec(R) ou ¢ est définie par la trivialisation canonique
de (¢ x ¢)*Eg.

Par la construction de Mumford, on obtient un schéma semi-abelien G, — Sz. Soit
(2.2.5.a) Ty =77 (v, Avz N Prs)v,t € GL(Xz)

avec 7. la projection canonique de P, s sur GL,.

Alors Sz /T 7 (resp. Gz — Sz) s’identified la complétion formelle de Y (resp. G = Y) le
long de f~1(Z). De plus, pour tout S = Spf(R) C Sz, on a:

GxyS=Gy xS,

2.2.6. Structure de niveau en p. On fixe K = GSpay(Zy). KP C GSpgg(z) assez petit et on
pose Y = M, g dont on note Y le foncteur sous-jacent sur Z,)—Sch. Pour tout entier positif
m, on considere le foncteur Yy, (S) défini par: VS € Z,) — Sch, Y ,,(S) est 'ensemble
des classes d’équivalences des quadruplets (A/g, A, o, Fy) tel que (A/g, A\, o) € YI(S) et F
est une filtration de sous-schemas en groupes finis et plats sur S de A[p™]/g totalement
isotropes pour ’accouplement de Weil:

F()CF1CF2C"'CF9CA[pm]

tels que pour tout i, 1 > i > g, F;/F;_1 soit un schéma en groupes isomorphe a p,». Etant
donné une telle filtration, on note Gr(Fs) son gradué @;F}/Fj_ et on définit Y, ,,(S) comme
I'ensemble des classes d’isomorphie de quintuplets (A;g, A, a, Fe, 8) ot (A;g, A, a, Fy) €
Y,,(S) et ot § désigne un isomorphisme de Gr(F,) avec pj.. On appellera F, (resp.
(Fe,3)) une I'o(p™)- (resp. I'1(p™)-) structure de niveau de type multiplicative. La raison
de cette terminologie peut se comprendre par la description complexe analytique suivante.
Soit T'o(p™) C Spag(Zy) le sous-groupe des matrices v telles que ¢y = 0 modulo p™ et d,
modulo p™ soit triangulaire supérieure et I'1(p™) C To(p™) le sous-groupe des matrices
dont les éléments de la diagonale sont congrusa 1 modulo p™. Alors on a

Yim(C) = GSpag(Q)M\Hy x G(Ag)/Ti(p™). K7
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Les schémas Y}, sont lisses sur Z, et le foncteur d'oubli (4,5, a, Fe) = (A4/g,))
définit un morphisme quasi-fini Y; ,, Ly = Y/Z(p> qui est fini en fibre générique mais qui
ne 'est pas en fibre spéciale. Par contre, on peut facilement vérifier que le foncteur d’oubli
(A/g, A\, a, Fo, B) = (Asg, A, Fe) définit un morphisme galoisien fini ¢ : Y7, — Yom. Soit
T =T, le tore diagonal de Spyg, on a

Tpm = To(p™)/T1(p™) = Ty(Z/p"Z) = (Z/p™2)")*

et action evident de Tpm sur le foncteur Y, ,, définit un isomorphisme de 7,m sur le groupe
de Galois du revétement Y7 ,, — Yo -

Pour ¢ = 0,1, on définit Y, (resp. Yy, comme la normalisation de Y (resp. Y*) dans
Yim. Ces schémas ne sont pas propres sur Z,). Seuls leurs fibres génériques le sont.

2.3. Formes modulaires.

2.3.1. Définition modulaire. Le faisceau w sur les schémas Y:(p™), Yi(p™) et Y (p™) est
défini par pull-back du faisceau w sur Y, Y et Y*.

Soit k = (ki,...,kg) € Z9" T'ensemble des suites d’entiers k = (ki,...,k,) telles que
ki1 > ky > .-+ > kg un poids dominant pour GL, par rapport a la paire de Borel stan-
dard. On note Rj(A) la representation algebrique duale de la representation irreductible de
GLy4(A) de plus haut poids k que 'on identifie avec le caractere du tore diagonale de G L,

défini par diag(ty,...,ty) — t’flt’;? . ..tlgg. On note (p; ’homomorphisme correspondant
de GLy(A) — GLA(Ri(A)). Sib désigne une matrice triangulaire supérieure de GLg4(A),
on note bE I'image par le caractere k de la partie diagonale de b. On peut realiser Ry (A)
comme l'induction algébique du caractére k et 1’évaluation en l'identité f — f(1) fournit
un morphisme canonique ¢y, : Ri(A) — A tel que ¢g(b.f) = bE.¢(f).

On considere le faisceau automorphe w® sur Y défini par le produit contracté
wg = TR x99 Ry,

olt TR désigne le GL, torseur sur Y défini par TR := Isomy-(LieG", 097). Rappelons que
le produit contracté est le produit quotienté par la relation déquivalence (g.¢,v) ~ (¢, g.v)
pour tout g € GL,.

Pour tout caractere ¢ de Tpym, soit wyy le sous-faisceau sur Yp(p™) de dwk ®0 O[¢pm]
des sections se transformant par ¢ sous l'action de Tpm.

Soit A = Spog(Z) N K et Ay(p™) = ANT(p™). Soit m > 0 on va définir des espaces de
formes modulaires de niveau A;(p™) avec la convention que pour m = 0, A¢(p™) = A et
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Yim =Y. On suppose® g > 2. Pour tout Zpy-module A, on pose?

My (Ai(p™), A) = H(Yim, wi @ A)

Si ¢ est un caractere de Tpm dans Q et A un Z, [¢]-module, on définit My, ,(Ao(p™), A)
de facon similaire a I'aide du faisceau wy .

Il est important de remarquer que si p est diviseur de zéro dans A et m > 0, My (A (p™), A)
n’est pas de type fini sur A. Cela est en partie di au fait que Y;,, n’es pas fini sur ¥ en
fibre spéciale.

Soit Do le diviseur & I'infini de Y4(p™), alors I'espace des formes cuspidales est défini
pour tout anneau A dans lequel p n’est pas un diviseur de zéro par

Su(A(p™), A) = My(Ay(p™), A) OV HO (V4 . 0 (~Dog) @ A[;D
et Sk,w(Ao(pm)» A) = SE(At(pm)v A) N Mk,lb(AO(pm)? A)

Une forme modulaire f € My 4(Ao(p™), A) est donc une fonction sur les sixtuplets
(X/B;s A a, Fo, B, (w1, ... ,wy)) ol X est une variété abelienne sur B une A-algebre, A une
polarisation principale, « une structure de niveau pour A, F, une filtration de X |[p™] et
(w1, ..., wy) une base de H(X,Qx,p) telle que pour tout h € GLy(B)

f(X/Bv AaaaFuﬁ7h'(w17 ce 7wg)) = p&(h_l)'f(X/B7)‘7a7Fqu (wla cee 7wg>)
et pour tout vy € I'o(p™),

f(X/Bv)‘aaaF'7’YOB> (wla"'7wg)> = w([’Y])f(X/Ba)HO‘?FMB: (wh'"vwg))

[v] désignant la classe de v dans T,m et ot on note g o § I'isomorphisme composé gr(F,) —
ugm 5 /ng la derniere fleche étant définie par (¢1,...,t5) — (t7%,... ,tg?) pour tout x =
Diag(z1,...,x4) € Tym €t (t1,...,t5) € ,ugn. Lorsque m = 0, on oublie F,, 3 et la condition
précédente.

2.3.2. Uniformisation complexe. Rappelons la définition classique des formes modulaires de
Siegel sur C. Soit

J(v:2) = (eyz + dy) € GLy(C)

le facteur d’automorphie habituel au moyen duquel on définit le faisceau inversible w sur
My k(C) = Hy/A. Pour tout entier £ > 1 et pour f une fonctiona valeurs complexes
définie sur H,, on pose

(Flam) (2) = v () =502 (v, 2)) 7L f(.2)

3Lorsque g = 1, il faut rajouter une condition d’holomorphie aux pointes non ramifiées en p dans
les définitions ci-dessus. Nous renvoyons le lecteur aux articles de Hida sur GLo pour les définitions
correspondantes.

4Lorsque p n’est pas dans annulateur de A, on pourrait vérifier que My (A¢(p™), A) est le sous-espace
de Mg (A:(p™), A[%]) des formes dont le g-développement est & coefficients dans A.
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et pour A un sous-groupe de congruence de Spa,(Z), MZ(A,C) est 'espace des fonctions
f holomorphes sur H,, telles que

fliy=1f

pour tout v € A. Dans le cas elliptique (i.e. g = 1), on exige en plus que f soit holomorphic
aux pointes. Ce qui est équivalent a dire que pour tout v € SLo(Z), (f|xy)(2) est bornée
quand (z) — oo.

Pour tout caractere ¢ de T,m et tout sous-groupe arithmétique A de Spag(Z). Alors
M »(B0(p™), C) est le sous-espace de MY (A1(p™),C) des formes modulaires satisfaisant:

ey =9(Df Vv e Bo@™)
[v] désignant la classe de v dans Tpm via Ag(p™)/A1(p™) = To(p™)/T1(p™) = Tpm.

2.3.3. Définition adélique. Soit f € Mi’w(Ao(pm),C), on considere la fonction fa sur
GSpag(A) a valeurs dans Ry (C) définie par

Fa(vgocks) = ¥ (ks ™ (flgoo) (1)
avec 7 € GSpag(Q), goo € GSpag(R)T et ky € To(p™).KP C GSpag(Ays). Alors fu vérifie les

propriétés suivantes:

a) fa(vg) = fa(g) pour tout v € GSpay(Q).
b) fa(9koo) = pr(j(koos1)) ¥ fa(g) pour tout ke € Koo
) falguy) = ([ks])~ lfA( ) pour tout ks € To(p™).KP.

Lorsque fa engendre sous G Spag(A) une représentation cuspidale, cette derniere est unitaire.

2.3.4. Coefficients de Fourier. Soient S, C Sym?(QY) I’ensemble des matrices g x g symétriques
h = (hij)1<ij<g telles que (2—0; j)hi ; € Z pour tout i et j et S5 = ST le sous-ensemble de
S;r des matrices définies semi-positives. Pour toute forme modulaire f € MY(A), on peut
développer f en série de Fourier:

f(z) =Y e(h, fle(hz)

heSs
pour tout z = x + iy € H, ol pour toute matrice complexe x de taille n x n, on a posé
e(x) _ 62i7rtr(a:)

On récupere ainsi un plongement C-linéaire de MJ(T') dans Cll¢°]] ® Ri(C) via f
> hes c(h, g)¢". Pour tout sous-anneau A de C, on a:

MY (A, A) = ME(A) N Allg”" )] ®4 Ri(A)
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2.3.5. g-développement. Soit (Goo, A, v, F., ,B,w)/Z<p)((qsg)) le sixtuplet de Tate-Mumford ou

e Goo = G¥,/q% est la variété abélienne de Tate-Mumford sur Z(p)((qsg )) au dessus
de la composante rationelle associée au parabolique de Siegel standard de G'Spag.

e F; est 'image de u;m Cc G!, C G}, par le morphisme canonique G, — G, et 3 est
Pisomorphisme canonique de G7(F,) avec pjm.

e « est déduit des isomorphismes canoniques Goo [N] = (u%; @ q%SQ) /q%.
e w est la g-forme correspondanta %1 ARERIAN C?—; sur G,.

Soit A est une Z,-algebre, on considére ’homomorphisme
+
(2:3.5.a) M{(Ao(p™), A, ) — Allg™ ]

obtenu par 1’évaluation au A((¢%))-point (Gso, A, v, F., B,w)/A((qsg)) obtenu par extension
des scalaires de Z,) a A du sixtuplet de Mumford-Tate.

2.3.6. Opérateurs de Hecke. Soit I';(N) = Spag(Z) NV;(N). Pour tout nombre premier ¢ et
tout entier 7 tel que 1 < i < g, on pose
0i(q) = diag(q-li, 1g—i,q-1i,4° 1g—)
et do(q) = diag(1l4,q.15). Pour I' =T'1(N) ou I'g(NV), on considerera les opérateurs suivants:
(i) Pour g [N etie€Ztelque 1 <i<g—1,T;(q) =T6(g)T .

(ii) Pour g|N eti € Z tel que 0 <i < g—1, U;(¢) =T'6;(g)T.
(iii) Pour z € Ty, < # >= [y, pour 7, tel que [y,] = .

Pour g = 1, pour tout premier ¢ ne divisant pas N, on note Ty = Ty(¢) et pour ¢ divisant
une puissance de N, on pose Uy := Uy(¥).
Pour g = 2, pour tout premier ¢ ne divisant pas N, on note T, = Ty(¢), Ry = T1(¢),
Sy = Ts(¢) et on pose:
Qu(X) =X —TyX3 + U(Ry+ (1 +£*)S)) X% — 13T;S, X + (557

On note R;(IN) l'algebre abstraite engendrée sur Z par ces opérateurs. Cette derniere est
commutative.

2.3.7. Action sur les formes modulaires. Soit & € GSpag(Q) N Mag(Z). Pour tout sixtuplet
(A/s, A, a, Fe, B,w) comme au 2.3.1, il existe un sixtuplet

(Af/Sa)\faafaFg.aﬁfawg)

et une unique isogénie ¢z : A — A¢ telle que Lé oN= Ao, agore=Eoa, Fr. = 1e(F,) et
tgwe = w. Alors pour tout f € My (Ao(p™), A), on note f||x¢, la forme modulaire définie
par

f”&g(A/Sa)VO‘aFMva) = f(Af/SaAﬁaa&Fme{?wf)
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On vérifie que f||x€ € My (6 Ag(p™)E, A) et que pour A C C on a:
Flg () = v(&) ¥ pr(i(€, 2) 7 F(€(2)
Clesta dire que f|5€ = v(§)F9/2 €.
Pour tout § € GSpay(Q) N May(Z), on définit I'action de I'opérateur de Hecke I'6T" sur
Pespace MJ(T', A) par

FIDST] = v(8) 5 =5 37 flady = v(8) " S fllada

avec I'0I' = [],I'd,. Etant donné un tel 6, on note d; son image dans GSpay(Ayf). Si K
désigne le sous-groupe ouvert compact de G'Spag(Ay) pour lequel I' = GSpay(Q) N K, la
classe double K 6]71[( opere de fagon habituelle sur les formes automorphes du 2.3.3 et on
la relation:

(2:3.7.) (fIR[TOT)) s = v(8) 9@tV K5 K] £y

2.3.8. Involution de Fricke. Posons pour tout entier naturel N # 0,

0 1
™ =T = <—N1g 0g>‘

Alors f — f|p7n définit un morphisme de Mgw(Fo(N),w) dans MiJ(FO(N)’(C) Sur les
formes adéliques, la formule correspondanta cette involution est donnée par

(flen)alg) = ¥a(v(9)) falgrah)

en identifiant 7 avec son image canonique dans G'Spag(Ay).

2.3.9. L’opérateur de Siegel I.. Avant de définit 'opérateur de Siegel ®°, on introduit une
notation généralisant celles introduit plus haut.

Soit k € Z97T et s un entier compris entre 0 et g. Considérons la restriction & G L
que I'on regarde comme un sous-groupe de GL, via le morphisme h — diag(h,14_) de la
representation irréductible ;. Cette representation de G'L, définit un faisceau automorphe
sur la variété de Siegel de genre s que I’on notera encore wy. De méme, on notera My (', A)
'espace des sections globales de ce faisceaux sur la variéte de Siegel de genre s définit pour
tout sous-groupe arithmétique I' C Spas(Q).

Pour f € MJ(T',C), on pose

@) =t 155 )

too—00

Un calcul élémentaire montre que pour tout v € P, avec r + s = g, on a:

O*(flry) = (@7 f)lxms(v)

ou 7, désigne le morphisme canonique de P, s dans Spas.
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Alors on voit imédiatement que ®°(f) € Mj (7s(I' N P™*(Q)), C). De plus, on a

o(h, & f) = c(< ofs 8 > . f) for all h € §°

En particulier, pour A C C, on a

©*(Mj(T', A)) € M (ms(I'0 P™*(Q)), A)

2.3.10. L’opérateur de Siegel II.. Soit K C GSp24(As) un sous-groupe ouvert compact et
Y)q le schéma de Siegel correspondant. Soient Z C Y™ une composante rationnelle du bord
de Y* et Z* 'adhérence de Zariski de Z dans Y*. On note 7 le morphisme canonique de
Y sur Y*. Soit Zz le faisceau d’idéaux definissant Z* (i.e. tel que Oz« = Oy~ /I soit
le faisceau structural de fonctions régulieres sur Z*. Pour tout Q-algébre A, on définit
Iopérateur de Siegel par

Dy HOY* Ty @ A) — HO(Y™, (mwy/ Lz Tawy) @ A) = HY(Z*, Towy, @ A)

Lemme 2.3.11. Supposons que Z est une composante du bord de dimension mazimale’®
(i.e. Z est de genre g —1). Alors, on a:

HO(Z*,W*(,«)E(@ A) = ME(Az,A)

Preuve. Supposons que Z est de genre supérieur a 1. Le cas du genre 1 est laissé au lecteur.
Alors, on a

HYZ* muw, ® A) = HY(Z, T @ A) = H (1 (Z),wp ® A) =
HO(=, xFz Wz/Tz,w, ® A) = HY(I'y, H (2, xP2 Wz, wi ® A))
Comme Z est de genre g — 1. Alors Ey = G,, et Wy = Al\Gm. On en déduit que

2z xPz Wy, 2 S, = Ay_1 K, puisque Xz doit étre de rang 1 = g — (g — 1). Par ailleurs
rappelons que l'on a: 1 — Gp, /5, = G X3Sz = Ag-1,k,/s5, — 0. En particulier, on a:

0— OSZ — LieG® OSZ — Lie Ag—l,Kz Koy, OSZ —0
Apres passage au dual, on peut fixer un scindage Lie §¥ ®Og, = Og, ®(Lie Ag_1,k,)" Qo,
O)s, et en déduire un isomorphisme :
Wk /s, = Wz ©0; Os;,

avec wy, /z défini & partir de (Lie Ay 1k, /Z)v en considérant Rj comme une représentation
de GLy_1 via le plongement de GLy_1 dans GLy. Comme Sz — Z est propre a fibres
géometriquement connexes, en déduit donc que

HO(EZ XEZ WZ,W@®A) = HO(Sz,wE/Z &® OSZ ®A) = HO(Z,wE/Z ®A)

Par ailleurs I'z C Z* est trivial puisque K est choisi suffisamment petit. D’¢‘ue le résultat.m

[

5Sans cette hypothése, on peut prouver avec la méme méthode que H°(Z* mwp ® A)
HO(szME(AZaA))'
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Lorsque Z est de genre g — 1, ®; définit donc un morphisme My (A, A) — My (Az, A).
Soit vz € Spag(Z) telle que la classe [yz] € Cs(A) représente Z, alors on a

®z.f = 2*(flvz)

2.3.12. Filtration de l’espaces des formes modulaires. Pour tout entier s compris entre 0 et
g, on note M7*(A, A) le sous-module des formes f € Mj (A, A) telles que ®z.f = 0 pour
toute composante rationelle de genre i < g —s. Pour s = 0, on retrouve I’espace des formes
cuspidales et pour s = g, on obtient MZ(A, A). Ces modules forms une filtration croissante:

SY(A,A) =M (A A) cMP' C - C MPY(A, A) = MY(A, A)

Soit 0°Y™* le sous-schéma fermé de Y™* constitué des composantes rationnelles de genre
1 < g— s et I, le faisceau d’ideaux correspondant. Alors on a aussi

M (A, A) = HO(Y )y, wp ® T)

En fait on s’interessera essentiellement a Mi’l(A, A). Pour tout Z € Cy_1(A), on vérifie
comme dans le lemme 2.3.11 que

(2.3.12.a) HY(Z* muwy ® Ty ® A) = 8] (Az, A)
On définit

A =Byec, ()2  MPI(AA) = P SITH(AZA).
ZGCgfl(A)

Par définition, I’espace des formes cuspidales SZ(A) est le noyau de ®2. Pour tout entier

m positif et 4 = 0 ou 1, on définit de facon similaire les espaces de formes modulaires de
Siegel M7*(A;(p™), A).

2.4. Théorie des formes p-adiques ordinaires.

2.4.1. L’idempotent e. . Soit I" un sous-groupe de congruence tel qu’il existe un entier
m > 0 tel que Ag(p™) DT D Ay(p™). Soit 8, =[], di(p); on définit Popérateur de Hecke

U(p) =T6,I = [[Ui(p)
=0

et on pose
e= lim U(p)*

a—0o0

lorsque cet opérateur agit linéairement sur un module topologique complet.
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2.4.2. Action sur les formes modulaires. Pour ¢ = 0,...,g et toute forme modulaire f €
M, (A1(p"), A), on définit une action tordue des opérateurs U;(p) par:

—k
as.

avec U;(p) = T'6;(p)I" = UD€ et agi = p.agil. On peut vérifier sur le g-developpement que
cet opérateur preserve la structure entiere des formes modulaire cf. [Hi02, prop. 3.5]. La
relation entre les deux actions est donnée par:

FleUi(p) = p"*= 9 DU;(p). f

Si A est un Z,-module complet pour la topologie p-adique, on a donc une action continue
de U(p) et donc de I'idempotent e sur My (A1 (p™), Zy)) ®z,,, A. De plus, on peut exprimer

I'image de e dans Endz,(Mg(A1(p™),Zp)) comme un polynA ‘me en U(p)a coefficients
dans Z;,). Pour tout Z,-algebre A, on peut donc 'etendrea My(A1(p™), A) . Une forme
modulaire f € My(Aq(p™), A) sera dite ordinaire si elle vérifie e.f = f.

2.4.3. Action sur Cs(I'). Pour tout entier s > 0, on fixe une décomposition de Levi du
parabolique standard P,y = M, U, s avec M, 3 = Spas x GL,. Soient W = W, le groupe
de Weyl de G = Spag. On fixe une identification de Wy = &, x {£1}9 ou &, désigne le
groupe des permutations de {1,...,g}. Tout élément w € W, s’identifie donc a un couple
(0,€)1<i<g € G4 x {£1}9 et admet un représentant canonique dans GSpa, tel que

w.diag(Ai, ..., Ag, V)\l_l, .. ,V)\gfl)wfl = diag(p1, ..., tig, V,ul_l, e Vﬂ;l)

B >\a(i) sig; =1
i = l/)\;(li) sieg =—1.

avec

Soit W, s C Wy le groupe de Weyl de M, ;. On a une décomposition naturelle W, ; =
Ws x 6,., 6, s’identifiant canoniquement au groupe de Weyl de GL,. Soit W™ Cc W le
sous-ensemble des éléments de W de longueur minimal dans leur classea gauche modulo
Wy s. W™ est un systeme de représentants de Wy /W, 5; de plus on a

W™ = {w € WylwB N M, sw™' C B}
ot B = (/_y Py—rr est le Borel standard de GSpa,.

Pour toute composante rationnelle Z € Cs(Ag(p")), on peut trouver un représentant de
vz dans Spag(Z) sous la forme vz = uzwy avec wy € W"* et uy (mod p") € U~ (p.Z/p"7Z)
avec U~ le sous-groupe unipotent opposé A B. On vérifie facilement que wz ne dépend
que de Z. On appelle profondeur de Z le plus grand entier i tel que ’on puisse choisir uyz
tel que uyz (mod p") € U~ (p'Z/p"Z).

Lemme 2.4.4. Soit Z € Cs(Ag(p") et soit Z' € Cs(Ag(p")) définie par la classe de
5;”07211_15]jm pour m € Zsg et v € Ay(p"). Alors 'une des deux conditions suivantes
est satisfaite:
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(i) lg(wz) <lg(wz).
(i) wy =wgz et pf(Z') > pf(Z)
(iii) Sipf(Z) =00, ona Z' = Z.

Preuve. voir [TU, Lemme 4.2.1].m

Lemme 2.4.5. Soient f € e.Miw(Ao(pT),K) une forme de Siegel ordinaire et Z €
Cs(Ar(p")-

(i) Si @z (f) # 0 alors pf(Z) = occ.
(ii) Pour tout Z de profondeur infinie, ®z(f) € e M} ,(Ao(p")z, K).

iii) i @z (f) = 0 pour tout Z tel que wy € WS N W, alors f est cuspidale.
g7

Preuve. Les points (i) et (ii) découlent du lemme 2.4.4 et d’arguments identiques a ceux de
[TU, 4.3]. =

Soit Z € Cs(Ap(p™)). On note Cs oo(A¢(p™)) le sous-ensemble de Cs(A(p™)) constitué
des composantes de profondeur infini. Si Z € C o (Ag(p™)), une conséquence directe de la
définition est que Ai(p™)z = (Az)(p™). En effet, comme wy € W"*, wngwz N Spas =
BN Spos est le sous-groupe de Borel standard de Spys. La conjugaison par w = wyz envoie
donc B N Spes dans B et induit un homomorphisme:

bw = s+ Tym = Do(p™) 2/ D1 (P™) 2z — Do(p™) /A1 (p™) = Tjin

On en déduit aisément que 'opérateur @ induit un homomorphisme:
7 s M, (Bo(p™), A) — My, (Bo(0™) 2, A)

Définition 2.4.6. Pour tout poids dominant k = (ki,...,kg) pour GLg, on notera k™ le
poids dominant pour le tore diagonal de GLg_1 obtenu par troncature. C’est a dire défini
par:

kT = (kla SRR kg—l)

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des lemmes précédents. Nous verrons
un peu plus tard un énoncé analogue pour les forms p-adiques.

Corollaire 2.4.7. Pour tout couple (k,v), on a la suite exacte suivante:

0= e.Sky(A(p™), K) = e M (A(p™), K) — P e M7, (A7 (p™), K)
Z€Cy—1,00(B0(p™))

2.4.8. Le lieu ordinaire et ses revétements étales. Nous commencgons par rappeler la définition
de I'invariant de Hasse. Soit A /g un schéma semi-abélien sur un schéma S de caractéristique

p et soit I le Frobenius absolu. Pour toute base w4 /g de AIHO(A, Q}‘\/s)’ il existe H(A,wy/g) €
['(S,0s5) tel que F*(na;s) = H(A,wa/s)ma/s avec 14,5 la base duale de wy,g dans
AIHY(AY,O4v). Alors par p-linéarité du Frobenius, on vérifie aisément que H (A, w4 / S)wﬁ?é
ne dépend pas du choix de wy/g et définit donc une forme modulaire de Siegel sur F), de
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poids p — 1 et de niveau 1. Il est classique de vérifier que A est ordinaire si et seulement si
H(A,wyys) # 0. Par amplitude de wy~, il existe un entier positif a et E' € M(,_1)4(4, Z(y))
tel que H* = F modulo p.

On pose S(K) := Y[1/E] et S*(K) := Y*[1/E]. On écrira le plus souvent S et S*
lorsque le genre g et le niveau K seront implicites® On considere la réduction modulo p” de
ces schémas: S, = Sp(K) := S X Z/p"Z, S}, = Syi(K) := S* x Z/p"Z. On considere T), p,
le revétement Galois étale de S, représentant le foncteur ci-dessous

T = T (K) == Isomg, (G[p™]°, 1om).

Rappellons que le théoreme d’irreductibilité de la tour d’Igusa die & Faltings-Chai [CF],
entraine que 7Tj, ,, est irréductible et que le morphisme canonique de Gal(T}, . /Sn) —
GLy(Z/p™7Z) est un isomorphisme. Dans la suite nous identifierons ces deux groupes ainsi
que leur sous-groupes par cet isomorphisme. Soit Sp, ., (resp. Sinm) le revetement
intermédiaire de S, tel que Gal(Tym/Sonm) = Bg(Z/p™Z) (resp. Ng(Z/p™Z)) avec
B = B, C GLy4 le sous-groupe Borel standard de GL; et N = N, son radical unipo-
tent. On voit facilement, que So ., ®3 Y represente le foncteur classifiant les quadruplet
(A, N\, a, Fy) g sur les Z/p"Z-schémas avec (A, A, @) un tripplet comme au paragraphe 2.1.1
et F, une filtration de A[p™] de longueur g dont le gradué est isomorphe a ,ugm. En partic-
ulier, on en déduit qu’on a une immersion ouverte:

Yo,m % Spec(Z/p"Z) = Sonm
On peut faire une remarque similaire pour Sy, m et Y, x Spec(Z/p"Z).

Soit 7 le morphisme canonique Y — Y*. Sa restriction & S défini un morphisme propre
S — S*. On en déduit que le composé T, ,, — S, — S, est propre. Il admet donc une
factorisation de Stein Ty, — T}y ,,, — S5, avec Ty, sur Sy, et le morphisme T, , — 157, &
fibres géometriquement connexes. En particulier 77; . est affine puisque S;, 'est. De fagon

similaire, on construit des revetements finis de S, (et donc affines) S}, ,,, pour t =0, 1.

2.4.9. Formes modulaires de Siegel p-adiques. Comme précédment on fixe K un sous-groupe
ouvert compact de GSpag(Ay) hyperspécial en p et on pose A = K N Spyg(Q). On définit
maintenant certains modules de formes modulaires p-adiques. Pour tout poids k, on pose:

ML (A, Zy) = 1im HO (S (K), wg @ 7 1)

et

MP* (A, Qp/Zy) = lim HO (S, (K),wi @ 7 I)
Ces modules sont munis d’une action des operateurs de Hecke T;(q) pour i =0,...,g si A
est maximal en g # p et des U;(p) pour i =0, ..., g. Pour une action de ces opérateurs sur

les formes p-adiques le lecteur peut consulter [Hi04] ou [SUO0G].

6Le genre est enfait déterminé par le niveau K qu est un sous-groupe ouver de GSpag(Ay). C’est pourquoi
il n’apparait pas dans la notation pour S(K) et S*(K).
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Lemme 2.4.10. Soit kK = un poids dominant régulier. Alors on a la suite exacte courte:

0— e MP(A QL) —» e MPN(A,Q)/Z,) = P eME(A2,Q,/2,) = 0
ZeCy_1(A)

De plus pour s = 0,1, les modules e. M$*(A,Qp/Zy) sont divisibles et co-type fini sur Zy,
(i.e. leur dual de Pontrjagin sont de type fini sur Zy).

Preuve. Remarquons d’abord que puisque 9(Y*)\0'(Y*) est isomorphe & la réunion dis-
jointe topologique Uzec, ,(a)Mg-1,K, et que (Y™) est réduit, on a:

71 (K)/Zo(K) = ©ze0,_, (a)Zo(Kz)
On en déduit la suite exacte de faisceaux cohérents de Y

0= wp @ LK) 2w @7 L(K) = P wp@nTo(Kz) =0
Zngfl(A)

En passant a la cohomologie, on obtient donc I’exactitude de la suite
0 = HO(Sn(K),wp@m*Ty) = H(Sp(K),wp@m*Ty) 5 P HO(n 1 (Si(Kz)), wp@m To(Kz))
ZeCy_1(A)
Par un argument similaire & celui donnant (2.3.12.a), pour tout Z € Cy_1(A), on a
HO(n (S} (Kz)),w, @ 7 To(Kz) = HO(S3(K ), mewy, © To(Kz))

Montrons maintenant la surjectivité de ®. Par la formule de projection, on a I’isomorphisme
de faisceau sur S,

(W @ L) = mewy @ L.
Le morphisme & s’identifie donc a:

HO(S3(K), mawy, ® T1(K)) — H°(S3(K), mwy, @ T1(K) /Zo(K))

qui est surjective puisque S} (K) est affine. On déduit de la discussion ci-dessus que 'on a
la suite exacte courte:

0 — H(Sn(K),w, ® 7*Ty) — HO(Sp(K),w, ® mT1)
(2.4.10.2) 5P HUSHKz), mw, @ To(Kz)) — 0

ZeCy-1(4)

En passant a la partie ordinaire et la limite inductive on obtient la suite exacte du lemme.
D’apres Hida, e.Mi;l(A, Qp/Zy) est de type fini sur Z, pour s = 0. On en déduit qu’il I'est
pour s = 1 par la suite exacte ci-dessus. En passant a la limite m
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Si L est une extension fini de Q, contenant les valeurs d’un caractére 1 de 7,m, on défini
de fagon similaire les modules MZ";(AO (»™),L/Or), MZ’;(AO (p™),0r). Ces modules sont
munis d’une action des opérateurs de Hecke U;(p) et T;(q) pour i = 1,...,g et pour tout ¢
tel que la composante en ¢ de K soit maximale. Nous renvoyons le lecteur a [Hi04] pour la
description de I'action des operateurs U;(p) sur ces modules.

Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique
Yim ® Z/p"Z = Y[1/E] X57 St nm
On en déduit des morphismes injectifs pourtout n, m et 1:
M (AL (™), 0) @ Z/p" L H°(So.1.m> Wi @ Op @ 7°TL5)

Ces morphismes injectifs commutent & l’action des opérateurs de Hecke U;(p) et T;(q). En
particulier, on endéduit un morphisme injectif Hecke-équivariant

(2.4.10.b) eMP* (A, Qp/Zp) = e MP* (A, Qp/Zy)

Corollaire 2.4.11. Soit k € Z9". Si k est suffisamment régulier, alors (2.4.10.b) est un
isomorphsme si s =0 ou 1.

Preuve. Ce résultat est di a Hida pour les formes cuspidales (i.e. lorsque s = 0). Nous le
déduisons pour s = 1 a partir de celui pour s = 0 pour les genres g et g — 1 qui entrainent
que les fléches verticales de droite et de gauche entre les suites exactes ci-dessous sont des
isomorphismes

! ! |

0 —=eM{(A,Qpy/Z)) — e M (A, Q)/Z) — Dyee, () eMir (A2, Qp/Zy) —=0

0 — e MP*(A,Qy/Z) —= e MEN (A, Qp/Zy) —> DB yeq, y(a) &M (A2, Qp/Zy) —=0

La fléche verticale du milieu est donc un isomorphisme. =

2.4.12. On pose
Vi = ViIn(K) := H(Ty m, O, ,, @0, ©Ls),
W5 (K) == H°(S1n,m: Os, ... ®0g. T°L)
et
Vo =Vir(K) = lime. V7 (K)

ord ord
n

ord ord

WS =W (K) = lime. Wy (K)
On a une action naturelle de Tpm = By(Z/p™Z)/Ny(Z/p™Z) sur Wiy, pour tout n,m .

W9 (K) est donc muni d’une action de Tpee = lim 7;» dont on fixe une décomposition

n

72,00%’7;><7;100
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ol 7;100 désigne le noyau de la réduction modulo p de Tpee sur 7,. Pour tout poids k € (Z9)*
et ¥ un caractére d’image fini de 7;100, soit

(2.4.12.a) Yr(t) = (t) .8
pour tout ¢t € Tpee.

Théoréme 2.4.13. On suppose s =0 ou 1. Soit 1) un caractere de Tym a valeurs dans O,
et k € 7Z9F. Alors, on a un isomorphisme canonique entre Or-modules divisibles:

e'Mg’S(KO(pm)a¢vL/OL) = Word & OL[wﬂ = {U S Word X OL| tv = T%(t)v vVt € 7;200}

Ce théoreme est bien-entendu une généralisation de résultats de Hida pour les formes
modulaires elliptiques d’une part et les formes cuspidales de Siegel d’autre part; c’est a dire
pour s = 0.

Lemme 2.4.14. Soient k € Z9 T et 1 un caractére de Tpm a valeurs dans Op,. Alors, on a
un isomorphisme canonique:

H(So.nm» Wiy ® m°Ls) = H(Gal(B(Z/p™Z)), V) @ Ry, @ 1)).

pour tout n et m tels que m > n.

Preuve. Soit A /T 1@ variété abelienne universelle au dessus de 1), ,,. Lorsque m > n, on
a des isomorphismes canoniques de GL4(Z,)-module
w/r,,, = Hom(Lie(A]p™]),Or, ,,

= Hom(Lie(A[p™]°), Oz, )

= Hom(Lze(lu’]g)m)’ OTn,m)
On en déduit un isomorphisme canonique de faisceaux cohérents commutant a ’action de
GLy(Zp)

W /Ty = OT e © Ri(Zy)

ou l'action de GL4(Zy) sur le premier facteur du membre de droite se factorise par GL4(Z/p™Z)
= Gal(Ty,m/Sm) et celui sur le second facteur est 1’action algébrique naturelle de GL4(Zy)

sur Ry (Z,). Pour obtenir le résultat recherché, on prend les sections globales de I'isomorphisme
obtenu en tensorisant l'isomorphisme ci-dessus par Zs et on applique la théorie de Galois.m

Lemme 2.4.15. On conserve les mémes hypothéses que dans le lemme précédent. On a
lisomorphisme:

llr_{l S.HO(S(),n,m/, Wk ® L) = 6.H0(Soyn,m, Wk & L)

TYL/

Preuve. Pour obtenir cet isomorphisme, il suffit de démontrer que ’on a:
e.HO(Sme, 081 pm T L Quy)) = e.HO(Sme/, Os, o ® 7T Ts ® wE)Hmvm’

pour tout m’ > m avec Hy, , le noyau de 7;m/ — Tpm. Clairement, le premier membre

s’injecte dans le second. Pour montrer la surjectivité on peut se ramener facilement en
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utilisant un raisonnement par reccurence au cas m’ = m + 1. Soit ¢ un élément du second
membre. C’est une fonction sur les quintuplets (Ag, A, «, Fs, 3) tel que Ag, A est un schéma
abelien muni d’une polarisation principale, H(Ag) est inversible dans Og, F, est une filtra-
tion de A[p™*1]°, B est un isomorphisme Gr(F,) = ,u]g? mi1- Etant donné un tel quintuplet, on
peut considerer F” la filtration de A[p™]° induite par Fy et §’ I'isomorphisme Gr(F') & ufm
induit par 5. Nous devons montrer que la valeur ¢(Ag, A, , Fs, 3) ne dépend que F’ et 3.
Le fait que ¢ soit invariant par H,, ,,+1 montre que cette valeur ne dépend que de §’. Le
fait qu’elle ne dépende que de F’ va provenir de l'ordinarité de ¢. Pour voir cela, il faut ex-
pliciter 'action de U(p) sur ¢. Cela résulte facilement du fait que 9, To(p™*t1)s, < To(p™)

et d’un résultat analogue pour I'y(p™). =

Corollaire 2.4.16. On conserve les hypothéses et notations du lemme précédent. Alors on

a l’isomorphisme:
e- My (Bo(p™), L/OL) = Worq € OL) Y,y

o

Preuve. Rappelons que Ry, est I'induite algébrique du caractere algébrique dominant k.
Par définition de Ry, le module HY(B(Z/p™Z), Vilm @ Ry, ® 1) s’identifie aux fonctions
algébriques ¢ sur GLy(Z,) & valeurs dans e.Vi{y, et telles que:

(a) ¢(bg) = bkg(g) pour tout b € B(Zy),
(b) ¥(b)p(gb) = b".4(g) pour tout b € B(Z,)

Le morphisme d’évaluation ¢ — ¢(1) induit donc un morphisme
H(B(Z[p™Z), eV @ Ry @ §) = (eWi5,) [y

qui est clairement un isomorphisme. On conclut aisément en passant a la limite inductive
sur m puis sur n et en utilisant les deux lemmes précédents.m

2.4.17. Formes A-adiques. On définit également w, comme le caractere défini pour tout
a=(a,...,aq) € Z9 par

wWH(t) == w(t)™ .. w(ty)™
pour tout t = diag(ti,...,tg) € Tpeo.

Soit Ay = Ok|[[T,]]. Pour tout k € Z et ¢ un caractére d’image fini de 7 to, ¢ définit
canoniquement un caractere de Ay dans @, et nous notons Py le noyau de ce dernier. On
note W27 le dual de Pontrjagin de Wyrq et M%% (A Ay) = Homp, (W2 Ay). On pose
SI(A, A,) = MI2(ALA).

ord

L’action de 7, = Mg—1 C Tpeo sur M?2 (A, Ag) permet de décomposer ce dernier. On a

MGa(A, Ag) = BaMG* (A, Ay)

ord

avec

MIPP (A, Ag) i= {v € MI (A Ag)| 3.0 = w(x) Vo € Ty}

ord
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Corollaire 2.4.18. Supposons s = 0 ou 1. Alors M2° (A, Ay) et W2 sont des Ag-modules
libres et pour tout k assez grand et tout i fini, on a un isomorphisme canonique:

ME(8.80) 8 Ay P M (Bals™), 35,0

Preuve. Vi? . est libre grace au Théoréme 2.4.13 (controle) et le fait que e. My (Ao(p™), ¥, K/O)
soit divisible par le 12.4.10 pour un ensemble Zariski dense d’idéaux premiers Py ;. m

2.4.19. Homomorphisme de Siegel A-adique. Soit Z une composante rationelle de genre
g—1deY. Son adherence Z dans Y est une compactification toroidale de Z. Soit G le
schema semi-abelien au dessus de Z. On a une suite exacte

1—>Gm/7—>g><77—>97—>0

D’apres la suite exacte ci-dessus, une filtration de G x3 Z[p™]° et un isomorphisme de son
gradué avec ,ug;1 induit canoniquement une filtration Fy de G[p™]° et un isomorphisme J3
de son gradué avec ul’;m. On en déduit que 'on a un morphisme canonique Si mn(Kz) —

S1,mn(K) qui commute a l'action de ’7;%3 1, ce dernier agissant sur 7T}, ,,, /N via le morphisme
g-1 s g
Tpee ™ = Ty
défini par i4(t) := diag(t,1). Remarquons qu’on a le diagramme:

Stmn(Kz) —= S1mn(K)

| l

Sn<KZ) SH(K)

dans lequel les fleches horizontales sont des immersions fermées. Le morphisme de restriction
a Sy (Kz) fournit alors un morphisme de Siegel:

e W (K) = e WS 0(Ky)

En passant a la limite et au dual de Pontrjagin, on obtient I’'homomorphisme de Ag_i-
modules:

WK, — Wo(K)

ord ord
en considérant le A -module de droite comme un A,_j-module via ’homomorphisme d’anneau
Ay—1 — Ay induit par 'homomorphisme de groupe i,. En utilisant la propriété universelle
du produit tensoriel ®;, A, Ay et en passant au Ag-dual, on en déduit ’homomorphisme
de Siegel A4 equivariant:
1 -1
% 0 MI(AAg) = ST Az Ag1) ®iyn, 1 Ay

ord ord
Soit [a] la suite tronquée obtenue en retirant le dernier terme de la suite a. Alors, il est aisé
de vérifier que I'image de Mg’l(A, Agy) par @% est contenue dans S[gg]_l(AZ, Ay 1)®igng_1 Ng-
On a le théoreme suivant:



GROUPES DE SELMER ET FONCTIONS L p-ADIQUES 43

Théoréme 2.4.20. On a la suite exacte courte suivante:

A
0= SYUA A = MINAN) ZF D S (A2 Age1) Bigny s Ag = 0
ZeCy, 1 (D)

Preuve. Pour tout poids dominant £ congru a a modulo p — 1, la reduction modulo P, de
la suite ci-dessus s’identifie a la suite:

(2.4.20.)

0= e MP(AZy) = e MPNAZ) = P eM(Kz,Z,) -0
ZeCy-1(A)
D’apres le Lemme 2.4.10, apres tensorisation de la suite ci-dessus par Q,/Z,, on obtient la
suite exacte de ce lemme. La suite courte (2.4.10) est donc exacte. Les termes de la suite

de I’énoncé étant libres de type fini sur Ay, la suite en question est exacte puisque’elle I'est
modulo P pour P variant dans un ensemble Zariski dense d’élément de Spec(Ay). =

2.4.21. Principe du q-développement pour les formes Agy-adiques. Parle (2.3.5.a), pour tout
m > 0, on a un morphisme O-linéaire injectif:

€. HO(S pm i ® T) — Z/p"Z][q% |

Par passage a la limite inductive sur m et n et successivement au dual de Pontrjagin et au
Ag4-dual, on en déduit le principe du g-développement pour les formes A-adiques ordinaires
i.e. un homomorphisme injectif:

MES (A, Ag) = Agllg™7 ]

Soit M (A, Ay) C Ag[[qS;]], les sous-ensemble des séries G = Zhesgf anq”, telles que pour
tout ¢ et tout k, on ait G mod Py j, € eMi’fpwa,k(Ao(pm), Zyp(1)) pour presque tout . Par
le théoreme précédent et le principe du g-developpement, on a

(2.4.21.a) M(AAg) = M(AAy)
On a la proposition suivante:

Proposition 2.4.22. L’inclusion (2.4.21.a) est une égalité. Le résultat analogue pour
lespaces des formes cuspidales est aussi vrai.

Preuve. Comme la dimension de e/\/li’zw_k (Ao(p™), Zyp(1)) est bornée indépendamment de
k et ¢ (i.e. par le rang sur Ay de MP°(A, Ay)), Il est facile et classique de montrer voir que

M = M'(A,Ay) est de type fini sur Ag4. Il existe donc une famille finie g1, ...qn € qS; tel
que le morphisme i de M’ dans R = @filAg.qi ~ Aév déterminé par

N
f=Y alfa)da Y alf,a)s € R

+ i—1
Ga€qd
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soit injectif. Choisissons alors un couple (k, ) tel que Coker(i) localisé en Py, soit libre
sur le localisé A de Ay en Py 4 et pour lequel on a les morphismes canoniques suivants (c’est
possible car les ideaux P, forment un ensemble Zariski dense de Spec(Ay)):

M(AAG) @ Ay /Pry ™5 MDA A) ® Mg/ Py ™S eMy(Bo(p™), v, 0)

tels que iy 0]k, SOit un isomorphisme par le théoreme 2.4.18. Soit G € M'. G mod Py =
Gryp € Mpy(Do(p™), 0) 11 existe donc F' € M(A, Ay) telle que F' mod Py = Gy = G
mod Py . Cela entraine que G € M + Py, R N M. En répétant cet argumentn pour un
systeme de générateurs de M’, on voit donc que M" = M + P, 4. R N M'. Par ailleurs,
notre choix de (k,v) nous dit que Tora(Coker(i)®a, A/Pyy.A) = 0. On en déduit que
Py ROIANM @ A= Py .M @ A. Par conséquent, M'® A = M Q@ A+ Py M ® A et
donc M® A = M’® A par le lemme de Nakayama. En particulier, on en déduit que M’/ M
est un Ag-module de torsion. Comme il s’injecte dans Ag[[qS;]]/i(M) ,ona M'/M=0
c’est & dire M = M’ grace au lemme ci-dessous.m

Lemme 2.4.23. Soit N le conoyau de Uinclusion de M dans Ag[[qsg]] obtenu par le
principe du g-développement. Alors Torp,(N,Fy) = 0 en particulier N est sans torsion
sur Ag.

Prewve. On considére la suite exacte 0 — M 2 Ag[[qS; ]] = N — 0. En tensorisant par F,
sous Ay, on a le diagramme

Torn, (Agllq® 1), Fy) — Tora, (N, F,) M®F, Fyll
ol

-
0 Tora,(N,Fp) —e.H(S111,0s,,,) R[5 ]

4%

J]
]

Le morphisme j®IF, est injectif par le principe du ¢g-developpement. La nullité de T'ory (N, ;)
s’en déduit.m

2.4.24. Algebres de Hecke. Pour tout entier N premiera p, on pose H‘”d(N, Ag) (resp.
hor(N, Ay)) la sous-Ag-algebre de Endy,(M(A,Ay)) (resp. Endy,(S(A,Ay)) engendrée
par les opérteurs de Hecke T;(¢) et S(¢) pour ¢ premiersa N. Ces algebres sont de type fini
sur A4 et si on note H ‘E’CZ(N ,O) l'algebre de Hecke engendré sur O par les opérateurs 7T;(¥)
et S(¢) opérant sur eMy(Ao(p™),vw ™%, 0), le morphisme surjectif suivant est de noyau
nilpotent. -

H7(N,Ag) @ Ng/Pey — HY'/(N,0) = 0

La démonstration de ce fait est similairea celle du corollaire 7.3 de [TU].
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3. SERIES D’EISENSTEIN

Dans ce chapitre, les formes de Siegel étudiées seront scalaires de poids k un entier positif.
Avec les convention du chapitre précédent, cela signifi qu’elles sont de poids (k, ..., k).

3.1. Séries d’Eisenstein-Siegel. Soit ¢ > 1 un entier naturel. Dans cette section, G =
G Spag et @ désigne la parabolique de Siegel PY 0. On rappelle que tg désigne le représentant
de I’élément du groupe de Weyl de longueur maximal défini par

0 —1lg
lg 04 )7

Pour tout z dans le demi-espace de Siegel, on note g.z = (agz + by)(cyz + dy) pour tout

g = <CCL9 Zg> € G(R). On pose aussi j(g,z) := det(cgz + dg). Soit Koo C G(R) le
9 Y

sous-groupe des matrices ko, satisfaisant k.(ilg) = i1,.

3.1.1. Définitions classiques. Soit N un entier naturel positif et soit I'g(N) C Spag(Z)
le sous-groupe des matrices dont la réduction modulo N appartient & Q(Z/NZ) (i.e est
triangulaire par blocs de taille g x g). On fixe un entier k et x un caractere de Dirichlet de
niveau N tel que x(—1) = (—1)¥. La série d’Eisenstein-Siegel ”classique” est celle définie
par

BO(zsix N) = det(y) > x(det(dy))i(y,2)
YEL(N)NPy,0\['o(N)

Pour tout z = x + iy € H,. Cette série converge pour Re(s) >> 0 et est prolongeable en
une fonction méromorphe sur C. Soit

l9/2]
(g+1)
GY(z,s;x,N) = N&5 LN(2s + K, ) H LN (45 4 2k — 2i, ) x E9)j14(z, 5%, N)
i=1
Il résulte de travaux de Shimura dans [Sh83] et [Sh82] que ’évaluation en s = QTH —k

de la série d’Eisenstein ci-dessus définit une forme de Siegel holomorphe. Il est commode
également de considérer la série

Ff(z5x N) = > x(det(c))det(cz + d)~*|det(cz + d)|~>*
(c,d)
la somme portant sur les matrices ¢ et d de tailles n x n telles que (¢, d) soit primitif et
det(c) soit premier & N. On vérifie aisément la relation bien connue:
det(Im(z))fsNg(kJrs).Ez’*(Nz, s;x, N) = Fkg(z, s;x, N)

avec E,g’*(z, s;x, N) = E,ghg(z, s;x, N).
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3.1.2. Préliminaires locauz. Soit F' un corps local de caractéristique résiduelle p. Soit w
l'uniformisante de O = O et k = Op/w. On note ¢ = §(k). On note |.| la norme de F tel
que || = ¢~!. On note v la valuation normalisée de O par v(w) = 1. On fixe x1 et x2
des caratceres de F* et on pose ¢; = v(cond(x;)). Soit I(x1, x2,s) 'ensemble des fonctions
lisses ¢ : G(F') — C telles que

1
5+%

det(a) (9)

det(az)

o o )9 = adetten)aldea)

a2

pour tout g € G(F') et a1,a2 € GLy(F)}.

On note K(n) € G(Op) le sous-groupe parahorique de Siegel de profondeur n pour tout
entier n > 0 (i.e. triangulaire par blocs modulo @™).

Lemme 3.1.3. Soit n = c¢1 + co. Alors, l'espace des fonctions ¢ € I(x1,x2,s) telles que

oo (3 4)) = xalder(@)oto)

b , , 1 0

pour tout g € G(F) et “ € K(n) est de dimension 1 et est de support Q(F) | _ .7 g

c d w?l, 1,

Preuve. Pour toute suite croissante d’entiers positifs ou nuls t = (¢1,...,t,), on pose Sy =
diag(w', ..., w'). Alors, on a la décomposition disjointe suivante en classes doubles:

o= | aon(g Y)Km

t=(t1,...,tg)
0<ty <<t <n

D’apres cette décomposition, une telle fonction est déterminée par les valeurs

(3.1.3.2) ¢(<}gi ?j))

Iy a4 s 1
Considérons les éléments appartenant a la classe B(Op) ( Og

g
St 14

1, 0 LY N
(8 ) 5) moa=n

(v (det(a) (@) ~ xovatdent@ ol (7)) =0

Par ailleurs, on voit facilement que la relation (3.1.3.b) est équivalente &
b=b (mod @")
dS; = Sia’  (mod w™)

a—a =bS; (mod w")

d—d=Sb ( )

) K(n) s’écrivant de deux

fagon différentes modulo w™:

(3.13.b) <8 Z) @i (1)Z>

On doit avoir
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Sin—ty < c (ie. tg > ¢2), on peut facilement choisir a,b,d,d’,b',d tels que b =
b =0 (mod w"), a = d (mod @"), d =d (mod w"), dS; = Sid’ (mod @™) et tels que
x1(det(a)) # xi(det(d")). En effet, il suffit de choisir d = 1, et a’ de la forme diag(1,...,1,z)
avec x € 1 + @w" O tel que x1(z) # 1. On en déduit que (3.1.3.a) s’annule.

Sit; < co (i.e. n—t; > c1), soit x tel que xo(1+zw') # 1. On peut choisir a, b, d,a’, v, d’
tels que b =V = diag(z,0,...,0) (mod w"), a’ =1, (mod w"), d =1, (mod w™). Alors
d = diag(1 + 2w ,1,...,1) (mod @w"). Donc ya(det(d)) # xo(det(d')) et on en déduit
que (3.1.3.a) s’annule. On conclut que (3.1.3.a) vaut zéro a moins que t; > ¢z et t5 < co.

1, 0,
w?l, 14
dimension au plus 1. A partir des formules ci-dessus, on vérifie sans difficulté qu’il contient

une fonction non nulle de support Q(F) ( %291 (1)9> K(n) =
wolg g

La fonction ¢ est donc déterminée par la valeur ¢(( ) et notre espace est de

0
X1,X2,S

matrice identité. Si c; = 0, on note ¢()):;,X2,s I'unique fonction de support Q(F)iyK (n)
valant 1 en la matrice ¢4.

Si ¢; = 0, on note ¢ I'unique fonction de support Q(F).K(n) et valant 1 en la

Corollaire 3.1.4. Si ¢y = 0 (resp. si ca = 0), la function ¢9<17X27S (resp. ¢?<’;,X275 est

Dunique fonction de I(x1,x2,s) telle que

oo (3 4)) = xxalder(@)ots)

et valant 1 en log (resp. en vy). De plus, si x1 est non ramifié (i.e. ¢c; =0), on a

g(g+1)

-1
0 -1
0 _ - + 0
¢X27X175($) - XQ(w) ngqn(s : )X1X2(VG($))9¢XI17X5175($ (wn?lg Ogg> )

Preuve. Pour la premiere partie, le cas ¢; = 0 est trivial et le cas co = 0 résulte de légalité

ly =1y 1y 04 ly =1y -
0g 1y Iy 1) \0g 14 I

Pour la deuxieeme partie, on voit que les deux fonctions de part et d’autre de 1’égalité
appartiennent a I(x2,x1,s) et on méme support Q(F)i,K(n). Un calcul direct montre
qu’ils ont la méme valeur en ¢y, d’ou le résultat.m

3.1.5. Opérateur d’entrelacement. On conserve les notations et convention du paragraphe
précédent et on considere I'opérateur d’entrelacement local M de I(x1, x2, s) dans I(x2, x1, —S)
défini par I'intégrale:

Mg = [ legng)dn
No(F)
Ici dn est la mesure sur Ng(F') normalisée telle que Ng(Op) est de mesure totale 1. Cet

opérateur est bien défini lorsque Re(s) >> 0 et se prolonge méromorphiquement au plan
complexe.
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Corollaire 3.1.6. On suppose que ¢y =0 et co =n > 0, alors on a:

0 - 1)/2 40
M5(¢X17X27S>(x) =4 nolo+)/ : X2»X1,—s($) =
-1
—ng —n(s+g<g+1>) g .0 (O -1,
x2(w) g i xixe(va(x)) ¢X;17X271’78(a: =1, 0, ).
Preuve. Par le lemme précédent, Ms(gb?(hm’s) est un multiple de ¢9(2;X17*8' Puisque ¢9(2:X175

est de support Q(F)igK (n), le coefficient est donné par la valeur

/ (b?(hxz,s(égnbg)dn = / dn = q_"g(g'i‘l)/?.
el No(w"Or)

La premiere égalité venant du fait que ¢9<17X27S est de support Q(F)K(n) et que Q(F)K (n)N
Nq(F) = Ng(@w"Op). La seconde résulte du corollaire précdent. m

3.1.7. Définition adélique. On donne maintenant une définition adélique des série d’Eisenstein
Siegel. Soient x1, x2 des caractéres de Hecke, on définit I(x1, x2,s) comme ’ensemble des
fonctions lisses sur G(A) a valeurs complexes telles que

+1
det(ay) |* 5

det(as) $(@)

pour tout € G(A) et ai,a2 € GLg(A). Toute fonction ¢ € I(x1,Xx2) est invariante a
gauche par Q(Q), nous considérons donc la série d’Eisenstein E(z, s; ¢) définie par

Ep(z,si0):= Y. ¢x(2)
1EQQN\G(Q)

pour tout z € G(A). Cette série converge absolument lorsque Re(s) >> 0 et se prolonge
méromorphiquement au plan complexe.

o4 o) o) = aldettan)atder(an)

a2

On note Ky(N) le sous-groupe ouvert compact de G(Z) des matrices triangulaire par
bloc modulo N et Ki(N) C Ko(N) le sous-groupe des matrices 7 telles que det(d,) = 1
(mod N). On considere la fonction ¢5 = ¢y ns sur G(A) de support Q(A).Ko(N) telle que

1
s_;'_%

det(aq)
det(dy) |,

pour tout g = gkks € Q(A).Ko(N).Ks. On peut décomposer ¢ en produit de fonctions
¢, avec v parcourant 'ensemble des places de v. Pour v = 00, Yoo = sgn* et

05(9) = (oo, i1g)~*xa(det(dg))xn (det(dk))

1
5+%

det(aso)
det(dso)

pour tout goo = ¢ookoo avee koo € Koo €t oo € Q(R). Pour chaque place v finie, soit x, le
caractere Q associé a x et soit X, le caractere trivial. Avec les notations des paragraphes

Poo(goo) = ¢oo,l<:,s(goo) = j (koo ilg)_kXOO(det(dqoo))

précdents, on a

Qb _ 40
U8 7 FX0,v5Xv,S



GROUPES DE SELMER ET FONCTIONS L p-ADIQUES 49

On vérifie facilement que E(z, s; x, N) est la forme holomorphe associée a la série d’Eisenstein
adélique E(z,s+k/2 — (g +1)/2; ¢?<’N7S+k/2_(g+1)/2).

Plus généralement, on a une décomposition I(xa,1,s) = & I(xv,1,s) et pour toute
fonction ¢y € @y nI(Xv;1,8), on note E(z,s;x,¢n) la la forme holomorphe associée a
la série d’Eisenstein adélique E(z,s + k/2 — (g + 1)/2,<Z~>N78+k/2,(g+1)/2) avec (5]\[,5(1’) =
Ons(zn) 9\,% J(@N) ott 2 = 2.2V est la décomposition de z suivant les places divisant N
et premieres a N respectivement.

Remarquons qu’avec les notations de Shimura [Sh95], on a ¢, ns(z) = ,u(alr)e(gzt)_s_gTJrl

et
+1
En(z,s:¢x,n,5) = Ea(z, 8+ gT; X Ko(N)).
Remarque: Le lecteur prendra garde au décalage de gj—l — k/2 du choix de s dans ce

paragraphe avec celui du paragraphe 3.1.1. Ce dernier est le choix ”classique”, alors qu’ici
le choix est celui de Langlands (i.e. avec ’équation fonctionelle s — —s).

3.2. Equation fonctionelle. On reprend les notations du paragraphe 3.1.7 et on définit
un opérateur d’entrelacement My 5 de I(x1, x2,s) dans I(x2, x1,s) par I'intégrale:

My (6)(z) = /N , Blane)in
Q

Bien entendu, My est le produit des opérateurs locaux M, pour v parcourant les places de
Q. Le principal mérite de cet opérateur global est le équation fonctionelle diie Langlands
[MW]. On a:

Ex(g,s;0) = Ex(g, —s; Ma(9))
Le but de ce paragraphe est d’expliciter cette formule dans certains cas particuliers.

3.2.1. La méthode de Gindikin-Karpelevitch fournir le calcul de l'opérateur d’entrelacement
aux places non ramifiées et a l'infini.

Soit v est une place finie ne divisant pas N. Pour tout caractere x, de Q;, on pose

l9/2]
ag.0(s,x0) = L(25 + (1= 9)/2,x0) ] L(4s +2i — g,x2)
=1
l9/2]
bg,v(s: Xv) = L(2s + (1 + 9)/2, xv) H L(4s —2i+g+1,x3)
i=1

Alors, on a (Voir par exemple [PSR]):

Agu\S; X1,v/ X2,
MU(¢X1,U7X2,'U75) = gv( U/ v)

bgw(8, X1,0/X2,0)

¢X2,U7X1,v7—5

Pour v = oo, nous avons [KR]:
Moo(¢oo,k,s) = ’Yk(s)gboo,k,—s
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avec

I'y(2s)
Fg ( 4s+212+g+1 )Fg ( 4372lz+g+1 )

v (s) = 290728) golg+1)/2

ol on a posé

Ty(s) := 790 DAD($)T(s — =) ... D(s — =)

3.2.2. Produit de séries de Dirichlet. Nous posons

a9(37X) = H ag,v(sa)(U)a

v,v(N)=0
bg(SaX) = H bg,v(57Xv)7
v,0(N)=0
l9/2]
AN (s,x) = L(2s,) [] LV (4s — 2i,x?)
=1

Si N est le conducteur de x, on note Ay(s,x) = Aév(s,x). Soit €(s,x) le facteur epsilon
intervenant dans I’équation fonctionelle

GG(S)L(S7X) = 6(57 X)Ge(l - S)L(l -5 X_1)7
avec
(5, %) = GOON
ou G(x) désigne la somme de Gauss de x et avec

—s+sF -S4+ €

Gels) = ¥ (=)
oue = (14 x(—1))/2. On pose alors
l9/2]
eg(5,X) = €(25 — g,x) [ ] e(4s+2i —29—1,°)
i=1
[9/2]
Yy (8) == G:(25 — g) H Go(4s+2i—2g—1)
i=1
l9/2]
05(s) == G=(1— 25+ g) [ Go(2 — 45 — 2i + 2g)
i=1
On vérifie aisément que
. +1 . 1+ _
(3228‘) ")/g(S)ag(S - L?X) = 59(8)69(87 X)Ag(ig —5X 1)

4
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3.2.3. Une équation fonctionnelle explicite. Pour tout z € Hy, on pose
To(s+k)
Ly(s+k/2)

Alors, on a le théoreme suivant.

Ep(z,s,x,N) = Vo(s+k/2)A (s + k/2,x) En(z, 55 x, N)

Théoreme 3.2.4. Supposons que x soit un caractére de Dirichlet de conducteur N et k un
entier tel que x(—1) = (=1)*. Alors la série d’Eisenstein Gy (z, s;x, N) satisfait ’équation
fonctionnelle suivante:

k Csg— 1 9+1 _
EA(LE,S;X,N):GQ(S+§,X)N 59 kg/zEA(xTvagT_ — 58X laN)

pour tout s € C et x € Spag(A).

Preuve. Pour tout x € Spay(A), on a
EA(JJ, 85X N) = EA(J?7 ¢X7N73+%*QT+1)
D’apres les formules du 3.2.1 et les corollaires 3.1.4 et 3.1.6, pour tout z € Spayg(A), on a

ag(s'sX) rr—sg— -
Mi(v)(o) = s ST N balZg (o)
g(S 7X)

avec Tn g = diag(ly, N.1g)tg et ' = s+ k/2 — (g+1)/4. On en déduit aisément I’équation
fonctionnelle voulue & ’aide de I’équation fonctionelle de Langlands et en utilisant la formule
(3.2.2.a) et 'expression de vx(s). Notons que le traitement du facteur archimédien se fait
au moyen des equations fonctionelles des fonctions Gamma et de la formule de duplication
de Legendre. Le lecteur peut également se reférer & 1’article de Mizumoto [Mi]. =

Lorsque N contient des facteurs premiers ne divisant pas le conducteur de y, ’équation
fonctionelle n’est pas aussi simple. Introduisont la section ¢>1< N Par la formule suivante:

T g+1 by (=3, X) 0
(3.2.4.a) Py N5 = €g(s+ T’X) 1|_1[v WMN(QSXAW,—S)

Pour toute fonction ¢n.s € @,y I (X0, s+k/2—1), soit dn.s € I(xa,s+k/2—1) la fonction
qui s’eétend par les section sphériques canoniques aux places ne divisant pas V. On pose

Lyls )
Ty(s + k/2)

Alors I’équation fonctionelle de Langlands se transcrit par

g+1 _
T —k—six L)

Ex(z, 5%, 6v) = Vi (s + B/2)A9 (s + /2, ) Ba(i o)

(3.2.4.b) Ex(z,s;x, N) = Ep(z,

On considere ’évaluation en s = 0 suivante

alg+1 V2 g~ 1/2\ | g+1 _
Gr(zix ¢n) == N"% EA((% yy—1/2>TN172_k;X ' on)

On va voir que cette série d’Eisenstein s’interpole p-adiquement lorsque k et la p-partie du
conducteur de y varient.
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3.3. Coeflicients de Fourier.

3.3.1. Soit S un ensemble de nombres premiers divisant N. Posons Ng =[] ¢, qz,)(N). Soit
ns € G(Ay) tel que

sinon

_Jog sive S

Soit x un caractere de Dirichlet de niveau N et k un entier tel que x(—1) = (—1)¥. On
considere la série d’Eisenstein

1/2 —1/2
S ) _ Y Y .
E (Z7S7X7N) - EA(( 0 y—1/2 > ns; ¢X7N’S+§_QTH)

Le but de cette section est d’étudier les coefficients de Fourier de 1’évaluation en s = 0 de
cette série d’Eisenstein en vue d’une interpolation p-adique qui sera conduite dans la section
quatre. On va calculer les coeflicients de Fourier de cette derniéere suivant une méthode die
a Shimura [Sh83] dont on reprendra librement les notations.

1/2 —1/2
y it ), on a:

Lemme 3.3.2. Supposons que S soit non vide et posons goo = < 0 —1/2
Yy

Es(zas;X7pr) = Z ¢X,N,s+k/2_%l(’79<>o772)
¥ELgNp(Q)

Preuve. La somme devrait porter sur un systéme de représentants de P(Q)\G(Q). Un
représentant v intervient dans la somme si et seulement si yny; € Ko(NN). Cela entraine que
det(cy) € Z; pour tout v € ¥ et donc que det(cy) # 0, c’est a dire vy € P(Q)tyP(Q). Comme
tgNp(Q) est un systeme de représentants de P(Q)\P(Q)tyP(Q), le lemme en découle.n

3.3.3. Soit v une place de Q. Pour tout z,y € 54(Qy), on pose Yy (zvyy) = e, (tr(zyy,))A°
avec e, (ty) = e2im(—tv) oy §, € Q est tel que ty, — by € Zy si v < 00 et €co(too) = € pour

tout toc € R. On définit également 4 (zy) = [], Yu(zvyy) pour tout z,y € Sy(A) avec

z = (zy)y et y = (yy)p. Pour tout s € Sy, on note 7(s) = 109 18 et 7(s)* = LgT(S)Lg_l.
g
Soient gy € G(Ay) et h € S4(Q), on pose
b(googss by s, X, N) == / Ea(7(8)9009f, 8 X N)a (hs)ds
S4(4)/54(Q)
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Si gf = ns avec S non vide, on a donc par un calcul similaire & celui de [Sh83]:

b(goonSa h, s, X, N) = /S’ ) (bx,N,s(LgT(S)nSgoo)wA(hS)dS =

H/S Pro,Ny,s (LgT(50) ()00 (hsy)ds, X

<00 fi( U

/ (z)Xoo,S(LgT(Soo)goo)wv(hsoo)dsoo =
Sg(R)

Ng(g+1)/2£(y,h k+5/2,5/2) Hgv Xo, I 8) H aw(h, Xo (@) gy )

v|N v< o0
vgS v(N)=0

avec
E(y,h;s,s') = / Voo(—hs)det(s + iy) ~*det(s — iy) % ds
Sg(R)

la fonction hyper-géométrique confluente étudiée par Shimura dans [Sh82],

§o(Xws Py 8) :—/S(Q )‘bxu,S((g ;pl))wp(hsp)dsp

et enfin pour tout v < 0o, ay(h,t) € Z[[t]] désigne la série formelle de Siegel associée a h et
v (voir par exemple [Sh83, (3.21)]).

Pour tout h comme ci-dessus (local ou global) et non dégénérée, on note Dj, son dis-
criminant (i.e. Dy, := (—1)19/21229/2det(h)). Si h est équivalente & diag(h’,0) avec h’ non
dégénérée, on pose Dy, := Dy.

Rappelons que ay,(h,t) est une fraction rationelle qui lorsque g est impair est de la forme

(g-1)/2
ay(h,t) = Py(h,t).(1—t) J] -(1—qt?) x Bu(h,t)
=1
avec
l9/2)
—¢9) 1H G222 $ih—0
[(g—r—1)/2]
Bu(h,t) = H (1- q%,g " 21t2)71 si r est impair
i=1

[(9— T)/2 '

(1—&07/2q9 /%)~ H ¢297 24271 & 1 est pair non nul
=1

avec r le rang de h, § = (—v) et & = (E(h ) ou €(h) est I'unité de Z, égal au quotient
de det(h,) par une puissance de ¢, et Ph( ) est un polynéme ne dépendant que des di-
viseurs élémentaires de h dans Z, et valant 1 si Dy, € Z). On vérifie aisément a partir
des définitions que les fonctions &, (h, xp, 5) et respectivement o, (h,t) ne dépendent que des
diviseurs élémentaires de h dans Z, respectivement Z,,.
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Les deux lemmes suivants seront utiles dans le dernier chapitre de cet article pour con-
struire une interpolation p-adique des series d’Eisenstein-Siegel.

Lemme 3.3.4. Soit v une place finie divisant N. On note x. la restriction de Xy @ Zy .
Alors, il existe un polynéme R(h, x:, v(N);T) en T a coefficients dans Z[1/q,] ne dépendant
que de h, x} et de v(N) tel que

Rl o) 6 (0)a7) = €O 1= | (@)%,s((‘f ;j>>wp<hsp>dsp

Preuve. Puis que I'énoncé est local, on le démontre avec les notations du paragraphe 3.1.2
F=Qu, O=12Zy,n=0v(N), w, =qy et ¢ =#(0/w.0). On pose x = Xu, ¥ = ¢y et
on note ¢y.s = Pfrmlo]——,x,s Lour tout matrice T € Sy(F), on pose v(T) et on appelle
valuation de 7' la valuation minimale des coefficients de T'. Pour tout entier m, on note S,
I'ensemble des matrices de valuation m. Puisque le support de ¢, s est Q(F)K(n), on a

0 —1 0 sidet(T)=0ousiT €S}, avec m > —n
¢x,s( ) — _g—gtl .

1 T x(det(T))|det(T)] 1 sinon
En remarquant que S}, = @™.Sj, on en déduit que

ﬂmh$=ém%AG;wme:

S x(m)g et S / x(det(T))(hew™™T)dT

*

Il est clair que ¢, = fs* (det(T))y(hw™™T)dT ne dépend que de x|px et h et que

cm € Z[1/q]. Pour démontrer le lemme. il suffit donc de montrer que ¢, est nul pour m
suffisament grand. Pour cela on décompose S; en un nombre fini de classes modulo I'action
de 1+ @"M,(O) par x.T = z'Txz. Soit (T});cr un systeme de repréentant de ces classes.

On a donc
Cm = Zx(det(Ti)./ Y(w "hiaTix)de
i 1+wn My (O)

et il est aisé de vérifier que les termes de cette somme s’annulent lorsque m est supérieur a
la somme du maximum des valuations des coefficients des T; et du maximum des valuations
des coefficients de h.m

Lemme 3.3.5. Soit x un caractére de Dirichlet et supposons que S1 1Sy soit une partition
de l’ensemble des premiers divisant le conducteur de x. Alors, on a ’équation fonctionelle
sutvante

N2 TT Bolha x(a)ay ™) T €o(hn xurs) =

v<00 vEST

N 2T Bulhxt@)a ™) T €olhxos )

V<00 vES
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Preuve. Cela résulte de I’équation fonctionelle du Théoreme 3.2.4 et du calcul précédent en
prenant pour N le conducteur de y et avec S respectivement égale a S et So.m

3.4. Séries d’Eisenstein-Klingen.

3.4.1. Notations et définitions. On pose G = GSp4. Soit P C G le sous-groupe parabolique
de Klingen défini par

P = {7 € Glaa(7) = c2(7) = 0,¢3(7) = d3(7) = 0,ca(y) = 0}

On considere sa décomposition de Lévi P = MN avec N son radical unipotent et M son
sous-groupe de Lévi standard (i.e. contenant le tore des matrices diagonales). On fixe
I'identifiera avec GLo X G,, au moyen de I'isomorphisme défini par

Qg 0 b 0O
| 0 det(x)tt 0 0
(z,t) = m(z,t) = o 0 4, 0
0 0 0 t
pour tout x = Cch Zx € GLy et t € Gy,. On considere le caractere de P défini par
X €T

S(m(z,t)n) = |det(z)?*t~4|5 pour tout x € GLg, t € G, et n € N. On en fait uncaractere

A~

de G(A) en posant 6(g) = d(p) pour tout g = pk avec p € P(A) et k € G(Z). K.

~

Soit N un entier positif. On note Ko(N) (resp. Ki(N)) le sous-groupe de GL2(Z) des
matrices triangulaires supérieures (resp. unipotentes supérieures) modulo N.

~

On considere Vy(INV) (resp. Vi(N)) le sous-groupe de G(Z) constitué des matrices dont
la réduction modulo N appartient au Borel Standard (resp. son radical unipotent). On
pose aussi V/(N) = 7nV;(N)7y' avec v = Diag[la, N]ia. Le sous-groupe Vj[N] est
donc l'ensemble des matrices v = <Z7 27> € G(z) telles que cy est triviale et d, est

A
triangulaire supérieure modulo N. Pour tout sous-groupe de congruence A, on notera

A(N) = ANV[N].

3.4.2. Série d’Eisenstein. Soit AY(M(Q)N(A)\G(A),s), I'ensemble des fonctions lisses ¢,
sur G(A), invariante a gauche par M(Q)N(A) et telles que

o ¢.(ag) = 6(a)*/*1/2¢,(g) pour tout a € Zn(R).
e Pour tout g € G(A), la restriction de g.¢s & M(A) est une forme automorphe
cuspidale.

Pour tout ¢ € A°(M(Q)N(A)\G(A), s), on considere la série d’Eisenstein:

E@)(z) = >, 6w
YEPZ1(Q\G(Q)
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Depuis Langlands (cf. [MW, Thm IV.1.8.a]), on sait que cette série est convergente lorsque
Re(s) >> 0 et se prolonge en une fonction méromorphe de la variable s sur C.

3.4.3. Soient un entier naturel k > 2 et y un caractere de Dirichlet modulo N tel que:
(3.4.3.a) x(=1) = (=1)*

Soit h une forme modulaire cuspidale elliptique de poids k, niveau N et de nebentypus
1. On note hy la forme automorphe correspondante sur GLa(Ag). On suppose que hy
est propre pour les opérateurs de Hecke de support premier N. Par hypothese, elle vérifie
également

ha(gk) = ¢(di)ha(g)

pour tout g € GLa(A) et k € Ko(N).

On définit la fonction ¢ = ¢p, s sur G(A) par ¢(z) =0siz ¢ P(A).Vj(N)K et pour
T = pruzkss € P(A).V{[N]Ks, on pose

B s (@) = P ()X (da(Pa)da(u) )ik (Foor 1) ha (1 (pa)) 5 () 2412,
On vérifie facilement que ¢p, 1 s(VZ) = dn, y,s(z) pour v € P(Q) et on pose pour s € C,
EA(.’L‘,S;}LA,X, N) = E(¢hA,X,s)(x) - Z ¢hA,x,s(g$)
7EP(Q\G(Q)
Cette série est convergente pour R(s) >> 0 et se prolonge en une fonction méromorphe sur
C. De plus, on a la relation:
Ep(zu, s;ha, x) = (di(u)x(da(w)) Ea(z, s; ha, X)

pour tout u € Vj(N). On note E(z, s;h, x, N) la forme modulaire (non holomorphe) corre-
spondante sur Hs.

3.4.4. Pour toute forme modulaire elliptique f de poids k et niveau N propre pour les
opérateurs de Hecke, on pose

T LN (7 (f) © x,25 +1)
(20)k225+k (s + 1+ k/2)
On note G(z,s; f,x,N) la forme de Siegel de poids k associée a cette forme automorphe
adélique.

Gu(z,s; fa,x, N) = Ep(xryt 85 (Flemv)a, xo N)

3.4.5. Il est utile de généraliser les définitions précédentes. Soit m = 7 (f) la représentation
cuspidale engendrée par fy. On note A°(M(Q)N(A)\G(A), s)r, le sous-espace des fonc-
tions de ¢ telles que pour tout g € G(A), ¢p(m(x,t)g) = xa(t)p(m(xz,1)g et m — p(m(z,1)g)
est une forme cuspidale sur GLz(A) engendrant 7. On voit aisément que A°(M(Q)N(A)\G(A), 8)x
s’identifie canoniquement a I(m, x, s) 'ensemble des fonctions ¢ de G(A) dans I'espace des
formes cuspidales correspondant &  telles que ¢(m(z,t)g) = x; ' (t)z.¢(g)d(m(z, t))*/>+1/2,

On a également une définition locale de ces induites paraboliques. Soit v une place de Q
et soient respectivement o, et x, une représentation irréductible de GL2(Q,) et un caractere
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de Q. On note I(o, ® Xy, s) I'induite parabolique définie comme 1’ensemble des fonctions
lisses ¢, de G(Q,) dans m, vérifiant la relation

dus(m(z, )ng) = X, ()ou(2).60,5(9)8(m(x, 1))/ *+1/2})
pour tout t € QF,x € GL2(Qy),9 € G(Q,). Pour une telle fonction ¢, s, on pose ¢, =
$y,—1/2 de telle sorte que 'on a la relation ¢, (z) = bo(2)8(z)/2+1/2,

3.4.6. On va considérer certaines fonctions lisses ¢5 € I(7(f), x,s) C A°(M(Q)N(A)\G(A), s).

7

Avec h = f|rn, on a déja consideré dans le paragraphe précdent la fonction donné par
Dhyxs € L(m(f): X, 8) avec et @, xs(7) = ¢hA,x($)5($)s/2+l/2.

Pour définir des sections ¢ plus générales, nous allons les décomposer en produit de
sections locales. Pour cela, il convient de fixer un isomorphisme

(3.4.6.a) m(f) Z o ® ® Ty

avec oy, la representation unitaire de GL2(R) telle que oy|gr,r) est isomorphe a la série
discrete D; de SLo(R) holomorphe et de K-type minimal koo +— j(koo, 1) 7"

Pour chaque place finie v , on fixe un nouveau vecteur ¢, € m,. Si v est premier a NV, on

consideére ¢9ru,xv, s € I(my ® Xv, s) P'unique section invariante a droite par G(Q,) et telle que
grv,xv,s(l) = Yo

Pour v = o0, on fixe ¢ un vecteur de plus bas poids dans la série discrete oj et
on considere ¢ s € I(01,s) I'unique section telle que ¢oo s(ghoo) = 7(koo,1) Fhoos(g) et
Poo,s(1) = Poo-

On en déduit une décomposition ¢n, y.s = [, Oh,x.0.s telle que dp, o5 = <Z>9rv7xu’s pour
tout v premier a N et ¢p, y.00,s = Poo,s-

Soit maintenant une section quelconque ¢y s € @, N1 (7, Xu, $). On peut la décomposer
sous la forme ¢y s = HU|N Gu,s avec ¢y s € I(my(®x0,s). On pose alors

d;N,s = d)N,s ®v|/\] gbhA,x,us € I(T('(f), X S) C AO(M(Q)N(A)\G(A)v S)

Etant donnée une fonction ¢y s comme ci-dessus, on pose ¢ = ¢y 1_p/2 et on considére
alors les séries d’Eisenstein suivantes:

Ep(z,s; f,x, dN) = ZyeP(Q)\G(Q) gZ)N,s(gx)
w. LN (7 S —
GA(‘T7 S; f7 X5 ¢N) = (21§k2g§££)((§$712+2_/12)) EA(J;TN17 S f7 X5 QsN)
Gk(zafaX7¢N) = %G(Nz?l - k/2ﬂf7X’¢N)

Lorsque ¢y = gb?‘\n\ux, N> on retrouve les séries d’Eisenstein que nous avons définies aux

paragraphes préccients (remplacer ¢ par N dans les notations).

3.5. Opérateurs d’entrelacement.
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3.5.1. Définition. On considere My désigne 'opérateur d’entrelacement défini par
My : AY(M(QN(A\G(A), 5) — AY(M(Q)N(A)\G(A), —s)
défini par

O O =
O O O
—_ o O

M(¢)(I) = N(A) Qb(w()nl')dn avec woy =

OO = O

0 -1 0

Cet opérateur n’est a priori défini que lorsque s >> 0 mais il admet un prolongement
méromorphe & C [MW, Thm IV.1.8.b]. Une des propriétés fondamentales de cet opérateur
est ’équation fonctionnelle:

E(¢) = E(M(9))

Il sera également tres utile pour le calcul des termes constants de E(¢).

Pour Re(s) >> 0 et toute place v de Q, on définit M, par
My(pv,5)(9) :/ bv,s(wong)dn
N(Qv)

pour tout ¢, € I(m, ® Xy, s). On vérifie facilement que M, entrelace I(o, ® xv,s) avec
I(UU & X;lv _S)‘

Si m = ®! m, est une représentation cuspidale de GLy(A), I(m ® x,s) = QL I(7y @ X, S)
s’injecte naturellement dans A°(M(Q)N(A)\G(A), s) de la facon suivante. Soit ¢s € I(7®
X, 5), son image dans A°(M(Q)N(A)\G(A), s) est la fonction automorphe définie par g >
#s(g9)(1). Alors, larestriction de My & I(7®Y;, s) entrelace cette derniere avec I(r®@x !, —s)
et on a My = ®! M,,.

Lemme 3.5.2. Soit My, lopérateur d’entrelacement archimedien entre I(ok,Xoo,S) et
I(ok, Xoo, —S). Alors on a:

Moo (Poo,s) = ao(2s + 1 — k)a_r(2s)ag(k + 25 — 1)poo,—s
avec pour tout entier 1,
. J4] .
T'((s — 2 —
(s =2 T/ pr =g
I((s—1i|+1)/2) s+ il +1—2j

j=1
En particulier pour s =1 —k/2, on obtient:

Moo (@1_1s2) = 725 oy 04
Preuve. Posons G' = Spy(R), D son tore diagonal et B le Borel standard. Soit L =
GLy(R)* = {m(z,1) z € GLy(R) |det(z) = £1} et A=RS xR = {m(t, ') t,t' € R}}.

On va se ramener au cas du rang 1 en décomposant M, en opérateurs d’entrelacements
associées au symétries élémentaire du groupe de Weyl de G. Pour cela, on doit d’abord
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plonger I(oy, s) dans une serie principale induite de B. Pour k > 0, on a la suite exacte de
representations de L(R):

0— op — Indp, (5, ® [k —1] = W), — 0

oil 0y, est le caractere de {diag(+1,41} tel que 6p(—Id) = (—1)**1 et [k] est le caractere
de By, le Borel standard de L = SLy(R), défini par

(g 5 =t

et Wi est une representation de dimension finie de L. Soit
oc : {diag(£1,£1 + 1,41} N Spy(R) — {£1}
défini par dg(t1,ta,t1,t2) = (t1t2)*. Soit \; le poids de t I'algebre de Lie du rore diagonal
de Sp4(R) définis par
Ni(diag(z1x9, —21, —12)) = X;

On a:
"(R)
(R)

et par transitivité de I'induction unitaire, on obtient

I(ok,s) — Indg (IndﬁB (0L ® e(k—l)h) ® 6—25/\2)

I ndG/ (R)

) (Indp, (5p @ eF M) @ e 2% = Tndf 6 @ kD2

Soit ¥, 'image de @ dans cette derniéere induction. On va déterminer 'image de W, par
un opérateur d’entrelacement défini sur cette derniere induction et que l'on va pouvoir
decomposer en trois opérateurs élementaires. Pour tout caractere v de B, on considere
Iv)=1 ndgy ® ePB ol pp = A1 + 2A2 est la demi-somme des racines intervenant dans le
radical unipotent de B.

Soient s. et s; les symétries élémentaires du groupe de Weyl de Sp4(R) associées respec-
tivement aux racines simples A1 — Ay et 2)\;. En identifiant s. et s; avec les éléments du
normalisateur N (t) de t dans Spy4, on a:

0 010 0 1 0 0
L 0o 100 o_| 1o 0o
=1 =100 0 c~1 0 0 0 1

0 00 1 0 0 —1 0

Pour w € N (1), soit A(w) 'opérateur défini par

A(w).f(x) = /N - fw™tnz)dn

C’est un opérateur de I(v) dans I(vow). On a wy = S¢.s;.5. et A(wp) = A(sc)oA(s;)oA(s.).
Pour tout caractere v, soit ¥, € I(v) tel que U, (ks) = j(koo,i)™*. Il existe un nombre
complexe a(w,v) tel que A(w).¥, = a(w, V)P0, de tel sorte que

A(sc.51.5¢). W, = a(Sc, v 0 sesp)alsy, v o se)a(se, V)Wyos, s s.
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Pour v = exp((k — 1)A1 + (25 —2)A2), on a v o s, = exp((2s — 2)A1 + (k — 1)A2),v 0 5.8 =
exp((—2s 4+ 2)\1 + (k — 1)A2) et v o sesps. = exp((k — 1)A1 + (—2s + 2)A\2). Par ailleurs, il
résulte facilement des formules de [KS, section 5] que:

a(se, exp(riA1 + x2X2)) = ap(x2 — 1) a(sy, exp(x1 A1 + x2X\2)) = a_g(x1)

Le lemme découle facilement de ces formules.m

3.5.3. Calcul au places sphériques finies. Soit v une place finie de Q. Soit 7, une représentation
sphérique (i.e. non ramifiée) de GL2(Q,) et x, un caractére non ramifié de Q.. Rappelons

que I'on anoté ¢ € I(0y ® X, 5) et ¢2 wils € I(0, ®x, !, —s) les fonctions sphériques
(i.e. invariante par translation a droite par G(Z,)) valant ¢, en l'identité. Par Langlands

[L1], on a:

L(7ty ® Xv,25)
L(7ty ® Xxv,25 + 1)

0 0
Mv(d’v,xv,s) = ¢U7X;1

,—S
3.6. Termes constants.

3.6.1. Termes constant et opérateurs de Siegel. Rappelons que pour toute forme de Siegel
F e M(T,C), on désigne par Fj la forme automorphe correspondante définie sur G(Q)\G(A).

On note alors (Fj)p la fonction ”terme constant” associé au parabolique maximal P ¢ G
de décomposition de Lévi P = MIN. On a donc pour g € G(A):

(Fa)p(g) = / Fy(ng)dn
N(A)/N(Q)

avec dn la mesure de Haar quotient de N(A)/N(Q) de mesure totale 1. On vérifie sans
difficulté que

(3.6.1.a) (PF)a(z) = (Fp)p(m(z,1))
pour tout = € GLy(A).

3.6.2. Pour tout ¢ € A°(M(Q)N(A)\G(A),s) pour laquelle E(¢) est définie, le calcul du
terme constant de E(¢) est donné par la formule suivante (cf. par exemple [MW, Prop.
I1.1.7)):

(3.6.2.2) Ep(¢) = ¢+ Ma(9)

3.6.3. Soit my = ®,nTy. Pour tout pn € 7y, on considere z — g(z, ) la forme mod-
ulaire de poids k associée & la forme automorphe adélique ga(pn) = on ® @~ modulo
I’isomorphisme (3.4.6.a) avec N le produit tensoriel des fonctions sphériques ¢, pour v
premier a N.

Proposition 3.6.4. Soit v € Sps(Q), alors

N 7 _
B(Gute,5: o)) 2) = N EIDE S =R e M (on) 031
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Preuve. On a

G(g,s:fx, N)p = T LN (7 (f) ® x,25 +1)

(20)F225HE (s + 1 + k/2)

Par ailleurs grace au lemme 3.5.2 et au paragraphe 3.5.3 , on déduit la relation suivante
(modulo I'isomorphisme (3.4.6.a)):

LN(ﬁ—(f) & X 2s + 1)'MA(Q~5N,S) = 7r2'2k_1'LN(7Ar(f) & X5 25)'M(¢)N,s) X H ¢hA,X,v,s
vV
En tenant compte de ce que LV (7(f) ® x,3 — k) = 0, on évalue les formules ci-dessus en

~1/2
s=1—k/2et pourgzm((

(On,5(9) + Ma(dn,s)(9))

/2w
: -1 . ..

0 =172 >’Yf ;1) avec z = u +iv € Hy et vy I'image de

v dans G(Ayf). L’énoncé de la proposition s’en déduit immédiatement en tenant compte de

nos définitions et identifications.m

3.6.5. On considére maintenant le cas ou N = Nyp" avec Ny premier a p, ici X désigne
I'ensemble des places divisant N et premieres & p. Pour toute fonction ¢y, s € I(7(f)s, x5, s),
soit ¢y = ¢x1_/2- On considere la série d’Eisenstein

Gk(Z, S; fa X ¢Z7pr) = Gk(Z, 3 f7 X ¢N)

avec Pns = Ox.s X On, yps- On définit également ga(px) = ¢x ® ¢, ® ©N ainsi que
z + g(z,y) comme au paragraphe précédent avec ¢, la composante locale de fy en p.

Soit My, = [],ex; My le produit des opérateurs d’entrelacements aux places de ¥. On a
alors le corollaire suivant.

Corollaire 3.6.6. Soit v € Sps(Q) N I, alors

B N3fk/2LN(%(f) ®x,2— k)

Q(Gr(*, 8 f, X, s, 0") k) (2) = Ny, (1)F23k+2, x g(z, Ms(¢x)(75"))

Preuve. D’apres la proposition précédente, il nous faut calculer M (¢ s)(y) avec ¢, 5(g) ==
¢hA,x,p,s(g7};l)' Le support de ¢, est exactement P(Qp)wo.I, (c’est la fonction ¢’ de la
preuve de la proposition 3.7.5). Puisque ¢, est invariant a droite par I,, il suffit de traiter
le cas v = 1. Rappelons que

M(pa) () = /N o, Gosluom)an

On a won € P(Qp)wol, si et seulement si n € walP(Qp)woLn NN(Qp) = I, N N(Qp).
Comme ce sous ensemble est de mesure p~", on en déduit que

M(d’p,s)(l) = pirgﬁhA,x,p,s(wOTp_Tl) = pir(72is)7rp(7—p71)'vp
vp étant le vecteur de m, correspondant a ha dans la décomposition (3.4.6.a). Lorsque

s=1—k/2, on a obtient donc p~37*7*/ 27rp(7'p71).vp. On en déduit la formule du corollaire.
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3.6.7. Etude de l’arithméticité des termes constants. Remarquons d’abord que puisque My =
[L,es. M, est un opérateur local en les places appartenant a 3, il commute aux operateurs
de Hecke T,, avec m premier & Ny;. On en déduit aisément que

(3.6.7.a)  a(mn,g(x, Ms(¢x)(y™)) = a(m, f).a(n, g(x, Ms(¢x)(v ™))
pour tout entier m premier a Ny, et tout entier positif n.

Le but des pages qui suvent est de choisir ¢y au mieux pour maximiser les propriétés
d’intégralité de a(n, g(*, M(¢ps)(y~1))) pour les n divisant une puissance de Nx.. Pour ce
faire, le controle de l'intégralité sera obtenue grace au modele de Whittaker de mx; et de
I'induite semi-locale associée & sy et x. Le lecteur est avisé de lire 'appendice A avant de
poursuivre sa lecture.

3.6.8. Soit Ay I'anneau semi-local [],c5; Q,. Pour H un groupe algébrique sur Q et tout
élément o € H(Q), on note ayx son image canonique dans H(Ay). Plus généralement
pour tout objet global, le rajout de I'indice X signifiera que I’on regarde 1’objet semi-local
relatif a Ay qu’il induit. Par exemple, 7y désigne le produit des composantes locales
de la représentation cuspidale 7 = 7(f) aux places dans X. Soit C*°(GL2(Ay),7my) C
C>®(GL2(Ay)) le GLy(Ayx)-sous-espace engendrée par fy la restriction de fy & GLo(Ay).
De méme, on notera gs(ps) € C°(GLa(Ay), mx) la restriction de ga(¢s) & GL2(Ay). Soit
¥y, le caractere (additif) de Ay, défini par

Us((To)ven) = e(D_ x0)
vEY
On le considere également comme un caractere sur le sous-groupe des matrices unipotentes

11’2

supérieures de G Lo(Ay) en posant s ( (0 1 >) := ¢y (xy) pour tout xy = (xy)yex € Ay.

Soit Ay la fonctionnelle de Whittaker sur C*°(GLa(Ay),mx) valant 1 en fy, associée au
caractere ¢y;. Pour tout g, € C°(GL2(Ay), s), on pose

Wis(92)(7) == An(7.95)
Un calcul élémentaire et bien connu montre que pour tout entier n divisant une puissance
de Ny, on a:

(36.8.2) alinglrps) = Waslases)((3 7))

3.6.9. Induction, fonctions de Whittaker et intégralité. Etant donné une fonctionnelle de
Whittaker A, pour un caractére non dégégnéré 1) sur une représentation (o, V;) d’un groupe
G sur un produit fini de corps locaux, on note Wh(A,,1,C) le modele de Whittaker cor-
respondant ainsi que W)_(v) la fonction de Whittaker associée a tout élément v € V, de
lespace de o (i.e. définie par W)_(v)(g) = As(c(g).v)).

Soit Np le radical unipotent du sous-groupe de Borel standard de G. On fixe un pro-
longement de ¢y, vu comme caractére de Np(Ay) NM(Ay) & Np(Ay) de noyau contenant
Np(Ay OZ) D’apres Casselman et Shalika (voir appendice), il existe une unique fonction-
nelle non nulle Q = Q. o s sur I(7s, x=,8) = [[yex 1(7(f)v ® Xo, 5) telle que pour tout
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ouvert compact K € G(Ay), il existe Ng(K) C Np(Ay) un sous-groupe ouvert compact
tel que pour tout fonction K-invariante ¢y, € I(my, X5, S), on ait:

(3.6.9.a) Q¢x) = /N o Ars (05 (won) ) (n)dn

Dans ce qui suit, pour alleger les notations, nous posons A = Ar,,. Soit Ny(K) = Ng(K)N
K N Keriy. Ce groupe est ouvert dans N(K) donc d’indice fini, on prend Sk un ensemble
de représentants des classes & droites N(K)/N’(K). Dans ce qui suit, on renormalise la
mesure de Haar sur N(Ay) de telle sorte que N'(K) soit de volume 1, ce qui ne créera aucun
probleme lorsque 'on considerera les structures entieres p-adique car p et N sont premiers
entre eux. Alors on a:

(3.6.9.b) Qrolp) = D Ao(p(won))p(n)
neSk

pour toute ¢ invariante a droite par K.

Ceci permet de déterminer deux réseaux comparables de I(my, x5, S0) avec sg € %Z.
En effet, soit L un corps de rationalité pour 7(f) et x8%0/2+1/2 contenant les racines de
I'unités suivant les puissances de Ny et A C L l'anneau des entiers de L localisé en p.
Soit L(ms, A) C mx le réseau des vecteurs v tels que Why(v)(g) € A. C’est un réseau
admissible de 7y, au sens de [Vig2]. De méme, on peut définir L(I(ms, xx,S0),2s,) le
rseau de I(7y, X%, So) déterminé par la fonctionnelle de Whittaker €g,. La relation 3.6.9.b
entraine I'inclusion

(369C) I(L(va )‘) ® Xz, 80) - L(I(’/Txa Xz 80)7 QSO)

Proposition 3.6.10. L’inclusion 3.6.9.c est une égalité seulement lorsque la reprsentation
induite est résiduellement irréductible modulo ’ideal maximal de A. Par contre, une fonc-
tion dans le plus grand réseau ayant son support dans P(Ax)woVi(Nx appartient également
au premier.

Preuve. Cela résulte du lemme A.3.1.m

3.6.11. Entrelacement et fonctions de Whittaker. Soit My, = HvEE M, Vopérateur d’entrelacement
semi-local

My, : I(ﬂ-27 Xz, S) = I(ﬂ-Ea X% _5)
La composition 2_g o My est une fonctionnelle de Whittaker sur I(my, x5, s) C’est donc un
multiple de € et il existe un coefficient méromorphe en s que 'on note Cy, (75, xx, s) tel
que:
(3.6.11.&) QS :Czpz(Wz,XZ,S)Q,SOME
C’est le produit des coefficients locaux définis par Shahidi. En d’autre terme, on a:

(3.6.11.b) Wa, . (Ms(¢x)) = Cys (15, X5, )" Wa, (45)

c’est a dire que sur les modele de Whittaker, 'opérateur d’entrelacement est juste la mul-
tiplication par le coefficient C(7y, x5, s, s) L.
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Lemme 3.6.12.

C’l/)g (7?27 Xz, 8) = H 61/11;(287 %(f)v & X’U)
vEX

L(l — 287%(10)1) ® X;l)
L(2S’%(f)v ® Xv)

Preuve. En fait pour tout v, on devrait avoir

L(l — 287%(;70)1) ® X;l)
L(2s,7(f)o ®X)
Si v = oo ou si m, est non ramifiée, cette formule est démontrée dans [Sha2, 3.2, 3.4] Le

lemme résulte donc de la comparaison des équations fonctionnelles de Gelbart-Jacquet [GJ]
et de Shahidi [Shal.m

C¢’u (ﬂ-va S) = 5(283 %(f)v X Xv)

3.6.13. L’évaluation en s = 1 — k/2 donne donc:

Cys (s, x5, 1 = k/2) = Hewu(z — k. 7(f)v ® xo)

v|N

L(k — 17%(]0)1) ® X;l)
L(2 - ka%(f)v X Xv)

On en déduit la proposition suivante:

Proposition 3.6.14. Soit ¢y € I(L(ms,\) ® xx,1 — k/2) telle que la fonction x
My (¢x)(x7Ny,) soit de support contenu dans P(Ax)woVi(Nx). Alors pour tout v € Spa(Q)N
I., on a

L} (7
PGl oo Mh(2) € T TSI TT (k- L (7, @0 Al
vEX

avec A l'anneau local défini dans le paragraphe précédent la proposition 3.6.10 et g = e(z).

Preuve. D’apres la proposition 3.6.10 appliquée a sp = k/2 — 1 et Mx(¢x) et le lemme
préédent, on voit que My (ds)(75')) € Cypg(ms, x5, 1 — k/2) M (L(7s, \) ® xx, k/2 — 1).
On conclut facilement en utilisant le corollaire 3.6.6 et les formules 3.6.7.a, 3.6.8.a.u

3.6.15. Le bon choiz de ¢x.. Pour tout x de conducteur divisant IV, les fonctions ¢7 . n.s
définis au paragraphe 3.4.6, se décomposent en un produit local canonique cb?{kx’ Ns =
[Ton #2, \..s- Notons que pour chaque v|N, ¢J*  est de support contenu dans P(Q,)woKp(Ny)
avec Kp(N,) C G(Z,) le sous-groupe d’Iwahori associé & B de profondeur NV,. On pose

1

-1 0
51,58 = C¢2 (772 & X2 Xy » =S ) (QS:@X X ,—S)

et on note 7T2 s SOn évaluation en s =1 —k/2.

Lemme 3.6.16. La fonction ¢71TE,X2,S satisfait les hypothéses de la proposition préccfente.
Autrement dit, on a les propriétés suivantes:

(i) la fonctwn Ms (gL, Xz)
(ii) Soit sy € 3Z, alors ¢}

a support dans P(Q,)woKp(Ny)

e xa,so ApPartient au réseau L(I(ms, X5, 50), Qs )-
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Preuve. Soit ¢(g) = 2®X -1 73(97'1\_71)‘ Par la relation globale My (Ma(¢)) = ¢ et le fait

que la fonction ¢ et Popérateur My se décomposent en produit local, le point (i) résulte de
ce que ¢ est de support contenu dans G(R).P(Af)wg.Vi(N).

Pour le point (ii), on sait que gb?r Do —s0 € I(L(ms, \)®@xs, Xgl, s0) et ’énoncé résulte

donc de la définition de Cyy, (75 ® X3, X5, —50) =

3.6.17. Pour tout couple (f, x) de niveau Nxp", on note GE(Z, fyx,p") la série d’Eisenstein
Gr(z, f, X, ¢%,p") avec ¢, la section définie au 3.6.15. Par la proposition 3.6.14 et le lemme
3.6.16, on a le corollaire suivant:

Corollaire 3.6.18. Pour tout v € Sps(Q)N I, on a

{rt(z
Galesst o e (2) € T = Tk 170 061l

avec A l'anneau local p-adique défini dans la proposition 5.6.10.

Lemme 3.6.19. Supposons que x, = 1 alors l’évaluation en s = 0 de Cy, (5,7 (f)v, 1, —8).-My(dr(£), 1,5)
est égal a ?T?f)v 1.0

Preuve. L’opérateur ¢, — Cy, (8, 7(f)v, 1,8).My(hv,s)|s=0 entrelace I(7(f)y,1,0) avec lui-
méme. Comme cette derniere représentation est irréductible, cet opérateur est un scalaire.
Mais par la relation 3.6.11.a ce scalaire est 1. D’o1 le résultat.m

Pour la suite, I’équation fonctionnelle suivante sera utile:

Proposition 3.6.20. Supposons que f soit depoids k et niveau N et x un caractere de
Dirichlet de conducteur N. Alors on a la relation suivante:

Gr(z k/2 =1 f @ x, X, N) = Gi(2:1 = k/2, f.x, o)
avec d)}v la section définie comme au 3.6.15.

Preuve. Posons ¢n,—s := [], N »0* © . Par un théoreme de Langlands, nous avons
’ Ty Xva y

I’équation fonctionnelle:

Ep(¢N,—s,—5) = Ep(Ma(dn,—s), s)
Par le lemme 3.5.2 et la sous-section 3.5.3, on a
LN(_287 ﬁ-(f) ® X_l) (b
LN(1 = 2s,7(f) @ x~1) xs
X MN(QZ)?\};S) X ag(—2s+ 1 —k)a_(—25)ag(k — 25 — 1)Poo s

MA(&N,—S) -
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Rappelons que Ga(s, f,x, on) = LV (25 4+1,7(f) ®X)EA(¢N,3¢;LN,X75). A partir des formules
ci-dessus, on obtient donc:

LN(QS + 17 ﬁ-(f) & X)GA(_Sa f7 X5 ¢N,—S) =
LN (=25, 7(f) @ x Yao(—2s + 1 — k)a_g(—2s)ao(k — 25 — 1)Ga(s, x, My (dn.—s)

Par ailleurs, I’équation fonctionelle satisfaite par L(s, 7 (f) ® x), entraine que

LN(=2s,7(f) ® x™")
LN(2s+1,7(f) ® x)

My(éN,—s) =

<[] Cun (=25, 7(F)o @ x0r X0 ') X My (n,—5) = S s
v|N

On évalue maintenant en s = 1 — k/2. En combinant ceci avec les deux dernieres égalités,
on obtient le résultat désiré.m

3.7. Opérateurs de Hecke.

3.7.1. D’apres la section précédente, la série d’Eisenstein (f, f);,le(z;f,X,qSN) est une
forme de Siegel holomorphe définie sur le corps des coefficients de Fourier auquel on a
ajouté les valeurs de x. On va s’interesser a ’action des opérateurs de Hecke sur celle-ci.
Les opérateurs de Hecke de support premier a N agissent par un scalaire car la section
définissant cette série d’Eisenstein est sphérique aux places premieres a N. Les valeurs
propres correspondantes sont données par la proposition suivante.

Proposition 3.7.2. Soit Af, le caractere de l'algebre de Hecke donnant l'action des
opérateurs de Hecke sur la série d’Eisenstein Gg(z; f, x, ¢#n). Alors, on a:

Ma(Qe(X)) = (X = all, )X + 7 1pp(0) (X2 — all, [)x (72X + 65725y (0))

Preuve. Commencons par rappeler quelques faits sur les parametres de Satake. Soit F
un corps local non archimédien de corps résiduel de cardinal g. Soit 7 une représentation
irréductible lisse et non ramifiée de GLy(F'). Soient ay et ao les parametres de Satake de 7
et solent s1,s9 € C tels que a; = ¢'/27% . Par définition, cela signifie que

G(F .
T =7(s1,82) = IndBEF;HSL@ avec O, s,(diag(a,b)) = |a|p.|b|7
ici Ind désigne I'induite unitaire. Supposons maintenant que 0y, 4, soit le caractere non

ramifié du tore diagonal de GSpy(F’) tel que

~ - - —a1—a2)/2
Oa, as:c(diag(xy, 2, z2] 1,z:z2 1) = |a1|F |z2| B z|5§ a1-az)/

avec aj,az,c € C. Les parametres de Satake du quotient de Langlands m(ai,as;c) de

Iinduite unitaire I ndgfg)‘(m 0a; as:c SOnt donnés par

q3/2—(c—a1—a2)/2,q3/2—(c+a1—a2)/2’ q3/2—(c—a1+a2)/2’q3/2—(c+a1+a2)/2
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Revenons maintenant & la démonstration de la proposition. Soit £ un nombre premier ne
divisant pas N et 7(f), la composante locale en ¢ de la représentation 7 (fs) engendrée par
fa. Ona w(f)e = 7(s1,59) avec £(F=1)/2=si et ¢(k=1)/2=5i Jes racines u polynA ‘me:

X2 —a(l, f)X + F194(0).

Soit 7 = w(fk7n)e = w(—s1,—52). Soit £ la restriction & Q; de Xa'. Clest un caractere
non ramifié et on pose s3 € C tel que &(a) = |af33 = x (€)@, On considére 7 ® ¢ la
représentation de P obtenue en identifiant M avec GLs x Gy, via (z,t) — m(z,t). On
considere I'induite unitaire

I(7,€,5) = Ind o7 @ £6°/2.

Par transitivité de I'induction, on vérifie que:

I(r,€,5) = Indg 090(~s1 + s, —s3 + 5 —51 — 52 + 53)

Puisque ¢¢|, - v.sla@,) € I(1,§,1—k/2), lareprésentation de G(Qy) engendrée par (G (z; f, x, N))a
est w(s1 — s2,83 — 28;51 + So — s3) avec s = 1 — k/2. Les parametres de Satake de cette
représentation sont donc

€1/2—82+83+k/2 61/2—81+$3+k/2 £5/2—82—k/2 65/2—51—16/2
En tenant compte de (2.3.7.a), on en déduit que les racines de As, (Qq(X)) sont:
g(k‘fl)/2782+83+k72 g(kfl)/2781+83+k72 g(k*l)/2752 g(kfl)/Qfsl

Par définition des s;, la proposition en découle.m

3.7.3. Pour tout v € Ag(N), on vérifie facilement que:

(3.7.3.a) G(z,5 £, N)lwy = (¢ x x)(7)Gr(z f,x; N)
o 1) X x est le caractere de Ag(N) induit par

Ao(N) = T(N) = (Z/NZ)* x (Z/NZ)* ZX C*.
Cela résulte des définitions de ¢2A7X,3 et G(z,s;, f,x,N)

3.7.4. Soit maintenant p un nombre premier divisant N et soit I, la composante locale en
p de V1[N]. On écrit sa décomposition d’Iwahori sous la forme I, = I, I1 avec It C B(Q,)
et I C U7 (Qp), U™ désignant le sous-groupe unipotent opposé au Borel standard B.
Rappelons que 1'on a posé dg = [1,1;p] et d; = [1, p; p?]. Les opérateurs U;(p) sont définis
localement en p par U;(p) := I.6;(p) 11,

Proposition 3.7.5. Soit f et x comme au paragraphe 3.4.4 de niveau Np". Alors , pour
tout p|N, on a

Gk(Z; f’ X Npr)’kUU(p) = a’(p7 f)Gk:(Za fv X Npr)
Gr(z; f,x No")UL(p) = X' (p)a(p, £)*p">.Gi(z; f,x, Np")

avec X' la composante de x premiére a p. En particulier, si f est p-ordinaire, il en est de
mA®me de G(z; f,x,N).
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Preuve. Soit ¢ la composante locale en p de la fonction de Schwarz-Bruhat de I'induite
parabolique qui définit la série d’Eisenstein Ea(z, s;ha, X, N) avec h = f |7'N Soit r la
valuation p-adique de N Posons ¢’ la fonction lisse définie par ¢'(z) = ¢(27, 1) pour tout
r € G(Q,). Son support est donc P(Q,)V'(p")1pr = P(Qp)el, = woP(Q,)I, avec wy =
SeS1Se. On considere une décomposition de la classe double U;(p):

p) = |_|ua62‘_1[7‘

avec uq unipotent supérieur. On va calculer (U;(p).¢')(y) pour y € G(Q)). Ecrivons y sous
la forme y = quu~v avec ¢ € P(Q,), v € B(Z,), u~ € N(pZ,) et w dans le groupe de Weyl
de G modulo (& gauche) le groupe de Weyl de M. On a:

(W) qu0) = 36 o)

Les termes non nuls de cette somme sont ceux pour lesquelles quu~uyd; ' € woP(Qp)N(Zy).
On doit donc avoir w = wp et ul, = duyd; ' € P(Q,)N(Z,) N §;1.0; 1. En particulier,
le support de U;j(p).¢' est le méme que celui de ¢'. Les termes uyd; ! intervenant non

.. , 1
trivialement dans le calcul sont donnés par m( <O ?Z;) ,1/p) avec a € {0,...,p—1} pour

1 z/p a/p> 0
i =0 et par m( 8 1(/)p 1/()p2 8 aveca € {0,...,p> —1} et 2 € {0,...,p—1}.
0

0 —z/p* 1/p

En utilisant la relation ¢'(g.7prm(z,t)) = qb’(q.m(TprxTI;l, tdet(x)"Y)7,r). On en déduit
sans difficultés que

Galx, 8 farx) = P Ga(x, 53Uy far x) = alp, P> 2G (2, 85 fa, x)
Ga(z, 85 fa,X) = p-xa(p).Ga(z, 8 Upz.fa,X) = xa(®)p* "a(p, f)*Ga(z, s; fa, X)

car a Up. fa = a(p, f)pl_k/2fA. Apres évaluation en s = 1 —k/2 et l'utilisation de la relation
(2.3.7.a), on obtient les valeurs propres de 1’énoncé.m

3.8. ”Pull-back”. L’objet de cette section est de rappeler la formule de pull-back de
Shimura [Sh95] qui est fondamental pour determiner une normalisation entiere des séries
d’Eisenstein-Klingen que nous considérons dans cet article.

3.8.1. On consideére le morphisme de groupe de S L9 x S Py dans SPs défini par (g, ') — gxg’

en notant par bloques
a b « A B
c d C D

o0 o9
Qoxo

0
B
0
D

OO QU O
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Soit P3 le sous-group parabolique de Siegel de Spg et Po1 := P N Sps. Alors on a par le
lemme 4.2 de [Sh95] la décomposition en classes doubles:

(3.8.1.a) Sp3(Q) = P3(Q).(SL2(Q) x Spa(Q)) U P3(Q)zo(SL2(Q) x Spa(Q))

avec

00 1

%::<¥ %) tY=[0 0 0
3

1 00

De plus, on a (Lemme 4.3 [Sh95]):

(381b) P3N SLy x Spy =Py X Py et
(3.8.1.0) 1‘61]331'0 N SLQ X Sp4 = {g X g’ S SLQ X P2’1| 71’271(9/) = ngl,l_l} = Pg,l

avec a1 la projection canonique de P51 sur SLs telle que w2 1(m(g,1)) = g.

3.8.2. On introduit et rappelle quelques notations. Soit I'(IN) C SLo(Z) le sous-groupe des
matrices congrues & la matrice identité modulo N. Soit K(N) C Spgg(Z) le sous-groupe
ouvert compact des matrices congrues a l'identité modulo N. On suppose que f est une
forme nouvelle normalisée et on fixe une décomposition de fn comme produit tensoriel
restreint de nouveaux vecteurs y, pour v finie et de o, pour v = co comme dans la section

3.4.6 tels que fu corresponde a ®/p, via 'isomorphisme 7(f) = ®! m,.

Proposition 3.8.3. Pour toute place finie v, on une application linéaire unique ¢, s — PP
de I(xy,s+1— k/Q)K(N) dans I(my, Xv, 8) telle que pour tout o € QynI(xv,s+1—k/2),
on ait:

G(Z7S; h,X, (;5%])\5')) =< fc|(w)’ Gs(diag[w7NZ]T78 +1- k/2a kvX) ¢N) >F(N)

De plus, pour toute place finie v, on a (gb?{v erl7,6/2)1"6 = Oy xo,s-

Preuve. Soient f, h = f|,7n et x comme au 3.4.4. Comme cas particulier de la formule de
P. Garrett généralisée par G. Shimura dans [Sh95], on a:

LN (#(f) © x,25 +1)

8.3. E(z,s;h,x, N) = L™ (25, x) L™ (45 — 2, x*
X < h¢|u (w), B3| ( }I“g ?i ) (diag[w, z],5 + 1 = k/2;k,x, N) >pn
On en déduit la formule de la proposition pour ¢y s(xn) = ?(75(371\;) et avec ¢7]3\I;75 = ¢2A,X,N,s‘

Pour une fonction ¢ quelconque, il est utile de rappeler comment la formule ci-dessus est
obtenue. Les details des calculs sont laissés aux lecteurs. Soit ¢ € I(x, s+ 1 — k/2) telle
que ¢5(g) = [, Pv,s(gv) avec ¢y s = qbgjs pour toute place v en dehors d’'un ensemble de



70 ERIC URBAN

places finies. On déduit aisément de (3.8.1.a), (3.8.1.b) et (3.8.1.c) que

/ Ea(g x ¢, &)ha(g)dg =
SL>(Q\SLa(A)
/ > $(6g x 8'g") | halg)dg
SL2(Q\SL2(A) \ 537 Py (Q)\SL2(Q)x P2(Q)\Spa(Q)
+ / > $(6g x 8'9") | falg)dg
SLa(Q\SLa(A)

§x8'€SLa(Q)x Ps,1(Q)\Sps(Q)

Le premier terme de cette somme vaut:

2.

8’'€P2(Q)\Spa

/ 6(g x 9" Fa(9)dg
(Q) Pl (Q)\SLQ (A)

et le fait que hy soit cuspidale entraine que chaque integrale dans cette somme s’annule.
On obtient donc:

Ex(g x ¢, 0)ha(g)dg = o x 8'¢"\hy(g)d
u(9 % g, d)halg)dg > (Q)/SLQ(A) (zo(g x 8'g')ha(g)dg

/5L2 (Q\SLa(A) 5'eP(Q)\Spa

On en déduit que ¢’ — <Z>€b(g’ ) définie par une normalisation évidente de l'intégrale suivante
répond a la question.

g — P(20-(9 % ¢')) 70 (g0)-@udg
SLZ(QU)

3.8.4. Comme G3(z, s; X, k, N )|s—2— définit une forme de Siegel holomorphe, on en déduit
que G(z,8; f, X, (ON)P°)|s=1—k /2 est définie et est une forme de Siegel holomorphe de genre
2. On pose alors

N3—k/2
Gr(z fix, on) = WG(N27 1—k/2; f,x, éN)

En remarquant que G(z,s; f,x, N) = N*¥.E|15(Nz,s;h,x), on obtient aprés évaluation en
s =1—Fk/2 de la formule (3.8.3.a):

(3.8.4.2) Gi(2; f.x, d) = N¥273< oy, G (diaglw, Nz] + Y3 X, n) >rn

Rappelons que 1'on a un opérateur d’entrelacement pour les induites I(x,,s). Il est défini

de I(xy,s) dans I(xv, % — k — s) par l'intégrale:

My(dv,5)(g) = / Pu,s(tgng)dn

NQ(Qv)

On a le lemme suivant.
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Lemme 3.8.5. On suppose g = 3. Pour tout ¢, s € I(xv,s) et s € C, on a
b
(¢>1<v,2—k)p = Mv(‘z’}rv,xv,kk/z)

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la relation (gb?mo)pb = ¢9rv7Xv7 kj2—1 et I’équation
fonctionnelle de la Proposition 3.6.20 et la formule (3.2.4.b).m

3.9. Coeflicients de Fourier. Le but de cette section est de calculer certains coefficients de
Fourier de la série d’Eisenstein-Klingen que nous avons définie. On montrera ensuite qu’une
certaine combinaison lineaire a coefficients entiers d’entre eux est non triviale modulo un
nombre premier p fixé.

3.9.1. Pour tout f, x et N, on pose:
Gi(z f,xN) ==Y a(h; f,x, N)exp(2imtr(hz)).
h>0

On va appliquer la formule de Garrett-Shimura pour calculer les coefficients de Fourier
a(h; f,x, N). L’idée d’utliser cette formule dans le cas des séries d’Eisenstein-Klingen de
niveau 1 est diie & Bocherer. Elle a été étendue au cas de I'g(N) par Bocherer-Schulz-Pillot
[BSP] lorsque x = vy. Nous traitons dans ce qui suit le cas général. Soit XY, un systéme

complet de représentants de I'J(N) N P90\ { <i Z) € Spag(Z) avec (det(c),N) =1}. On a

Fo(z s, N)= S0 xle)det(cz+d) 2

b
” <LcL d> <K

Lemme 3.9.2.

1-3k/2
Gr(z, f;x, N) = Wdet([m(z))sLN(Qs + k, x) LN (4s + 2k — 2, x) x

(félrn (w), F3(diag[z,w/N] + N7, s; x, N)Im(w)*) e rvyls=2—&

Preuve. C’est une simple reformulation de la formule 3.8.4.a.m

3.9.3. Développement de Fourier-Jacobi. Soient maintenant r, m,n des entiers positifs avec
m =n+r et considérons le développement de Fourier-Jacobi de F{"(Z, s; x, N):

F{'(Z,six, N) = Y Ds(w,u; s, x, Ne(tr(Sz))

Sest
pour tout Z = ({2 %) avec w € H, et z € H,. On pose
F"™(Z,s;ix, N) = Y Os(w,u;s,x, N)e(tr(Sz))
sest

5>0
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Pour tout tout sous-groupe I' C SLs(Z), on note Y(I') = T' N PLO\T.

Pour toutes matrices « et 3 telles que « soit carré et § ait le méme nombre de lignes que
a, on posera o] := tBap.

Proposition 3.9.4. On a:

FA(5 ) s M) = 3 i) il

Qw
1
’yeXN

FR(2[Q) + (yw)[w — e Q] + ay(cy [Q] + 2. w.Q.u), 53 x, N)

avec (Q,w) parourant l'ensembe des couples tels que Q € Mo(Z) N GL2(Q), w € Z? avec
(det(Q),N) = 1 et (Qw) primitif (i.e il existe une matrice m € GL3(Z) telle que m =

)

Preuve. Pour 1 € Spy et 72 € SLa, on considere les matrices 71,7% € Spg définies par

A 0 B 0 1, 0 0 O
+ 10 1 0 O f ot — 0 a 0 b
M=lc oD ol o 01, 0
0 0 0 1 0 ¢ 0 d
B a b . 3.2 1 . .
avec 11 = |~ p et vo = c dl Soit X" l'ensemble des matrices de Spg(Z) qui

peuvent s’écrire sous la forme 'yfdiag(m, m_l)’yg avec v, € X, 72 € X% et m parcourant

un systéme de représentants de matrices de GL3(Z) dont le bloc 2 x 1 superieur droit est
congru & 0 modulo N module le sous-groupe parabolique de GL3(Z) constitués des matrices
dont le bloc 1 x 2 inferieur gauche est nul.

t

Posons Z = <5, Z) En imitant [BSP, p. 380] ou le calcul est fait pour y =1, on a

EP**(Z,si, N) = 32 xldet(eg))i(9, 2) Mo 2))
gexy’

On écrit m sous la forme m = <i2 t:) avec ) € Mo(Z) N GLy(Q) et w € Z? et m™! =

Tr1 I3

oo AT t,— 1\ .
2 $4>. Soit g = v, diag(m,"m™")v5, on a:

¢y = (CQ C’wa+ngc> et d,

Dxy Cwb+ Dxod
0 T4C

T3 xad
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On en déduit que

det(cqZ + dg) = za(cw + d)x
CQu + Cw(aw + b) + Dxa(cw + d)
z4(cw + d)

det (CQZ + Dz1 + (Cwa + Dzac)u’ — (xqcu’ + ZL’3))

En remarquant que z3'Q + z4'w = 0 et 21'Q + z2'w = 1, on voit que z4det(*) = 1 et on
obtient apres un calcul simple

det(cgZ + dg) = (cw + d).det <C(Z[Q] + (y2.w)[w] + 28buw c[Qu]) + D>

cw+d
= (cw + d).det (C ([ + (ro.w)[w — Q] + a(c[Qu] + 2'w.Qu)) + D)

On en déduit donc que

FPY(Z,s,x,N)= > x(d)x(det(D))(cw + d) Flew + d| 7 x

71,72,Mm
det (C (2[4 (y2.w)[w — Q.u] + a(c[Q.u] + 2'w.Q.u)) + D) *
|det (C (2[9] + (y2.w)[w — u] + a(c[Qu] + 2'w.Q.u)) + D) |725

L’énoncé de la proposition s’en déduit.m
Corollaire 3.9.5.
F* (diag(z,w/N) + N7IT, 5 x, N) = N2+4s
S Z X(d'Y)j(/yTva)_k|J(’YTN7w)‘_QsFIS(Z[Q]+(’YTN)w[Nw_d’YQt(lvo)]asaXa N)
Qw
YEV(Tg(N2))

avec (2, w) variant dans le méme ensemble que la proposition précédente.

Preuve. On applique la proposition précédente avec u = *(1/N,0) et Z = diag(z,w/N) +
N~IY. Pour chaque classe dans X ]{,, on choisit un repréentant tel que a, est divisible par
N2, de tel sorte que
F2(2[Q] + (7-(w/N))[w — ¢, QH1/N,0)] + ay (e [QH1/N, 0)] + 2.5w.02.41,0)), s; x, N)
= Fp(2[ + (7-(w/N))w — ¢, Q.(1/N,0)))

aw/N +b
= F2((z/N)[Q] + ———[Nw — ¢,Q.11,0
2/ + S N — e, 0.(1,0))
On obtient la formule du corollaire en remarquant que % = (v'7n).w avec v/ =
_ 2
N27 4 %C/ N ) et en utilisant le fait que v — 4/ établit une bijection entre X3 et
AV Oy Y

V(Lo(N?)) et que dyy = cy. m
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3.9.6. Soit f la forme modulaire elliptique de poids k et niveau N et nebentypus v du
paragraphe prédent. Supposons que les developpement de Fourier de f et F,?(z,s; X, N)
soient donnés par:

fw) =302 aln, fle(w)
F2(z+iy,s;x. N) =Y galy, H; s, k,x)e(tr(Hz))

On déduit de la proposition 3.9.4, le corollaire suivant.

Proposition 3.9.7. Avec les notations précédentes, on a:

< felemn (w), B (diag(z-+iy, w/N)+N"'Y, s, N)Im(w)* >, ron= > _ by, b, s)e(tr(h))
h

avec
b(h,s,y) = NFFY N i) > a(H[Xi(w,Q)], f)
te(Z/NZ)* Quw,H

/ ¢ 2THIXU NG (y10] 1 o[ X, (w, )], H; s,k )0+ 2do
0

La somme portant sur (Q,w,H) tel que (det(Q),N) = 1, (Q,w) primitif et H[QY] = h et
Xi(w, ) = Nw+t192(0,1) et Q variant dans un systéme de représentants modulo GLy(Z).

Preuve. Pour alléger les notations, on pose E(Z) = FE(Z,s;x, N) et Fo 1 (w) = Im(w)*E(z[Q)+
w[Nw + tQ41,0)]). En utilisant (3.9.4) et la relation f|N.1o = N=Ff¢ on a:

< [orn(w), B (diag(z,w/N) + N7, 855, N)Im(w)® >y, v =
Nk+4s Z X(d(f)/)) < fcv FQ,w,d,yh/ >F(N)

Qw
YEV(T(N2))

Soit I" = T'o(N?) NT'1(N). En utilisant la décomposition

YTo(N)) = || Y@

te(Z/NT)*

le terme de droite de ’équation précédente devient

NEFE N (1) Y < f Fawely >rv)

te(Z/NL)* Qw
€(Z/NZ) ey
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Remarquons également que < f¢, Fo |7 >pnv)=< f¢ Fawily > car TNT(N) est de
méme indice N dans I'(N) ou I''. Posons w =u+iv , on a

Z < fYw), j(v, w)_klm(v.w)sE(z[Q] + y.w[Nw + tQY1,0)]) >,
yeY (V)

= / f(w)E(z[Q] + w[Nw + tQ41,0)]) > v* T+ 2dudv
PLOAT\H

= Z e(tr(Hz[]) /OO dve_gﬂH[Xt(“”Q)]”a(n, fay[Q] + v[Xi(w,Q)], H; s, k, x)vkts—2
! 0

n>
H

X (/01 e(u(H[Nw + tQ/(1,0)] — n))du)

= Y eltr(Ha[) / dve 2T X o, Fa(y[ Q] + v[Xi(w, )], Hs s, k, oo
0
H[)?fi:sg]:n

On en déduit aisément la formule de la proposition. =

3.9.8. D’apres G. Shimura [Sh83] et [Kal, on a:

(_1 k4ﬂ.2(k+28)
a(y,H;s,k,X) = mn(y’H;s—i_If’S)

LN(2s + k — 1, xxn)
LN (2s + k,x)LN (45 — 2 + 2k, x?)

ou 7 est la fonction hyper géométrique confluente introduit par Shimura et définie par:
n(y,H;s,s") = / e~ 2 W) det (2 + H)* =3 det(x — H)® 3/ da
Q(H)
avec Q(H) l'ensemble des matrices 2 x 2 reelles symétriques x telles que = + H > 0.
Remarque 3.9.9. La notation pour n est légérement différente de celle de G. Shimura.
Une généralisation de cette fonction, introduite dans [BSP], est :
n(y, h;s, s w) = / e 2t W) et (z + H)* 3 2det(z — H)* 3 2det((x + y)[w])'*dx
Q(H)

Théoréme 3.9.10. Soit f une forme primitive de poids 2 et niveau N. Pour tout h > 0
primitif (i.e. det(h) est sans facteur carré premier a N ), on a:

N
altsfox,N) = =S G2 | ST T (Ba(hlX ), N )]
te(Z/NZ)X
wez? s=0

ol Xt(w) = Xt(w, 12).
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Preuve. L’hypothese sur h et la relation h = H[{] implique que = 15 et que w prend
toutes les valeurs dans Z? dans la sommation de la proposition 3.9.7 que 'on va appliquer
a l'aide de la formule du 3.9.8. Remarquons d’abord qu’un calcul élémentaire donne :

I'(s+k—1)

WU(?J,H;SJrk,s,w)

/ e~ 2 Wy (4 ow], Hy s + k, s)v* T 2do =
0

Par ailleurs, on a

n(h Q) Hy s+ k, Xe(w, Q) = n(H ™ Hy s + k, Xi(w,Q)) =

det(H)?TF=3(H[ X, (w)]) **n(1a, 12, s + k, 5, (1,0))
En remplagant (3.9.8) dans la formule de la proposition 3.9.7 et en utilisant le calcul ci-
dessus , on obtient donc:
LN (25 4k, X)L (45 — 24 2k, x*)b(h ™1 h, s) =
(—1)ENFH5n(19, 12,5 + K, 8,1(1,0))T (s + k — 1)4n2k+as
Ta(s + k)Ta(s)(2m)sth-1
LN(2s 4+ k — 1, xxn) X Z Xaf(t)E(H[Xt(w, Q)])det(H)?sH+=3

te(Z/NZ)*
Quw,H

X

Pour k = 2, un calcul élémentaire montre que
n(la, 12,8 +2,s,%(1,0))
Iy (s)
Par ailleurs, d’apres le lemme 3.9.2 et la proposition 3.9.7, on a

LN (25 + 2. ) LY (4s + 2, v2
( s+ 7X) ( s+ s X )b(hil,h,S)
_7T424 A

—4m

’s:O =€

a(h; f,x, N) = e'"

La formule du théoréme s’en déduit. m

3.9.11. Fonction L sur un corps imaginaire quadratique. Soit M un corps imaginaire quadra-
tique de discriminant —D. On note Oj; 'anneau des entiers de M. Pour tout entier f, on
note Oy = Z + f.Op I'ordre maximal de conducteur f . Soient Cl; le groupe des classes
d’ideaux de Oj; de conducteur f et C’l;{ le sous-groupe de Cly des éléments fixés par la
conjugaison complexe de M. Alors on a une suite exacte:

1—>Cl}r—>0lf—>Hf—)1
ou Hy désigne le groupe des classes des O f-sous-modules projectif de rang 1 de K.

Soient £ un caractere de Cly et g une forme modulaire cuspidale primitive normalisée de
nebentypus 14, on pose

L(g,& )= Y &(@)a(Ngg(a), ) Nisg(a)™*

acOx
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Soit L(g ® &, s) la fonction L standard de g sur M tordue par £ définie par G.Shimura ou
H.Jacquet. Supposons que f n’est pas & multiplication complexe par M, alors on a

(3.9.11.a) Lg®¢&,s) = LE(Sovbgx, 5)L(g, &, 5)

ou £ est le caractere de Dirichlet induit par £ par restriction et xp est le caractere quadra-
tique associé a l'extension M /Q et C' est le plus petit commun multiple des conducteurs de
g et de &.

Lemme 3.9.12. Soit a un module sur Oy et {c, B} une base sur Z de a. La forme quadra-
tique sur Z* défini par
Nijolz.a+yB)

Ni/o(a)

est entiére, primitive et de discriminant —D f?.

Fa(l’vy) =

Preuve. C’est bien connu. Voir par exemple le lemme 2.3.1 de [An74].=

Pour tout idéal a, on fixe (zq,yq) une base sur Z de a~! telle que a=! NQ = Z.xq. Soit
hq la matrice de la forme quadratique Fiy—1 dans la base (zq,yq). Soit [Hf] un systeme de
représentants de Hy.

Proposition 3.9.13. Soit f un entier divisant une puissance de N. Pour tout caractere ¢
de Cly dont la restriction a (Z/fZ)* vaut xy¢, on a:

(f®51 = Y e(a)det(ha)alha; f,x. N)

ael Hf]

Preuve. Soit [Cly] un systeme de représentants de Cly. Pour tout caractere £, on a:

Mg, &)= Y @) > a(Nijgl(aA),9)Nijg(ar)

ae(Cly] Aea™!
A=1 mod f

Comme C’ljf =(Z/fz)*/J{£1l} on a:

Lig.&s)= D> &@) > &b) D alNgjglar),g)Nejglan)

QelHy] be(Z/fZ)* xea~!
A=b mod N

Par définition de hg, on a:

Y a(Nijg(aA), ) Ngjg(ad) ™ = D a(h[Xp(w)], fha[Xp(w)]*

re@! weZ2\{0}
A=b mod M

On conclut aisément a ’aide du corollaire 3.9.10 et de (3.9.11.a). =
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Corollaire 3.9.14. Soit f une forme de poids 2, niveau N et x un caractere de Dirichlet
pair satisfaisant Uhypothése (1.4.2). Alors

G(XY7)Ga(z, f,X)
TGO

est non trivial modulo p.

Preuve. Soit M un corps imaginaire quadratique et f un entier divisant une puissance de
N et tel que N divise une puissance de f. Pour tout caracteére d’ordre fini £ de M et de
conducteur f. il résulte de la Proposition 3.9.13 qu’une combinaison linéaire a coefficients
G(wa)GQ(me»X)
m2G ()
G(xvy)Lr(f ®¢& 1)
+ -
TG ()R f Q f

L’hypothese (1.4.2) entraine donc le résutat.m

entiers des coefficients de Fourier de est égale a

(3.9.14.2)

4. 1IDEAL D’EISENSTEIN-KLINGEN

4.1. Interpolation des séries d’Eisenstein-Siegel. Dans cette sous-esction nous ‘etudions
Iinterpolation p-adique de certaines séries d’Eisenstein-Siegel.

4.1.1. On s’intéresse dans cette section aux séries d’Eisenstein-Siegel de genre g = 3. Nous
utiliserons sans les rappeler les définitions et formules du paragraphe 3.1. On pose
N6

Gi(zx, N) = WGG(Z, 2—Fk;x,N)

et on considere son développement en série de Fourier:

Gz, N) = Y a(hik, x, N)e(
heS+t

tr(hz)
N

Pour tout h € S non nul de rang 7y, il existe A’ défini positif et g € GLy(Q) tel que
diag(h',0) = tghg. On note yy, le caractére de Dirichlet quadratique associé a 1 extension

Q1) et @) /Q.
Lemme 4.1.2. Pour tout h € ST on a:
a(hik,x, Ny =2 [ Me(h, x(©)1F*)

L|det(h)
INA =k, x) x LN(3 =2k, sih=0
y LN (3 = 2k, x?) siry =1
LY (2 — k, xxn) si TR = 2
1 stry =3

avec Py(h, X) un polynéme a coefficients entiers dépendant uniquement de £ et des diviseurs
élémentaires de h.
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Preuve. Ce la résule des calculs du paragraphe préccient spécialisé & g =3 et S = {v; v|N}.

On fixe maintenant une décomposition N = Nxp” et on considere la série d’Eisenstein

G(Z, X (ﬁi(yNE ¢?(p7pr>

On a le lemme suivant.

\

Lemme 4.1.3. Alors pour tout h € St et tout v € X, il existe un polynome Ry, ,(X) a
coefficients entiers tels que

a(h, G(z: X, Sy ng 8%, )| 7vs) = a(hi ey X, Nop™) x [ ] Bro(x ™ (@0)a, ®)
vEX
Preuve. On applique I’équation fonctionelle satisfaite par G(—; x, >1< N ?(p’pr) et le lemme
3.3.5 avec S1 = p combinées avec les formules de calculs de coeflicients de Fourier qui le
précédent et notamment le lemme 3.3.4 lorsque X, est ramifié.m

Corollaire 4.1.4. Soit n un caractére de Dirichlet de niveau Ny, premier a p et pair. On
suppose Nx; # 1 ou n non trivial. Alors, il existe G (n, S) € OK[[qS;]] telle que pour tout
charactére epsilon de conducteur p” et tout entier k > 2, on ait G%(n, e(w)uk=2 — 1) soit le

q-développement de G3(z, nw?Fe, qﬁlz, p").

Preuve. Remarquons que ce résultat est certainement bien connu lorsque Ny est le con-
ducteur de n. Il résulte immédiatement de I'existence de la fonction p-adique de Kubota-
Leopoldt et des formule du lemme 4.1.2. Dans le cas général, ce dernier conjugué avec le
lemme précédent prouve ce corollaire.m

4.2. Etude préliminaire des coefficients de Fourier des séries d’Eisenstein. Le but
de cette section est de préparer le terrain a l'interpolation p-adique a deux variables des
séries d’Eisenstein-Klingen. Notons qu’une interpolation a une variable a été obtenue par
Kitagawa-Panchishkin [KP].

4.2.1. On considere ci-apres une induite locale d’un caractere de Dirichlet x de niveau N
du sous-groupe parabolique de Siegel de genre trois: @, n1(xv,s+1—k/2)). Soit Ky C
GSpe (Z ~) le sous-groupes des matrices congrues a 1 modulo N et soit ¢n € (®yn 1 (Xv, s+
1 — k/2))5~. Pour tout entier z et tout h € S;, on introduit By ; = Bz k v,y & forme
modulaire de poids k de niveau I'y définie par

tr(hz)
N )

. w
GP(diaghw, 2] + 203k, X 6n5) = D, Bralgr)el
heSy

On vérifie facilement que Bj, , dépend uniquement de la classe de x modulo N et que:

(4.2.1.a) Bhzloy = X(y)Bh,ay
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pour tout entier y premier a N et o, € SLa(Z) tel que o, = (yal 2) modulo N. Soit € un

caractere de Dirichlet modulo N, on pose:
B(h,k,x,6;08) = > €@)Bralkor = Y, X&(x)Bha
2€(Z/NZ)* 2€(Z/NZ)*
Soit N
1
S(h,n) ={o € 522] ( UU> € S;}
C’est un ensemble fini et par définition de B, , on a:
(z,0)0 .
(4.2.1.b) bha(n) =c(n,Bha) = > Cy ( n) Jk,x N)
oeS(h,n)
ou (y = e
Lemme 4.2.2. Soit ¢ le nebentypus de f. Alors on a
a(h; £, X, (on)P) = N*272< fory, B(h, kX, ¥, o) kUn >N

Preuve. Commengons par remarquer que si IV C I" est d’indice fini et f et f’ sont respec-
tivement des formes modulaires de poids k pour I" et I, on a

(4.2.2.a) < f,g>p=< f,Tri g >p avec Trf g = Z gl
~eI'\T'

Par (3.8.4.a) et en utilisant le fait que f¢|x7n est de nebentypus v, on a:

a(hs f,x, (on)P°) = NH/2-3 < fe|ury, N¥/2B, 1|, (No_lﬁ’> ZT(N)=
N710\ (1 u
NFEZS < ey, NM2 S0 Y < 0 1) (0 1> Tr
u€Z/NZ xE(Z/NZ) x
= NF/273 < [y, N.Bhy g [kUNN "2 >1ro 0=
NE2=2 < felirn, B(h,k, X0, on) [UN >1(w)

Pour tout entier ¢ et caractere de Dirichlet € de niveau M , on considere la somme de
Gauss généralisée:

gle.t, M)=" Y e(ye(ty/M)
ye(Z/MZ)*
Lorsque t = 1 et M est le conducteur de €, on retrouve la somme de Gauss classique que
l’on note G(e).
Lemme 4.2.3. (i) Soient M et M’ deux entiers premiers entre eux et € (resp. €) un

caractere de Dirichlet modulo M (resp. modulo M’), alors

gle x &, t, MM') = e(M')é(M)gle,t, M)g(¢,t, M)
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(ii) Soit t = tgt; une décomposition de ¢ telle que ¢; soit premier a M et ty divise une
puissance de M. Alors

g(e, t, M) =¢€(t1)g(e, to, M)
(iii) Soit p un nombre premier et € un caractére de conducteur p®, alors on a:

2 ﬁ):{pﬂ_aG(E) sif=a+y

g(e.p’, 0 sinon.

Preuve. facile et laissé au lecteur.m

4.2.4. On considere le cas maintenant ot N = Nyp” et on prend ¢y € (Qpexl(Xv,s+ 1 —
k/2))E~s et on considere la série d’Eisenstein

GS(J,',S + 1- k;/Q;k7X7¢E7pr) = G3($78 + 1- k/27k7X7 (bN)

avec N = qﬁggbg)(p s+1—k/2 ol xp désigne la restriction de x a Z/p"Z)*. En gardant ces
notations, on pose aussi pour tout caractere € de niveau IV:

b(h7 X5 € ¢Z’pr) = bh,X,EKﬁN
On a le lemme suivant:

Lemme 4.2.5. Soient y et € des caracteres de Dirichlet de niveau N = Nxp”. Soit ¢y €
I(xv, 5+ 1 —k/2))5¥s . Supposons que (x€), soit de conducteur p”, alors on a

b,y .epspm (M) = (N, Bk x.e.N) = G((X€)p) (XE)N (P") X

> o, (100 M), (N, 0)a 1 7 ) sk xe o)

c€SP(h,n)

ot SP(h,n) est le sous-ensemble de S(h,n) des o tels que ((1,0)0,p) = 1.

Preuve. D’apres (4.2.1.a), on a :
(1, Bho,x,e,N) = 2 pe(z/nzy< XE(T)bpz(n) =
S vesthay Soetvay XE@CN O7al(47) ik X, 5. 77)
=2 seshn) IXE (1,0)0, NW((tZi) kX, 05, p")
Par ailleurs par le lemme 4.2.3.(i), on a:

9(x€ (1,0)0, Np") = (x€)n(p")(X€)p(N)g((xe)n, (1,0)a, N)g((x€)p, (1,0)0,p")

D’apres le lemme 4.2.3(ii) et (iii), comme (x€), est de conducteur p”, on a:

0 sinon.

9((xE)p, (1,0)0,p") = { (x€)p((1,0)0)G((x€)p) si ((1,0)0,p) =1

Le lemme en découle. m
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4.3. Interpolation p-adique des séries d’Eisenstein.

4.3.1. Induites A-adiques. Soit 3 et Ny comme ci-dessus et soient 7 et £ des caracteres de
niveau Nyp. On fixe également K un corps p-adique d’anneaux d’entiers O contenant les
valeurs de 7 et £. Pour chaque v € X, on considere le caractere 7,(S) : QX — Og|[S]]*
défini par
in(z) = n(z) < |z, >are -2
logy, (2w(2) 1)

ol < z >g:= (1+8) ™™  pour tout z € Z;. On note 7s(S) le caractere de Ay =
I1, Q) défini localement par les 7,(S) avec v € X.

On considere I(7,) = Indg*(gég(@“)ﬁv et I(7y) = Quex; I(7y). Pour tout entier k, on
vérifie aisément que

I(71s) ® Ok S]]/ (1 + 8 — u"?e(w)) = I((ne)s, 2 — k)

Notons ¢y ¢ un élément de I(7)x). Son image dans I((ne)s,2 — k) par Iisomorphisme
précédent sera notée ¢x ¢ .

Proposition 4.3.2. Soientn et & deux caractére de Dirichlet de niveau Nyp a valeurs dans
K. On suppose que Nx. # 1 ou que p divise le conducteur de 1. Soit ¢x. g € I(7x) telle que
pour tout H € S, il existe a(H,n, ¢x)(S) € Ox|[[S]] satisfaisant

a(H> 7, d)z)(uk_Qe(u)) = CL(H, ]{77 ne, gbZ,E,lmpT)

pour tout k > 2 et tout caractere € de 1 + pZ, de conducteur p".

Alors pour tout h € Sy, il existe B(h,&,m,&, ¢x)(S,T) € Ok[[S,T)][[q]] telle que pour
tout entier k > 2 et toute paire de caractéres €1, €2 de 1+ pZy,, on ait:

B(h’ 57 7, 57 ¢E)(€1 (u)uk_2 — 1, GQ(U)Uk_Q — 1) =
gNﬁN (pr)G(npel%)ilBh,k,nw—kq,fw—kez,cbz,e,kypr

ot p" le conducteur de €res avec v > 0.

Preuve. D’apres le lemme précédent, il suffit de prendre
B(h,&,n,& ¢n) = Y B(h,&,n,&,¢5)(n)(S, T)q"
n=0

avec B(h,&,1,§, ¢x)(n)(S,T) défini par

B(haé’nvgagbz)(saT): Z 9(77N§N7(170)U7N) X
o€S(h,n)
- no
x&n((1,0)0) < N(1,0)0 > 415)01+1)-1-1 a((ta h) .1, ¢5)(S)
Par le lemme 4.2.5 et les propriétes des sommes de Gauss, on voit que B(h, &, n, &, ¢x) vérifie
les propriétés d’interpolation voulues.n
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4.3.3. Induites I[[S]]-adiques. Soit F = Fr = > a(n,F)(T) € I[[¢]] la forme primitive
normalisée I-adique de conducteur modéré Ny, du paragraphe 1.2.5. On munit I = I[[S]]
d’une structure de Ay = Z,[[S1, S2]]-algebre en envoyant Sy sur T' et Sp sur (1 + S)u? — 1.
On va construire une forme de Siegel As-adique & coefficients dans I.

Soit IT(F)yx, la I-représentation (semi-locale) de GLo(Ay) associée a F (voir 'appendice).
L’espace W (w(F)yx) de la I-représentation est contenu dans ’espace des fonctions W locale-
ment constante sur GLa(Ax) & valeurs dans I(unge) telles que

({51 )9 =v@wi)

pour tout a € Ay, et g € GLy(Ax). Soit Wr s, 'unique fonction Ki(Ny;)- 1nvar1ante propre
pour les opérateurs de Hecke , pour g € ¥ et telle que Wx(diag(n, 1)) = a(n; F) pour tout
entier n divisant une puissance de Ny.

On considere la représentation induite:

I((F)n, i, §) = Indg ) m(F)s X i

avec m(F)x, X 7y, la reprsentation de M(Ay) = GLa(Ay) x AS défini par
m(@,t) = 7 (F)e(r) @ ns(){|det(@)t?|s)yq1s) 1721

Par conséquent pour tout ideal arithmétique P C I et tout entier [ € Z, on a

(4.3.3.2) I(n(F)x,is,S) @IS/ (P.1+ 8 —u'"%) = I(n(fp)s,ns, 1~ 1/2)

Avant de poursuivre nous rappelons le lemme suivant

Lemme 4.3.4. Soint o et v respectivement des représentations irréductibles de G La(Q,)

G(Qv)

et QX. Si v #|.|f, alors la représentation induite Ind P21(Q,)0 OV est irréductible.

Preuve. Cela résulte de travaux de Shahidi, Walspurger, Rodier et Tadic-Sally.m

On en déduit facilement (par la formule de spécialisation (4.3.3.a)) que I(7(F)s, s, S)®
Frac(I[[S]]) est une représentation irréductible.

4.3.5. Construction et définition de G(F,n, ¢x). Soient K, ¥, Ny, n comme au paragraphe
précdent. On fixe également ¢s.s € I((nw?)s)®Ns vérifiant la propri’eté de la proposition
précédente. On suppose qu’il existe (¢x)P°(S) € I(7(F)n, 7, S) telle que pour tout caractere
€ de 1 + pZ, de conducteur p® et pour tout ideal arithmétique P de I de poids k > 2 et
caractere ep de conducteur p” tel que s > r > 0, on ait:

Sp((9s)" (e(u)u"=? = 1)) = (¢x,c)"
ou ici 1" exposant” pb est a prendre au sens de la proposition 3.8.3 pour f = fp = F
(mod P) et x = nw?Fe.

Soit C' le conducteur modéré de F. Alors, on a le
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Théoréme 4.3.6. Soit ms; et ¢ )P’ comme ci-dessus. Alors il exviste G(F,n, ¢s) € M?(N; A2)®
I) vérifiant la propriété d’interpolation suivante. Pour tout caractére € de 1+pZ,, de conduc-
teur p® et pour tout ideal arithmétique P de I de poids k > 2 et caractére ep de conducteur

p" tel que s >r >0, on a:
¢p(G(F,n, (62)P") (" Pe(u) — 1) = C* 2 (PYW!' (fp) ' S(P) " (fr, fP)cpr
xa(p, fp) 72 (0°) G (WPnpedpep)G(p) ™" X Gip(fp,nw? e, (n.e1)", p°)

Preuve. Pour tout anneau A, on considere 'opérateur 17 y/c de A[[g]] dans lui-méme défini
par

(> amaTryse = 5 3 ol )"
n=0 n=0

et pour tout h € S’;r, on pose

(43.6.04(h: F,n, (62)") = N2 (~1)a(L, By o UNT Ty cleplLe) € 1

avec ¢ le nebentypus de F. On pose alors:

G(F,n, (6=)™) = S A(h,F,, (62)P)¢" € T[[g% ]

heSy

On doit démonter que pour tout h, on a:
op(A(h, .1, (¢x)")(u'?e(u) — 1) = O~ 2m(PYW!(fp) ' S(P) " fp. fr)cyr
xa(p, fp) 200 (°)G (npeetpep)G(p) ™" x alh, fp,nw’ e, ¢s ek, p%))
Soit 1p I'image de 1y dans h™(Cp", pw " ep, Op[1/p]). Alors
op(A(h, Fon, ds) (u"2e(u) — 1)) = N2/ (=1)¢"if (") G (npedhper) ™

(436b) Xa(la B(hv ka an_k€7 ¢w2_k€P7 ¢E,e,k7p8) ’UNTN/C"e‘ IP)
Notons que 'on a:
(4.3.6.¢) G(WQUPH/JPEP)_I = p wrnpedpep(—1)G(w?npetpep)

Par [Hi85, Prop. 4.5], en posant g = B(h, k,nw? *e,vw ™ ep, ¢x o1, p°) €t hp = fo|kTepr,
on a
s (h—1) < hpellp*™"], 9lUNTN/c >cps
< hp, fp>cpr
k/2< fICD|TNpS7g|UN >Np5
< hP7 fP >CpT

par un calcul similaire & ceux de [Hi88a, §9]. Comme f¢|,7nps|U(p)* = a(p, fp)°fClkTnps,
on a aussi:

a(1, g|Trn/cUnlellp) = a(p, fp)"*p

= a(p, fp) o pt I E=D(N/C)F/2p(r=2)

< [BleTNps, 9IUN >Nps= a(p, fr)™° < fplmnps [kUps, gleUn >nps
= a(p7 fP)_s < f]CD|kTNpsag’kUNpS >NpS
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Rappelons que 'on a:

<hP7 fP>C’pT
(fp, fp)opr

Par le lemme 4.2.2 et le fait |a(p, fp)|> = p

= (=D W'(fp)alp, /)" S(P)p™*G(¢p)

k=1 on obtient donc:

(4.3.6.d) a(1,g|UnTrn/clellp) =
a(h, fp,nw™" e, (s .x)"", p%)
< hp, fP >cpr
a(h, fp,nw e, (¢5.c k)P, %)
< fp, [P >cpr

Le Théoreme s’obtient en combinant (4.3.6.b), (4.3.6.c) et (4.3.6.d). =

= alp, fp) 2D/ O (N ) THE

= a(p, fp) "=CTFEN P (—1)*W(fp)T1G(yp) TIS(P) T x

4.3.7. Le bon choiz de ¢x. Par le corollaire 4.1.4, il existe une interpolation dans Og|[[S]]
des séries d’Eisenstein G3(—; nwFe, ¢1E7n272_k, p"). On en déduit le Théoreme principal de
cette sous-section:

Théoréme 4.3.8. Il existe G¥(F,n) € M?*(N;Ay) @ I) telle que our tout caractére € de
1+ pZ, de conducteur p® et pour tout ideal arithmétique P de I de poids k > 2 et caractere
ep de conducteur p" tel que s > r > 0, on ait:

6P (G (F,n) (¥ 2e(u) — 1) = CF2m(PYW'(fp) "' S(P) " (fp, fP)cpr
xa(p, fp) 20" (0°) G (W2 npeipep)G(vp) ™t x Gi, (fp,nw? e, p®)
Dans le reste de cette section, nous allons étudier quelques propriétés de la série d’Eisenstein-
Klingen Lambda-adique G*(F,n). En particulier, nous allons prouver, sous certaines hy-
potheses, qu'elle est non triviale modulo I'idéal maximal de I[[S]]. A cette fin, nous aurons

besoin de la proposition et du corollaire suivants dans lesquels nous reprenons les notations
du paragraphe 3.6.15.

Proposition 4.3.9. Supposons que f soit depoids 2 et niveau N = Nxp et x de conducteur
premier a p avec x(p) = 1. Alors on a la relation suivante:

G2(Z;f ®X5X_1aNEp) = G2(27 f)X:QS%)vp) = Gg(z)faXJ?)

avec ¢1278 la section définie au 3.6.15.

Preuve. Par nos hypotheses, et le lemme 3.6.19, on a

¢317,0 = pr(_Qsa 7é"(f)p & Xp> X;l)Mp((bp,—s)‘s:O = 270

. La proposition est donc une reformulation de I’équation fonctionelle des séries d’Eisenstein-
Klingen de la proposition 3.6.20 avec k = 2.m



86 ERIC URBAN

Corollaire 4.3.10. Soit f une forme de poids 2, niveau N = Nxp et ordinaire en p. On
suppose que x est un caractére de Dirichlet pair de niveau N et conducteur premier a p tel
que x(p) =1 et satisfaisant I’hypothése (1.4.2). Alors

G5 (2, f,x,p)
2070
ﬂ'Qfo

est non trivial modulo p.

Preuve. Cela résulte du corollaire 3.9.14 appliqué a (f ® x, x ') et de la proposition 4.3.9.
On remarquera que ’hypothese (1.4.2) pour (f ® x, x~!) est équivalente & celle pour (f, x).

Corollaire 4.3.11. Supposons que Ny, # 1 ou que 7 soit non trivial. On suppose également
que 'hypothese 1.4.2 est satisfaite pour le triplet (f,n, Ny) avec f une forme modulaire de
poids 2 dans la famille F. Alors G*(F,7n) mod Mj est non trivial.

Preuve. Soit P C I un idéal arithmétique de poids kp = 2 et nebentypus non trivial et

f = fp. Notons d’abord que S(f) = ¢/(p)a(p, f&)*p~2 = ¢/(p)a(p, fp)? est une unité p-
adique. Par ailleurs, d’aprés notre hypothese, si B est I'algebre de quaternion ramifiée en
g et linfini, on doit avoir nr(P) ~zx Mg Pour tout € un caractére d’ordre fini de 1 + pZ,,

on a par le théoreme précédent,

Gy TE)G5 (fronep)nge  Grp)GE (fpome D)y

by —1) ~ % p
Qp(G=(F,m)(e(u) — 1) Zyp G(sp) < fr, fp > w2 Zp G(wa)ﬂ-zﬂjtPQJjP

Considérons le cas e trivial. Par le corollaire précédent, on en déduit que G* (F,n) mod
Mz = ®p(G*(F,n))(0) mod p est non trivial. =

4.4. Termes constants de G*(F,7). Dans cette section, nous énongons I’équivalent I[[S]]-
adique du corollaire 3.6.18.

4.4.1. Modéles de Whittaker pour les induites I[[S]]-adiques. On reprend les notations de
la section 4.3.3.

Soit F le corps des fractions de I(pne)[[S]]. Soit €2, s la fonctionnelle de Whittaker sur
Iinduite I(7(F)g, 7js, §) définie par Casselman-Shalika a partir de A : W(IL(F)x) — I(unge)
définie par A(W) = W(12). On a donc:

Qys,s(0) = /N(K) d(won)(n)dn

Notons W, ¢ Iisomorphisme entre I(7(F)x,7s,S) ® F et son modele de Whittaker
Wh(§5, F). On pose alors:
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Ly(ad(pr) ® XpilG")
v(ad(pr) @ 1)

(4.4.1.2) CALF)s, ns, ¥s; S) = [ [ v, (ad(priwg,) @)
VEN

La constante epsilon ey, (ad(pr) ® fja|wg, ) étant une unité de I

Par le lemme 3.6.12, ce coefficient vérifie la propriété d’interpolation suivante: Pour tout
P arithmétique et tout caractere e d’ordre fini de 1 4 pZ,, on a

(I)P(C(H(]:)E, ng,l/);uk72€(u) — 1) = C(ﬂ'(fp)z) & XEWﬁk,I/JN, 1-— k?p/z)

4.4.2. On définit Popérateur d’entrelacement I-adique par:

o —1
MEJ%S T WQ —

7]21,(1+S)_171

o C(IN(F)sx,ns,¥;8) '.Ido Wa,_ s

On pose

¢}r7n,g(S) = ME,n,(1+S)*1—1(<150fm—172((1 +8)71 1))

Par construction, on a

Sp(OFy)e(Wu" ™ 1) =) np s

)

Le lemme 3.8.5 entraine donc que ((ﬁ?l%z)pb est bien défini et vaut (15};77772. Par la propriété
d’interpolation de G*(F,n), on a également

(4.4.2.a) G™(F,n) == G(F,n, 0%, 5)

Soit A = V4 (N) N Spa(Z).

Théoréme 4.4.3. Soient n, F et X comme aau théoréme 4.3.8. Alors, pour tout 7 €
C1(Ao(p)), on a

®(Gs(F,n)) € £ (ad(pr) @ ne)I[S])(4l]

Preuve. Les outils utilisées dans la preuve du corollaire 3.6.18 et des propositions qui
le précedent viennent d’étre construits. La méme preuve conjuguée avec les propriétés
d’interpolations de G™(F,n), des sections ¢}f,n,2 et de 'opérateur d’entrelacement I-adique
permettent de conclure. Nous laissons au lecteur le soin de réécrire ces arguments dans le
contexte I[[S]]-adique. =

4.5. Applications.
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4.5.1. Idéal d’Eisenstein-Klingen. Une conséquence directe du théoreme de controle 4.3.8 et
du lemme 3.7.2est que G(F,n) est propre pour les opérateurs dg Hecke de supports premier
4 N. Notons Az, le caractere de H4(N;I) = H"4(N;Ag) @ I tel que
Plus précisément par le lemme 3.7.2, on a:
AFa(Qe(X)) = (X* = a(t; F)X + 7 1r(l) < L >7)
(X2 —a(t; FYp(OX + 07z (0) < € >7(0)?)
On considere Ix, C h"%(N;1) 'idéal engendré par Ar,(T) — Res(T) avec Res désignant

le morphisme surjectif canonique H"¢(N;I) — ho"¢(N;I). L’idéal d’Eisenstein-Klingen est
défini par:

Cis(F,n) = Ker (i s hord(N ) /I;m)

La divisibilité de I’idéal d’Eisenstein par la fonction L-p adique est suggeré par la proposition
suivante.

4.5.2. Preuve du Théoréme 1.4.7. On reprend les notations du paragraphe 4.3.5. On choisit
N = pgcd(C, D).£ avec £ un nombre premier auxiliere tel que Py(ad(ps) @1, 1) soit premier
a L(ad(ps) ® Ng) (il est facile de vérifier que de tels nombres premiers existent en utilisant

le théoreme de Tchebotarev). Par la proposition 1.3.9, cela entraine que §=V (ad(pf) ®

ng) = o (ad(pf) ® i) avec ¥ 'ensemble des nombres premiers divisant pged(C, D) (on a
Yy =X U{l}).

Soit @ C I de hauteur 1 tel que m = vg(L(ad(pr) @ fig)) > 1. D’aprés le corollaire
4.3.11, il existe h € S;r, tel que
vQ(A(h,G(F,n))) =0
D’apres le théoreme 4.4.3, pour tout Z € C{(A(p)), par notre hypothese que @, on a
¢zG(F,n) = wyFz
avec Fz € ML (Az, Ay) ®iQ. D’apres le théoreme 2.4.20, il existe K € M2 (A, As) ®iQ

ord ord
tel que pour tout Z non ramifié, on a

¢z(K) = Fz
D’aprés le théoreme 2.4.20, H = G(F,n) — wy.K € 2,
modulo Q™. Donc le morphisme
A(h,T.G(F,n)) _ A(h,T.H)
A(h,G(F,n) A(h, F)
se factorise en un morphisme d’algebre

hord(N, A2) @ Tg — 1/Q™

de noyau contenant Ir,. Par conséquent, on doit avoir vg(&is(F,n)) > m.

(N,Ag)@i@ et on a H =G(F,n)

T — eI/Qm
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Par le Théoreme 3.57 de [U01]", on en déduit que

vo(Fsy (ad(pr) @ iic)) > m.

Remarquons ici que le Théoreme 3.7 de [UO1] est inconditionnel, car '’hypothese (b) de
ce dernier, c’est & dire la multiplicité 1 pour les representations cuspidales de GSps(A) |
est maintenant vérifiée gace aux travaux d’Arthur [Ar04] et de la vérification des lemmes
fondamentaux tordus néessaires par Flicker [Fi99] et Whitehouse [WhO06]. u

7On devra noter que dans [U01], 7 est défini avec une convention différente de celle du present article
(i. e. avec le Frobenius arithmétique)
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APPENDIX A. REPRESENTATIONS INDUITES ET QUESTIONS D’INTEGRALITES

On rappelle quelques notions sur les structures entieres p-adiques des representations
génériques lisses de G(F) pour F' un corps ¢-adiques et G un groupe réductif connexe. On
utilise cette théorie pour comparer certaines structures entieres sur des induites paraboliques.

A.1 Préliminaires. — Soit F' un corps local de caractéristique résiduelle £ dont on fixe
une uniformisante w. On fixe G un groupe reductif connexe quasi-déployé sur F, B un
sous-groupe de Borel, T C B un tore maximal et N le radical unipotent de B. On note
G, B, T, N les groupes des points sur F' correspondants.

Soit A une Z[1//]-algebre integre de corps des fractions K. Soit 7 une représentation
admissible lisse de G sur un K-vectoriel V;. Un sous A-module L C V; est appelé un
A-réseau admissible si c’est un réseau i. e. L ®4 K = V. qui est stable sous ’action de G et
si pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, L¥ est de type fini sur A. Ce dernier est
dit de type fini s’il est de type fini en tant que AG-module. Une représentation est dA@te
A-entiere lorsqu’elle posseéde un A-réseau admissible.

A.2 Modeéles de Whittaker entiers —

Soit P un sous-groupe parabolique standard et soit P = M Np une décomposition de
Lévi. On pose Npy = M N N. Soit wy un élément de W/Wj, de longueur maximal. On
I'identifiera avec I’élément de W de longuer minimal dans sa classe modulo Wj,.

On fixe dn une mesure de Haar sur N a valeurs dans Z[1//]. On fixe 6 un caractere
non dégénéré de F' dans g~ le groupes des racines de I'unité une puissance de ¢. On fixe
un morphisme non dégénéré N — F' et note 1 le caractére de N que l'on obtient en le
composant avec 6.

Soient A une Z[1/{]-algebre integre de corps de fraction K et (o, V,) une représentation
irréductible de M sur K. On considere I'induite:

I(0,Vy) = {f € C®(G; V)| f(mng) = 61 *(m)a(m).f(g)}

avec dp(m) = det(ad(m)|pie(n). C'est une représentation de G: pour tout g € G et f €
I(0,Vy), on pose g.f(x) = f(xg).

On suppose que A contient py et qu’il existe une forme linéaire non nulle (fonctionnelle
de Whittaker) A = A\, : V, = K telle que Vv € V =V, on ait A(o(n).v) = ¢(n)A(v) pour
toutne Nyy =NNM.

Lemme A.2.1. [l existe sur I(o,V,) une unique fonctionnelle de Whittaker Qs telle que

pour tout ouvert compact K C G, il existe N(K) C N un sous-groupe ouvert compact tel
que pour tout p € I(o,V,)K, on ait

Qpro() = /N PRECIDEGIE
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En particulier, il existe un ensemble fini SK C N tel que pour tout ¢ € I(o, VJ)K, on ait:

vol (N
Qur o =
ualy) = 2 EED NGZSA pluon)is(n)

Preuve. Le premier point se démontre de la mA®me faA§on que [CS, Prop. 2.3]. Pour le
second, soit N'(K) = N(K) N K N Keriy. Ce groupe est ouvert dans N(K) donc d’indice
fini, on prend Sk un ensemble de représentants des classes a droites N(K)/N'(K) et la
formule résulte du (i)m

En utilisant A\, et Qp7,, on peut définir des structures entieres sur ces représentations.
On pose

L=L(\) = {v e V,[¥m € M, \(c(m)v) = ¢(m) € A}

et on dit que o admet un modele de Whitakker entier si L(\,) est un réseau admissible de
V5. On peut alors considérer

I(o,L) ={¢ € I(0,V;)|p(g) € L, Vg € G}

D’apres [Vigl, I.P.3], c’est un A-réseau admissible de I(o, V5 ) si L est un A-réseau admissible
de V,. On a donc:

Corollaire A.2.2. Supposons A noethérien. Si o admet un modele de Whittaker entier, il
en est de mA®me de I(0). Plus précisément, on a

I(Uv L) - L(QM,U) = {f € 1(07 V)|QM,a(g'f) € AVg € G}

Preuve. Soit f € I(o,L) et ¢ € G. Soit K le stabilisateur de g.f. D’apres le lemme
précédent on a
vol (N
Qnrolg-f) = Z Ao (f (wong)ih(n)
|SK | s
neSk

Comme f(wong) € L(As) et que % est inversible dans A (c’est une puissance de

0). Que(f) € A. On a donc I(o,L) C L(,,). Comme A est noethérien, on en déduit
facilement que L(€ys,,) est un réseau admissible. m

Suppososns que A soit un anneau de valuation discrete de corps résiduel k. Une représentation
A-entiere de G sera dite résiduellement irréductible si pour un ( et donc pour tous) A-réseau
admissible L de type fini, la représentation de G sur L ® k4 est absolument irréductible.

Lemme A.2.3. Soit (m, V) une représentation A-entiére résiduellement irréductible. Alors
tous les réseauxr admissibles de Vi sont homothétiques et donc de type fini.

Preuve. 11 est clair que deux réseaux de type fini sont homothétiques. En effet, soit L, L’
deux tels réseaux. Ils sont comensurables et on peut supposer @w"L C L' C L et L' fwL
avec n un entier naturel quitte & remplacer L’ par un multiple. L’image de L’ dans L/wL
est pleine par irréductibilité de L&k4. Donc L' +wl = Let L' +w(L'+wl) = L' +w?L =
L.D’ott par réccurence L' + w/L = L pour tout j. Si on prend j = n, on obtient L' = L,
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ce qu’on voulait. En fait tous les réseau admissibles sont de type fini. En effet soit L un
réseau admissible quelconque et Ly un sous- A-réseau admissible de L de type fini. Pour tout
v € L, L, = AG.v + Lg est admissible de type fini il existe donc j, telque L, = w7 Ly.
On en déduit que L = (J,¢p, wIvLg. Si la famille des j, n’est pas bornée, on obtient
que L = Ly ® K ce qui contredirai 'admissibilité de L. Donc la famille est bornée et
L = @ Imaz [ est de type fini.m

Lemme A.2.4. On suppose que A est un anneau de valuation discrete. Soit o une
représentation de M ayant un modele de Whittaker entier et telle que I(o) soit résiduellement
irréductible. Alors I(o,L) = L(Q,5).

Preuve. D’apres le lemme précédent, il existe j > 0 tel que L(Qy,) = @w71(o, L). Soit K
un sous-groupe ouvert compact assez petit bien placé par rapport a B et tel LK™ £ 0. On
peut donc choisir un v € LK™ tel que A\, (v) € AX. On définit f € I(o, L) par f(g) =0 si
g ¢ Pwy.K et f(nmwok) = o(m).v si nmk € PK. Alors

Quio(f) = /N(K) Ao (f (won))o(n)dn = mes(N Nwy ' Puok)Aq (v)

si K est choisit de tel sorte que N Nwy ' NpwoK C Ker(y) ce qui est toujours possible.
Donc Q4 (f) € A* ce qui entraine que j = 0. m

A.3 — On considére maintenant la situation ou (o) n’est pas résiduellement irréductible.
Soit I(o) la réduction modulo w de I(o, L). On a clairement I(0) = I(7) ot o désigne la
réduction de o modulo 7. Soit 71,...,7; les sous-représentations irréductibles de I(o)%.
Pour tout sous-groupe ouvert compact K assez petit, on peut trouver des éléments r1,...,r,
dans l'algebre de Hecke C(K\G(F)/K, A) tels que 'image de 7; dans End(ﬁjK) soit égale
a 0; 5.1 df‘rf' Pour tout réseau L C I(o), grace au lemme de Hensel, on peut les relever

en des idempotents Ef, ..., Ef de I'image de C(K\G(F)/K, A) dans Enda (LX) tels que
pour chaque ¢, la reduction de E’ZK .L* modulo w s’identifie & la composante isotypique de

(I(0)*)* associée & 7. On pose alors Lz, = lim EF. L. Alors la reduction de Lz, modulo
_K
w s’identifie a la composante isotypique de (I(0)®*) associée a ;

Soit K un sous-groupe Iwahorique de profondeur n assez grande par rapport a Ker(i),
bien placé par rapport a B et tel que o admette des vecteurs fixes par Ko N M. Soit
I(0,K) = I(0)X. Une base de I(0, K) est donné par les fonctions ¢, avec h variant dans
un systeme de représentant de

P(Op)\G(Op)/K = LIwepr.Nf(wOF/w"Op)
avec ¢, la fonction caractéristique de la classe double P(Op).h.K

Pour t € Zy(F) tel que tNp(Op)t~' N Np(Or), on considere l'opérateur de Hecke
u; = K.t.K acting on I(0, K). Pour chaque w € W on considere le sous espace I,,(o, K) C
I(0, K) engendré par les fonctions dont le support est contenu dans U~ P(F)w'.Kp avec
Kp le sous-groupe d’Iwahori associéa B. Par un argument standard, on peut voir que ces
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sous-espaces sont stables sous ’actions des opérateurs u;. Par ailleurs, la preuve du lemme
précédent montre:

Lemme A.3.1. Supposons que N Nwy ' NpwoK C Ker(), alors I(o,L) N Iy (0, K) =
L(Qnro) N Ly, (0, K)

APPENDIX B. FAMILLES DE REPRESENTATIONS

B.1 - Supposons que A soit une Zp-algebre de corps des fractions L. Soit 7 une
L-représentation lisse admissible ayant un modele de Whittaker A-entier Wy (7, v). Pour
tout point z € Spec(A)(Q,) correspondant a l'idéal premier @;, la réduction modulo @,
de Wa(m, 1) détermine une représentation W@p (72, 1) que l'on peut regarder comme une
représentation admissible lisse apres avoir fixé un isomorphisme entre C et Q,. Ainsi 7
peut-A®tre vu comme une famille de représentation {m.;z € Spec(A)(Q,)}.

Soit G = F* et A une Z,-algebre integre. On fixe {¢ un caractere du groupe de Weil

N . art . . . . .
W;}b a valeurs dans AX. Soit F* "= Wlﬂib I'isomorphisme d’Artin envoyant I'uniformisante
sur le Frobenius géomérique. On pose

§px = &g oartp

Soit A une Z,-algebre integre munie d’une topologie définie par un idéal I contenant p.
Soit (0, N) une représentation continue de Weil-Deligne de Wy, a valeurs dans G Ly, (A).

Lemme B.1.1. Il existe une constante locale €, (0) € A* telle que pour tout 2 € Spec(A)(Q,),
on ait

z(ey(0)) = €y(0x)

ou 9, = o p est la représentation du groupe de Weil-Deligne obtenue en composant ¢ avec
T.

Preuve. Comme dans la situation classique, on se rameéne facilement au cas ou ¢ est prim-
itive. Donc de la forme ¢ = pg ® £ ol pg est une représentation de type Galois (i.e. se
factorisant a travers le groupede Galois d’une extension finie.) et £ un caractere a valeurs
dans A*. Dans ce cas, on pose

() = ey(00) )l Hnin(ec)

ot n(v) est le plus grand entier tel que ¥(w %)) = 1, f(og) est le conducteur de og et
e (0c) est la constante locale définie par Deligne.m
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On définit également L(X, o) € A[[X]] par
L(X,0) = det(1 — Xo(Frob)|yr)
avec V est 'espace dela représentation g et on pose
G(X, 0,9) = €(X, 0,9) L(X, o) L(|w| X ", 0")
ol ¥ est la représentation contragrédiente de o.

Proposition B.1.2. Soit A comme ci-dessus et p une représentation de Weil-Deligne con-
tinue dans GLy(A) Alors, il existe une représentation m = 7(p) de G sur k(A) l'espace des
fonctions sur Q; & valeurs dans A telle que pour tout f € k(A)

(g ))-10) = detle) Oyt 0 aav™)

et pour tout x €C Spec(A)(@p), (o), est la représentation associée a g, par la correspon-
dance de Langlands locale habituelle.

Preuve. Si une telle représentation existe, elle est déterminée par I'action de w = ((1) _01).
Pour f € k(A), on note f,, la fonction sur le groupe des unités Z,, f,,(u) = f(ul™) et on note

Jn(x) la transformé de Fourier de f,, pour tout caractere x de Z; et f(X, X) =2, fn(x)X”.
Alors w. f est déterminé par

(W) (0, X) = G(X, 0® xoart ) f(x 1, X )

Réciproquement, pour démontrer que cela définit bien une représentation, il faut démontrer
que pour toute relation g; ... gy, = 1 d’éléments g; € GLy(F'), on a

m(0)(g1) - - m(0(gm)) = Idy(a)-

Or cette relation est vérifiée modulo o, = Ker(x : A — @p) par l'existence de la corre-
spondance locale de Langlands appliquée a g,. Puisque ceci est vrai pour tout = et que
Nz = 0, la relation est vérifiée ce qui montre 'existence de 7(g).m

Il a été démontré par M-F Vignéras que l'action de w respectait la structure entiere
[Vig2]. De plus k(A) munie de cette action de G s’identifie au modele de Whittaker de cette
représentation par f — (g — (g.f)(1)). Il est naturelle de conjecturer que cette proposition
s’étend au cas de GL,,.

B.2 — Soit I une extension finie Z,[[T]] et F = F1 € I[[¢]] une famille de Hida de formes
modulaires primitives normalisée de conducteur C' et nebentypus er. Soit ¢ un nombre
premier différent de p et pr la représentation galoisienne de Gg dans GLy(I) associée a
F. La restriction a Dy un groupe de décomposition en ¢ de pr permet de déterminer une
représentation de Weil-Deligne continue de Wy, dans GLa(I) que 'on note or, et donc
une Ifjpp]-représentation 7(or ) de GL2(Qy) ayant un modele de Whittaker sur Ifgpe].
Par la compatibilité des représentations aloisiennes associées aux formes modulaires avec la
correspondance de Langlands locale (prouvée par H. Carayol), on déduit le fait suivant:
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Lemme B.2.1. Soit £ # p. Pour tout P C I arithmétique, la réduction modulo P de

m(or ) est isomorphe a la composante locale en ¢ de la représentation cuspidale engendrée
par fp = F modulo P.
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