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В первойпервой частичасти настонастоящейящей работыработы докдоказано,азано, чточто ферми-криваяферми-кривая двумерногодвумерного перио-перио-
дическдическогоого оператораоператора ШрёдингераШрёдингера с полоположительнымжительным потенциалом,потенциалом, точкиточки которойоторой па-па-
раметризуютраметризуют блоблоховскиеовские решениярешения уравненияуравнения ШрёдингераШрёдингера нана нунулевомлевом уровнеуровне энергии,энергии,
являетсявляется гладкладкойой M -кривой.-кривой. КромеКроме того,того, полюсыполюсы блоблоховскиховских решенийрешений располорасположеныены
попо одномудному нана каждомаждом изиз непонеподвижныхдвижных овалововалов некнекоторойоторой антиголоморфнойантиголоморфной инволю-инволю-
ции.ции. ПриПри деформациидеформации потенциалапотенциала топологическийтопологический типтип устойчивстойчив додо техтех пор,пор, покпока припри
какаком-тоом-то зназначениичении параметрапараметра деформациидеформации длядля соответствующегосоответствующего потенциалапотенциала нунуле-ле-
войвой уровеньуровень энергииэнергии нене стстановитсановится собственнымсобственным в пространствепространстве (анти)перио(анти)периодическихдических
функций.функций. ВтораяВторая частьчасть работыработы посвященапосвящена построениюпостроению такихаких потенциаловпотенциалов с помощьюпомощью
обобщенияобобщения конструкциионструкции НовикНовикова–Веселова.ова–Веселова.
DOI:DOI: https://doi.org/10.421https://doi.org/10.4213/fa3/faa362a3626

§1.1. ВведениеВведение

Теорияеория периопериодическихдических двумерныхдвумерных операторов,операторов, интегрируинтегрируемыхемых нана одноодном уров-уров-
нене энергииэнергии, восвосходитдит к работеработе [1],[1], в которойоторой былабыла предлопредложенаена алгебро-геометри-алгебро-геометри-
ческческаяая конструкцияонструкция интегрируинтегрируемыхемых двумерныхдвумерных операторовоператоров ШрёдингераШрёдингера в маг-маг-
нитнонитном пополеле

H̃ = (i∂i∂x +A1(x,x, y))))
2 + (i∂i∂y +A2(x,x, y))))

2 + u(x,x, y).

НеНе ограничиваяограничивая общности,общности, в дальнейшемдальнейшем бубудемдем предполагпредполагать,ать, чточто этотэтот уровеньуровень
нулевойнулевой, такак какак сдвигомдвигом потенциалапотенциала u→ u−E уравнениеуравнение H̃ψ = Eψ свосводитсдится
к уравнениюуравнению H̃ψ = 0.
КонструкцияКонструкция работыработы [1[1] основанаоснована нана понятиипонятии двухточечнойдвухточечной двупардвупараметри-аметри-

ческойческой функциифункции БейкБейкера–Ахиезераера–Ахиезера ψ(x,x, y, p), определяемойопределяемой попо гладкладкойой алгеб-алгеб-
раическраическойой кривойкривой Γ рородада g с двумядвумя отмеченнымиотмеченными точкточкамиами P± и эффективномуэффективному
неспециальномунеспециальному дивизорудивизору D = γ1+ · · ·+γg . ФункцияФункция БейкБейкера–Ахиезераера–Ахиезера и коэф-оэф-
фициентыфициенты оператораоператора H̃ былибыли явноявно выписанывыписаны в терминахтерминах тэттэта-функцииа-функции Римана,Римана,
ассоциированнойассоциированной с кривойкривой Γ.
В работработахах [8],[8], [9][9] НовикНовиковымовым и ВеселовымВеселовым былибыли найденынайдены условия,словия, выделя-выделя-

ющиеющие алгебро-геометричеалгебро-геометрическиеские данныеданные {Γ, P±, D}, которымоторым отвечаютотвечают потенци-потенци-
альныеальные операторыоператоры

H = −Δ+ u(x,x, y), Δ :=:= ∂2x + ∂2y = 4∂z∂z̄, (1.1)(1.1)

т. е.е. операторыоператоры с Ai ≡ 0. СоответствующиеСоответствующие кривыекривые должныдолжны бытьбыть кривымикривыми с
голоморфнойголоморфной инволюциейинволюцией σ : Γ → Γ, имеющейимеющей тольктолько дведве непонеподвижныедвижные точкиточки
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ситетовситетов Российскоссийскойой ФедерацииФедерации «5-100»«5-100». Работабота А.А. В.В. ИльинойИльиной былабыла поподдерддержанаана грантомгрантом
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P± = σ(P±). НеобНеобходимодимо поподчеркнуть,дчеркнуть, чточто последнеепоследнее условиесловие являлосьявлялось ключе-ключе-
вымвым нене тольктолько длядля потенциальнойпотенциальной редукции,редукции, ноно и длядля другогодругого замечательногозамечательного
резурезульльтатата НовикНовиковаова и Веселова:Веселова: соответствующиесоответствующие функциифункции БейкБейкера–Ахиезераера–Ахиезера
былибыли явноявно выражвыраженыены черезчерез тэттэта-функцииа-функции Прима.Прима.
ПрироПриродада условийсловий НовикНовикова–Веселоваова–Веселова былабыла пропроясненаяснена в работеработе [5],[5], однимдним

изиз основныхосновных резурезульльтатоватов которойоторой былобыло конструктивноеонструктивное описаниеописание структурыструктуры
кокомплексноймплексной ферферми-кривойми-кривой двумерногодвумерного периопериодическдическогоого оператораоператора Шрёдинге-Шрёдинге-
ра,ра, т. е.е. римановойримановой поверповерхностихности Γferermimi (далее(далее Γf ),), точкиточки p ∈ Γf которойоторой пара-пара-
метризуютметризуют решениярешения уравненияуравнения

(−Δ+ u(x,x, y))))ψ(x,x, y, p) = 0, Δ :=:= ∂2x + ∂2y = 4∂z∂z̄ , (1.2)(1.2)

являющиесявляющиеся собственнымисобственными длядля операторовоператоров сдвигдвига

ψ(x+ 2π�1, y, p) = w1(p)ψ(x,x, y, p), ψ(x,x, y + 2π�2, p) = w2(p)ψ(x,x, y, p). (1.3)(1.3)

ОбычноОбычно поподобныедобные решениярешения в спектральнойспектральной теориитеории периопериодическихдических операторовоператоров
называютсназываются решениямирешениями БлоБлоха–Флока–Флоке,е, а мномножествоество парпар (w1, w2) ∈ (C∗)2 ненуненуле-ле-
выхвых комплекомплексныхсных чисел,чисел, длядля которыхоторых существусуществуетет блоблоховсковскоеое решениерешение с соответ-соответ-
ствующимиствующими мумульльтипликтипликаторамиаторами ФлокФлоке,е, называетсназывается мномножествомеством БлоБлоха–Флока–Флоке.е.
МыМы бубудемдем обознаобозначатьчать егоего черезчерез ΓBF . УтверУтверждениеждение о том,том, чточто этоэто мномножествоество за-за-
даетсдается аналитическиманалитическим уравнениемуравнением R(w1, w2) = 0, т. е.е. являетсявляется аналитическаналитическойой
комплекомплекснойсной кривой,кривой, былобыло полученополучено И.И. А.А. Таймановымаймановым какак следствиеследствие теоре-теоре-
мымы КелдышаКелдыша о резольвентрезольвентахах семействасемейства вполневполне непрерывныхнепрерывных операторовоператоров (см.(см.
детдеталиали и историюисторию вопросавопроса в [5[5],], [10]).[10]). Ферми-криваяФерми-кривая являетсявляется частичнойчастичной нор-нор-
мализациеймализацией кривойкривой БлоБлоха–Флока–Флоке,е, т. е.е. существусуществуетет голоморфноеголоморфное отображотображениеение
Γf �−�−→ ΓBF , котороеоторое взаимновзаимно однознаднозначночно вневне сингусингулярныхлярных точекточек кривойкривой ΓBF

(и(и ихих прообразовпрообразов нана Γf ).). ДляДля потенциаловпотенциалов общегообщего полоположенияения криваякривая ΓBF яв-яв-
ляетсляется гладкладкойой и понятияпонятия ферми-кривойферми-кривой и спектральнойспектральной кривойкривой БлоБлоха–Флока–Флоке
совпадаютсовпадают.
ОднойОдной изиз целейцелей настонастоящейящей работыработы являетсявляется обобщениеобобщение конструкциионструкции НовикНовико-о-

ва–Веселовава–Веселова нана случайслучай собственногособственного уровняуровня энергииэнергии, а именно,именно, нана случай,случай, ко-о-
гдада E = 0 являетсявляется собственнымсобственным зназначениемчением оператораоператора H в пространствепространстве (ан-(ан-
ти)периоти)периодическихдических функций.функций. ОсобаяОсобая рольроль собственногособственного уровняуровня состоитсостоит в том,том,
чточто еслиесли кратностькратность выровырожденияждения этогоэтого уровняуровня нечетна,нечетна, тото соответствующаясоответствующая
спектральнаяспектральная ферми-криваяферми-кривая обобязательноязательно являетсявляется сингулярнойсингулярной.
ПоПояснимясним последнеепоследнее утверутверждение.ждение. ИзИз самосопрсамосопряжяженностиенности оператораоператораШрёдин-Шрёдин-

герагера следуследуетет, чточто еслиесли ψ естьесть блоблоховсковскоеое решениерешение уравненияуравнения (1.2)(1.2) с мумульльтипли-типли-
каторамиаторами (w1, w2), тото существусуществуетет двойственноедвойственное блоблоховсковскоеое решениерешение ψσ тоготого же
уравненияуравнения с мумульльтипликтипликаторамиаторами (w−1

1 , w−1
2 ), т. е.е. ферми-криваяферми-кривая инвариантнаинвариантна

относительноотносительно инволюцииинволюции

σ : Γf �→�→ Γf , (w1, w2) �→�→ (w−1
1 , w−1

2 ). (1.4)(1.4)

НепоНеподвижныедвижные точкиточки этойэтой инволюцииинволюции существуютсуществуют тольктолько в томтом случае,случае, когогдада
E = 0 являетсявляется собственнымсобственным уровнемуровнем (анти)перио(анти)периодическдическойой задазадачичи длядля опе-опе-
ратораратора H . ЭтиЭти точкиточки являютсявляются точкточкамиами самопересечениясамопересечения ферми-кривой,ферми-кривой, т. е.е.
ферми-криваяферми-кривая в этомэтом случаеслучае являетсявляется сингусингулярной.лярной.
КакКак известно,известно, любаялюбая сингусингулярнаялярная криваякривая допудопускскаетает нормализацию,нормализацию, т. е.е. отоб-отоб-

ражражениеение ν : Γ → Γf гладкладкойой кривойкривой Γ нана Γf , котороеоторое являетсявляется взаимновзаимно одно-дно-
зназначнымчным вневне сингусингулярныхлярных точекточек ферми-кривойферми-кривой Γf . ХотХотя пониманиепонимание того,того, чточто
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ферми-криваяферми-кривая сингусингулярна,лярна, важноважно длядля мотивировкимотивировки конструкции,онструкции, самасама кон-он-
струкцияструкция основанаоснована нана описанииописании аналитическиханалитических свойствсвойств прообразапрообраза функциифункции
БейкБейкера–Ахиезераера–Ахиезера нана нормализациинормализации спектральнойспектральной кривой,кривой, т. е.е. нана гладкладкойой кри-кри-
войвой Γ. СоответствующиеСоответствующие кривыекривые — этоэто кривыекривые с инволюцией,инволюцией, имеющейимеющей n+1 парпар
непонеподвижныхдвижных точекточек (P±, p1±, . . . , p

n
±). ПоПодчеркнем,дчеркнем, чточто аналитическиеаналитические свойствасвойства

ввовводимыхдимых наминами функцийфункций БейкБейкера–Ахиезераера–Ахиезера нана такихаких кривыхкривых длядля n > 0 совпа-совпа-
даютдают с аналитическимианалитическими свойствамисвойствами функций,функций, привоприводящихдящих к такак называемымназываемым
«многосолитонным«многосолитонным нана фонефоне конечнозонных»онечнозонных» решениямрешениям интегрируинтегрируемыхемых момоделейделей
(см.,(см., например,например, [3[3],], [6]),[6]), выражвыражениеение которыхоторых черезчерез тэттэта-функцииа-функции РиманаРимана даетсдается
слосложнымижными детерминантнымидетерминантными формуформулами.лами. КакКак ококазалось,азалось, ихих выражвыраженияения черезчерез
поподхдходящедяще определенныеопределенные тэттэта-функцииа-функции ПримаПрима остостаетсается справедливымсправедливым припри лю-лю-
бомбом n.
ОбобщеннаяОбобщенная конструкциионструкции НовикНовикова–Веселоваова–Веселова привоприводитсдится в четвертомчетвертом пара-пара-

графеграфе настонастоящейящей работы.работы. КакКак бубудетдет покпоказаноазано нижниже,е, онаона играетиграет особуюособую рольроль в
спектральнойспектральной теориитеории двумерныхдвумерных периопериодическихдических операторовоператоров Шрёдингера.Шрёдингера. ПоПод-д-
черкнем,черкнем, чточто в полномполном объемеобъеме задазадачача построенияпостроения такакойой теории,теории, несмотрнесмотря нана
существенноесущественное пропродвиждвижениеение в [5[5],], остостаетсается нерешеннойнерешенной. В частности,частности, остостаетсается
открытымоткрытым вопросвопрос о докдоказательствеазательстве необходимостинеобходимости найденныхнайденных ранееранее в работработахах
[8],[8], [5[5],], [7[7] достаточныхдостаточных условийсловий нана спектральныеспектральные данные,данные, отвечающиеотвечающие неосо-неосо-
бымбым вещественнымвещественным потенциалам.потенциалам. ЭтиЭти условиясловия зависзависятят отот топологическтопологическогоого ти-ти-
папа двухдвух естественныхестественных коммутирующихоммутирующих антиголоморфныхантиголоморфных инволюцийинволюций ферми-ферми-
кривойкривой Γf . ПерваяПервая изиз них,них,

τ : Γf �→�→ Γf , (w1, w2) �→�→ (w̄1, w̄2), (1.5)(1.5)

естьесть простоепростое следствиеследствие вещественностивещественности потенциала.потенциала. Действительно,Действительно, еслиесли ψ яв-яв-
ляетсляется блоблоховскимовским решениемрешением уравненияуравнения ШрёдингераШрёдингера с вещественнымвещественным потенци-потенци-
алом,алом, тото ψ̄ такжакже являетсявляется блоблоховскимовским решениемрешением тоготого же уравнения.уравнения. Такак какак
точкиточки ферми-поверферми-поверхностихности параметризуютпараметризуют всевсе блоблоховскиеовские решения,решения, тото найдетснайдется
точкточка τ(p), такакая,ая, чточто ψ̄(x,x, y, p) = ψ(x,x, y, τ(p)))). Точкиочки непонеподвижныхдвижных овалововалов ан-ан-
тиинволюциитиинволюции τ параметризуютпараметризуют вещественныевещественные блоховскиелоховские решениярешения уравненияуравнения
Шрёдингера.Шрёдингера.
НепоНеподвижныедвижные точкиточки второйвторой антиголоморфнойантиголоморфной инволюцииинволюции στ отвечаютотвечают па-па-

рамрам мумульльтипликтипликаторов,аторов, таким,аким, чточто |wi| = 1. ПриПри этомэтом

στ(p) = p =⇒ ψ(x,x, y, σ(p)))) = ψ̄(x,x, y, p). (1.6)(1.6)

ПростоеПростое наблюнаблюдение,дение, чточто антиинволюцияантиинволюция στ ферми-кривойферми-кривой операторовоператоров Шрё-Шрё-
дингерадингера с поположителожительнымльным потенциаломпотенциалом нене имеетимеет непонеподвижныхдвижных точек,точек, яви-яви-
лосьлось ключевымключевым припри докдоказательствеазательстве того,того, чточто такакаяая ферми-криваяферми-кривая являетсявляется
M -кривой-кривой относительноотносительно антиинволюцииантиинволюции τ и чточто точкиточки дивизорадивизора полюсовполюсов бло-бло-
ховсковскойой функции,функции, которыеоторые вместевместе с самойсамой кривойкривой однознаднозначночно определяютопределяют по-по-
тенциал,тенциал, располорасположеныены попо однойдной нана всехвсех (кроме(кроме одного)дного) непонеподвижныхдвижных овалаховалах
антиинволюцииантиинволюции τ . ПоПодобноедобное описаниеописание спектральныхспектральных данныхданных хорошоорошо известноизвестно
в теориитеории одномерногoдномерногo оператораоператора ШрёдингераШрёдингера [2].[2].
ДляДля общегообщего вещественноговещественного потенциалапотенциала числочисло непонеподвижныхдвижных овалововалов антиинво-антиинво-

люциилюции στ всегвсегдада конечноконечно. ПриПри непрерывнойнепрерывной деформациидеформации потенциалапотенциала этоэто числочисло
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моможетет изменятьсизменяться тольктолько тогтогда,да, когогдада ферми-криваяферми-кривая Γf стстановитсановится сингусингуляр-ляр-
ной,ной, точнее,точнее, когогдада припри какаком-тоом-то параметрепараметре деформациидеформации длядля соответствующе-соответствующе-
гого потенциалапотенциала нунулевойлевой уровеньуровень энергииэнергии стстановитсановится собственным.собственным. ЭтоЭто обстообстоя-я-
тельствотельство и объясняетобъясняет особуюособую роль,роль, которуюоторую играютиграют обобщенныеобобщенные потенциалыпотенциалы
НовикНовикова–Веселова.ова–Веселова.

§2.2. НеобНеобходимыедимые сведениясведения

МыМы наначнемчнем с описанияописания спектральнойспектральной ферми-кривойферми-кривой и кривойкривой БлоБлоха–Флока–Флоке
длядля простейшегопростейшего случаяслучая «свобо«свободного»дного» оператораоператора ШрёдингераШрёдингера H0 = −Δ нана
уровнеуровне E �= 0. БлоБлоховскиеовские решениярешения уравненияуравнения (1.2)(1.2) с u = −E параметризуютспараметризуются
ненуненулевымлевым комплекомплекснымсным параметромпараметром k ∈ C∗ и имеютимеют видвид

ψ(z, z̄, k) = ekz−k−1 E
4 z̄, (2.1)(2.1)

т. е.е. в данномданном случаеслучае Γf совпадаетсовпадает с C∗ . СоответствующиеСоответствующие мномножителижители ФлокФлоке
даютсдаются формуформуламилами

w1(k) = e2π(k−k−1 E
4 )�1 , w2(k) = e2πi(k+k−1 E

4 )�2 , (2.2)(2.2)

которыеоторые определяютопределяют отображотображениеение

W : C∗ �→�→ (C∗)2, k �→�→ (w1(k), w2(k)))).

ОбразОбраз отображотображенияения W и естьесть спектральнаяспектральная криваякривая БлоБлоха–Флока–Флоке ΓBF
0 опера-опера-

торатора H0 −E . Голоморфнаяоломорфная и антиголоморфнаяантиголоморфная инволюцииинволюции (1.4),(1.4), (1.5)(1.5) длядля рас-рас-
сматриваемогосматриваемого случаяслучая имеютимеют видвид

σ : k �→�→ −k, τ : k �→�→ − E

4k̄
.

ЕдинственныеЕдинственные особенностиособенности кривойкривой ΓBF
0 — этоэто точкиточки самопересечения,самопересечения, явля-явля-

ющиесющиеся образамиобразами парпар «резонансных»«резонансных» точекточек k, k′ , определяемыхопределяемых уравнениямиуравнениями
wi(k) = wi(k

′). Такиеакие парыпары параметризуютспараметризуются целымицелыми числамичислами n,n,m и нахнаходятсдятся
изиз уравненийуравнений

k − E

4k
−
(
k′ − E

4k′

)
=
inin

�1
, k +

E

4k
−
(
k′ +

E

4k′

)
=
m

�2
. (2.3)(2.3)

Решаяешая (2.3),(2.3), получаемполучаем k = k±n,mn,m и k′ = k∓−n,n,−m , гдеде

k±n,mn,m :=:=
m�m�1 + in�in�2

4�1�2

(
1±

√
1− 4E�21�

2
2

m2l21 + n2l22

)
. (2.4)(2.4)

КоорКоординатыдинаты нонодальныхдальных точекточек кривойкривой ΓBF
0 равныравны

w1(k
±
n,mn,m) = expexp

(
πinin± πm�m�1

�2

√
1− 4E�21�

2
2

m2�21 + n2�22

)
,

w2(k
±
n,mn,m) = expexp

(
πimim∓ πn�n�2

�1

√
1− 4E�21�

2
2

m2�21 + n2�22

)
.
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ЗнаЗначениячения E , длядля которыхоторых поподкдкоренноеоренное выражвыраженияения в этихэтих формуформулахлах обращаетсобращается
в нунуль,ль, т. е.е.

E|n|,|m| =
m2�21 + n2�22

4�21�
2
2

,

являютсявляются собственнымисобственными зназначениямичениями оператораоператора H0 = −Δ в пространствепространстве (ан-(ан-
ти)периоти)периодическихдических функций.функций. В этомэтом случаеслучае соответствующаясоответствующая криваякривая БлоБлоха–а–
ФлокФлоке помимопомимо бескбесконечногоонечного числачисла простыхпростых точекточек самопересечениясамопересечения имеетимеет од-д-
нуну четырехкрчетырехкратнуюатную точкуточку самопересечения.самопересечения. ДокДоказательствоазательство существованиясуществования
ферми-кривойферми-кривой длядля общегообщего периопериодическдическогоого потенциала,потенциала, предлопредложенноеенное в [5],[5], кон-он-
структивноструктивно и основаноосновано нана построениипостроении и исследованииисследовании сходимостидимости рядов,ядов, зада-зада-
ющихющих форформальномально блоховскиелоховские решениярешения.
ДляДля любоголюбого k0 ∈ C∗ определимопределим комплекомплексныесные числачисла kν какак решениярешения урав-урав-

нениянения w1(k) = w1010 :=:= w1(k0), гдеде w1(k) даетсдается формуформулойлой (2.2).(2.2). ИндекИндексысы ν ,
нумерующиенумерующие kν , — этоэто парыпары (n,n,±), состосостоящиеящие изиз целогоцелого числачисла и знакзнака.а. ЛегкЛегко
проверить,проверить, чточто

kν =
inin

2�1
+

1

2

(
k0 − E

4k0

)
± 1

2

√(
inin

�1
+

(
k0 − E

4k0

))))2

+ E.

ВведемВведем обознаобозначениячения ψν :=:= ψ(x,x, y, kν) и w2ν :=:= w2(kν), гдеде ψ и w2 даютсдаются фор-фор-
мумуламилами (2.1)(2.1) и (2.2)(2.2) соответственно.соответственно.
В предполопредположении,ении, чточто w2020 �= w2ν длядля всехвсех ν �= 0, определимопределим формальныеформальные

рядыяды

F (y, k0) =

∞∑
s=1=1

Fs(y, k0), (2.5)(2.5)

Ψ(Ψ(x,x, y, k0) =

∞∑
s=0=0

ϕs, ϕs =
∑
ν

csν(y)ψν(x,x, y), (2.6)(2.6)

рекуррентнымирекуррентными формуформуламилами

Fs = r−1
0 〈ψ+

0 vϕs−1〉x, (2.7)(2.7)

c00 = 1, cs0 = −r−1
0

s∑
i=1=1

Fi〈ψ+
0 ϕs−i〉x, s � 1. (2.8)(2.8)

ДляДля ν �= 0 полоположимжим c0ν = 0; припри s � 1

csν =
w2ν

rν(w2ν − w2020)

∫ y+2+2π�2

y

〈
ψ+
ν

(
− v(x,x, y)ϕs−1 +

s∑
i=1=1

2Fiϕs−i,yi,y

)〉
x

+
w2ν

rν(w2ν − w2020)

∫ y+2+2π�2

y

〈
ψ+
ν

(
Fiyiyϕs−i +

s−i∑
l=1=1

FiFlϕs−i−l

)〉)〉
, (2.9)(2.9)

гдеде

ψ+
ν = ψ(x,x, y,−kν), rν = r(kν), r(k) :=:= 4πi�i�1

(
k +

E

4k

)
, (2.10)(2.10)

а выражвыражениеение 〈f〉x длядля любойлюбой 2π�1-перио-периодическдическойой функциифункции f переменнойпеременной x обо-обо-
зназначаетчает ееее среднеесреднее попо периопериодуду.
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ЛеммаЛемма 2.1.2.1. ФорФормуламула

ψ̃(x,x, y, k0) = expexp

(∫ y

0

F (y′, k0) dydy′
)
Ψ(Ψ(x,x, y, k0)Ψ)Ψ

−1(0(0, 0, k0)

опредеопределяетляет форформальномально блоховскоелоховское решениерешение уруравненияавнения

(−∂2x − ∂2y + v(x,x, y)− E)ψ̃ = 0, (2.11)(2.11)

ψ̃(x+ 2π�1, y, k0) = w1010ψ̃(x,x, y, k0), ψ̃(x,x, y + 2π�2, k0) = w̃2020ψ̃(x,x, y, k0),

гдегде

w̃2020 = w2020 expexp

(∫ 2π�2

0

F (y′, k0) dydy′
)
.

ДляДля описанияописания структурыструктуры ферми-поверферми-поверхностихности зафикзафиксирусируемем полоположительноежительное
числочисло h > 0 и определимопределим окрестностиокрестности R±

nmnm резонансныхрезонансных точекточек (2.4)(2.4) так,ак, чтобычтобы
длядля любоголюбого k0 /∈ R±

nmnm имелоимело местоместо неравенствонеравенство

|w2020w
−1
2ν − 1| > h,h, ν �= 0.

НеНе ограничиваяограничивая общности,общности, моможножно считсчитать,ать, чточто констонстантанта h выбранавыбрана так,ак, чточто
областиобласти R±

nmnm нене пересекпересекаютсаются.я.
ЛеммаЛемма 2.22.2 [5][5]. ПустьПусть v(x,x, y) аналитическианалитически продопродолжималжима в некоторуюнекоторую

окрестностьокрестность вещественныхвещественных значенийзначений перепеременныхменных x , y . Тогдаогда существуетсуществует
константаконстанта N0 ,такаятакая, чточто длядля любоголюбого k0 /∈ R±

nmnm ,такоготакого, чточто |k0|+|k−1
0 | > N0 ,

рядыряды, задаваезадаваемыемые форформуламимулами (2.5)(2.5)–(2.9),(2.9), равноавномерномерно абсоабсолютнолютно сходятсясходятся и
опредеопределяютляют блоховскоелоховское решениерешение ψ̃(x,x, y, k0) уруравненияавнения (2.11),(2.11), аналитическоеаналитическое попо
k0 и нене обробращающеесяащающееся в нульнуль нини припри какихкаких x , y .
ДляДля построенияпостроения формальныхформальных блоблоховскиховских решенийрешений в резонансномрезонансном случаеслучае (т(т. е.е.

когогдада нене выполненовыполнено условиесловие w2020 �= w2ν) поступимпоступим следующимследующим образом.образом. Обозна-Обозна-
чимчим черезчерез I произвольноепроизвольное конечноеонечное поподмнодмножествоество индекиндексовсов ν , такакое,ое, чточто

w2α �= w2ν , α ∈ I, ν /∈ I.

МатричныеМатричные аналогианалоги предшествующихпредшествующих формуформул позволяютпозволяют построитьпостроить формаль-формаль-
ноеное квазибквазиблоховскоелоховское решениерешение уравненияуравнения (2.11),(2.11), т. е.е. наборнабор решенийрешений ψ̂α(x,x, y, w1010)
уравненияуравнения ШрёдингераШрёдингера сосо следующимиследующими свойствамисвойствами мономонодромии:дромии:

ψ̂α(x+ 2π�1, y, w1010) = w1010ψ̂α(x,x, y, w1010),

ψ̂α(x,x, y + 2π�2, w1010) =
∑
β

T β
α (w1010)ψ̂β(x,x, y, w1010).

(2.12)(2.12)

ДляДля кратккраткостиости мымы нене привоприводимдим этиэти рядыяды полностьюполностью (см.(см. [5]),[5]), поскпосколькуольку длядля
дальнейшегодальнейшего намнам достдостаточноаточно утверутвержденияждения обоб ихих сходимости,димости, а такжакже явногоявного
видавида тольктолько первыхпервых двухдвух членовчленов рядаяда длядля матрицыматрицы T (w1010):

(T0)
β
α = w2βδ

β
α, (T1)

β
α =

w2β

rβ

∫ 2π�2

0

〈ψ+
β vψα〉x dydy′. (2.13)(2.13)

ДляДля k0 ∈ R±
nmnm , такакого,ого, чточто |k0|+ |k−1

0 | > N0 , в качествечестве мномножестваества резонансныхрезонансных
индекиндексовсов выберемвыберем такуюакую парупару индекиндексов:сов: ν = 0 и ν0 , такакое,ое, чточто kν0 ∈ R∓

−n,n,−m .
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КакКак докдоказаноазано в [5],[5], формальныеформальные ряды,яды, задающиезадающие квазиблоквазиблоховскиеовские решения,решения, рав-рав-
номернономерно и абсолютноабсолютно сходятсдятся и определяютопределяют функциифункции ψ̂α(x,x, y, w1010), голоморф-голоморф-
ныеные попо переменнойпеременной w1010 ∈ W±

n,mn,m . ЗдесьЗдесь W±
n,mn,m — областьобласть комплекомплекснойсной плоскплоскости,ости,

являющаясявляющаяся образомобразом окрестностиокрестности R±
n,mn,m припри отображотображении,ении, заданномзаданном функциейфункцией

w1(k0). ПоПодчеркнем,дчеркнем, чточто одновременнодновременно W±
n,mn,m являетсявляется образомобразом припри отображотображе-е-

нии,нии, заданномзаданном функциейфункцией w1 , и второйвторой резонанснойрезонансной окрестностиокрестности R∓
−n,n,−m .

Рассмотримассмотрим матрицуматрицу T (w1010) изиз равенствравенств (2.12).(2.12). ОнаОна голоморфноголоморфно зависитзависит отот
w1010 ∈ W±

n,mn,m . В рассматриваемомрассматриваемом случаеслучае этоэто (2(2× 2)2)-матрица-матрица и степеньстепень дивизорадивизора
нунулейлей дискриминантдискриминанта ееее характеристическарактеристическогоого уравненияуравнения

det(det(w̃2 · I− T (w1010)))) = 0 (2.14)(2.14)

равнаравна 2. ИнымиИными словами,словами, характеристическарактеристическоеое уравнениеуравнение (2.14)(2.14) задаетзадает наднад обла-обла-
стьюстью W±

nmnm двудвулистноелистное накрытиенакрытие Γ±
n,mn,m , имеющееимеющее внутривнутри этойэтой областиобласти дведве точкиточки

ветвления.ветвления. НазовемНазовем резонанснуюрезонансную точкуточку k±nmnm отмеченной,отмеченной, еслиесли поверповерхностьхность Γ±
n,mn,m

сингусингулярна,лярна, т. е.е. еслиесли дискриминантдискриминант характеристическарактеристическогоого уравненияуравнения имеетимеет одиндин
двукратныйдвукратный нунуль.ль.
ЛеммаЛемма 2.3.2.3. ДляДля неотмеченныхнеотмеченных резонансныхрезонансных точекточек k±nmnm блоховскаялоховская функ-функ-

цияция ψ̃(x,x, y, k0) аналитическианалитически продопродолжаетсялжается изиз нерезонанснойнерезонансной обобластиласти нана ри-ри-
мановуманову поверхностьповерхность Γ±

n,mn,m и имеетимеет нана нейней одинодин простойпростой пополюслюс. ДляДля отмечен-отмечен-
ныхных резонансныхрезонансных точекточек блоховскаялоховская функцияфункция ψ̃(x,x, y, k0) гогололоморморфнофно продопродолжа-лжа-
етсяется изиз нерезонанснойнерезонансной обобластиласти в обобластиласти R±

n,mn,m , R
∓
−n,n,−m .

АналогичнымАналогичным образомобразом описываетсописывается пропродолждолжениеение блоблоховскиховских функцийфункций в
«центральную«центральную область»область» R0 , заданнуюзаданную неравенстваминеравенствами

2π�1

∣∣∣∣ReRe(k0 − E

4k0

)∣∣∣∣ < r, 2π�1

∣∣∣∣ ImIm(
k0 − E

4k0

)∣∣∣∣ < N,

гдеде N целое.целое. ФункцияФункция w1(k0) предстпредставляетавляет R0 какак 2N -листное-листное накрытиенакрытие об-об-
ластиласти W0 ⊂ C∗ , заданнойзаданной неравенстваминеравенствами e−r < |w1010| < er . ДляДля любоголюбого k0 ,
такакого,ого, чточто w1(k0) ∈W0 , в качествечестве наборанабора отмеченныхотмеченных индекиндексовсов I выберемвыберем тете
индекиндексы,сы, длядля которыхоторых kα ∈ R0 .
ЛеммаЛемма 2.4.2.4. В предпопредположенияхложениях лелеммыммы 2.22.2 существуютсуществуют константыконстанты c1 , c2 ,

такиетакие, чточто длядля r > c1 , N > c2 рядыряды, опредеопределяющиеляющие квазибквазиблоховскиелоховские решениярешения,
равноавномерномерно и абсоабсолютнолютно сходятсясходятся. БлоховскоеБлоховское решениерешение уруравненияавнения ШрёдингерШрёдингера
аналитическианалитически продопродолжаютсялжаются изиз нерезонанснойнерезонансной обобластиласти нана римановуриманову поверх-поверх-
ностьность Γ̃0 , заданнуюзаданную наднад W0 хархарактеристическимактеристическим уруравнениеавнением (2.14)(2.14) длядля соот-соот-
ветствующейветствующей (2(2N × 2N)-матрицы-матрицы монодромонодромиимии. ПродоПродолжениелжение блоховскоголоховского ре-ре-
шенияшения нана Γ̃0 являетсяявляется меромероморморфнойфной функциейфункцией с пополюслюсамиами, нене зависящимизависящими отот
(x,x, y) . ЧисЧислоло этихэтих пополюсовлюсов нене превосходитпревосходит чисчислала резонансныхрезонансных парпар k±n,mn,m ∈ W0 .
В общеобщем случаелучае, когдакогда Γ̃0 неособнеособа, ихих чисчислоло равноавно родуроду поверхностиповерхности Γ̃0 .
ПриведенныеПриведенные резурезульльтатыаты позволяютпозволяют описатьописать глобальнолобально структуруструктуру Γf какак

поверповерхность,хность, полученнуюполученную изиз комплекомплекснойсной k0 -плоск-плоскостиости «вклейк«вклейкой»ой» Γ̃0 вместовместо
областиобласти R0 и «вклейк«вклейкой»ой» поверповерхностейхностей Γ±

nmnm длядля неотмеченныхнеотмеченных парпар резонанс-резонанс-
ныхных точек.точек. ЕслиЕсли числочисло неотмеченныхнеотмеченных парпар конечно,онечно, тото Γf имеетимеет конечныйонечный рород и
компактифицируомпактифицируетсется двумядвумя отмеченнымиотмеченными точкточками.ами. СоответствующиеСоответствующие потенци-потенци-
алыалы называютсназываются алгебро-геометричеалгебро-геометрическимискими (или(или конечнозонными)онечнозонными) нана нунулевомлевом
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уровнеуровне энергии.энергии. СогСогласноласно [5[5],], такиеакие потенциалыпотенциалы плотныплотны в пространствепространстве всехвсех
периопериодическихдических потенциалов.потенциалов.
ЗамечаниеЗамечание 2.5.2.5. ПонятиеПонятие «вклейки»«вклейки» ознаозначаетчает следующее:следующее: функцияфункция w1 поз-поз-

воляетволяет отоотождествитьждествить границыграницы «вырезанной»«вырезанной» и вклеиваемойвклеиваемой областей.областей. Ком-Ком-
плекплекснаясная структураструктура нана объединенииобъединении дополнениядополнения к вырезаннойвырезанной областиобласти и вклеи-вклеи-
ваемойваемой областиобласти определяетсопределяется тем,тем, чточто голоморфныеголоморфные в этойэтой структуреструктуре функциифункции
являютсявляются непрерывныминепрерывными нана линиилинии склейки.склейки.

§3.3. Ферми-кривыеФерми-кривые полоположительныхжительных потенциаловпотенциалов

ОписаннаяОписанная в предыдущемпредыдущем параграфепараграфе конструкцияонструкция позволяетпозволяет рассматриватьрассматривать
Γf какак своеобразноесвоеобразное возмущениевозмущение ферми-поверферми-поверхностихности оператораоператора H = −Δ − E
длядля любоголюбого E . В работеработе [5][5] зназначениечение E длядля определенностиопределенности былобыло выбрановыбрано рав-рав-
нымным 4. ВариацияВариация этогоэтого параметрапараметра позволяетпозволяет болееболее эффективноэффективно описатьописать струк-струк-
турутуру поверповерхностихности Γf длядля операторовоператоров H = −Δ − E + v(x,x, y) в случае,случае, когогдада
периопериодическдическаяая функцияфункция v достдостаточноаточно мала,мала, т. е.е. |v(x,x, y)| < ε, а констонстантанта E
нене совпадаетсовпадает с собственнымисобственными зназначениямичениями оператораоператора H0 , т. е.е. E �= E|n|,|m| . НеНе
ограничиваяограничивая общности,общности, моможножно считсчитать,ать, чточто среднеесреднее попо торутору возмущающеговозмущающего по-по-
тенциалатенциала равноравно нунулю:лю: 〈〈〈〈v〉〉〉〉 = 0.
В этомэтом случаеслучае коэффициентыоэффициенты рядов,ядов, определяющихопределяющих формальныеформальные блоблоховскиеовские

и квазиблоквазиблоховскиеовские решения,решения, мажмажорируютсорируются коэффициентоэффициентамиами рядаяда геометриче-геометриче-
скскойой прогрессиипрогрессии с покпоказателемазателем ε, чточто автоматическиавтоматически гарантируарантируетет ихих сходимость.димость.
БолееБолее того,того, ε моможножно выбратьвыбрать так,ак, чточто в построениипостроении Γf отсутствуотсутствуетет «централь-«централь-
ная»ная» резонанснаярезонансная область,область, т. е.е. Γf получаетсполучается вклейквклейкойой тольктолько римановыхримановых по-по-
верверхностейхностей Γ±

n,mn,m длядля неотмеченныхнеотмеченных парпар резонансныхрезонансных точекточек и,и, какак следствие,следствие,
Γf гладкаягладкая. ДальнейшуюДальнейшую эффективизациюэффективизацию допудопускскаетает описаниеописание Γf в случаеслучае
E < 0, котороеоторое остостаетсается справедливымсправедливым длядля полоположительныхжительных потенциалов.потенциалов. НижНиже
мымы привоприводимдим соответствующеесоответствующее описание.описание.
Рассмотримассмотрим функциюфункцию

p(k) :=:=
lnlnw1(k)

2π�1
= k − E

4k
.

РимановаРиманова поверповерхностьхностьфункциифункции k(p) двудвулистнолистно накрываетнакрывает комплекомплекснуюсную p-плос--плос-
костьость с двумядвумя точкточкамиами ветвленияветвления ±p0 = ± 1

2

√−E. ДляДля E < 0 мымы бубудемдем пред-пред-
стставлятьавлять ееее склееннойсклеенной изиз двухдвух экземпляровэкземпляров p-плоск-плоскостиости с разрезомразрезом вдольвдоль ве-ве-
щественнойщественной осиоси междумежду точкточкамиами ветвленияветвления ±p0 . ПриПри склейксклейке верверхнийхний (нижний)(нижний)
берегберег разрезаразреза нана одномдном листелисте отоотождествляетсждествляется с нижнимнижним (вер(верхним)хним) берегомберегом
разрезаразреза нана второмвтором листе.листе. В такакойой реализацииреализации голоморфнаяголоморфная инволюцииинволюции σ отоб-отоб-
ражражаетает p в −p нана томтом же листе,листе, а антиголоморфнаяантиголоморфная инволюцияинволюция τ отображотображаетает
p в p̄ с перестперестановкановкойой листов.листов.
НазовемНазовем наборнабор данныхданных Π, состосостоящийящий изиз вещественноговещественного числачисла p0 > 0 и парпар

комплекомплексныхсных чиселчисел {pjs, j = 1, 2}, гдеде s пробегпробегаетает конечноеонечное илиили бескбесконечноеонечное
поподмнодмножествоество парпар целыхцелых чиселчисел (n �= 0,m), допудопустимым,стимым, еслиесли p1n,mn,m = −p2−n,n,−m ,
p2n,mn,m = −p1−n,n,−m ,

ImIm pjs =
n

2�1
, |pjs − p(k±n,mn,m)| = o

(
1

n2 +m2

)
(3.1)(3.1)
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и отрезкиотрезки [p1s, p
2
s], параллельныепараллельные вещественнойвещественной оси,оси, нене пересекпересекаютсаются.я. Отметим,Отметим,

чточто втораявторая частьчасть условийсловий (3.1)(3.1) пупустста,а, еслиесли наборнабор индекиндексовсов s конечен,онечен, а длядля
бескбесконечногоонечного наборанабора индекиндексовсов этиэти условиясловия ознаозначаютчают, чточто соответствующиесоответствующие па-па-
рыры асимптотическиасимптотически локлокализованыализованы в окрестностиокрестности соответствующейсоответствующей резонанснойрезонансной
точки.точки.
ДляДля каждогоаждого допудопустимогостимого наборанабора Π построимпостроим римановуриманову поверповерхностьхность Γ(Π)Γ(Π)

изиз двухдвух копийопий комплекомплекснойсной p-плоск-плоскостиости с разрезамиразрезами междумежду точкточкамиами p0 и −p0
нана обоихобоих листлистахах и вдольвдоль отрезкотрезковов [p1s, p

2
s] нана первомпервом листелисте и отрезкотрезковов [p̄1s, p̄

2
s]

нана второмвтором листе,листе, отоотождествляяждествляя верверхнийхний (нижний)(нижний) берегберег разрезаразреза междумежду p0 и
−p0 нана первомпервом листелисте с нижнимнижним (вер(верхним)хним) берегомберегом разрезаразреза нана второмвтором листелисте и
верверхнийхний (нижний)(нижний) берегберег разрезаразреза [p1s, p

2
s] нана первомпервом листелисте с нижнимнижним (вер(верхним)хним)

берегомберегом разрезаразреза [p̄1s, p̄
2
s] нана второмвтором листе.листе. ПослеПосле склейкисклейки каждомуаждому изиз разрезовразрезов

соответствусоответствуетет нетривиальныйнетривиальный циклцикл нана поверповерхностихности Γ(Π)Γ(Π). ОбознаОбозначимчим этиэти циклыциклы
черезчерез a0 и as соответственно.соответственно.
Теоремаеорема 3.1.3.1. ДляДля любоголюбого вещественноговещественного поположителожительногольного периодическогопериодического

потенциалапотенциала u(x,x, y) > 0 , аналитическианалитически продопродолжимоголжимого в окрестностьокрестность веще-веще-
ственныхственных x , y , блоховскиелоховские решениярешения уруравненияавнения (1.2)(1.2) парпараметризуютсяаметризуются точка-точка-
мими римановойримановой поверхностиповерхности Γ(Π)Γ(Π) длядля некоторогонекоторого допустимогодопустимого наборнабора Π . Со-Со-
ответствующаяответствующая функцияфункция ψ̃ меромероморморфнафна и имеетимеет попо одноодномуму простопростомуму пополюсулюсу
нана каждокаждом изиз цикловциклов as .

ДокДоказательство.азательство. ДляДля E < 0 коороординатыдинаты всехвсех точекточек самопересечениясамопересечения
wi(k

±
nmnm) вещественны.вещественны. КакКак ужуже говорилосьговорилось выше,выше, длядля достдостаточноаточно малыхмалых ε мно-мно-

жествоество резонансныхрезонансных индекиндексовсов состоитсостоит изиз двухдвух элементов,элементов, которыеоторые моможножно отоотож-ж-
дествитьдествить с (n,n,m,m,±) и (−n,n,−m,m,∓). НепосредственноНепосредственно проверпроверяетсяется,я, чточто имеютимеют
местоместо равенстваравенства

ψ(k±n,mn,m) = ψ(k∓−n,n,−m), ψ+(k±n,mn,m) = ψ(k±−n,n,−m), r±n,mn,m = r∓−n,n,−m, (3.2)(3.2)

гдеде r±n,mn,m :=:= r(k±n,mn,m), а функцияфункция r(k) определенаопределена равенствомравенством (2.10).(2.10). ИзИз формуформул
(3.2)(3.2) и (2.13)(2.13) длядля w1010 = w1(k

±
n,m,n,m,) следуследуетет, чточто матрицаматрица мономонодромиидромии имеетимеет видвид

T (w1(k
±
nmnm)))) = w2(k

±
nmnm)

(
1 κ
κ̄ 1

)
+O(ε2), (3.3)(3.3)

гдеде κ = (r∓−n,n,−m)−1〈〈〈〈ψ+(k∓−n,n,−m)vψ(k
±
n,mn,m〉〉〉〉, a припри устстановленииановлении того,того, чточто диаго-диаго-

нальныенальные элементыэлементы равныравны единице,единице, мымы использовалииспользовали тоттот фактфакт, чточто среднеесреднее отот v
равняетсравняется нунулю.лю.
ИзИз (3.3)(3.3) следуследуетет, чточто собственныесобственные зназначенийчений матрицыматрицы T (w1(k

±
nmnm)))) веществен-веществен-

ныны и различныразличны в первомпервом порпорядкядке попо ε. Тогогда,да, такак какак ферми-криваяферми-кривая инвари-инвари-
антнаантна относительноотносительно τ , тото ониони обобязаныязаны бытьбыть вещественнымивещественными вово всехвсех порпорядкядках.ах.
ИнымиИными словами,словами, в окрестностиокрестности каждойаждой неотмеченнойнеотмеченной парыпары резонансныхрезонансных точекточек
возниквозникаетает «запрещенная»«запрещенная» зоназона — непонеподвижныйдвижный оваловал антиинволюцииантиинволюции τ . Такак
какак дивизордивизор полюсовполюсов блоблоховсковскойой функциифункции инвариантенинвариантен относительноотносительно τ , а в
окрестностиокрестности резонанснойрезонансной парыпары имеетсимеется тольктолько одиндин полюс,полюс, тото онон лежитлежит нана со-со-
ответствующемответствующем овалеовале as . Теоремаеорема докдоказанаазана длядля потенциаловпотенциалов видавида u = −E + v
длядля E < 0 и достдостаточноаточно малогомалого возмущениявозмущения v.
ПереобозначениеПереобозначение. ДоДо сихсих порпор блоблоховскиеовские решениярешения уравненияуравнения (1.2),(1.2), построен-построен-

ныеные с помощьюпомощью теориитеории возмущений,возмущений, обознаобозначалисьчались черезчерез ψ̃ . В дальнейшемдальнейшем мымы
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длядля кратккраткостиости бубудемдем опуопускскатьать знакзнак волны,волны, обознаобозначаячая ихих черезчерез ψ(x,x, y, p), p ∈ Γf .
Аналогично,Аналогично, мымы бубудемдем обознаобозначатьчать мномножителижители ФлокФлоке черезчерез wi(p).
НашНаш следующийследующий шагшаг — докдоказательствоазательство того,того, чточто устстановленныеановленные свойствасвойства

ферми-кривойферми-кривой и дивизорадивизора полюсовполюсов блоблоховсковскойой функциифункции остостаютсаются устойчивы-стойчивы-
мими припри деформациидеформации потенциалапотенциала u, остоставляющейавляющей потенциалпотенциал полоположительным.жительным.
ИнвариантностьИнвариантность кривойкривой Γf относительноотносительно σ и τ гарантируарантируетет, чточто описаннаяописанная
структураструктура моможетет изменитьсизмениться тольктолько:о: (i)(i) припри слияниислиянии цикловциклов as длядля различныхразличных
s (в(в этотэтот моментмомент Γf бубудетдет иметьиметь особенность);особенность); (ii)(ii) припри возникновениивозникновении нана кри-кри-
войвой Γf парыпары резонансныхрезонансных точекточек p, p′ , в которыхоторых wi(p) = wi(p

′), непонеподвижныхдвижных
относительноотносительно антиинволюцииантиинволюции στ , т. е.е. |wi(p)| = 1.
Аргументы,Аргументы, идентичныеидентичные тем,тем, которыеоторые использовалисьиспользовались припри докдоказательствеазательстве

теоремытеоремы 2.22.2 работыработы [5[5],], докдоказываютазывают, чточто периопериодичностьдичность потенциалапотенциала (выраж(выража-а-
ющаясющаяся в том,том, чточто нана Γf определеныопределены функциифункции wi(p)) являетсявляется препятствиемпрепятствием
к слияниюслиянию цикловциклов as . ПрепятствиемПрепятствием к возникновениювозникновению особенностейособенностей типатипа (ii)(ii)
являетсявляется полоположительностьжительность потенциалапотенциала u.
ЛеммаЛемма 3.2.3.2. Антиинвонтиинволюциялюция στ ферферми-кривойми-кривой Γf поположителожительногольного потен-потен-

циалациала нене имеетимеет неподвижныхнеподвижных точекточек.

ДокДоказательство.азательство. ПредполоПредположим,жим, чточто нана кривойкривой Γf существусуществуетет непонеподвижнаядвижная
точкточка p, στ(p) = p. Рассмотримассмотрим функциюфункцию ψ = ψ(x,x, y, p). ПоПо определениюопределению онаона
являетсявляется блоблоховскимовским решениемрешением уравненияуравнения (1.2).(1.2). УмноУмножимжим левуюлевую частьчасть уравне-уравне-
нияния нана двойственнуюдвойственную блоблоховскуюовскую функциюфункцию ψσ и проинтегрирупроинтегрируемем попо торутору полу-полу-
ченнуюченную периопериодическуюдическую функциюфункцию переменныхпеременных x, y (она(она периопериодичнадична в силусилу того,того,
чточто мномножителижители ФлокФлоке функциифункции ψσ обратныобратны мномножителямжителям ФлокФлоке функциифункции ψ).).
ИнтегрированиеИнтегрирование попо частчастямям даетдает равенстворавенство∫ 2π�1

0

∫ 2π�2

0

(∂xψ∂xψ
σ + ∂yψ∂yψ

σ + uψuψψσ) dxdx dydy = 0.

В силусилу (1.6)(1.6) имеемимеем ψσ = ψ̄ . ОтсюОтсюдада следуследуетет, чточто припри u > 0 леваялевая частьчасть равен-равен-
стваства строгострого полоположительна.жительна. ПолученноеПолученное противоречиепротиворечие докдоказываетазывает утверутверждениеждение
леммы,леммы, чточто одновременнодновременно завершаетзавершает докдоказательствоазательство теоремы.теоремы.
ЗамечаниеЗамечание 3.3.3.3. Отметим,Отметим, чточто простотпростота описанияописания ферми-кривойферми-кривой какак кри-кри-

вой,вой, построеннойпостроенной попо некнекоторомуоторому допудопустимомустимому наборунабору, нескнескольколько обманчива.обманчива.
ПоПо построениюпостроению функцияфункция p послепосле разрезанийразрезаний и переклеекпереклеек являетсявляется многознамногознач-ч-
нойной функциейфункцией нана Γ(Π)Γ(Π), ноно ееее многознамногозначностьчность свосводитсдится к прибавлениюприбавлению целыхцелых
кратныхкратных i/�i/�1 ; поэтомупоэтому функцияфункция w1(p) = exp(2exp(2π�1p) корректноорректно определена.определена. ЭтоЭто
ознаозначаетчает, чточто кривыекривые Γ(Π)Γ(Π) отвечаютотвечают потенциалам,потенциалам, периопериодическимдическим попо перемен-перемен-
нойной x. Условиесловие периопериодичностидичности попо переменнойпеременной y , эквивалентноеэквивалентное существованиюсуществованию
нана Γ(Π)Γ(Π) второйвторой функциифункции w2 , накладываетнакладывает дополнительныедополнительные уравненияуравнения нана до-до-
пупустимыестимые наборы.наборы. НесмотрНесмотря нана это,это, описаниеописание ферми-кривыхферми-кривых в терминахтерминах до-до-
пупустимыхстимых наборов,наборов, какак мымы видели,видели, ококазываетсазывается достдостаточноаточно эффективнымэффективным длядля
анализаанализа возмущенныхвозмущенных кривых.кривых.

§4.4. ОбобщеннаяОбобщенная конструкцияонструкция НовикНовикова–Веселоваова–Веселова

ЦельЦель настонастоящегоящего параграфапараграфа заключаетсзаключается в построениипостроении конечнозонныхонечнозонных нана ну-ну-
левомлевом уровнеуровне энергииэнергии операторовоператоров ШрёдингераШрёдингера длядля случая,случая, когогдада нунулевойлевой уро-уро-
веньвень являетсявляется собственным.собственным.
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ПуПустьсть Γ — гладкладкаяая криваякривая с инволюциейинволюцией σ, имеющейимеющей n+1 парпар непонеподвижныхдвижных
точекточек P± , pi± , i = 1, . . . , n. КриваяКривая Γ являетсявляется двудвулистнымлистным накрытиемнакрытием фактор-фактор-
кривойкривой Γ0 :=:= Γ/σ/σ, разветвленнымразветвленным в непонеподвижныхдвижных точкточках.ах. ЕслиЕсли рород кривойкривой Γ0

равенравен g0 , тото попо формуформулеле Римана–ГурвицаРимана–Гурвица рород кривойкривой Γ равенравен g = 2g0 + n.
В дальнейшемдальнейшем бубудетдет предполагпредполагатьсаться,я, чточто в окрестностиокрестности отмеченныхотмеченных точекточек P±
фикфиксированысированы локлокальныеальные коороординатыдинаты k−1

± , нечетныенечетные относительноотносительно инволюции:инволюции:
k±(p) = −k±(σ(p)))).
НазовемНазовем дивизордивизор D = γ1+ · · ·+γg+n допудопустимым,стимым, еслиесли мномножествоество точекточек γs и

γσs являетсявляется мномножествомеством нунулейлей мероморфногомероморфного дифференциаладифференциала dΩ с простымипростыми
полюсамиполюсами в непонеподвижныхдвижных точкточках,ах, причемпричем

resresP± dΩ = ±1, resrespi
+
dΩ = − resrespi

−
dΩ. (4.1)(4.1)

ЛеммаЛемма 4.1.4.1. ДляДля допустимогодопустимого дивизордивизора D общегообщего поположенияложения существу-существу-
етет единственнаяединственная функцияфункция БейкерБейкера–Ахиезера–Ахиезера ψ(x,x, y, p) , p ∈ Γ , сосо следующимиледующими
свойствамисвойствами:
(i)(i) ψ являетсяявляется меромероморморфнойфной функциейфункцией нана Γ \ P± с простымипростыми пополюслюсамиами в

γs (есеслили всевсе точкиточки дивизордивизора D различныазличны););
(ii)(ii) в окрестностиокрестности точекточек P± функцияфункция ψ имеетимеет видвид

ψ = ek±(x±iyiy)

( ∞∑
s=0=0

ξ±s (x,x, y)k−s
±

)
, k± = k±(p);); (4.2)(4.2)

(iii)(iii) ееее значениязначения в точкахточках pi± удовлетворяютудовлетворяют уруравнениямавнениям

ψ(x,x, y, pi+) = ψ(x,x, y, pi−);); (4.3)(4.3)

(iv)(iv) коэкоэффициентыфициенты ξ±0 в (4.2)(4.2) равныавны

ξ+0 = 1, ξ−0 = 1. (4.4)(4.4)

ДокДоказательство.азательство. СогСогласноласно [4[4],], размерностьразмерность линейноголинейного пространствапространства функ-функ-
ций,ций, удовлетвордовлетворяющихяющих первымпервым двумдвум условиямсловиям (i),(i), (ii),(ii), равнаравна n + 1. Следова-Следова-
тельно,тельно, в общемобщем полоположенииении n линейныхлинейных уравненийуравнений изиз (iii)(iii) и нормировкнормировка ко-о-
эффициентэффициента ξ+0 = 1 однознаднозначночно определяютопределяют ψ . ДокДоказательствоазательство того,того, чточто припри
этомэтом автоматическиавтоматически выполняетсвыполняется второевторое изиз равенствравенств (4.4),(4.4), полностьюполностью повторповторяетяет
аргументыаргументы изиз [8[8].].
Рассмотримассмотрим дифференциалдифференциал dΩ1 = ψψσdΩ, гдеде dΩ — дифференциал,дифференциал, мно-мно-

жествоество нунулейлей которогооторого являетсявляется объединениемобъединением дивизоровдивизоров полюсовполюсов функцийфункций ψ
и ψσ . В силусилу этогоэтого вневне отмеченныхотмеченных точекточек P± дифференциалдифференциал dΩ1 имеетимеет полю-полю-
сысы тольктолько в точкточкахах pi± . ИзИз нечетностинечетности локлокальныхальных коороординатдинат k−1

± относительноотносительно
σ следуследуетет, чточто экэкспоненциальныеспоненциальные особенностиособенности функцийфункций ψ и ψσ сокращаютссокращаются в
дифференциаледифференциале dΩ1 . ЗнаЗначитчит, последнийпоследний являетсявляется мероморфныммероморфным дифференциа-дифференциа-
ломлом нана Γ. СуммаСумма всехвсех вычетоввычетов мероморфногомероморфного дифференциаладифференциала равнаравна 0.0. ИзИз (4.1),(4.1),
(4.3)(4.3) следуследуетет, чточто суммасумма вычетоввычетов дифференциаладифференциала dΩ1 в каждойаждой парепаре точекточек pi±
равнаравна 0. Следовательно,Следовательно,

0 = resresP+ ψψ
σdΩ+ resresP− ψψ

σdΩ = 1− (ξ−0 )2.

Априори,Априори, ξ−0 — мероморфнаямероморфная функцияфункция своихсвоих аргументов.аргументов. ЗнаЗначитчит, онаона тотожде-жде-
ственноственно равнаравна 1 илиили −1. ПриПри x = y = 0 функцияфункция ψ равнаравна 1 тотождественнождественно попо p.
Следовательно,Следовательно, ξ−0 (0(0, 0)0) = 1, чточто в силусилу предыдущегопредыдущего влечетвлечет заза собойсобой (4.4).(4.4).
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АналитическиеАналитические свойствасвойства функциифункции ψ аналогичныаналогичны тем,тем, которыеоторые описываютописывают
такак называемыеназываемые «многосолитонные«многосолитонные нана фонефоне конечнозонных»онечнозонных» решениярешения КдФКдФ [3[3],],
чточто позволяетпозволяет выразитьвыразить ееее явно,явно, ноно достдостаточноаточно громоздкгромоздко в формеформе определите-определите-
лейлей (n×n)-матриц,-матриц, элементыэлементы которыхоторых выражвыражаютсаются черезчерез тэттэта-функцииа-функции Римана.Римана.
НашимНашим следующимследующим шагомшагом являетсявляется докдоказательствоазательство того,того, чточто длядля произвольно-произвольно-
гого n онаона допудопускскаетает простоепростое и явноеявное выражвыражениеение черезчерез поподхдходящедяще определенныеопределенные
тэттэта-функцииа-функции Прима.Прима.
НаНа Γ моможножно выбратьвыбрать базисбазис a- и b-циклов-циклов с каноническаноническойой матрицейматрицей пересече-пересече-

ний:ний: ai · aj = bi · bj = 0, ai · bj = δijij , в которомотором действиедействие инволюцииинволюции σ выгвыглядитлядит
следующимследующим образом:образом:

σ(ai) = ai+g0 , σ(bi) = bi+g0 , i = 1, . . . , g0, (4.5)(4.5)

и
σ(ai) = −ai, σ(bi) = −bi, i = 2g0 + 1, . . . , 2g0 + n.n. (4.6)(4.6)

ПуПустьсть dωdωi — нормированныйнормированный базисбазис голоморфныхголоморфных дифференциаловдифференциалов нана Γ (т(т. е.е.∮
aj
dωdωi = δijij ).). ВведемВведем нечетныенечетные относительноотносительно σ дифференциалыдифференциалы Прима:Прима:

dudui = dωdωi − dωdωi+g0 , i = 1, . . . , g0,

dudui = 2dωdωi, i = g0 + 1, . . . , g0 + n.n.

ОбознаОбозначимчим черезчерез Π матрицуматрицу ихих b-перио-периодов,дов, Πi,ji,j =
∮
bi
duduj , котораяоторая определяетопределяет

соответствующуюсоответствующую тэттэта-функциюа-функцию ПримаПрима

θ(z|Π)Π) :=:=
∑

m∈Zg+n

e2πi(z,m,m)+)+πi(m,m,Πm).

ОбознаОбозначимчим черезчерез A(p) (завис(зависящийящий отот выборавыбора пути)пути) векторвектор с коороординатдинатамиами
Ai(p) =

∫ p

P+
dudui , а черезчерез Ω±(p) абелевыабелевы интегралы,интегралы, т. е.е. Ω± =

∫ p

P+
dΩ± , гдеде dΩ+

(dΩ−) — нормированныйнормированный нана нунулевыелевые a-перио-периодыды мероморфныймероморфный дифференциал,дифференциал,
имеющийимеющий полюсполюс тольктолько в P+ (P−),), видавида dΩ± = dkdk±(1(1+O(k−2

± )))). СледуСледуетет огово-огово-
ритьсриться,я, чточто определениеопределение интегралаинтеграла Ω+ нуждаетснуждается в уточнении,уточнении, поскпосколькуольку dΩ+

имеетимеет полюсполюс в точкточке P+ . ПоПод интеграломинтегралом отот точкиточки P+ поподразумеваетсдразумевается выборвыбор
ветвиветви Ω+ = k+ + O(k−1

+ ) в окрестностиокрестности точкиточки P+ , а затемзатем аналитическаналитическоеое про-про-
долждолженииении вдольвдоль пути.пути. В дальнейшемдальнейшем поподразумеваетсдразумевается,я, чточто путипути в определенииопределении
векторавектора A(p) и интегралаинтеграла Ω±(p) совпадаютсовпадают.
ЛеммаЛемма 4.2.4.2. ФункцияФункция БейкерБейкера–Ахиезера–Ахиезера изиз лелеммыммы 4.14.1 имеетимеет видвид

ψ(x,x, y, p) =
θ(A(p) + zU+ + z̄U− + Z|Π)Π)θ(Z|Π)Π)
θ(zU+ + z̄U− + Z|Π)Π)θ(A(p) + Z|Π)Π) e

zΩ+(p)+)+z̄Ω−(p), (4.7)(4.7)

гдегде координатыкоординаты вектороввекторов U+ , U− даютсядаются форформулоймулой

U j
± =

1

2πi

∮
bj

dΩ±.

ПриПри этоэтом
Z = −

∑
s

A(γs) + K , (4.8)(4.8)

гдегде K — постоянныйпостоянный векторвектор.
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ДокДоказательство.азательство. ИзИз свойствсвойств мономонодромиидромии тэттэта-функцииа-функции и определенияопределения век-век-
торовторов U± следуследуетет, чточто функцияфункция ψ , заданнаязаданная формуформулойлой в правойправой частичасти равенстваравенства
(4.7),(4.7), являетсявляется однознаднозначнойчной функциейфункцией отот p ∈ Γ. ЛегкЛегко видеть,видеть, чточто онаона имеетимеет
нужнуюнужную экэкспоненциальнуюспоненциальную особенностьособенность в отмеченныхотмеченных точкточкахах P± . ВнеВне этихэтих то-то-
чекчек ψ мероморфна.мероморфна. ДокДокажажем,ем, чточто ееее зназначениячения в парахпарах точекточек pi± , i = 1, . . . , n,
совпадаютсовпадают.
ИзИз нечетностинечетности дифференциаловдифференциалов σ∗(dΩ±) = −dΩ± следуследуетет равенстворавенство

Ω±(pi+)− Ω±(pi−) =
∫ pi

+

pi
−

dΩ± =
1

2

∮
a2g0+i

dΩ± = 0. (4.9)(4.9)

Аналогично,Аналогично, изиз нечетностинечетности дифференциаловдифференциалов ПримаПрима следуютследуют равенстваравенства∫ pi
+

pi
−

duduj =
1

2

∫
a2g0+i

duduj = 0, j = 1, . . . , g0, (4.10)(4.10)

∫ pi
+

pi
−

dudug0+j =
1

2

∫
a2g0+i

dudug0+j = δijij ∈ Z.

ЗнаЗначитчит, коороординатыдинаты векторавектора A(pi+) − A(pi−) целочисленны.целочисленны. ПоскПосколькуольку тэттэта-а-
функцияфункция периопериодичнадична относительноотносительно сдвиговдвигов аргументаргумента нана такиеакие векторы,векторы, тото изиз
(4.9)(4.9) следуследуетет равенстворавенство (4.3).(4.3).
АналогичноАналогично проверпроверяютсяются и равенстваравенства (4.4).(4.4). ПервоеПервое изиз нихних естьесть следствиеследствие

определенияопределения функциифункции ψ формуформулойлой (4.7).(4.7). ДляДля докдоказательстваазательства второговторого рассмот-рассмот-
римрим нечетныйнечетный циклцикл a0 , проекцияпроекция которогооторого нана Γ0 естьесть путь,путь, соединяющийсоединяющий точ-точ-
кики P± . ЛегкЛегко видеть,видеть, чточто онон гомологиченгомологичен циклуциклу

a0 = −
n∑

i=1=1

a2g0+i ∈ H1(Γ;(Γ;Z).

ИзИз этогоэтого и равенствравенств (4.10)(4.10) следуследуетет, чточто коороординатыдинаты векторавектора A(P−) целочислен-целочислен-
ны,ны, чточто докдоказываетазывает второевторое изиз равенствравенств (4.4).(4.4).
ДивизорДивизор полюсовполюсов D = D(Z) функциифункции ψ , заданнойзаданной формуформулойлой (4.7),(4.7), — этоэто

корректноорректно определенныйопределенный дивизордивизор нунулейлей многознамногозначнойчной функциифункции θ(A(p) + Z|Π)Π).
СтСтандартнымандартным образомобразом докдоказываетсазывается,я, чточто степеньстепень этогоэтого дивизорадивизора нунулейлей равнаравна
g+n. Такжакже стстандартноандартно докдоказываетсазывается равенстворавенство (4.8),(4.8), связывающеесвязывающее векторвектор Z и
преобразованиепреобразование Абеля–ПримаАбеля–Прима дивизорадивизора D(Z). ДляДля завершениязавершения докдоказательстваазательства
леммылеммы остостаетсается лишьлишь докдоказатьазать следующуюследующую леммулемму.

ЛеммаЛемма 4.3.4.3. ДляДля произвопроизвольногольного векторвектора Z (общегообщего поположенияложения) дивизордивизор
D(Z) нулейнулей (многозначноймногозначной) функциифункции θ(A(p) + Z|Π)Π) являетсяявляется допустимымдопустимым,
т.е. дивизордивизор D+Dσ — этоэто дивизордивизор нулейнулей меромероморморфногофного дифдифференциалаференциала dΩ c
простымипростыми пополюслюсамиами в неподвижныхнеподвижных точкахточках инвоинволюциилюции σ , вычетывычеты которогокоторого
в этихэтих точкахточках удовлетворяютудовлетворяют равенствамавенствам (4.1).(4.1).

МыМы вернемсвернемся к докдоказательствуазательству последнегопоследнего утверутвержденияждения послепосле докдоказатель-азатель-
стваства основногоосновного резурезульльтатата этогоэтого параграфа:параграфа:
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Теоремаеорема 4.4.4.4. ФункцияФункция БейкерБейкера–Ахиезера–Ахиезера ψ , заданнаязаданная форформулоймулой (4.7),(4.7), гдегде
векторвектор Z — произвопроизвольныйльный векторвектор общегообщего поположенияложения, удовлетворяетудовлетворяет уруравне-авне-
ниюнию (1.2)(1.2) с потенциалопотенциалом

u(x,x, y) = −2Δ2Δ lnln θ(zU+ + z̄U− + Z|Π)Π) + E, E :=:= 4
dΩ−
d(k−1

+ )
(P+). (4.11)(4.11)

ЕсЕслили длядля некоторыхнекоторых цецелочислочисленныхленных вектороввекторов N1 , N2 и M1 , M2 имеютимеют местоместо
равенстваавенства

2π�1(U+ + U−) = Na +ΠN b, 2πi�i�2(U+ − U−) =Ma +ΠM b, (4.12)(4.12)
тото функцияфункция u(x,x, y) являетсяявляется (2(2π�1, 2π�2)-периодической-периодической, а функциифункции ψi :=:=
ψ(x,x, y, p±i ) являютсяявляются собственнымисобственными длядля H в прострпространствеанстве (антианти)периодичес-периодичес-
кихких функцийфункций.

ДокДоказательство.азательство. КакКак былобыло докдоказаноазано выше,выше, длядля произвольногопроизвольного векторавектора Z
функцияфункция ψ удовлетвордовлетворяетяет условиям,словиям, определяющимопределяющим функциюфункцию БейкБейкера–Ахиезе-ера–Ахиезе-
рара длядля некнекоторогооторого дивизорадивизора D(Z). СтСтандартныеандартные в теориитеории конечнозонногоонечнозонного инте-инте-
грированиягрирования аргументы,аргументы, основанныеоснованные лишьлишь нана единственностиединственности функциифункции БейкБейкера–ера–
Ахиезера,Ахиезера, докдоказываютазывают (1.2)(1.2) с потенциаломпотенциалом u = 4∂z̄ξ

+
1 , гдеде ξ

+
1 — этоэто коэффици-оэффици-

ентент разлоразложенияения (4.2)(4.2) функциифункции ψ в точкточке P+ . В окрестностиокрестности этойэтой точкиточки имеютимеют
местоместо равенстваравенства

A(p) = −2U+k
−1
+ +O(k−2

+ ), Ω−(p) = Ek−1
+ +O(k−2

+ ), (4.13)(4.13)
первоепервое изиз которыхоторых естьесть следствиеследствие билинейныхбилинейных соотношенийсоотношений Римана.Римана. ПоПодстдстанов-анов-
ка (4.13)(4.13) в (4.7)(4.7) даетдает формуформулулу (4.11).(4.11). В общемобщем случаеслучае онаона задаетзадает мероморфнуюмероморфную
квазипериоквазипериодическуюдическую функциюфункцию переменныхпеременных (x,x, y). ДляДля сопостсопоставленияавления с резурезуль-ль-
тататамиами предыдущегопредыдущего параграфапараграфа рассмотримрассмотрим дифференциалыдифференциалы

dpdp1 : = dΩ+ + dΩ− −
g0+n∑
j=0=0

iνiνbjduduj , (4.14)(4.14)

dpdp2 : = i(dΩ+ − dΩ−)−
g0+n∑
j=0=0

iμiμb
jduduj (4.15)(4.15)

гдеде νbj , μb
j — коороординатыдинаты вещественныхвещественных векторов,векторов, вхвходящихдящих в разлоразложенияения

2π(U+ + U−) = νa +Πνb, 2πi(U+ − U−) = μa +Πμb

ПериоПериодыды этихэтих дифференциаловдифференциалов попо базиснымбазисным цикламциклам aj , bj ∈ H1(Γ(Γ,Z) имеютимеют
видвид ∮

aj

dpdp1 = −iνiνbj ,
∮
bj

dpdp1 = iνiνaj ,

∮
aj

dpdp2 = −iμiμb
j,

∮
bj

dpdp2 = iμiμa
j .

ОтсюОтсюдада следуследуетет, чточто еслиесли выполненывыполнены равенстваравенства (4.12),(4.12), тото функциифункции

wj(p) = expexp

(
2π�j

∫ p

dpdpj

)
, (4.16)(4.16)

являютсявляются однознаднозначночно определеннымиопределенными функциямифункциями нана кривойкривой Γ. ВнеВне отмечен-отмечен-
ныхных точекточек P± ониони голоморфны,голоморфны, а в отмеченныхотмеченных точкточкахах имеютимеют экэкспоненциаль-споненциаль-
нуюную особенность.особенность. БолееБолее того,того, заметим,заметим, чточто в силусилу (4.9)(4.9) имеютимеют местоместо равен-равен-
стваства wj(p

i
+) = wj(p

i
−) длядля всехвсех i = 1, . . . , n. Тогогдада изиз единственностиединственности функциифункции



ИнтегрируИнтегрируемыеемые 2D2D операторыоператоры ШрёдингераШрёдингера 4545

БейкБейкера–Ахиезераера–Ахиезера следуютследуют равенстваравенства (1.3),(1.3), ознаозначающие,чающие, чточто функцияфункция БейкБейкера–ера–
АхиезераАхиезера являетсявляется блоблоховскимовским решениемрешением уравненияуравнения (1.2).(1.2). ЗаметимЗаметим такжакже,е, чточто
изиз нечетностинечетности относительноотносительно σ дифференциаловдифференциалов dΩ± вытеквытекаетает, чточто wj(σ(p)))) =

w−1
j (p). Такак какак точкиточки pi± непонеподвижныдвижны относительноотносительно σ, тото w2

j (p
i±) = 1, чточто

завершаетзавершает докдоказательствоазательство теоремы.теоремы.
ВернемсВернемся теперьтеперь к докдоказательствуазательству леммылеммы 4.3.4.3. ПоскПосколькуольку самасама леммалемма нене ис-ис-

пользоваласьпользовалась припри докдоказательствеазательстве основнойосновной теоремытеоремы этогоэтого параграфа,параграфа, мымы при-при-
ведемведем лишьлишь егоего кратккраткоеое излоизложение.ение.
КакКак былобыло докдоказаноазано выше,выше, функцияфункция ψ , заданнаязаданная формуформулойлой (4.7),(4.7), удовлетво-довлетво-

ряетяет уравнениюуравнению Шрёдингера.Шрёдингера. Аргументы,Аргументы, идентичныеидентичные тем,тем, которыеоторые использо-использо-
валисьвались припри докдоказательствеазательстве леммылеммы 2.32.3 в [5[5],], привоприводятдят к равенствуравенству

dΩ :=:=
2i dpdp1

〈ψyψσ − ψψσ
y 〉x

=
−2i dpdp2

〈ψxψσ − ψψσ
x〉y

,

где,де, какак и выше,выше, символысимволы 〈 · 〉x , 〈 · 〉y обознаобозначаютчают среднеесреднее попо переменнымпеременным x и y
соответственно,соответственно, а dpdp1 , dpdp2 — дифференциалы,дифференциалы, определяемыеопределяемые формуформуламилами (4.14).(4.14).
ДифференциалДифференциал dΩ мероморфенмероморфен нана Γ. ЕгоЕго нунулили — этоэто полюсыполюсы функцийфункций ψ

и ψσ , онон имеетимеет полюсыполюсы в непонеподвижныхдвижных точкточкахах инволюцииинволюции σ. Тотот фактфакт, чточто
егоего вычетывычеты равныравны ±1 в точкточкахах P± , следуследуетет изиз определенияопределения функциифункции БейкБейкера–ера–
Ахиезера.Ахиезера. ДокДоказательствоазательство того,того, чточто егоего вычетывычеты в остостальныхальных точкточкахах ветвленияветвления
удовлетвордовлетворяютяют условиямсловиям (4.1),(4.1), требутребуетет дополнительныхдополнительных аргументов.аргументов.
ДокДокажажемем этиэти равенстваравенства длядля кривых,кривых, отвечающихотвечающих периопериодическимдическим потенциа-потенциа-

лам.лам. НаНа такихаких кривыхкривых равенстворавенство (4.16)(4.16) корректноорректно определяетопределяет функциюфункцию w1(p).
ЗафикЗафиксирусируемем комплекомплексноесное числочисло w1010 и рассмотримрассмотрим точкиточки кривойкривой Γ, длядля кото-ото-
рыхрых выполненывыполнены равенстваравенства w1(pν) = w1010 . ВведемВведем обознаобозначениячения ψν = ψ(x,x, y, pν),
ψ+
ν = ψ(x,x, y, σ(p)))). ДокДоказательствоазательство того,того, чточто длядля любойлюбой периопериодическдическойой функциифункции
f(x) рядыяды в следующейследующей формуформулеле сходятсдятся и равныравны самойсамой функциифункции f :

f =
∑
ν

r−1
ν 〈ψ+

ν f〉x∂yψν = −
∑
ν

r−1
ν 〈∂yψ+

ν f〉xψν , (4.17)(4.17)

гдеде rν :=:= 〈∂yψνψ
σ
ν − ψν∂yψ

σ
ν 〉x , совпадаетсовпадает с докдоказательствомазательством леммылеммы 2.42.4 в [5[5].].

СтрогоСтрого говорговоря,я, этоэто равенстворавенство (4.17)(4.17) справедливосправедливо припри w2
1010 �= 1, такак какак в про-про-

тивномтивном случае,случае, частьчасть точекточек pν совпадаетсовпадает с точкточкамиами ветвленияветвления pi± , в которыхоторых
соответствующеесоответствующее выражвыражениеение rν равноравно 0. Заметим,Заметим, чточто леваялевая частьчасть равенстваравенства
(4.17)(4.17) нене зависитзависит отот выборавыбора w1010 . ПоэтомуПоэтому, устремляястремляя w2

1010 к 1, мымы получаем,получаем, чточто
сингусингулярныелярные членычлены рядаяда в (4.17)(4.17) длядля w2

1010 = 1 должныдолжны сократитьссократиться.я. ИспользуИспользуя
произвольностьпроизвольность функциифункции f , получим,получим, чточто сокращениесокращение имеетимеет местоместо длядля каждойаждой
пары,пары, отвечающейотвечающей точкточке ветвления.ветвления. ПоследнееПоследнее в точноститочности эквивалентноэквивалентно равен-равен-
ствамствам (4.1).(4.1). ЛеммаЛемма 4.34.3 докдоказана.азана.
ЗамечаниеЗамечание 4.5.4.5. Размерностьазмерность пространствапространства кривыхкривых Γ, которымоторым отвечаютотвечают

периопериодическиедические операторыоператоры ШрёдингераШрёдингера c фикфиксированнымисированными периопериодами,дами, равнаравна
g0 − 1. Действительно,Действительно, криваякривая Γ определяетсопределяется факторкривойфакторкривой Γ0 и наборомнабором изиз
2n+2 точекточек нана ней.ней. Условиясловия нана периопериодыды дифференциалов,дифференциалов, сформусформулированныелированные
в утверутвержденииждении теоремы,теоремы, эквивалентныэквивалентны припри фикфиксированныхсированных Na , Ma , N b , M b

наборунабору изиз 2(2(g0+n) уравнений.уравнений. ПоПо определениюопределению дифференциалыдифференциалы зависзависятят отот кри-кри-
войвой и выборавыбора локлокальныхальных коороординатдинат в отмеченныхотмеченных точкточках.ах. НаНа самомсамом деледеле ониони
зависзависятят тольктолько отот первогопервого джджетета (лидирующего(лидирующего члена)члена) локлокальнойальной коороординаты.динаты.
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ЛинейноеЛинейное преобразованиепреобразование двумерногодвумерного пространствапространства такихаких джджетоветов привоприводитдит к
линейномулинейному преобразованиюпреобразованию двухдвух периопериодовдов потенциала.потенциала. ПоэтомуПоэтому искискомаяомая раз-раз-
мерностьмерность равнаравна 3g0 − 3 + 2n+ 2− 2(2(g0 + n) = g0 − 1

КакКак ужуже отмечалосьотмечалось выше,выше, в общемобщем случаеслучае потенциалыпотенциалы оператораоператора Шрёдин-Шрёдин-
гера,гера, задаваемыезадаваемые формуформулойлой (4.11),(4.11), являютсявляются мероморфнымимероморфными функциямифункциями своихсвоих
аргументов.аргументов. НеобНеобходимымдимым и достдостаточныматочным условиемсловием вещественностивещественности потенциа-потенциа-
лала припри вещественныхвещественных зназначенияхчениях егоего аргументаргумента являетсявляется существованиесуществование нана Γ
антиголоморфнойантиголоморфной инволюцииинволюции τ , коммутирующейоммутирующей с σ, т. е.е. στ = τσ, чточто экви-экви-
валентновалентно вещественностивещественности факторкривойфакторкривой Γ0 , а такжакже выполнениевыполнение следующихследующих
условийсловий нана параметры,параметры, определяющиеопределяющие функциюфункцию БейкБейкера–Ахиезера:ера–Ахиезера:

τ(P+) = P−, τ∗(k+) = k̄−, τ(p+i + pi−) = (p+i + pi−), τ(D) = D.

Отметим,Отметим, чточто третьетретье изиз приведенныхприведенных вышевыше условийсловий ознаозначаетчает, чточто длядля каждогоаждого
i имеетимеет местоместо однодно изиз двухдвух условийсловий τ(pi±) = pi± илиили τ(pi±) = pi∓ .
ВещественностьВещественность потенциала,потенциала, построенногопостроенного попо данным,данным, удовлетвордовлетворяющимяющим

описаннымописанным условиям,словиям, следуследуетет изиз равенстваравенства

ψ̄(τ(p)))) = ψ(p),

длядля докдоказательстваазательства которогооторого достдостаточноаточно проверить,проверить, чточто аналитическиеаналитические свой-свой-
стваства нана Γ функций,функций, стостоящихящих в обеихобеих частчастяхях равенства,равенства, совпадаютсовпадают.
НижНиже мымы приведемприведем двадва типатипа достдостаточныхаточных условий,словий, которыеоторые гарантируютарантируют,

чточто соответствующиесоответствующие потенциалыпотенциалы оператораоператора ШрёдингераШрёдингера являютсявляются неособыми.неособыми.
ПервыйПервый изиз нихних — этоэто прпрямоеямое обобщениеобобщение достдостаточныхаточных условий,словий, предлопредложенныхенных
в работеработе [8].[8].
КакКак известно,известно, числочисло непонеподвижныхдвижных овалововалов произвольнойпроизвольной антиголоморфнойантиголоморфной

инволюцииинволюции гладкладкойой кривойкривой рородада g нене превоспревосходитдит g + 1. Кривые,Кривые, длядля которыхоторых
онооно равноравно g + 1, называютсназываются M -кривыми.-кривыми.
Теоремаеорема 4.6.4.6. ПредпоПредположимложим, чточто Γ являетсяявляется M -кривой-кривой с неподвижныминеподвижными

оваламиовалами a0, a1, . . . , ag , нана которыекоторые гогололоморморфнаяфная инвоинволюциялюция действуетдействует, каккак в
(4.5),(4.5), (4.6).(4.6). ПредпоПредположимложим такжетакже, чточто pi± ∈ a2g0+i . Тогдаогда есеслили точкиточки γs до-до-
пустимогопустимого дивизордивизора D степенистепени g + n лежатлежат попо однойодной нана каждокаждом изиз овалововалов
a1 . . . , a2g0 и попо однойодной в каждокаждом изиз сегментовсегментов a2g0+i , нана которыекоторые этотэтот оваловал
разбиваетсяазбивается паройпарой точекточек pi± , тото соответствующийсоответствующий потенциалпотенциал являетсяявляется ве-ве-
щественнымщественным и неособымнеособым.
ДокДоказательствоазательство стстандартно.андартно. КакКак видновидно изиз формуформулылы (4.7),(4.7), полюсыполюсы потен-потен-

циалациала соответствуютсоответствуют зназначениямчениям (x,x, y), припри которыхоторых одиндин изиз нунулейлей функциифункции ψ
совпадаетсовпадает с отмеченнойотмеченной точкточкойой P+ . ЭтоЭто невозмоневозможно,жно, поскпосколькуольку припри всехвсех (x,x, y)
нана каждомаждом изиз цикловциклов a1, . . . , a2g0 и нана каждомаждом изиз сегментовсегментов цикловциклов a2g0+i име-име-
етсется попо крайнейкрайней меремере попо одномудному нунулю,лю, а всеговсего нунулейлей g+n = 2g0+2n. Тотот фактфакт,
чточто нана каждомаждом изиз перечисленныхперечисленных цикловциклов и сегментовсегментов имеетсимеется попо крайнейкрайней меремере
одиндин нунуль,ль, следуследуетет изиз того,того, чточто суммасумма чиселчисел нунулейлей и полюсовполюсов периопериодическдическойой
функциифункции нана периопериодеде всегвсегдада четна,четна, а нана каждомаждом циклецикле илиили сегментесегменте (на(на концахонцах
которогооторого зназначениячения функцийфункций ψ равны)равны) имеетсимеется попо условиюсловию одиндин полюс.полюс.
ВторойВторой типтип условий,словий, гарантирующийарантирующий неособостьнеособость потенциала,потенциала, аналогиченаналогичен

условиямсловиям неособостинеособости решенийрешений уравненияуравнения KP-IKP-I (см.(см. [6]).[6]).
Теоремаеорема 4.7.4.7. ПредпоПредположимложим, чточто антиинвоантиинволюциялюция στ имеетимеет раздеазделяющийляющий

типтип, т.е. чточто доподополнениелнение к ееее неподвижнымнеподвижным оваламовалам a1, . . . , ak состоитсостоит изиз
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двухдвух несвязныхнесвязных обобластейластей Γ± , στ(Γ(Γ+) = Γ− . ЕсЕслили припри этоэтом pi± ∈ Γ± , а дифдиффе-фе-
ренциалренциал dΩ , опредеопределяющийляющий допустимыйдопустимый дивизордивизор D , поположителожителенлен нана as от-от-
носитеносительнольно ориентацииориентации, индуцированнойиндуцированной обобластьюластью Γ+ , и, крокромеме тоготого, есеслили
resresp+

i
dΩ < 0 , тото соответствующийсоответствующий потенциалпотенциал опероператоратора ШрёдингерШрёдингера явля-явля-

етсяется вещественнымвещественным и неособымнеособым.

ДокДоказательство.азательство. ОбознаОбозначимчим черезчерез

φ(x,x, y, p) :=:= θ(zU+ + z̄U− + Z|Π)Π)ψ(x,x, y, p)
ненормированнуюненормированную функциюфункцию БейкБейкера–Ахиезера.ера–Ахиезера. ОнаОна имеетимеет тете же аналитическиеаналитические
свойства,свойства, чточто и ψ , кромекроме условиясловия нормировкинормировки (4.4).(4.4). ПоПо ужуже докдоказанномуазанному первыйпервый
сомносомножительжитель в произведении,произведении, определяющемопределяющем φ, веществен.веществен. Следовательно,Следовательно, длядля
функциифункции φ имеетимеет местоместо равенстворавенство φ(x,x, y, τ(p)))) = φ̄(x,x, y, p). ЦиклыЦиклы as , объеди-объеди-
нениенение которыхоторых являетсявляется границейграницей областиобласти Γ+ , непонеподвижныдвижны относительноотносительно στ .
ЗнаЗначитчит, еслиесли обознаобозначитьчить черезчерез dΩ̂ дифференциалдифференциал dΩ̂ = φφφφσdΩ, тото∮

∂Γ+

dΩ̂−
n∑

i=1=1

resrespi
+
dΩ̂ =

∮
∂Γ+

|φ|2 dΩ−
n∑

i=1=1

ci|φ(x,x, y, pi+)|2 > 0 (4.18)(4.18)

припри любыхлюбых зназначенияхчениях x, y . ПредполоПредположим,жим, чточто потенциалпотенциал имеетимеет особенностьособенность в
точкточке (x0, y0). Тогогдада φ(x0, y0, P+) = 0. ЗнаЗначитчит, дифференциалдифференциал dΩ̂(Ω(x0, y0, p) нене
имеетимеет полюсаполюса в P+ , т. е.е. в областиобласти Γ+ онон имеетимеет полюсыполюсы тольктолько в точкточкахах pi+ .
Следовательно,Следовательно, леваялевая частьчасть равенстваравенства (4.18)(4.18) равнаравна нунулюлю припри x = x0 , y = y0 .
Противоречие.Противоречие.
В заключениезаключение в качествечестве примерапримера мымы предстпредставимавим интегрируинтегрируемыеемые операторыоператоры

ШрёдингераШрёдингера связанныесвязанные с гиперэгиперэллиптическимилиптическими кривымикривыми, которыеоторые предстпредстав-ав-
ляютляют собойсобой частныйчастный случайслучай кривых,кривых, рассматриваемыхрассматриваемых в рамкрамкахах обобщеннойобобщенной
конструкциионструкции НовикНовикова–Веселова.ова–Веселова. В этомэтом случаеслучае факторкриваяфакторкривая Γ0 рациональ-рациональ-
на.на. БезБез ограниченияограничения общностиобщности моможножно считсчитать,ать, чточто гиперэллиптическгиперэллиптическаяая криваякривая
Γ с n+ 1 парамипарами точекточек ветвленияветвления заданазадана уравнениемуравнением

Y 2 = X

n∏
i=1=1

(X − pi+)()(X − pi−).

Точкиочки ветвленияветвления X = 0,∞ мымы отоотождествимждествим с отмеченнымиотмеченными точкточкамиами P+ и
P− соответственно.соответственно. В качествечестве базисныхбазисных a-циклов-циклов выберемвыберем прообразыпрообразы разрезовразрезов
междумежду точкточкамиами pi± . ОбознаОбозначимчим черезчерез B соответствующуюсоответствующую матрицуматрицу b-перио-периодовдов
нормированныхнормированных голоморфныхголоморфных дифференциалов.дифференциалов. Тогогдада определеннаяопределенная ранееранее мат-мат-
рицарица ПримаПрима равнаравна Π = 2B .
ЗнаЗначениячения функциифункции ψ изиз леммылеммы 4.24.2 в точкточкахах pj± равняютсравняются

ψj(x,x, y) :=:=
θ(Bj + zU+ + z̄U− + Z|2B)θ(Z|2B)

θ(zU+ + z̄U− + Z|2B)θ(Bj + Z|2B)
ezU

j
++z̄Uj

− . (4.19)(4.19)

СледствиеСледствие 4.8.4.8. ФункцииФункции ψi , опредеопределенныеленные форформулоймулой (4.19),(4.19), удовлетворя-удовлетворя-
ютют уруравнениюавнению ШрёдингерШрёдингера (1.2)(1.2) с потенциалопотенциалом

u(z, z̄) = −2Δ2Δ lnln θ(zU+ + z̄U− + Z|2B) + E, E = 4
dΩ−
d(k−1

+ )
(P+).
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ПриведенныеПриведенные вышевыше достдостаточныеаточные условиясловия вещественностивещественности и неособостинеособости этогоэтого
потенциалапотенциала относотносятсятся к двумдвум типамтипам вещественныхвещественных гиперэллиптическигиперэллиптических кри-кри-
вых.вых. ПервыйПервый изиз нихних соответствусоответствуетет вещественнымвещественным точкточкамам ветвления,ветвления, pi± = p̄i± ,
а второйвторой — случаюслучаю pi± = p̄i∓ .
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