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Интегрируемые уравнения, теоремы
сложения и проблема Римана–Шоттки

В. М. Бухштабер, И. М. Кричевер

Классическая теорема Вейерштрасса утверждает, что среди аналити-
ческих функций алгебраической теоремой сложения обладают лишь эл-
липтические функции и их вырождения. Обзор посвящен далеко идущим
обобщениям этого результата, мотивированным теорией интегрируемых
систем.

Открытая авторами сильная форма теоремы сложения для тэта-функ-
ций якобиевых многообразий привела к новым подходам к известным за-
дачам геометрии абелевых многообразий. Показано, что сильные формы
теорем сложения естественно возникают в теории так называемых трили-
нейных функциональных уравнений. Обсуждаются различные аспекты
предложенных подходов, сформулирован ряд открытых, актуальных про-
блем.
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§ 1. Введение

Проблема Римана–Шоттки вплоть до 1986 года оставалась одной их самых
старых и знаменитых нерешенных проблем алгебраической геометрии. Кратко,
проблема Римана–Шоттки – это задача описания якобианов алгебраических
кривых среди всех главно-поляризованных абелевых многообразий, т.е. задача
описания образа отображения

B : Mg 7−→ Ag = Hg/Sp(2g,Z) (1.1)

пространства модулей Mg гладких алгебраических кривых рода g в
фактор верхней полуплоскости Зигеля Hg по некоторому естественному
действию группы Sp(2g,Z). Верхней полуплоскостью Зигеля называется
пространство симметрических g-мерных матриц с положительно определенной
мнимой частью. Отображение (1.1) индуцировано соответствием, которое
каждой гладкой алгебраической кривой Γ рода g с фиксированным базисом
одномерных циклов (ai, bj), 1 6 i, j 6 g, с канонической матрицей пересечений
ai · aj = bi · bj = 0, ai · bj = δij сопоставляет (g × g)-матрицу b-периодов

Bij =
∮

bj

ωi (1.2)

базиса нормированных голоморфных дифференциалов ωi, который однознач-

но определяется условием
∮

aj

ωi = δij . Согласно теореме Торелли, отображе-

ние B является вложением. В конце семидесятых годов С.П. Новиковым была
высказана гипотеза о том, что многообразия Якоби – это в точности главно-
поляризованные абелевы многообразия, в чьих тэта-функциях интегрирует-
ся уравнение Кадомцева–Петвиашвили (КП). Точнее: каждая симметрическая
(g×g)-матрица с положительно определенной мнимой частью определяет тэта-
функцию Римана

B ∈Hg 7−→ θ(z) = θ(z |B), z = (z1, . . . , zg), (1.3)

с помощью формулы

θ(z) =
∑

m∈Zg

e2πi(z,m)+πi(Bm,m), (z,m) = m1z1 + · · ·+mgzg. (1.4)

Первый автор поддержан программой Президиума РАН “Современные проблемы нелиней-
ной динамики”, грантом поддержки ведущих научных школ № 2185.2003.1 и грантом РФФИ
№ 02-01-0659; второй автор поддержан грантом NSF DMS-04-05519.
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Эта функция является целой функцией переменных zk, k = 1, . . . , g. Из (1.4)
легко следует, что θ(z) обладает следующим свойством монодромии:

θ(z + ek) = θ(z), θ(z +Bk) = e−2πizk−πiBkkθ(z), (1.5)

где ek – базисные векторы Cg, а Bk – вектор, равный k-му столбцу матрицы B.
Соотношения (1.5) означают, что θ является сечением канонического линейного
расслоения L на aбелевом многообразии T g = Cg/(Zg +BZg).

Гипотеза Новикова. Симметрическая матрица B с положительно опре-
деленной мнимой частью является матрицей b-периодов базиса нормирован-
ных голоморфных дифференциалов на некоторой гладкой алгебраической кри-
вой Γ тогда и только тогда, когда найдутся три g-мерных вектора U , V , W
такие, что функция

u(x, y, t) = 2∂2
x ln θ(Ux+ V y +Wt+ Z |B) (1.6)

при любом Z ∈ Cg является решением уравнения КП

3uyy = (4ut − 6uux + uxxx)x. (1.7)

Эта гипотеза была высказана С. П. Новиковым в рамках поставленной им за-
дачи эффективизации тэта-функциональных формул теории конечнозонного
интегрирования. Ее отправной точкой послужил следующий результат одного
из авторов этой работы.

Теорема 1.1 (Кричевер [1]). Если B является матрицей периодов бази-
са нормированных голоморфных дифференциалов на некоторой алгебраической
кривой Γ, то функция u(x, y, t), заданная формулой (1.6), удовлетворяет урав-
нению КП (1.7). При этом U , V , W являются векторами b-периодов норми-
рованных мероморфных дифференциалов с полюсом в некоторой точке P0 ∈ Γ
порядков 2, 3, 4 соответственно.

Эта теорема является лишь частным примером общей алгебро-геометричес-
кой конструкции, которая набору алгебро-геометрических данных {Γ, Pα, zα,
Sg+k−1(Γ)} сопоставляет решение некоторого солитонного уравнения. Здесь
Γ – это неособая алгебраическая кривая рода g с отмеченными точками Pα, в
окрестности которых фиксированы локальные координаты zα, а Sg+k−1(Γ) –
симметрическая степень кривой. Эта конструкция была предложена одним из
авторов (см. [1], [2]) и основывается на понятии функций Бейкера–Ахиезера, ко-
торые определяются своими аналитическими свойствами на соответствующей
алгебраической кривой. Эти аналитические свойства, по существу, являются
аксиоматизацией аналитических свойств блоховских функций конечнозонных
операторов Шрёдингера, установленных в начальный период развития теории
конечнозонного интегрирования уравнения Кортевега–де Фриза [3]–[6].

Первое продвижение в доказательстве гипотезы Новикова было получено
Дубровиным. Прежде чем сформулировать полученный им результат, нам по-
требуется привести ряд стандартных результатов теории тэта-функций и соот-
ветствующих обозначений. В первую очередь это понятие тэта-функции с ха-
рактеристикой, которая задается для любой пары вещественных чисел α, β ∈ R
с помощью формулы, аналогичной (1.4):

θ[α, β](z |B) =
∑

m∈Zg

exp
(
2πi(z + β,m+ α) + πi(B(m+ α),m+ α)

)
. (1.8)
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Известно, что тэта-функции

Θ[ε, 0](z) = θ[ε, 0](2z | 2B), (1.9)

отвечающие всем полуцелым характеристикам ε, образуют базис в простран-
стве сечений расслоения L 2, т.е. в пространстве тэта-функций веса 2, удовле-
творяющих следующим свойствам монодромии:

Θ(z + ek) = Θ(z), Θ(z +Bk) = e−4πizk−2πiBkkΘ(z). (1.10)

Теорема 1.2 (Дубровин [7]). Функция u(x, y, t), заданная формулой (1.6),
является решением уравнения КП тогда и только тогда, когда для любой
полуцелой характеристики ε ∈ 1

2Zg/Zg имеет место равенство

∂4
UΘ[ε, 0]− ∂U∂W Θ[ε, 0] + ∂2

V Θ[ε, 0] + cΘ[ε, 0] = 0, c = const. (1.11)

Здесь Θ[ε, 0] = Θ[ε, 0](0) – стандартное обозначение для так называемых тэта-
констант. Аналогичным образом отсутствие аргумента у производной тэта-
функции означает, что берется значение этой производной в нуле. Например,
∂4

UΘ[ε, 0] = ∂4
UΘ[ε, 0](0), где ∂U – производная в направлении вектора U .

Дубровиным было доказано также, что условия совместности уравнений
(1.11) выделяют многообразие размерности 3g − 3 = dim Mg. Тем самым бы-
ло показано, что уравнение КП решает проблему Римана–Шоттки по крайней
мере локально (по модулю возможных дополнительных компонент). Доказа-
тельство гипотезы Новикова было завершено Шиотой в 1986 году [8]. Подроб-
ный обзор работ по проблеме Римана–Шоттки и работ по теории алгебро-гео-
метрического интегрирования нелинейных уравнений математической физики,
приведших в конечном итоге к решению этой проблемы, приведен в [9].

Для того чтобы дать представление о той роли, которую сыграли новые
идеи, привнесенные гипотезой Новикова в решение проблемы Римана–Шоттки,
приведем краткое описание истории вопроса и результатов, полученных в рам-
ках классических алгебро-геометрических подходов к ее решению (см. подроб-
ности в [9]).

При g = 2 и 3 размерности пространств Mg и Ag совпадают, поэтому непо-
средственным следствием теоремы Торелли является утверждение о том, что в
этом случае матрица B ∈ Hg общего положения является матрицей периодов
римановой поверхности. Единственное ограничение дает теорема Мартенса,
согласно которой многообразие Якоби римановой поверхности неразложимо,
т.е. не представимо в виде прямого произведения абелевых многообразий по-
ложительной размерности. Это условие может быть эффективно описано на
языке тэта-констант.

Нетривиальное тождество для матрицы периодов римановой поверхности
рода 4 было получено Шоттки в 1888 году. Поскольку для g = 4 пространство
Mg имеет коразмерность 1, то соответствующее соотношение Шоттки давало,
по крайней мере, локальное решение проблемы характеризации соответствую-
щих многообразий Якоби. Доказательство того, что многообразие, выделяемое
соотношением Шоттки, неприводимо, было получено Игусой лишь в 1981 го-
ду [10]. Обобщения этого соотношения на случай кривых произвольного рода
были сформулированы в качестве гипотезы в 1909 году в совместной работе
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Шоттки и Юнга [11] и доказаны в работе Фаркаша и Рауха [12]. Позднее Ван-
Гееменом [13] было доказано, что соотношения Шоттки–Юнга дают локальное
решение проблемы Римана–Шоттки. Известно, что эти соотношения заведомо
не дают полного решения проблемы, поскольку выделяемое ими подмногооб-
разие содержит дополнительные компоненты уже при g = 5 (Донаги [14]).

Среди других результатов, дающих локальное решение проблемы Римана–
Шоттки, отметим теорему Андреотти–Майера [15], согласно которой условие
того, что множество Sing Θ особых точек тэта-дивизора имеет размерность не
меньше g−4, выделяет подмногообразие размерности 3g−3, одна из компонент
которого совпадает с замыканием Mg. Это подмногообразие приводимо уже
при g = 4 (Бовиль [16]).

Необходимые и достаточные условия, характеризующие многообразия Яко-
би негиперэллиптических поверхностей, были получены Ли и Виртингером.
Эти условия эквивалентны тому, что в окрестности некоторой своей неособой
точки тэта-дивизор имеет два различных представления в виде сдвинутой сум-
мы g − 1 экземпляра поверхности C, вложенной в абелево многообразие, т.е.

Θ = C + · · ·+ C + κ. (1.12)

Вопрос эффективного описания геометрических условий Ли–Виртингера в тер-
минах уравнений далеко не тривиален и до сих пор не получил своего оконча-
тельного решения (см. обзор [17]).

Геометрической по своей исходной формулировке является и характеризация
якобианов, предложенная Ганнингом [18], [19]. В основе этой характеризации
лежит формула тройной секущей Фэя [20].

Рассмотрим отображение главно-поляризованного абелева многообразия X
в комплексное проективное пространство CP2g−1, задаваемое базисным набо-
ром (1.9) тэта-функций веса два

φ2(z) = Θ[ε1, 0](z) : · · · : Θ[ε2g , 0](z). (1.13)

Эти функции четны, поэтому отображение φ2 разлагается в композицию

X
π−→ X/σ

K−→ CP2g−1, (1.14)

где σ(z) = −z – инволюция абелевого многообразия и π – проекция на фактор-
пространство. Отображение K называется отображением Куммера, а его образ
K(X) называется многообразием Куммера. Известно, что отображение Кум-
мера является вложением многообразия с особенностями. N -секущей многооб-
разия Куммера называется (N − 2)-мерная плоскость в CP2g−1, пересекающая
K(X) в N точках. Существование N -секущей, проходящей через точки K(Ai),
i = 0, 1, . . . , N − 1, эквивалентно условию линейной зависимости этих точек,
т.е. условию того, что найдутся константы ci такие, что

∑N−1
i=0 ciK(Ai) = 0.

Прямым следствием формулы тройной секущей Фэя является утверждение
о том, что если X является якобианом алгебраической кривой Γ, то любые
три различные точки Γ задают однопараметрическое семейство тройных се-
кущих. В несколько огрубленной форме основной результат Ганнинга состоит
в том, что наличие такого однопараметрического семейства тройных секущих
является не только необходимым, но и достаточным условием того, что главно-
поляризованное абелево многообразие является якобианом некоторой алгебра-
ической кривой.
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Задача описания геометрического критерия Ганнинга в терминах уравне-
ний оказалась далеко не тривиальной и потребовала для своего решения ря-
да серьезных шагов. Первые из них были предприняты Велтерсом в работах
[21], [22], отправной точкой которых, по-видимому, послужило замечание Мам-
форда [23] о том, что предельный переход в формуле тройной секущей Фэя да-
ет тэта-функциональную формулу (1.6) для алгебро-геометрических решений
уравнения КП (теорема 1.1). Инфинитезимальным аналогом тройной секущей
является точка перегиба многообразия Куммера, т.е. такая точка A, в которой
существует прямая в CP2g−1, содержащая образ формального 2-ростка неко-
торой кривой в X. По определению, последнее условие эквивалентно условию
существования g-мерных векторов U 6= 0, V , для которых 2g-мерные векторы
K(A), ∂UK(A), (2∂V + ∂2

U )K(A) линейно зависимы. Согласно [22], условие су-
ществования векторов U , V , для которых множество соответствующих точек
перегиба содержит формальный бесконечный росток некоторой кривой в X,
является характеристическим для якобианов.

Фундаментальный факт теории солитонных уравнений состоит в том, что с
каждым из таких уравнений связана целая система совместных уравнений – так
называемая иерархия уравнения. Алгебро-геометрические решения иерархии
КП даются формулой

u(t1, t2, . . . ) = 2∂2
x ln θ

(∑
i

Uiti + Z |B
)
, t1 = x, t2 = y, t3 = t. (1.15)

Арбарелло и де Кончини [24], используя результаты Велтерса [22], доказали,
что следствием теоремы Ганнинга является утверждение о том, что функция
u(t), t = {ti}, вида (1.15) удовлетворяет первым N = N(g) = [( 3

2 )gg!] уравне-
ниям иерархии КП тогда и только тогда, когда матрица B является матрицей
b-периодов некоторой алгебраической кривой. Отметим, что полученная в [24]
оценка числа уравнений иерархии КП, необходимых для характеризации яко-
бианов, заведомо завышена. Тривиальным следствием результатов одного из
авторов о коммутирующих обыкновенных дифференциальных операторах яв-
ляется утверждение о том, что достаточно взять первые N = g + 1 уравнений
иерархии. Гипотеза Новикова состояла в том, что число уравнений не зависит
от g и равно N = 1.

Ключевым шагом в доказательстве гипотезы Новикова, предложенным Ши-
отой, являлось доказательство утверждения о том, что если функция u(x, y, t),
заданная формулой (1.6), удовлетворяет уравнению КП, то найдутся векто-
ры Ui такие, что функция u(t), заданная формулой (1.15), является решением
иерархии КП. Основная проблема, с которой столкнулся Шиота, состояла в
том, что возможность такого продолжения решения уравнения КП до решения
иерархии КП контролируется некоторым априори нетривиальным когомоло-
гическим препятствием. Достаточным условием тривиальности этого препят-
ствия является условие того, что тэта-дивизор Θ не содержит комплексной
прямой, параллельной вектору U = U1. Доказательство последнего свойства
явилось наиболее технически трудной частью работы Шиоты, значение кото-
рой было прояснено в работе [25].

Интерес к тематике, связанной с проблемой Римана–Шоттки, не угас и после
доказательства гипотезы Новикова. В первую очередь это связано с рядом дру-
гих проблем геометрии абелевых многообразий, среди которых отметим задачу



ПРОБЛЕМА РИМАНА–ШОТТКИ 31

характеризации главно-поляризованных абелевых многообразий, являющихся
примианами двулистных накрытий алгебраических кривых, а также замеча-
тельную гипотезу Велтерса о том, что для характеризации якобианов доста-
точно существования одной тройной секущей. Простое сравнение гипотезы
Велтерса с теоремой Ганнинга, которая требует существования однопарамет-
рического семейства таких секущих, показывает, насколько сильным является
ее утверждение. Отметим, что к настоящему времени доказано, что наличие
тройной секущей выделяет среди главно-поляризованных абелевых многообра-
зий подмногообразие, одна из компонент которого совпадает с многообразием
якобианов [26]. Кроме того, известно, что при g = 4, 5 соответствующее под-
многообразие неприводимо [27].

Целью настоящей работы является представление и анализ ряда новых под-
ходов к задачам типа задачи Римана–Шоттки, связанных с интегрируемыми
функциональными и линейными дифференциальными уравнениями. Мы нач-
нем с предложенного авторами [28], [29] многомерного векторного аналога урав-
нения Коши.

Классическое функциональное уравнение Коши [30; гл. V, § 1, с. 98–105]

ψ(x+ y) = ψ(x)ψ(y), (1.16)

возникающее в бесчисленном множестве задач (см., например, [31]), полностью
характеризует экспоненту ψ(x) = ekx, где k – параметр. Уравнение (1.16)
является одним из примеров так называемых теорем сложения

F (f(x), f(y), f(x+ y)) = 0. (1.17)

До последнего времени число примеров теорем сложения было невелико. Так,
согласно теореме Вейерштрасса, если F – полином от трех переменных, то в
классе аналитических функций f(x) теоремой сложения обладают лишь эллип-
тические функции (т.е. функции, связанные с алгебраическими кривыми рода
g = 1) и их вырождения.

Векторной многомерной теоремой сложения естественно назвать уравнение
вида

F (f(x), φ(y), ψ(x+ y)) = 0, (1.18)

где f(x) =
(
f1(x), . . . , fN (x)

)
, φ(y) = (φ1(y), . . . , φN (y)), ψ(z) = (ψ1(z), . . . , ψN (z))

– вектор-функции g-мерного аргумента x = (x1, . . . , xg), y = (y1, . . . , yg), z =
(z1, . . . , zg), а F – функция 3N -переменных.

Следует отметить, что варианты таких теорем можно найти уже в класси-
ческой работе Абеля [32], в которой рассматривается следующая задача: опре-
делить три функции φ, f и ψ, удовлетворяющие уравнению

ψ(α(x, y)) = F (x, y, φ(x), φ′(x), . . . , f(y), f ′(y), . . . ), (1.19)

где α и F – данные функции от соответствующего числа переменных. В част-
ности, в [32] эта задача решена для уравнения

ψ(x+ y) = φ(x)f ′(y) + f(y)φ′(x). (1.20)

Важные для современных приложений векторные теоремы сложения содержат-
ся в работе Фробениуса и Штикельбергера [33], где, например, показано, что
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дзета-функция Вейерштрасса удовлетворяет функциональному уравнению(
ζ(x) + ζ(y) + ζ(z)

)2 + ζ ′(x) + ζ ′(y) + ζ ′(z) = 0, (1.21)

где x+ y + z = 0.
Как уже отмечалось выше, концепция функций Бейкера–Ахиезера игра-

ет ключевую роль в алгебро-геометрической схеме интегрирования солитон-
ных уравнений. Функции Бейкера–Ахиезера однозначно определяются своими
аналитическими свойствами на вспомогательной алгебраической кривой. Эти
свойства позволяют интерпретировать функции Бейкера–Ахиезера как аналог
экспонент на алгебраических кривых. Отправной целью работ [28], [29] бы-
ла попытка найти функциональные уравнения, характеризующие функции
Бейкера–Ахиезера в той степени, в которой уравнение Коши характеризует
обычную экспоненту. Как оказалось, функции Бейкера–Ахиезера удовлетво-
ряют функциональному уравнению, являющемуся “векторным аналогом” урав-
нения Коши (1.16).

Уравнение Коши является в определенном смысле “жестким”. Класс функ-
ций, определяемых им, практически не меняется, если ослабить (1.16) и рас-
смотреть уравнение

c(x+ y)ψ(x)ψ(y) = 1,

решения которого даются формулами ψ(x) = ek(x+x0), c(x) = e−k(x+2x0). Век-
торным аналогом уравнения (1.16) мы называем функциональное уравнение

N+1∑
k=1

ck(x+ y)ψk(x)ψk(y) = 1 (1.22)

на вектор-функции c(x) =
(
c1(x), . . . , cN+1(x)

)
, ψ(x) =

(
ψ1(x), . . . , ψN+1(x)

)
.

Важное замечание. В дальнейшем мы будем различать сильную и сла-
бую формы функционального уравнения (1.22). Дело в том, что в предполо-
жении некоторой общности положения функции ck, входящие в это уравне-
ние, явно выражаются через функции ψk и их производные в виде отношений
вполне определенных (N + 1)-мерных детерминантов. Поэтому в дальнейшем
решением слабой формы уравнения (1.22) будет называться вектор-функция
ψ =

(
ψ1, . . . , ψN+1

)
, удовлетворяющая (1.22) для некоторого набора функ-

ций ck. Решением сильной формы уравнения (1.22) будет называться набор
функций ck, ψk, в котором выражения для ck явно не сводятся к общим детер-
минантным формулам.

В работе [28] было доказано, что функции Бейкера–Ахиезера, отвечающие
алгебраическим кривым рода g, дают решения слабой формы уравнения (1.22)
для N = g. Явные выражения этих функций через тэта-функции римано-
вых поверхностей показывают, что соответствующие решения уравнения (1.22)
с точностью до экспоненциального множителя имеют следующий специальный
вид:

ψk(x) =
τ(x+Ak)
τ(x+A0)

, (1.23)

где τ(z) – функция векторного аргумента z = (z1, . . . , zg), представляющая
собой тэта-функцию алгебраической кривой; Ak = (Ak,1, . . . , Ak,g) – g-мерные
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векторы, k = 0, 1, . . . , N + 1. В работе авторов [29] были предложены явные
выражения для функций ck в терминах тэта-функций, не сводящиеся к общим
детерминантным формулам. Тем самым была установлена сильная форма тео-
ремы сложения для тэта-функций алгебраических кривых.

Формула (1.23) позволяет ввести понятие g-мерного функционального урав-
нения Коши ранга N как векторной теоремы сложения следующего специаль-
ного вида.

Определение. Функцию τ(z) векторного g-мерного аргумента z назовем
решением уравнения Коши ранга N , если существуют g-мерные векторы A0,
A1, . . . , AN+1 и функции ck такие, что имеет место уравнение

N+1∑
k=1

ck(x+ y)τ(x+Ak)τ(y +Ak) = τ(x+A0)τ(y +A0). (1.24)

Замечание-определение. В общем случае одна и та же функция τ(z) мо-
жет быть решением функциональных уравнений Коши разных рангов (за счет
специального выбора векторов Ak). Рангом такой функции τ(z) назовем ми-
нимальное N∗ из возможных рангов N уравнений (1.24), которым она удовле-
творяет.

Одним из результатов работ [28], [29] является утверждение о том, что все
решения уравнения (1.22) для случая N = 2 даются функциями Бейкера–
Ахиезера рода 2. Тем самым показано, что векторный аналог уравнения Ко-
ши (1.22) для N = 2 эквивалентен функциональному уравнению Коши ранга 2.

В связи с этим напомним вопрос, поставленный нами в [28]: эквивалентны
ли функциональные уравнения (1.22) и (1.24) для N > 2?

Из классической теоремы сложения для тэта-функции τ = θ(z |B), отвечаю-
щей общему абелеву многообразию размерности g (см. формулу (1.25) ниже),
следует, что такие функции являются решениями функционального уравнения
Коши (1.24) ранга N 6 2g − 1. Сопоставление этого факта с тем, что в случае
якобианов кривых ранг тэта-функций не превосходит g, привело авторов к
следующей гипотезе.

Гипотеза (Бухштабер–Кричевер [28]). Тэта-функция имеет ранг, не пре-
восходящий g , тогда и только тогда, когда она построена по матрице b-пе-
риодов голоморфных дифференциалов на римановой поверхности рода g .

Недавно эта гипотеза в предположении общности положения векторов Ak

была доказана Грушевским [34], [35]. Прежде чем сформулировать основную
идею его доказательства, представим стандартный в теории тэта-функций спо-
соб сведения определенных квадратичных соотношений для этих функций к
условиям линейной зависимости соответствующих точек многообразия Кумме-
ра.

Тэта-функция θ(z |B), отвечающая общему абелеву многообразию размер-
ности g, обладает классической теоремой сложения

θ(z1 + z2 |B) θ(z1 − z2 |B) =
∑

ε

θ[ε, 0](2z1 | 2B) θ[ε, 0](2z2 | 2B), ε ∈ 1
2

Zg/Zg.

(1.25)

2 УМН, т. 61, вып. 1
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Слабая форма нашей теоремы сложения для этих функций имеет вид
N+1∑
k=0

ck(x+ y)θ(x+Ak)θ(y +Ak) = 0, (1.26)

где c0(x) = −1. Полагая z1 + z2 = x + Ak и z1 − z2 = y + Ak, получаем,
согласно (1.25),

θ(x+Ak |B) θ(y +Ak |B)

=
∑

ε

θ[ε, 0](x+ y + 2Ak | 2B) θ[ε, 0](x− y | 2B), ε ∈ 1
2

Zg/Zg. (1.27)

Сделав замену x + y = 2u и x − y = 2v, подставим это выражение в (1.26) и,
используя обозначение (1.9), получим

∑
ε

[ N+1∑
k=0

ck(2u)Θ[ε, 0](u+Ak)
]
Θ[ε, 0](v) = 0. (1.28)

Набор функций Θ[ε, 0](v), где ε пробегает 1
2Zg/Zg, является линейно неза-

висимым. Следовательно, из (1.28) вытекает, что (N + 2) точки Ak, k =
0, 1, . . . , N + 1, должны удовлетворять соотношениям

N+1∑
k=0

ck(2u)K(u+Ak) = 0 (1.29)

для всех u ∈ Cg, где K – отображение Куммера.
Приведенные выше аргументы устанавливают эквивалентность слабой фор-

мы (1.26) нашей теоремы сложения для тэта-функций якобианов с частным
случаем более общего результата работы [19], см. следствие 2.1 ниже. Основ-
ная идея доказательства Грушевского нашей гипотезы заключалась в том, что
в предположении некоторой невырожденности векторов Ai можно показать,
что функции ci(2u) в уравнении (1.29) для N = g корректно определены как
глобальные мероморфные функции переменной u ∈ Cg. В этом случае (g − 1)
уравнений ci(2u) = 0, i > 2, выделяют однопараметрическое семейство тройных
секущих. Тем самым доказательство нашей гипотезы было сведено к теореме
Ганнинга.

Подчеркнем, что необходимость дополнительных условий невырожденности
на векторы Ai связана с тем, что эквивалентность сильной и слабой форм
теорем сложения для тэта-функций далеко не тривиальна. Утверждение о
том, что уравнение (1.29) при N = g характеризует якобианы алгебраических
кривых в предположениях общности положения, отличных от использованных
в [35], было недавно получено в работе [36]. Отправной точкой этой работы,
авторы которой, по-видимому, не были знакомы с нашей гипотезой, послужила
очень интересная попытка построения аналога теории Кастельнуово (см. [37])
для абелевых многообразий.

Как уже говорилось выше, в работе авторов [29] были предложены явные
выражения для функций ck в терминах тэта-функций, не сводящиеся к де-
терминантным формулам. Эта сильная форма теоремы сложения имеет заме-
чательно простой вид кубических соотношений для тэта-функций якобиевых
многообразий.
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Теорема 1.3. Для любого набора (g + 2) попарно различных точек Ak ∈
Γ ⊂ J(Γ) имеет место равенство

g+1∑
k=0

hk θ(Ak + x)θ(Ak + y)θ(Ak + z)
∣∣
x+y+z=R

= 0. (1.30)

Константы hk и постоянный вектор R в формуле (1.30) зависят от набора
точек кривой и даются формулой (2.20). Особо простой вид они принимают
в случае, когда Ak являются точками Вейерштрасса гиперэллиптических кри-
вых. Это обстоятельство было замечено в [34] и использовано для решения
известной задачи о характеризации гиперэллиптических якобианов.

В п. 2.4 мы рассматриваем теорему сложения для тэта-функций якобианов,
отвечающую предельному случаю совпадающих точекAk. Слабая форма такой
теоремы сложения утверждает, что для любой точки A ∈ Γ ⊂ J(Γ) выполняется
равенство

g+1∑
k=0

ck(u)D (k)
U1,...,Uk

K(A0 + u) = 0, u ∈ Cg, (1.31)

где векторы Ui определяются (g+ 1)-ростком кривой Γ в точке A0, т.е. сравне-
нием A0−

∑g+1
s=1

1
sUsz

s ∈ Γ (mod zg+2) ⊂ J(Γ), а дифференциальные операторы
D

(k)
U1,...,Uk

определяются равенством

exp
(
−

g+1∑
s=1

zs

s
∂Us

)
=

g+1∑
k=0

zkD
(k)
U1,...,Uk

+O(zg+2). (1.32)

Равенство (1.31) может рассматриваться как определение понятия (g+2)-крат-
ной точки уплощения. Отметим, что при таком определении 3-кратные точки
уплощения – это не что иное, как точки перегиба, определение которых бы-
ло дано выше. В условиях общего положения, когда коэффициенты ck могут
быть с точностью до общего множителя однозначно восстановлены, уравне-
ния ci(u) = 0, i > 1, задают, по крайней мере, однопараметрическое семейство
точек перегиба. Следовательно, в силу результатов Велтерса, в общем положе-
нии уравнение (1.31) является характеристическим для якобианов. Авторам
представляется естественной

Гипотеза. Уравнение (1.31) характеризует якобианы и без предположения
общности положения.

Доказательство равенства (1.31), приведенное в п. 2.4, в принципе позволя-
ет получить формулы для коэффициентов ck, т.е. установить сильную форму
теоремы сложения. Однако соответствующие выражения будут чрезвычайно
громоздки.

Задача. Найти эффективный вид сильной теоремы сложения (1.31).

Эта же самая задача является актуальной и для промежуточных теорем
сложения, соответствующих предельным случаям равенства (1.29), когда сли-
вается лишь часть точек Ak. Например, в случае слияния точек A0, . . . , Ag

2*
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слабая форма соответствующей теоремы сложения утверждает, что для любой
пары различных точек A0, A ∈ Γ ⊂ J(Γ) выполняется равенство:

K(A+ u) =
g∑

k=0

ck(u)D (k)
U1,...,Uk

K(A0 + u) = 0, u ∈ Cg, (1.33)

где векторы Ui определяются g-ростком Γ в точке A0, т.е. условием A0 −∑g
s=1 Us

zs

s ∈ Γ (mod zg+1) ⊂ J(Γ). Задача нахождения эффективного вида
сильной формы равенства (1.33) вызывает особый интерес, поскольку она свя-
зана с теорией непрерывных аналогов так называемых базисов Кричевера–Но-
викова (КН).

КН-базисы были введены в работе [38] для решения задачи операторного
квантования замкнутых бозонных струн. Они представляют собой аналоги
базисов Лорана для случая алгебраических кривых произвольного рода с парой
отмеченных точек. По существу, эти базисы ψn(A), A ∈ Γ, представляют собой
специальный случай функций Бейкера–Ахиезера дискретного аргумента n ∈
Z. Как было замечено в [38], в этом случае дискретные функции Бейкера–
Ахиезера ψn удовлетворяют замечательному соотношению

ψn(A)ψm(A) =
g∑

k=0

ckn,mψn+m+k(A), (1.34)

которое послужило основанием для введения понятий почти градуированных
алгебр и модулей над ними.1

Понятие непрерывного аналога КН-базисов было введено в работе Гриневи-
ча и Новикова [39], в которой было доказано, что в частном случае соответству-
ющие функции Бейкера–Ахиезера непрерывного аргумента ψ(t1, A) удовлетво-
ряют уравнению

ψ(t1, A)ψ(t′1, A) = Lψ(t1 + t′1, A), (1.35)

где L – дифференциальный оператор порядка g по переменной t1, заменяющий
собой разностный оператор в правой части (1.34).

Решение задачи явного эффективного восстановления коэффициентов опе-
ратора L , эквивалентное задаче нахождения сильной формы теоремы сложе-
ния (1.33), приводится в третьем и четвертом параграфах обзора, посвящен-
ных в основном теоремам сложения, к которым привели трилинейные уравне-
ния, введенные недавно одним из авторов этого обзора и Д.В. Лейкиным (см.
[40], [41]).

Хорошо известна та роль, которую играют билинейные уравнения Хиро-
ты [42] в современной теории солитонных уравнений. Уравнения Хироты мо-
гут восприниматься как предельный случай слабой формы теоремы сложе-
ния (1.24). У авторов не вызывает сомнения, что трилинейные уравнения
сыграют ту же самую роль в исследовании сильных форм теорем сложения
вида (1.30) и их вырождений. Формализм теории трилинейных уравнений ока-
зывается чрезвычайно полезным и при исследовании теорем сложения более

1Для краткости мы используем в (1.34) индексацию, отличающуюся сдвигом n→ n− g/2
от обозначений работы [38].
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общего, чем (1.22), вида:
N+1∑
k=1

ck(x+ y)ϕk(x)ψk(y) = 1. (1.36)

Уравнение (1.36) это уравнение на три вектор-функции c(x), ϕ(x) и ψ(x). В слу-
чае N = 0 решение уравнения (1.36) опять дается при помощи экспонент. Слу-
чай N = 1 детально разобран в работе [43]. Решение в классе аналитических
функций выражается, как и прежде, в терминах функций Бейкера–Ахиезера
рода 1. Явные решения этого уравнения для случая произвольного N = g
в терминах тэта-функций якобиевых многообразий были построены в [29].

Обратим внимание, что классическая форма теоремы сложения (1.17), где
F – полином от трех переменных, очевидно, представляет собой частный слу-
чай уравнения (1.36). Есть много аргументов в пользу того, чтобы в качестве
аналога знаменитой теоремы Вейерштрасса для уравнения (1.36) предложить
следующее утверждение.

Гипотеза. В классе аналитических функций на Cg каждое решение урав-
нения вида

N+1∑
k=1

ck(x+ y)ϕk(x)ψk(y) = ϕ0(x)ψ0(y) (1.37)

с точностью до экспоненциальных множителей задается набором тэта-
функций на абелевом многообразии.

Дополнительные условия типа зависимости N от g и предположения о виде
функций ck(x), k = 1, . . . , N + 1, приводят, в частности, к условиям на абелевы
многообразия, аналогичным тем, которые привели к характеризации якобиа-
нов. К важным уравнениям класса (1.36) приводит теорема сложения в форме

F (f1(x), f2(y), f3(x+ y)) = 0, (1.38)

где fk(x), x ∈ Cg, – вектор-функция, составленная из набора длины N частных
производных функций fk, k = 1, 2, 3, и F – полином от 3N переменных.

Заключительный пятый параграф посвящен применению интегрируемых
линейных уравнений в задачах, связанных с проблемой Римана–Шоттки.
Уравнение КП (1.7) является условием совместности переопределенной
системы вспомогательных линейных задач

(∂y − L)ψ = 0, (∂t −A)ψ = 0 7−→ [∂y − L, ∂t −A] = 0, (1.39)

где L и A являются дифференциальными операторами вида

L = −∂2
x + u(x, y, t), A = ∂3

x −
3
2
u ∂x + w(x, y, t). (1.40)

Эквивалентность нелинейного уравнения условию совместности переопреде-
ленной системы линейных задач может в известной степени восприниматься
как определение солитонных уравнений. При этом роль одного из вспомога-
тельных уравнений является выделенной при построении спектральных преоб-
разований, линеаризующих соответствующее нелинейное уравнение. Первич-
ность роли линейной задачи ярко проявилась в схеме построения эллиптиче-
ских решений уравнения КП, предложенной в [44] и перенесенной позднее на
ряд других солитонных уравнений в работах [45]–[47].
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В недавней работе одного из авторов было показано, что характеризация
якобианов с помощью уравнения КП содержит избыточную информацию и
что задача Римана–Шоттки может быть решена с помощью лишь одной из
вспомогательных линейных задач (1.40).

Теорема 1.4 (Кричевер [48]). Симметрическая матрица B с положи-
тельно определенной мнимой частью является матрицей b-периодов базиса
нормированных голоморфных дифференциалов на некоторой гладкой алгебраи-
ческой кривой Γ тогда и только тогда, когда найдутся две константы p, E и
три g-мерных вектора U , V , A такие, что линейное уравнение

(∂y − ∂2
x + u(x, y))ψ = 0 (1.41)

с потенциалом
u = 2∂2

x ln θ(Ux+ V y + Z |B) (1.42)

имеет решение вида

ψ =
θ(A+ Ux+ V y + Z |B)
θ(Ux+ V y + Z |B)

exp(px+ Ey). (1.43)

Используя теорему сложения (1.25), несложно показать, что уравнение
(1.41), в котором u и ψ задаются формулами (1.42), (1.43), эквивалентно
системе уравнений

∂yΘ[ε, 0](A/2)− ∂2
xΘ[ε, 0](A/2)− 2p ∂xΘ[ε, 0](A/2) + (E − p2)Θ[ε, 0](A/2) = 0,

(1.44)
которые должны быть выполнены для всех полуцелых характеристик ε.

Описание якобианов алгебраических кривых с помощью системы уравне-
ний (1.44) сильнее, чем характеризация с помощью системы уравнений (1.11).
В терминах отображения Куммера уравнения (1.44) эквивалентны условию,
что соответствующее многообразие Куммера имеет точку перегиба. Это усло-
вие является частным случаем гипотезы Велтерса о тройной секущей [22].

Как представляется авторам, возможности изложенных в настоящем обзоре
подходов к различным задачам геометрии абелевых многообразий еще далеко
не исчерпаны. В подтверждение этого отметим недавнюю работу [49], в которой
решена задача характеризации примианов с помощью интегрируемого анзаца
для двумерного оператора Шрёдингера.

§ 2. Функции Бейкера–Ахиезера и теоремы сложения

Как уже отмечалось во введении, отправной точкой работ [28], [29], в ко-
торых были введены векторные аналоги (1.22), (1.24), (1.36) уравнения Коши,
была попытка найти функциональные уравнения, характеризующие функции
Бейкера–Ахиезера. Изложение результатов этих работ мы предварим форму-
лировкой необходимых сведений о функциях Бейкера–Ахиезера.

2.1. Функции Бейкера–Ахиезера. Рассмотрим неособую алгебраичес-
кую кривую Γ рода g с отмеченными точками Pα и с фиксированными
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локальными координатами k−1
α (Q) в окрестностях этих отмеченных точек,

k−1
α (Pα) = 0, α = 1, . . . , l. Зафиксируем набор полиномов q = {qα(k)},

qα(k) =
∑

i

tα,ik
i. (2.1)

Как было показано в [1], [2], для любого набора точек γ1, . . . , γg общего поло-
жения существует единственная с точностью до пропорциональности функция
ψ(t, Q), t = {tα,i}, которая

(a) мероморфна на Γ вне точек Pα и имеет не более чем простые полюсы
в точках γs (если все они различныrm);

(b) в окрестности точки Pα имеет вид

ψ(t, Q) = exp
(
qα(kα)

)( ∞∑
s=0

ξs,α(t)k−s

)
, kα = kα(Q). (2.2)

Выбрав точку P0, условимся нормировать ψ равенством

ψ(t, P0) = 1. (2.3)

Следует подчеркнуть, что функция Бейкера–Ахиезера ψ(t, Q) определяется
своими аналитическими свойствами по переменной Q. От коэффициентов tα,i

полиномов qα она зависит как от внешних параметров.
Существование функции Бейкера–Ахиезера доказывается предъявлением

явной тэта-функциональной формулы [1]. Введем ряд необходимых обозначе-
ний. Прежде всего напомним, что фиксация базиса ai, bi циклов на Γ с кано-
нической матрицей пересечений позволяет определить базис нормированных
голоморфных дифференциалов ωi, матрицу B их b-периодов и соответствую-
щую тэта-функцию θ(z) = θ(z |B). Базисные векторы ek и векторы Bk = {Bkj}
порождают решетку в Cg, фактор по которой является g-мерным тором J(Γ),
называемым якобианом кривой Γ. Отображением Абеля называется отображе-
ние A : Γ 7−→ J(Γ), задаваемое формулой

Ak(Q) =
∫ Q

Q0

ωk. (2.4)

Если определить вектор Z формулой

Z = κ−
g∑

s=1

A(γs), (2.5)

где κ – вектор римановых констант, зависящих от выбора базисных циклов и
начальной точки отображения Абеля Q0, то функция θ(A(Q) + z), если она не
равна тождественно нулю, имеет на Γ ровно g нулей, совпадающих с точка-
ми γs:

θ(A(γs) + Z) = 0. (2.6)

Отметим, что сама функция θ(A(Q) +Z) многозначна на Γ, но ее нули опреде-
лены корректно. Введем дифференциалы dΩα такие, что дифференциал dΩα,i
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голоморфен вне Pα, в которой он имеет полюс вида dΩα = d(ki
α+O(k−1

α )), и нор-

мирован условием
∮

ai

dΩα = 0. Обозначим через 2πiUα,i вектор его b-периодов
с координатами

2πiUα,i,k =
∮

bk

dΩα,i. (2.7)

Используя трансляционные свойства тэта-функции, можно проверить, что
функция ψ(t, Q), заданная формулой

ψ(t, Q) = Φ(x,Q) exp
(∑

α,i

tα,i

∫ Q

P0

dΩα,i

)
, (2.8)

где

Φ(x,Q) =
θ(A(Q) + x+ Z) θ(A(P0) + Z)
θ(A(Q) + Z) θ(A(P0) + x+ Z)

(2.9)

и
x =

∑
α,i

tα,iUα,i, (2.10)

является однозначной функцией переменной Q на Γ. Из определения диффе-
ренциалов dΩα,i вытекает, что эта функция имеет нужный вид существенной
особенности в точках Pα, а из (2.6) следует, что вне этих точек ψ имеет полюсы
в точках γs.

Единственность функции Бейкера–Ахиезера сводится к теореме Римана–
Роха, согласно которой мероморфная функция на Γ, имеющая не более g по-
люсов общего положения, является константой. Действительно, предположим,
что функция ψ̃ имеет те же аналитические свойства, что и ψ. Тогда функция
ψ̃ψ−1 является мероморфной функцией на Γ, число полюсов которой не пре-
восходит g. Следовательно, она является константой, которая в силу условия
нормировки (2.3) равна 1.

Приведем еще одно утверждение, которое понадобится нам в дальнейшем и
доказательство которого также сводится к теореме Римана–Роха. Для любо-
го положительного дивизора D =

∑
niQi рассмотрим линейное пространство

L(q, D) функций, имеющих вне точек Pα полюсы в точках Qi кратности не
выше ni и имеющих в окрестности Pα вид (2.1). Как было доказано в [1], для
дивизоров общего положения степени d =

∑
ni > g размерность этого про-

странства равна dimL(q, D) = d− g + 1.
Функция Φ(x,Q), заданная формулой (2.9), относится к классу так назы-

ваемых факториальных функций [50]. Она является многозначной функцией
на Γ. Ее однозначную ветвь можно выделить, если провести на Γ разрезы
вдоль a-циклов. В дальнейшем мы будем использовать обозначение Γ∗ для Γ
с подобными разрезами.

Лемма 2.1. Для любого набора точек γ1, . . . , γg общего положения форму-
ла (2.9), в которой вектор Z определен с помощью (2.5), задает единственную
функцию Φ(x,Q), где x = (x1, . . . , xg), Q ∈ Γ, такую, что:

1) Φ является однозначной мерморфной функцией Q на Γ∗ , имеющей не
более чем простые полюсы в точках γs (если все они различны);
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2) ее граничные значения Φ±
j (x,Q), Q ∈ aj , на различных берегах разрезов

удовлетворяют соотношениям

Φ+
j (x,Q) = e−2πixj Φ−

j (x,Q), Q ∈ aj ; (2.11)

3) Φ нормирована условием
Φ(x, P0) = 1. (2.12)

Как и в случае функций Бейкера–Ахиезера, для любого эффективного ди-
визора D =

∑
niQi можно ввести понятие ассоциированного линейного про-

странства L (x,D) как пространства мероморфных функций на Γ∗, имеющих
полюсы в точках Qi кратности не выше ni и граничные значения которых на
берегах разрезов удовлетворяют соотношениям (2.11). Из теоремы Римана–
Роха следует, что для дивизоров общего положения степени d = g размерность
этого пространства равна

dim L (x,D) = d− g + 1. (2.13)

Согласно (2.13), для любого набора точек γ1, . . . , γg общего положения раз-
мерность пространства факториальных функций, имеющих не более чем дву-
кратные полюсы в точках γs, равна g + 1. Следующее утверждение можно
воспринимать, как явное представление набора из g функций, которые вместе
с функцией Φ задают базис в этом пространстве.

Лемма 2.2. Для любого набора точек γ1, . . . , γg общего положения функ-
ция Ck(x,Q), заданная формулой

Ck(x,Q) =
θ(A(Q) + Z +A(γk)−A(P0)) θ(A(Q) + x+ Z −A(γk) +A(P0))

θ2(A(Q) + Z) θ(A(P0) + x+ Z) θ(2A(γk)−A(P0) + Z)
,

(2.14)
где Z определено в (2.5), является единственной функцией такой, что:

1) Ck , как функция переменной Q ∈ Γ∗ , является мероморфной функцией с
не более чем простыми полюсами в точках γs , s 6= k , и полюсом второго
порядка вида

Ck(x,Q) = θ−2(A(Q) + Z) +O(θ−1(A(Q) + Z)) (2.15)

в точке γk ;
2) граничные значения C±

k,j(x,Q), Q ∈ aj , функции Ck на различных бере-
гах разрезов удовлетворяют уравнениям

C+
k,j(x,Q) = e−2πixjC−

k,j(x,Q), Q ∈ aj ; (2.16)

3)
Ck(x, P0) = 0. (2.17)

Единственность функции Ck, обладающей всеми перечисленными свойства-
ми, является прямым следствием теоремы Римана–Роха. То, что функция Ck,
заданная формулой (2.14), удовлетворяет этим свойствам, проверяется непо-
средственно. Действительно, функция θ(A(Q)+Z) равна нулю в точке γk, сле-
довательно, равенство (2.14) означает, что Ck имеет в этой точке полюс второго
порядка с нормированным старшим коэффициентом. Из равенства (2.5) следу-
ет, что первый сомножитель числителя обращается в нуль в точке P0 и в точках
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γs, s 6= k. Поскольку первый сомножитель знаменателя имеет полюс второго
порядка во всех точках γs, то функция Ck имеет полюсы первого порядка в
точках γs, s 6= k, и полюс второго порядка в точке γk. Разность аргументов
тэта-функций, содержащих A(Q), в числителе и знаменателе равна x. Это, в
сочетании со соотношениями монодромии (1.10), влечет за собой (2.16).

2.2. Сильная форма теоремы сложения для тэта-функций якобиа-
нов. Рассмотрим функцию Φ(x,Q)Φ(y,Q). Из определения Φ следует, что это
произведение принадлежит пространству L (x+ y,D), где D = 2γ1 + · · ·+ 2γg.
В силу (2.13), размерность этого пространства равна g+1. Функции Φ(x+y,Q),
Ck(x + y,Q) линейно независимы. Следовательно, они образуют базис в про-
странстве L (x + y,D). Коэффициенты разложения Φ(x,Q)Φ(y,Q) по этому
базису находятся из сравнения полюсов второго порядка в точках γk и из усло-
вия нормировки (2.12). Эти простые соображения приводят к следующему, по
существу, основному результату этого пункта.

Теорема 2.1. Имеет место тождество

Φ(x,Q)Φ(y,Q) = Φ(x+ y,Q) +
g∑

k=1

Ck(x+ y,Q)φk(x)φk(y), (2.18)

в котором функции Φ, Ck определены формулами (2.9) и (2.14) соответствен-
но, а функции φk(x) задаются формулой

φk(x) =
θ(A(γk) + x+ Z)θ(A(P0) + Z)

θ(A(P0) + x+ Z)
. (2.19)

В дальнейшем мы условимся отождествлять алгебраическую кривую Γ с
ее образом, задаваемым отображением Абеля. Соответственно, точки P0, γs,
Q ∈ Γ отождествляются с векторами: A0 = A(P0), As = A(γs), s = 1, . . . , g;
Ag+1 = A(Q).

Прямая подстановка формул (2.9), (2.14), (2.19) в равенство (2.18) после при-
ведения слагаемых к общему знаменателю и сокращения сомножителей приво-
дит к следующему тождеству:

θ(A0 + x+ y + Z)θ(Ag+1 + x+ Z)θ(Ag+1 + y + Z)

=
g∑

k=0

θ(Ag+1 + x+ y + Z −Ak +A0)θ(Ag+1 + Z +Ak −A0)
θ(2Ak + Z −A0)

× θ(Ak + x+ Z)θ(Ak + y + Z). (2.20)

Стандартное применение билинейной формулы сложения (1.25) (описанное
во введении при выводе формулы (1.29)) доказывает, что (2.20) эквивалентно
равенству

g+1∑
k=0

(−1)δk,g+1
θ(Ag+1 + 2u− Z −Ak +A0) θ(Ag+1 + Z +Ak −A0)

θ(2Ak + Z −A0)
K(Ak +u) = 0,

(2.21)
где δk,g+1 – символ Кронекера, отличный от нуля только при k = g + 1, а
переменная u определяется равенством 2u = x+ y + 2Z.
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Формула (2.20) или эквивалентная ей формула (2.21) представляют собой
сильную форму нашей теоремы сложения для тэта-функций якобиевых мно-
гообразий. Подчеркнем еще раз, что эти формулы справедливы для любого
набора точек Ai ∈ Γ ⊂ J(Γ), i = 0, 1, . . . , g+1, и произвольного вектора u ∈ Cg.
Покажем, что легким следствием формулы (2.21) является формула тройной
секущей Фэя и следующее более общее утверждение Ганнинга.

Следствие 2.1 (Ганнинг [19; теорема 2]). Для любой неособой алгебраиче-
ской кривой Γ рода g , для любого числа 1 6 m 6 g и для любого набора (2m+1)
точек кривой, отождествленной с ее образом при отображении Абеля, т.е.
A0, . . . , Am+1, Q1, . . . , Qm ∈ A(Γ) ⊂ J(Γ), следующие (m + 2) точки K(Ai + u)
многообразия Куммера, где

2u =
m∑

s=1

Qs −
m+1∑
k=0

Ak, (2.22)

лежат в m-мерной плоскости.

Прежде всего заметим, что если векторы Z и u заданы формулами (2.5)
и (2.22), то, с учетом четности тэта-функции, первый сомножитель числителя
в формуле(2.21) имеет вид θ(Ak + Z ′), где

Z ′ = κ−
m∑

s=1

Qs −
g+1∑

k=m+2

Ak. (2.23)

Из формул (2.5), (2.6), примененных к набору Q1, . . . , Qm, Am+2, . . . , Ag+1, по-
лучаем, что θ(Ak +Z ′) = 0, k > m+ 1. Последнее равенство означает, что если
вектор u задан формулой (2.22), то в равенстве (2.21) отличны от нуля только
первые (m + 2) слагаемых. Утверждение следствия доказано. Заметим, что
при m = g оно эквивалентно слабой форме (1.29) нашей теоремы сложения, а
при m = 1 оно совпадает с формулой тройной секущей Фэя [20].

2.3. Задача Римана–Шоттки. Простые размерностные соображения,
примененные к уравнению (1.29), доказывают, что эквивалентное ему уравне-
ние (1.22) приN = 2g−1 справедливо для произвольного абелева многообразия.
В полном объеме гипотеза о том, что уравнение (1.22) при N = g характеризует
якобианы алгебраических кривых, остается недоказанной. Принципиальную
трудность составляют различные вырожденные ситуации. Например, уравне-
ние (1.29) при N = g не исключает возможности того, что точки K(Ak + u)
лежат в плоскости размерности m < g. В этом случае невозможно опре-
делить коэффициенты ck линейной зависимости как однозначные функции
переменной u. Аргументы работы [34], в которой была предпринята первая
попытка доказательства гипотезы, оказались недостаточными для того, чтобы
исключить подобное вырожденние. В [35] были приведены дополнительные
условия, исключающие возможность вырождения и при выполнении которых
остальной ход доказательства гипотезы остается неизменным.

Теорема 2.2 [34], [35]. Предположим, что для неприводимого главно-по-
ляризованного абелева многообразия X размерности g найдется набор (g + 2)
попарно различныx точек Ak ∈ X таких, что для любого u ∈ X векторы
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K(Ak + u) линейно зависимы. Предположим также, что найдется пара
индексов k и l таких, что векторы K(Ak +v), где 2v = −(Ak +Al), порождают
линейное подпространство размерности, в точности равной g + 1. Тогда X
является якобианом некоторой неособой алгебраической кривой Γ, а точки Ak

принадлежат образу Γ в J(Γ) при отображении Абеля.

Уравнение (1.29) при заданных Ak и u представляет собой переопределенную
систему линейных уравнений на коэффициенты ck. В предположениях теоремы
ранг этой системы при u = v равен в точности g+1. Следовательно, существует
набор характеристик ε0, . . . , εg таких, что ((g + 1)× (g + 2))-мерная матрица с
матричными элементами {Θ[εs](Ak + u)} имеет ранг g + 1 для всех u в малой
окрестности вектора v. Это позволяет однозначно определить ci для любого
u ∈ Cg формулой ci(u) = (−1)i det{Θ[εs](Ak + u), k 6= i}.

Функции ci(u), рассматриваемые с точностью до пропорциональности, опре-
деляют отображение c : Cg → CPg+1. Нашей следующей целью будет доказа-
тельство того, что ранг дифференциала этого отображения в точке u = v мак-
симален. Не ограничивая общности, мы можем предполагать, что индексы k
и l в формулировке теоремы равны 0 и 1. В этом случае из определения v и
четности тэта-функций следует, что K(A0 + v) = K(A1 + v). Значит, ci(v) = 0
для i > 1, поскольку первые два столбца матрицы, детерминант которой опре-
деляет ci, совпадают. В силу определения ci имеем также c0(v) = c1(v) 6= 0.

Предположим, что ранг дифференциала dc в точке v не максимален. Это
означает, что существует вектор V ∈ Cg такой, что производная отображения
c(u) в направлении вектора V в точке v равна нулю. Последнее утверждение
с учетом того, что c(u) есть точка проективного пространства, эквивалентно
равенствам ∂V ci

∣∣
u=v

= λci(v), где λ – некоторая константа, не зависящая от i.
Дифференцируя равенство (1.29) с учетом вышесказанного и свойства нечет-
ности производных тэта-функций, получим

g+1∑
k=0

λci(2u)
(
λK(Ak + u) + ∂V K(Ak + u)

)∣∣
u=v

= 2c0∂V K(A0 + v) = 0. (2.24)

Так как отображение Куммера является вложением фактор-пространства
X/(z = −z), то из (2.24) следует, что вектор A0 + v должен быть точкой
второго порядка в X. Это возможно лишь когда A0 − A1 = 0 ∈ X, что
противоречит предположению теоремы о том, что все точки должны быть
попарно различными.

Прямым следствием доказанной максимальности ранга dc является утвер-
ждение о том, что уравнения ci = 0, i > 2, задают однопараметрическое семей-
ство тройных секущих, что в силу теоремы Ганнинга является характеристи-
ческим свойством якобианов. Теорема доказана.

Как уже отмечалось во введении, в недавней работе [36] утверждение о том,
что уравнение (1.29) с N = g является характеристическим для якобианов, бы-
ло доказано при дополнительных предположениях, отличных от тех, которые
были сформулированы в [35]. А именно, оно было доказано в предположении,
что точки Ak находятся в тэта-общем положении, что по определению озна-
чает, что для любого подмножества из (g + 1) точки Ai0 , Ai1 , . . . , Aig

, найдется
вектор z такой, что θ(Aik

+ z) = 0, k = 1, . . . , g, и θ(Ai0 + z) 6= 0.
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2.4. Вырожденные случаи теорем сложения. В этом пункте мы пред-
ставим теоремы сложения, к которым приводит рассмотрение специального вы-
рожденного случая функции Бейкера–Ахиезера. А именно, рассмотрим функ-
цию Бейкера–Ахиезера ψ(t, A;A0), которая, как функция точки кривой A ∈
Γ ⊂ J(Γ), голоморфна всюду кроме отмеченнной точки A0, в которой она
имеет вид

ψ(t, A;A0) =
( ∞∑

s=−g

ξs(t, A0) zs

)
exp

( ∞∑
i=1

tiz
−i

)
, (2.25)

где z = z(A) – локальная координата в окрестности точки A0.2
Тэта-функциональное выражение для ψ(t, A;A0) дается формулами, прак-

тически идентичными формулам (2.8)–(2.10), в которых вектор Z следует поло-
жить равным Z0 = κ−gA0. Сдвигом начала координат всегда можем добиться
зануления вектора римановых констант κ = 0, что и будет предполагаться
в дальнейшем. С учетом сказанного явная формула для ψ(t, A;A0) приобретет
вид

ψ(t, A;A0) = Φ(x,A;A0) exp
( ∞∑

j=1

tjΩj(A)
)
, (2.26)

где

Φ(x,A;A0) =
θ(A+ x− gA0)

θ(A− gA0) θ(x+ (g − 1)A(P0))
, x =

∑
j

tjUj , (2.27)

а Ωj(A) – нормированный абелев интеграл, голоморфный вне отмеченной точ-
ки A0, в окрестности которой он имеет вид Ωj = z−j +O(1).

Классические билинейные соотношения Римана устанавливают связь b-пе-
риодов 2πiUj дифференциала dΩj с коэффициентами разложения кривой
A(z) ∈ Γ ⊂ J(Γ) в окрестности точки A0:

A(z) = A0 −
∞∑

k=1

1
k
Ukz

k. (2.28)

Теоремы сложения для тэта-функций якобианов, связанные с функцией
ψ(t, A;A0), являются простым следствием следующего утверждения: имеет
место равенство

ψ(t, A;A0)ψ(t′, A;A0) = v0(t, t′, A0)ψ(t+ t′, A;A0)

+
g∑

k=1

vk(t, t′, A0)∂tk
ψ(t+ t′, A;A0). (2.29)

Доказательство этого утверждения, содержательная часть которого состоит в
том, что коэффициенты vk не зависят от A, стандартно. Произведение в левой
части (2.29) является функцией Бейкера–Ахиезера, отвечающей параметрам
(t+ t′) и дивизору D = 2gA0. Пространство таких функций имеет размерность

2Отметим, что обозначения этого пункта содержат явное указание на зависимость ψ от
выбора отмеченной точки, в отличие от общего случая, в котором явное указание на зави-
симость функции Бейкера–Ахиезера от выбора отмеченных точек и дивизора полюсов было
для краткости опущено.
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g + 1. Функции ψ(t + t′, A;A0), ∂tk
ψ(t + t′, A;A0), k = 1, . . . , g, линейно неза-

висимы, а значит, образуют базис в этом пространстве. Следовательно, произ-
ведение функций Бейкера–Ахиезера может быть разложено по этому базису.
Коэффициенты разложения рекуррентно находятся из сравнения старших ко-
эффициентов разложения правых и левых частей по параметру z.

Воспользуемся теперь явными тэта-функциональными формулами для ψ.
Их подстановка в (2.29) приводит к эквивалентному равенству

θ(A+ x− gA0) θ(A+ y − gA0) = θ(A+ x+ y − gA0) θ(A− gA0)

×
(
w0(x, y,A0) +

g∑
k=1

(
Ωk(A) + ∂Uk

ln θ(A+ x+ y − gA0)
)
wk(x, y,A0)

)
.

(2.30)

Воспользовавшись теоремой сложения (1.25), так же, как и при выводе фор-
мулы (1.29), получим, что коэффициенты wj в равенстве (2.30) имеют вид

wj(x, y,A0) =
∑

ε

Wj,ε(u,A0)Θ[ε, 0](v),

2u = x+ y − 2gA0, 2v = x− y,
(2.31)

а само равенство эквивалентно уравнению

K(A+ u) = θ(A+ u+ gA0) θ(A− gA0)

×
(
W0(u,A0) +

g∑
k=1

(
Ωk(A) + ∂Uk

ln θ(A+ u+ gA0)
)
Wk(u,A0)

)
,

(2.32)

в котором Wj ∈ CP2g−1 – точки проективного пространства с однородными
координатами Wj,ε.

Разлагая равнство (2.32) в окрестности A0, получим, что вектор Wj явля-
ется линейной комбинацией векторов D (k)K(A0 + u), k = 0, 1, . . . , g − j, где
операторы D (k) = D

(k)
U1,...,Uk

даются формулой (1.32). Если локальную коор-
динату в точке A0 задать равенством zg = θ(A − gA0), то система уравнений,
определяющих Wj , примет особо простой вид:

D (j)K(A0 + u) =
j∑

k=0

Wg−kD (j−k)θ(u+ (g + 1)A0), j = 0, . . . , g. (2.33)

Формулы (2.32), (2.33) представляют собой сильную форму теоремы сложе-
ния (1.33).

Замечание. Уравнение (2.32) эквивалентно исходному равенству (2.29),
которое можно представить в еще одной форме. А именно, функции
∂k

t1ψ(t+ t′, A;A0), k = 0, 1, . . . , g, образуют базис в пространстве L(t+ t′, 2gA0)
соответствующих функций Бейкера–Ахиезера. Разлагая по этому базису
левую часть (2.29), мы приходим к утверждению: существует единственный
дифференциальный оператор L =

∑g
i=0 ṽ(t, t

′, A0)∂i
t1 такой, что выполнено

равенство
ψ(t, A;A0)ψ(t′, A;A0) = Lψ(t+ t′, A;A0). (2.34)
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Как уже говорилось во введении, соотношение (2.34) может рассматривать-
ся как континуальный аналог почти градуированной структуры КН-базисов.
К более детальному рассмотрению равенства (2.34) мы вернемся в следующем
параграфе.

В заключение же этого параграфа мы приведем сильную форму равенства
(1.33). Оно получается после приравнивания друг другу (g + 1)-х коэффици-
ентов раложений по z правых и левых частей равенства (2.32).

Теорема 2.3. Для любой точки A0 ∈ Γ ⊂ J(Γ) имеет место равенство

D (g+1)K(A0 + u) =
( g∑

k=0

Wg−kD (g−k+1)θ(u+ (g + 1)A0)
)

+ θ(u+ (g + 1)A0)
( g∑

k=1

Wk

(
dk + ∂U1∂Uk

ln θ(u+ (g + 1)A0)
))
, (2.35)

в котором векторы Ws = Ws(u,A0) задаются уравнениями (2.33), а констан-
ты dk = dk(A0) определяются разложением абелевых интегралов Ωk в точ-
ке A0 : Ωk = z−k + dkz +O(z2).

§ 3. Трилинейные уравнения

3.1. Определение полилинейного оператора. Сопоставление с фор-
мализмом Хироты. Пусть t1, . . . , tk−1, z ∈ Cg и L – линейный дифференци-
альный оператор по z с постоянными коэффициентами. Оператору L ставится
в соответствие k-линейный оператор L(f1, . . . , fk) по формуле

L(f1, . . . , fk)(t1, . . . , tk−1) = L
[
f1(t1+z) · · · fk−1(tk−1+z)fk(t1+· · ·+tk−1−z)

]∣∣
z=0

.

Уравнение вида L(f1, . . . , fk) = 0 называется k-линейным уравнением.
В случае k = 2 эта конструкция дает билинейные дифференциальные

операторы, которые давно используются в теории абелевых функций и теории
инвариантов [50], [51]. Открытый Хиротой [42] метод построения решений
нелинейных эволюционных уравнений сделал такие билинейные операторы
широко известными среди специалистов в теории интегрируемых систем
под именем операторов Хироты. Билинейный формализм Хироты имеет
естественное обобщение, за которым закрепилось название мультилинейного
формализма (см. [52]). Пусть H – линейный дифференциальный оператор
по t1, . . . , tk−1 с постоянными коэффициентами, тогда k-линейный оператор
Хироты H(f1, . . . , fk) записывается следующим образом:

H(f1, . . . , fk)(z) = H

[ k∏
j=1

fj

(
z +

k−1∑
m=1

tm exp
{
jm

2πı
k

})]∣∣∣∣
t1=···=tk−1=0

,

где ı2 = −1. В рамках этого подхода изучаются нелинейные дифференциальные
уравнения в частных производных вида

H(f1, . . . , fk)(z) = 0,

которые естественно называть k-линейными уравнениями Хироты.
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При k > 3 уравнение L(f1, . . . , fk) = 0 является функциональным уравнени-
ем. Исследование связи между нашими k-линейными функциональными урав-
нениями и k-линейными дифференциальными уравнениями Хироты – тема от-
дельного перспективного исследования.

В этом параграфе в центре нашего внимания будут билинейные (дифферен-
циальные) уравнения и трилинейные (функциональные) уравнения.

3.2. Формализм билинейных и трилинейных операторов. Пусть u, v,
w ∈ Cg. Введем операторы

Di =
∂

∂ui
+

∂

∂vi
− ∂

∂wi
, i = 1, . . . , g.

Для каждого набора неотрицательных целых чисел – мультииндекса ω =

(ω1, . . . , ωg) положимDω = Dω1
1 · · ·D

ωg
g и ∂ω = ∂ω1

1 · · · ∂
ωg
g , где ∂i =

∂

∂zi
. Зададим

линейные дифференциальные операторы с постоянными коэффициентами

D =
∑
|ω|>0

αωD
ω и L =

∑
|ω|>0

αω∂
ω,

где |ω| = ω1 + · · ·+ ωg.
Имеют место следующие соотношения:

L(f1, f2)(u) = D(f1(u)f2(w))
∣∣
w=u

,

L(f1, f2, f3)(u, v) = D(f1(u)f2(v)f3(w))
∣∣
w=u+v

.

В случаях, когда ясно, о какой тройке функций fi(z), i = 1, 2, 3, идет речь, мы
будем использовать сокращенное обозначение

B(D) =
D(f1(u)f2(w))
f1(u)f2(w)

∣∣∣∣
w=u

, Q(D) =
D(f1(u)f2(v)f3(w))
f1(u)f2(v)f3(w)

∣∣∣∣
w=u+v

.

В этих обозначениях имеют место формулы

B(D) =
∑
|ω|>0

αωB(Dω), Q(D) =
∑
|ω|>0

αωQ(Dω).

Трилинейное уравнение

D(f1(u)f2(v)f3(w))
∣∣
w=u+v

= 0 (3.1)

сводится к полиномиальному соотношению между логарифмическими произ-
водными функций f1(u), f2(v), f3(u+ v) и, следовательно, представляет собой
сильную форму функционального уравнения типа (1.36)

N+1∑
k=1

ck(x+ y)ϕk(x)ψk(y) = 1.

Обратим внимание, что если целые функции fi(z), i = 1, 2, 3, дают реше-
ние функционального уравнения (3.1) для данного оператора D , то функции
eβizfi(z), i = 1, 2, 3, где βi – постоянные и β3 = β1 + β2, также дают решение
этого уравнения.
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Пример 3.1. Пусть g = 1. Положим ρi(z) = (log fi(z))′. Тогда

Q(D1) = ρ1(u) + ρ2(v)− ρ3(u+ v),

Q(D2
1) = (ρ1(u) + ρ2(v)− ρ3(u+ v))2 + ρ′1(u) + ρ′2(v) + ρ′3(u+ v).

Общее решение функционального уравнения Q(D1) = 0 дается линейными
функциями ρi, т.е. fi(z) = exp(α(z − βi)2 + γi), где α, βi и γi – постоянные,
причем β3 = β1 + β2.

Знаменитое частное решение (см. (1.21)) функционального уравнения
Q(D2

1) = 0 было получено Фробениусом и Штикельбергером [33]. Это частное
решение было применено к точно решаемым задачам квантовой механики
[53], [54]. Общее аналитическое решение этого функционального уравнения
описано в [55]. Функции fi задают волновую функцию основного состояния для
квантовой задачи трех тел. В случае общего положения решение представляет
собой функции вида ρi(z) = ζ(z− δi)− βi, т.е. fi(z) = e−βiz+γiσ(z− δi), где ζ(z)
и σ(z) – функции Вейерштрасса и βi, γi и δi – постоянные, причем β3 = β1 +β2

и δ3 = δ1 + δ2. Отметим еще нормированное частное решение

fi(z) =
1√
2π∆

exp
(
− (z − qi)2

2∆2

)
, (3.2)

где qi – постоянные и ∆ = (q1 + q2 − q3)/
√

3.
Пусть g = 2. Положим

ρ
(j,k)
i (z) =

∂j+k log fi(z)
∂zj

1 ∂z
k
2

. (3.3)

Тогда
Q(2D2 +D3

1) = 2r(0,1) + r(3,0) + 3r(2,0)r(1,0) + r3(1,0),

где r(j,k) = ρ
(j,k)
1 (u) + ρ

(j,k)
2 (v) + (−1)j+kρ

(j,k)
3 (u+ v).

Теорема 3.1 (Бухштабер, Лейкин [56]). Сигма-функция рода 2 подчиняет-
ся трилинейному закону сложения

[2D2 +D3
1]σ(u)σ(v)σ(w)

∣∣
u+v+w=0

= 0,

где Dj = ∂uj + ∂vj + ∂wj .

3.3. Конструкция производящих функций для билинейных и три-
линейных операторов. Распространение приведенных выше результатов на
случай высших родов опирается на следующую общую конструкцию.

Пусть ξ – координата в C. Выберем гладкое отображение φ : C → Cg, регу-
лярное при ξ = 0, и функции Gi : C→ C, i = 1, 2, мероморфные в окрестности
ξ = 0. Образуем функции

F2(u, ξ) = G1(ξ)
f1(u+ φ(ξ))

f1(u)
f2(u− φ(ξ))

f2(u)
,

F3(u, v, ξ) = G2(ξ)
f1(u+ φ(ξ))

f1(u)
f2(v + φ(ξ))

f2(v)
f3(u+ v − φ(ξ))

f3(u+ v)
.

(3.4)
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Функции F2(u, ξ) и F3(u, v, ξ) являются производящими функциями билиней-
ных и трилинейных операторов. Действительно,

f1(u+ z)
f1(u)

f2(u− z)
f2(u)

=
∑
|ω|>0

zω

ω!
B(Dω),

f1(u+ z)
f1(u)

f2(v + z)
f2(v)

f3(u+ v − z)
f3(u+ v)

=
∑
|ω|>0

zω

ω!
Q(Dω),

z ∈ Cg.

Умножение на функцию Gi(ξ) = ξki(1 + O(ξ)), ki ∈ Z, и подстановка z = φ(ξ)
приводят к производящим функциям

F2(u, ξ) = ξk1
∑
i>0

ξiB(Dbi
i ), F3(u, v, ξ) = ξk2

∑
i>0

ξiQ(Dtri
i ).

С другой стороны, для заданных функций fi, Gj и φ разложения F2(u, ξ)
и F3(u, v, ξ) в ряды по степеням ξ можно вычислить непосредственно. Мы
приходим к следующему результату.

Лемма 3.1 (Бухштабер, Лейкин [41]). Если в разложенииF2(u, ξ)=
∑

[F2]iξi

для некоторого k коэффициент [F2]k не зависит от переменной u, то целые
функции fi(z), i = 1, 2, удовлетворяют билинейному дифференциальному
уравнению B(Dbi

k−k1
− [F2]k) = 0.

Если в разложении F3(u, v, ξ) =
∑

[F3]iξi для некоторого k коэффициент
[F3]k не зависит от переменных u и v , то целые функции fi(z),
i = 1, 2, 3, удовлетворяют трилинейному функциональному уравнению
Q(Dtri

k−k2
− [F3]k) = 0.

Далее в этом параграфе мы покажем, как эта конструкция применяется для
построения билинейных и трилинейных уравнений, которым удовлетворяют σ-
функции плоских алгебраических кривых.

3.4. Необходимые сведения. Начнем с основных понятий.
Пусть V – представитель семейства плоских алгебраических кривых – (n, s)-

кривых

V = {(x, y) ∈ C2 | f(x, y) = 0}, f(x, y) = yn−xs−
∑

(n−j)(s−i)>ij

λ(n−j)(s−i)−ijx
iyj ,

где n и s – взаимно простые натуральные числа, s > n > 1. Рассмотрение толь-
ко этого класса кривых не ограничивает общности, поскольку каждая плоская
алгебраическая кривая имеет (n, s)-модель.

С кривой V связана последовательность Вейерштрасса (w1, w2, . . . ). Это
упорядоченное по возрастанию множество натуральных чисел, не допускающих
представление в виде an + bs c неотрицательными целыми a и b. Положим
w(ξ) =

∑
i ξ

wi . Имеем

w(ξ) =
1

1− ξ
− 1− ξns

(1− ξn)(1− ξs)
.

Род неособой (n, s)-кривой равен длине g = w(1) = (n − 1)(s − 1)/2 последо-
вательности Вейерштрасса. Введем градуировку, полагая deg x = n, deg y = s
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и deg λk = k. Тогда deg f(x, y) = ns. Пусть mk(x, y) – вектор, составленный
из мономов (xiyj) таких, что 0 6 in + js < 2g + k, где i > 0 и 0 6 j < n,
упорядоченный по убыванию deg. Длина вектора mk(x, y) равна g + k.

Зададим вектор базисных голоморфных дифференциалов по формуле

dA(x, y) = m0(x, y)
dx

fy(x, y)
, fy(x, y) =

∂

∂y
f(x, y), (x, y) ∈ V.

В качестве базисной точки A0 ∈ V выберем бесконечно удаленную точку на V .
Отображение Абеля зададим по формуле

A(x, y) =
∫ (x,y)

A0

dA(x, y).

Введем локальную параметризацию кривой V в окрестности точки A0. По-
ложим(

x(ξ), y(ξ)
)

=
(
ξ−n, ξ−sρ(ξ)

)
, где ρ(ξ) = 1 +

∑
i>0

ρi(λ)ξi, ρi(λ) ∈ Q[λ].

Коэффициенты ρi(λ) определяются из уравнения f
(
x(ξ), y(ξ)

)
= 0, т.е.

ρ(ξ)n = 1 +
∑

(n−j)(s−i)>ij

ρ(ξ)jξ(n−j)(s−i)−ijλ(n−j)(s−i)−ij .

Тогда в окрестности A0 для отображения Абеля имеет место разложение

A
(
x(ξ), y(ξ)

)
=

(
−ξ

w1

w1
(1 + a1(ξ)), . . . ,−

ξwg

wg
(1 + ag(ξ))

)t

, (3.5)

где ai(ξ) – ряды по положительным степеням ξ с коэффициентами из Q[λ].
Пусть W – универсальное абелево накрытие над V . Точками пространства

W являются пары ((x, y); [γ]), где (x, y) ∈ V и γ – представитель класса эк-
вивалентности путей, идущих из базисной точки в точку (x, y). Пути γ1 и γ2

принадлежат [γ], если контур γ1 ◦ γ−1
2 гомологичен нулю. Интегрирование

вектора базисных голоморфных дифференциалов вдоль пути γ задает одно-
значное отображение A : W → Cg. По понятным причинам мы обозначили это
отображение так же, как отображение Абеля.

Положим

ψ(x, y; [γ]) = exp
{
−

∫
[γ]

〈
A∗((x′, y′), [γ′]), dA(x′, y′)

〉}
, (3.6)

где путь γ′ – это часть пути γ от базисной точки до точки (x′, y′), 〈a, b〉 =
∑
aibi

и A∗((x, y), [γ]) – отображение, двойственное отображению Абеля, заданное ба-
зисными интегралами второго рода с полюсами только в базисной точке, где
имеет место разложение по локальному параметру

A∗(x(ξ), y(ξ)) =
(
ξ−w1(1 + a∗1(ξ)), . . . , ξ

−wg (1 + a∗g(ξ))
)t
,

где a∗i (ξ) – ряды по положительным степеням ξ с коэффициентами из Q[λ].
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Матрицы полупериодов η, η′ и ω, ω′ отображений A∗ и A связаны тожде-
ством Лежандра

ΩJΩt =
πı

2
J, где Ω =

(
ω ω′

η η′

)
, J =

(
0 −1g

1g 0

)
, ı2 = −1. (3.7)

Функция ψ(x, y; [γ]) – однозначная целая функция на W , имеющая изолиро-
ванный нуль порядка g = (n− 1)(s− 1)/2 в базисной точке:

ψ
(
x(ξ), y(ξ); [γ]

)
= ξg exp{G(ξ, λ)}, (3.8)

где G(ξ, λ) – целая функция такая, что G(0, λ) = G(ξ, 0) = 0. В случае рода
g = 1 имеем ψ(x, y; [γ]) = σ

(
−A(x, y; [γ])

)
.

Функция ψ(x, y; [γ]) при прибавлении к контуру γ цикла χ =
∑g

j=1(kjaj +
k′jbj) (напомним, что через ai и bi обозначены базисные циклы, см. с. 26) пре-
образуется следующим образом:

ψ(x, y; [χ+ γ])
ψ(x, y; [γ])

= exp
{
−

〈
A∗[χ], A((x, y), [γ])+

1
2
A[χ]

〉
+πı((k+`)t(k′+`′)−`t`′)

}
,

(3.9)
где A[χ] и A∗[χ] – периоды A и A∗ при обходе цикла χ. Векторы ` и `′ опре-
деляются следующим образом. Сопоставим последовательности Вейерштрасса
разбиение Вейерштрасса (π1, . . . , πg) по формуле

πk = wg−k+1 − (g − k), k = 1, . . . , g.

(В частности, wg = 2g − 1 и π1 = g.) Тогда

` = (1, . . . , 1) и `′ = (π1, . . . , πg).

Сигма-функция – это целая функция на Cg, обладающая следующим свой-
ством:

σ(u+A[χ]) = σ(u) exp
{
−

〈
A∗[χ], u+

1
2
A[χ]

〉
+πı((k+`)t(k′+`′)−`t`′)

}
. (3.10)

Из теории рядов Фурье известно, что, ввиду (3.7), трансляционное свойство
(3.10) определяет σ-функцию с точностью до постоянного по u множителя.

Следующая формула связывает функции σ и θ:

σ(u) = ∆−1/8

√
πg

|ω|
exp

{
1
2
uT ηω−1u

}
θ[εR](ω−1u |ω−1ω′), (3.11)

где ∆ – дискриминант кривой V и θ[εR] – тэта-функция с характеристикой
(см. (1.8)) вектора римановых констант. Напомним, что дискриминант ∆ кри-
вой, заданной уравнением f(x, y) = 0, – это неприводимый полином от пара-
метров λk, обращение которого в нуль означает, что на данной кривой имеются
двойные точки, т.е. такие точки, в которых градиент функции f(x, y) по (x, y)
обращается в нуль.

Формула (3.11) показывает, что если, пользуясь методами теории рядов Фу-
рье, характеризовать целую функцию ее поведением при сдвигах на периоды,
то переход от σ к θ и обратно – линейное преобразование аргумента функции
и умножение этой функции на экспоненту от квадратичной формы. Таким об-
разом, теории функций σ и θ – это теории одного и того же объекта, но – в
разных реализациях:
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(θ) Фурье-разложение по z с использованием матрицы периодовB (см. (1.4));
(σ) степенные ряды с рациональными коэффициентами по u и λ – парамет-

рам кривой.
Например, для функции Вейерштрасса σ(u) кривой, заданной уравнением

y2 = 4x3 − g2x− g3, имеет место разложение

σ(u) = u
∑

i,j>0

ai,j

(4i+ 6j + 1)!

(
g2u

4

2

)i

(2g3u6)j

с целыми коэффициентами ai,j , которые определяются из начальных условий

{a0,0 = 1; ai,j = 0, min(i, j) < 0}

с помощью рекурсии

ai,j = 3(i+ 1)ai+1,j−1 +
16
3

(j + 1)ai−2,j+1 −
1
3
(2i+ 3j − 1)(4i+ 6j − 1)ai−1,j .

Ряд для сигма-функции рода 2 также задается линейной рекурсией [41]. Для
кривой y2 = 4x5 +

∑3
k=0 λkx

k начальный отрезок ряда σ-функции имеет вид

σ(u) = u1 −
u3

2

3
−

(
u1u

4
2

48
+

u7
2

5 040

)
λ3 +

(
u3

1

24
− u2

1u
3
2

24
− u1u

6
2

360
+

u9
2

22 680

)
λ2

+
(
−u

3
1u

2
2

24
− u2

1u
5
2

120
− u1u

8
2

5 040
+

u11
2

99 792

)
λ1

+
(
−u

4
1u2

12
− u3

1u
4
2

72
− u2

1u
7
2

504
+
u1u

10
2

22 680
+

u13
2

1 389 960

)
λ0 + · · · .

Теорема Римана об обращении в нуль – важное свойство, общее для σ-функ-
ций и θ-функций якобианов. Используя параметризацию (3.5) отображения
Абеля, запишем следующее соотношение, вытекающее из теоремы Римана об
обращении в нуль:

σ

( g∑
i=1

A(ξi)
)

=
det

(
A(ξ1), . . . , A(ξg)

)
vand(ξ1, . . . , ξg)

exp{H(ξ1, . . . , ξg)},

где A(ξ) = A
(
x(ξ), y(ξ)

)
, vand(ξ1, . . . , ξg) – определитель Вандермонда от пере-

менных ξi и H(ξ1, . . . , ξg;λ) – целая функция от λ и ξi, симметрическая по ξi и
такая, что H(0, . . . , 0;λ) = H(ξ1, . . . , ξg; 0) = 0.

Еще десять лет назад основным инструментом приложения абелевых функ-
ций в задачах теории интегрируемых систем служила θ-функция. После работ
[57], [58] начали развиваться методы, основанные на теории σ-функций. В на-
стоящее время круг исследований в этом направлении уже достаточно широк
(см. [41]).

3.5. Полиномы, задающие алгебраический закон сложения. Произ-
вольный полином φ(x, y) задает на кривой V целую рациональную функцию.
Нулем функции φ(x, y) на кривой V называется точка (ξ, η) такая, что

{f(ξ, η) = 0, φ(ξ, η) = 0}.
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Число нулей функции φ(x, y) называется ее порядком.
Дальнейшая конструкция опирается на следующий факт.
Пусть порядок целой рациональной функции φ(x, y) на кривой V равен 2g+k,

где k > 0. Тогда φ(x, y) полностью (с точностью до постоянного, т.е. не
зависящего от (x, y), множителя) определяется любым набором из g + k ее
нулей.

Верно и обратное утверждение:
Любой набор из g+k точек на кривой V , k > 0, реализуется как подмноже-

ство нулей целой рациональной функции φ(x, y) порядка 2g + k на кривой V ,
причем такая функция φ(x, y) единственна с точностью до постоянного мно-
жителя.

Этот факт следует из классической теоремы Вейерштрасса о пробелах.
В частности, обычные полиномы одного переменного являются целыми
рациональными функциями на кривой рода g = 0 и полностью определяются
всеми своими нулями.

Пусть X – g-я симметрическая степень кривой V , т.е. X = V g/Σg, где сим-
метрическая группа Σg действует на прямом произведении перестановкой ко-
ординат. Точка U пространства X представляет собой неупорядоченный на-
бор g точек (xi, yi) ∈ V , который мы обозначим через U = [(xi, yj)]. Пусть
U ′ ∈ X, U ′ = [(xg+i, yg+i)]. Зададим целые рациональные функции RU

2g(x, y) и
RU,U ′

3g (x, y) порядков 2g и 3g по формулам

RU
2g(x, y) =

det(m1(x, y),m1(x1, y1), . . . ,m1(xg, yg))
det((1, 0, . . . , 0)t,m1(x1, y1), . . . ,m1(xg, yg))

, (3.12)

RU,U ′

3g (x, y) =
det(mg+1(x, y),mg+1(x1, y1), . . . ,mg+1(x2g, y2g))
det((1, 0, . . . , 0)t,mg+1(x1, y1), . . . ,mg+1(x2g, y2g))

, (3.13)

где mk(x, y) – введенные в начале предыдущего пункта векторы размерности
g + k. По построению RU

2g полностью определяется заданием точки U , а RU,U ′

3g

полностью определяется заданием пары точек U и U ′. Функции RU
2g и RU,U ′

3g

задают закон сложения U ? U ′ на X следующим образом: полный набор нулей
целой рациональной функции на V считается эквивалентным нулю. Поэтому
нулями RU

2g на X являются точка U и обратная к ней точка U ; соответственно,
нули RU,U ′

3g – это точки U , U ′ и U ? U ′.
Согласно теореме Абеля, отображение Абеля A : X → J(V ), заданное фор-

мулой

A(U) =
g∑

i=1

A(xi, yi),

является гомоморфизмом относительно операции ? , т.е.

A(U) = −A(U), A(U ? U ′) = A(U) +A(U ′).

В работе [41] показано, что полиномы Ru
2g(x, y) и Ru,v

3g (x, y) обладают пред-
ставлением в виде (3.4), которое строится с помощью σ-функции, функции
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ψ(x, y; [γ]) и отображения Абеля. А именно, имеют место формулы

Ru
2g(x, y) =

σ(A((x, y); [γ])− u)
ψ(x, y; [γ])σ(u)

σ(A((x, y), [γ]) + u)
ψ(x, y; [γ])σ(u)

,

Ru,v
3g (x, y) =

σ(A((x, y), [γ])− u)
ψ(x, y; [γ])σ(u)

σ(A((x, y), [γ])− v)
ψ(x, y; [γ])σ(v)

σ(A((x, y), [γ]) + u+ v)
ψ(x, y; [γ])σ(u+ v)

,

(3.14)
где u и v обозначают одновременно точки из X и их образы в J(V ) при отобра-
жении Абеля. Соотношения (3.14) выводятся из теоремы Римана об обращении
в нуль и формул (3.10) и (3.9).

3.6. Трилинейные уравнения для σ-функций. Теперь мы готовы реа-
лизовать конструкцию из леммы 3.1. Сначала рассмотрим пример, в котором
лемма 3.1 применяется непосредственно.

Пример 3.2. Пусть g = 1. В классической параметризации Вейерштрасса
имеем (x, y) = (℘(ξ), ℘′(ξ)). В этом случае можно взять ψ(ξ) = σ(ξ). Тогда
φ(ξ) = −ξ и Gi(ξ) = σ(ξ)−(i+1). Получаем на основе классических формул
следующие равенства:

℘(ξ)− ℘(u) = Ru
2 (℘(ξ), ℘′(ξ)) = F2(u, ξ) =

1
σ(ξ)2

σ(u+ ξ)
σ(u)

σ(u− ξ)
σ(u)

,

где в левой части – четный ряд по ξ с постоянными по u коэффициентами при
всех четных степенях ξ, кроме нулевой;∣∣∣∣∣∣

1 ℘(ξ) ℘′(ξ)
1 ℘(u) ℘′(u)
1 ℘(v) ℘′(v)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣1 ℘(u)
1 ℘(v)

∣∣∣∣ = Ru,v
3 (℘(ξ), ℘′(ξ)) = F3(u, v, ξ)

=
1

σ(ξ)3
σ(u− ξ)
σ(u)

σ(v − ξ)
σ(v)

σ(u+ v + ξ)
σ(u+ v)

,

где в левой части – ряд по ξ с постоянными по u и v коэффициентами при всех
нечетных степенях ξ. Коэффициент при ξ−1 равен нулю, что дает представ-
ление классического соотношения (1.21) в трилинейной форме Q(D2) = 0.

Вернемся к обсуждению билинейных и трилинейных операторов, аннулиру-
ющих σ-функцию (n, s)-кривой V .

Рассмотрим топологическое линейное пространство LM , топологический ба-
зис в котором образует множество мономов M = {xiyj | i ∈ Z, 0 6 j < n},
упорядоченное по убыванию deg(xiyj) = in + js, и топологическое линей-
ное пространство LΞ, топологический базис в котором образует множество
Ξ = {ξk | k ∈ Z}, упорядоченное по возрастанию степени.

Локальная параметризация в окрестности базисной точки (x, y) = (ξ−n,
ξ−sρ(ξ)), где ρ(ξ) = 1 + o(ξ), задает линейное непрерывное отображение
T : LM → LΞ по формуле T (xiyj) = ξ−(in+js)ρ(ξ)j . Покажем, что это
отображение – гомеоморфизм, т.е. существует непрерывное обратное отобра-
жение. Действительно, поскольку НОД (n, s) = 1, для δ ∈ {0, 1, . . . , n − 1}



56 В.М. БУХШТАБЕР, И.М. КРИЧЕВЕР

однозначно определены целое число k(δ) и `(δ) ∈ {0, 1, . . . , n − 1} такие,
что δ = k(δ)n + `(δ)s. Таким образом, для любого целого m в M есть
один, и только один, моном xi(m)yj(m) такой, что i(m)n + j(m)s = m, а
именно, i(m) = [m/n] + k(m− n[m/n]) и j(m) = `(m− n[m/n]). Следовательно,
матрица преобразования T – верхняя треугольная, с единицами на главной
диагонали. Поэтому определено непрерывное обратное линейное отображение
T−1 : LΞ → LM , с нижней треугольной матрицей.

Обозначим через M− (соответственно M+) подмножество M , составленное
из мономов, содержащих x в отрицательной (соответственно неотрицательной)
степени, и обозначим через π− (соответственно π+) каноническую проекцию
LM на LM− (соответственно на LM+). Моном наибольшего веса в M− – это
yn−1x−1.

Итак, разложим правые части соотношений (3.14) в ряды по степеням ло-
кального параметра ξ, т.е. по базису Ξ. Мы получаем производящие функции

F2(ξ) =
exp{〈A(ξ), ∂z〉 − 2G(ξ, λ)}σ(z + u)σ(z − u)

ξ2gσ(u)2

∣∣∣∣
z=0

=
∑
i∈Z

ξiB(Dbi
i ),

F3(ξ) =
exp{〈A(ξ), ∂z〉 − 3G(ξ, λ)}σ(z − u)σ(z − v)σ(z + v + u)

ξ3gσ(u)σ(v)σ(v + u)

∣∣∣∣
z=0

=
∑
i∈Z

ξiQ(Dtri
i ),

где A(ξ) = A
(
x(ξ), y(ξ)

)
, см. (3.5), функция G(ξ, λ) та же, что и в (3.8), и

∂z = (∂z1 , . . . , ∂zg )t. Функцию F2(ξ) удобно записать в виде F2(ξ) = 〈B(Dbi),Ξ〉,
где Dbi = (Dbi

i )t, i ∈ Z. Применим преобразование T−1 и перейдем к базису M .
Получаем

Ru
2g(x, y) = 〈B(Dbi), T−1M 〉 = 〈(T−1)tB(Dbi),M 〉,

откуда, поскольку R(u)
2g (x, y) – полином, следует

R
(u)
2g (x, y) = 〈(π+ ◦ T−1)tB(Dbi),M+〉, 〈(π− ◦ T−1)tB(Dbi),M−〉 = 0.

Таким образом, с одной стороны, σ-функция удовлетворяет системе били-
нейных уравнений π− ◦ (T−1)tB(Dbi) = 0 и, с другой стороны, коэффициен-
ты полинома R

(u)
2g (x, y) являются значениями билинейных операторов π+ ◦

(T−1)tB(Dbi).
Представив F3(ξ) в виде F3(ξ) = 〈Q(Dtri),Ξ〉, где D tri = (D tri

i )t, i ∈ Z, и
выполнив переход к базису M , мы получим, с одной стороны, систему трили-
нейных уравнений π−◦(T−1)tQ(Dtri) = 0, решением которой является σ-функ-
ция, и, с другой стороны, набор трилинейных операторов π+ ◦ (T−1)tQ(Dtri),
значениями которых определяются коэффициенты полинома R(u,v)

3g (x, y).
В [41] намеченная программа выполнена полностью для семейств гиперэл-

липтических кривых, т.е. при (n, s) = (2, 2g + 1). Приведем полученный в [41]
список трилинейных уравнений на гиперэллиптическую σ-функцию. Для кри-
вой

V =
{

(x, y) ∈ C2 | y2 = x2g+1 +
2g+1∑
i=2

λ2ix
2g−i+1

}
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нетрудно записать производящую функцию операторов D tri
s в явном виде (да-

лее речь пойдет только о трилинейных операторах, поэтому значок tri, указы-
вающий на “трилинейность”, мы опустим). Имеем

∑
s>0

ξsDs = exp
{g−1∑

q=0

∫ ξ

0

(
−Dq+1

+
2g−q∑

p=q+1

3(p− q)λ2(p+q+1)

∫ ξ′

0

(ξ′′)2p dξ′′

ρ(ξ′′)

)
(ξ′)2q dξ′

ρ(ξ′)

}
,

где ρ2 = 1 + Λ(ξ2) и Λ(t) = λ4t
2 + λ6t

3 + · · ·+ λ4g+2t
2g+1. В частности,

D0 = 1,

D1 = −D1,

D2 =
1
2
D2

1,

D3 = −1
6
(D3

1 + 2D2),

D4 =
1
24

(D4
1 + 8D2D1 + 6λ4),

D5 = − 1
120

(D5
1 + 20D2D

2
1 + 24D3 + 18λ4D1),

D6 =
1

720
(D6

1 + 40D2D
3
1 + 144D3D1 + 40D2

3 + 18λ4D
2
1 + 144λ6) и т. д.

Для операторов Ds и полиномов p2q(λ), заданных производящей функцией

∑
s>0

p2s(λ)x−s =
(

1 +
∞∑

k=1

(
−1/2
k

)
Λ(x−1)k

)
,

имеют место следующие уравнения, которым удовлетворяет гиперэллиптиче-
ская σ-функция рода g:

(а) при g = 2k

Q

( s∑
q=0

p2q(λ)D2(s−q)+1

)
= 0, s > k;

Q(D2s) = 0, s > 3k + 1;

(б) при g = 2k + 1

Q(D2s+1) = 0, s > 3k + 2;

Q

( s∑
q=0

p2q(λ)D2(s−q)

)
= 0, s > k + 1.
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Приведем операторы наименьшего веса, для которых гиперэллиптическая σ-
функция удовлетворяет уравнению Q(D) = 0, для малых значений g:

g = 1, D = D2
1;

g = 2, D = D3
1 + 2D2;

g = 3, D = D4
1 + 8D2D1 − 6λ4;

g = 4, D = D5
1 + 20D2D

2
1 + 24D3 − 42λ4D1;

g = 5, D = D6
1 + 40D2D

3
1 + 144D3D1 + 40D2

2 − 162λ4D
2
1 − 216λ6.

Зафиксируем разложение функции R
(u,v)
3g (x, y) по мономам из множества

M+ в виде

R
(u,v)
3g (x, y) = y1

([g+1/2]∑
i=0

hg+1−2ix
i

)
+ y0

([3g/2]∑
i=0

h3g−2ix
i

)
.

Тогда коэффициенты hi(u, v), где i ∈ {0, 1, . . . , g − 1, g, g + 2, . . . , 3g − 2, 3g},
имеют следующий вид:

(а) при g = 2k

h2s+1(u, v) = Q

( s∑
q=0

p2q(λ)D2(s−q)+1

)
, 0 6 s < k;

h2s(u, v) = Q(D2s), 0 6 s < 3k + 1;

(б) при g = 2k + 1

h2s+1(u, v) = Q(D2s+1), 0 6 s < 3k + 2;

h2s(u, v) = Q

( s∑
q=0

p2q(λ)D2(s−q)

)
, 0 6 s < k + 1.

Разложение функции R(u)
2g по мономам из множества M+ в гиперэллиптиче-

ском случае имеет очень простой вид:

R
(u)
2g (x, y) =

g∑
i=0

b2(g−i)(u)xi.

Коэффициенты bi(u), i ∈ {0, 2, . . . , 2g}, выражаются через билинейные опера-
торы Bi, порожденные производящей функцией

∑
s>0

ξsBs = exp
{g−1∑

q=0

∫ ξ

0

(
−Dq+1

+
2g−q∑

p=q+1

2(p− q)λ2(p+q+1)

∫ ξ′

0

(ξ′′)2pdξ′′

ρ(ξ′′)

)
(ξ′)2q dξ′

ρ(ξ′)

}
,

следующим образом:

b2s(u) = B(B2s), 0 6 s 6 g.
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Операторы нечетных порядков B2s+1 тождественно равны нулю для всех s > 0.
Гиперэллиптическая σ-функция рода g удовлетворяет системе билинейных
уравнений {B(B2s) = 0 | i > g}.

Замечание 3.1. Операторы Dbi
2s+1 при s > 0 тождественно равны нулю

для всех кривых. Поэтому и в общем случае σ-функция рода g удовлетворяет
системе билинейных уравнений {B(Dbi

2s) = 0 | s > g}. Кроме того, для коэф-
фициентов {bi(u)} разложения функции R

(u)
2g (x, y) по M+ индекс i, указыва-

ющий значение градуировки коэффициента, принимает значения в множестве
I = {0, w1+1, . . . , wg+1}, где wi – элементы последовательности Вейерштрасса.
Из соображений, связанных с решением задачи обращения Якоби в терминах
σ-функции, следует, что

b0(u) = 1 и bwi+1(u) = − ∂2

∂u1∂ui
log σ(u) =

1
2
B(D1Di), 0 < i 6 g.

Следовательно, систему билинейных уравнений {B(Dbi
2s) = 0 | s > g} порядка

> 2g можно дополнить билинейными уравнениями порядка < 2g на σ-функцию

{B(2Dbi
2s −D1Ds) = 0 | 0 < s 6 g}.

В общем случае для выполнения вычислений в явном виде необходимо найти
разложения в ряды в окрестности бесконечно удаленной точки на V для отоб-
ражения Абеля (3.5) и для логарифма функции ψ(x, y; [γ]), см. (3.8), а также
найти матрицу перехода T . Из соображений градуировки мы приходим к сле-
дующему результату (см. [40], [41]).

Теорема 3.2. Рассмотрим плоскую кривую

V =
{

(x, y) ∈ C2 | yn − xs −
∑

(n−j)(s−i)>ij

λ(n−j)(s−i)−ijx
iyj = 0

}
,

где НОД (n, s) = 1.
Линейный дифференциальный оператор D наименьшего порядка, для кото-

рого решением трилинейного функционального уравнения Q(D) = 0 являет-
ся σ-функция, ассоциированная с V , имеет порядок g + 1 по переменной u1 .
Этот оператор однороден, deg D = g+1 относительно градуировки deg x = n,
deg y = s, deg λk = k .

3.7. Трилинейный аналог слабой формы теоремы сложения. Рас-
смотрим функциональное уравнение следующего вида:

f1(u+ z)f2(v + z)f3(u+ v − z) =
N∑

k=1

ϕk(u, v)ψk(z), (3.15)

где для данного N искомыми являются все функции: fi, ϕj , ψj , i = 1, 2, 3,
j = 1, . . . , N .

Имеет место следующий общий результат.

Лемма 3.2. Пусть набор гладких функций fi ,ϕj ,ψj , i = 1, 2, 3, j = 1, . . . , N ,
дает решение уравнения (3.15). Тогда для любого набора I , #I > N , попарно
различных мультииндексов существует нетривиальный линейный оператор
D =

∑
ω∈I αωD

ω такой, что функции f1 , f2 и f3 являются решением
уравнения Q(D) = 0.
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Из этой леммы непосредственно вытекает

Следствие 3.1. Тэта-функции g-мерных абелевых многообразий всегда об-
ладают трилинейными теоремами сложения.

Доказательство. Действительно, θ(u+ z)θ(v+ z)θ(u+ v− z) как функция
z ∈ Cg является целой квазипериодической функцией порядка три. Как из-
вестно, такие функции образуют линейное пространство размерности N = 3g.
Выбрав в этом пространстве базис (ψ1(z), . . . , ψ3g (z)), мы получим решение
функционального уравнения (3.15) в θ-функциях.

§ 4. Непрерывный базис Кричевера–Новикова

Специальный вырожденный случай функции Бейкера–Ахиезера, см. п. 2.4, –
базисная КН-функция с параметром u ∈ Cg, реализуется в терминах σ-функ-
ции в виде

Ψ
(
u, (x, y)

)
=
σ(A(x, y; [γ])− u)
ψ(x, y; [γ])σ(u)

exp
{
−〈A∗(x, y; [γ]), u〉

}
, (4.1)

где ψ(x, y; [γ]) – функция, заданная формулой (3.6) и A∗(x, y; [γ]), как и выше, –
вектор базисных абелевых интегралов второго рода с полюсами в базисной
точке ∞ ∈ V . Функция Ψ является однозначной на Cg × V . Как функция
на V она имеет g нулей A−1(u) ∈ X и единственную существенно особую точку
∞ ∈ V , в которой ведет себя так: Ψ ∼ ξ−g exp{p(ξ−1)}(1+O(ξ)), где p – полином
степени не выше 2g−1. Например, в гиперэллиптическом случае в этой особой
точке имеет место следующее разложение по локальному параметру ξ:

Ψ
(
u, (x(ξ), y(ξ))

)
= ξ−g exp

{
−ρ(ξ)

( g∑
i=1

uiξ
−2i+1

)}(
1 +O(ξ)

)
, (4.2)

где ρ(ξ)2 = 1+
∑

i>1 λ2iξ
2i. Таким образом (см. п. 2.4), функция Ψ представля-

ет собой вырождение функции Бейкера–Ахиезера, соответствующее слиянию
существенно особой точки и g полюсов в базисной точке ∞ ∈ V . Эти свойства
функции Ψ делают ее чрезвычайно удобным инструментом.

Напомним, см. п. 2.4, что существует единственный линейный оператор

L =
g∑

i=0

ai(u, v)∂i
v1

такой, что имеет место тождество

Ψ
(
u, (x, y)

)
Ψ

(
v, (x, y)

)
= L Ψ

(
u+ v, (x, y)

)
.

В этом параграфе мы опишем применение техники трилинейных и билинейных
операторов из § 3 к задаче вычисления коэффициентов оператора L . Основой
для этого служит трилинейная сильная форма теоремы сложения.
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4.1. Трилинейная сильная форма теоремы сложения. Пусть k > 1
и R

(t1,...,tk−1)
kg (x, y) – целая рациональная функция порядка kg на V , имеющая

k − 1 заданных нулей в точках A−1(ti) ∈ X, i = 1, . . . , k − 1 (ср. случаи k =
2, 3 в предыдущем параграфе). Тогда с помощью функции Ψ мы получаем
факторизацию

R
(t1,...,tk−1)
kg (x, y) =

( k∏
i=1

Ψ
(
ti, (x, y)

))∣∣∣∣
tk=−

k−1P
j=1

tj

. (4.3)

Из (4.3) непосредственно вытекает следующий результат, который связывает
умножение в непрерывном КН-базисе с алгебраическим законом сложения на X
(см. п. 3.5).

Лемма 4.1. Имеет место тождество

Ψ
(
u, (x, y)

)
Ψ

(
v, (x, y)

)
=

R
(u,v)
3g (x, y)

R
(u+v)
2g (x, y)

Ψ
(
u+ v, (x, y)

)
, u, v ∈ Cg.

Введем семейство функций на V с параметром w ∈ Cg

G
(w)
k (x, y) =

∂k
w1

Ψ(w, (x, y))
Ψ(w, (x, y))

, k = 0, 1, 2, . . . .

Функция G
(w)
k (x, y) – рациональная функция на V с g + k полюсами

{k∞, A−1(w)}. Коэффициенты функции G
(w)
k (x, y) являются абелевыми

функциями на якобиане кривой V . По определению имеем

G
(w)
0 (x, y) = 1, G

(w)
1 (x, y) = −

(
ζ1(A(x, y; [γ])− w) + ζ1(w) + 〈A∗(x, y; [γ]), e1〉

)
.

Обратим внимание, что формула для G(w)
1 (x, y) задает абелеву функцию от w

и однозначную функцию от (x, y), т.е. функцию, не зависящую от контура γ,
потому что для отображений A и A∗ взят один и тот же контур.

Для k > 0 из определения вытекает рекуррентная формула

G
(w)
k+1(x, y) =

(
∂w1 +G

(w)
1 (x, y)

)
G

(w)
k (x, y), (4.4)

из которой следует явное выражение

G
(w)
k (x, y) = (∂w1 +G

(w)
1 (x, y))k 1, k = 0, 1, . . . , g.

По теореме Римана–Роха набор функций {G(w)
0 (x, y), . . . , G(w)

` (x, y)} являет-
ся базисом линейного пространства функций, у которых множества полюсов с
учетом кратностей являются подмножеством {`∞, A−1(w)}.

Поскольку коэффициенты полиномов R(u)
2g (x, y) и R(u,v)

3g (x, y) получены в ви-
де билинейных и трилинейных операторов, мы приходим к следующему ре-
зультату.

Теорема 4.1. Коэффициенты линейного оператора

L =
g∑

i=0

ai(u, v)∂i
v1
,
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определяемого уравнением (ср. (1.35))

Ψ
(
u, (x, y)

)
Ψ

(
v, (x, y)

)
= L Ψ

(
u+ v, (x, y)

)
,

связаны с билинейными и трилинейными операторами следующей формулой:

R
(u,v)
3g (x, y) =

g∑
k=0

ak(u, v)S(u+v)
k (x, y), (4.5)

где

S
(w)
k (x, y) = Ψ(−w, (x, y))∂k

w1
Ψ(w, (x, y)) = R

(w)
2g (x, y)G(w)

k (x, y). (4.6)

Формула (4.5) представляет собой трилинейную сильную форму теоремы
сложения.

Замечание 4.1. Согласно формуле (4.6), функции S(w)
k (x, y), k = 0, 1, 2, . . . ,

являются целыми рациональными функциями на V и, кроме того, все они об-
ращаются в нуль в A−1(−u− v) ∈ X. Таким образом, так как R(u,v)

3g (x, y) также
обращается в нуль в A−1(−u − v) ∈ X, среди (2g + 1) уравнений, вытекаю-
щих из (4.5), имеется ровно g уравнений, имеющих простой геометрический
смысл – они выражают тот факт, что правая и левая часть (4.5) обращаются
в нуль одновременно и независимо от значений коэффициентов ai(u, v), когда
(x, y) ∈ A−1(−u − v). Поэтому в конструкции теоремы 4.1 для определения
значений (g + 1) коэффициентов ai(u, v) существенно только g + 1 уравнение,
а оставшиеся g уравнений – это уравнения совместности.

Обратим внимание на аналогию между функцией S(w)
k (x, y), заданной фор-

мулой (4.6), и обычным символом дифференциального оператора ∂k
w1

, который
определяется формулой symb(∂k

w1
) = e−w1x∂k

w1
ew1x. Уместно назвать функ-

цию S
(w)
k (x, y) символом оператора ∂k

w1
на кривой V . Это определение, оче-

видно, распространяется на произвольный линейный оператор L по формуле
symbV L = Ψ(−w, (x, y))LΨ(w, (x, y)). Таким образом, трилинейная сильная
форма теоремы сложения (4.5) выражает тот факт, что символ оператора L

на кривой V равен R
(u,v)
3g (x, y).

Если задана модель кривой V , можно получить явные формулы для
G

(w)
k (x, y) в виде рациональных функций по x и y. В следующем пункте

мы дадим приложение трилинейной сильной формы теоремы сложения в
гиперэллиптическом случае. Этот случай полезно рассмотреть отдельно, так
как он дает возможность продемонстрировать основные этапы приложения
этой теоремы, не затемненные техническими деталями общего случая.

4.2. Гиперэллиптический случай. Положим

℘i1,...,ik
(w) = − ∂

∂wi1

· · · ∂

∂wik

log σ(w).

В гиперэллиптическом случае формула (3.12) принимает вид

R
(w)
2g (x, y) = xg −

g−1∑
i=0

℘1,g−i(w)xi. (4.7)
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Из формулы (3.13) следует разложение

R
(u,v)
3g (x, y) = yr1(x) + xgr2(x) + r3(x),

где

r1(x) =
l∑

i=0

hg−2i−1(u, v)xi,

r2(x) =
g−l−1∑

i=0

hg−2i(u, v)xi,

r3(x) =
g−1∑
i=0

h3g−2i(u, v)xi,

здесь l =
[

g−1
2

]
и h0 = 1.

Имеют место формулы

G
(w)
1 (x, y) =

1
2

2y +
∑g−1

i=0 ℘1,1,g−i(w)xi

xg −
∑g−1

i=0 ℘1,g−i(w)xi
, G

(w)
2 (x, y) = x+ 2℘1,1(w).

Положим
G

(w)
k (x, y) = C

(w)
k (x, y) +B

(w)
k (x, y)G(w)

1 (x, y). (4.8)

Общая рекуррентная формула (4.4) приводит к такой рекурсии для коэффи-
циентов C(w)

k (x, y) и B(w)
k (x, y):

C
(w)
k+1(x, y) = ∂w1C

(w)
k (x, y) +G

(w)
2 (x, y)B(w)

k (x, y),

Bk+1(w) = ∂w1B
(w)
k (x, y) + C

(w)
k (x, y)

(4.9)

с начальными данными (C(w)
0 (x, y), B(w)

0 (x, y)) = (1, 0). Поскольку G(w)
2 (x, y) =

x+2℘1,1(w) – линейная функция от x, из этой рекурсии следует, что C(w)
k (x, y)

и B(w)
k (x, y) являются полиномами от x.

Опишем теперь полиномы S
(w)
k (x, y) = R

(w)
2g (x, y)G(w)

k (x, y). Имеем:

S
(w)
0 (x, y) = R

(w)
2g (x, y) = xg −

g−1∑
i=0

℘1,g−i(w)xi,

S
(w)
1 (x, y) = y +

1
2

g−1∑
i=0

℘1,1,g−i(w)xi.

Используя рекурсию (4.8), получаем, что полиномы S
(w)
k (x, y) для k > 1 зада-

ются рекуррентной формулой

S
(w)
k (x, y) = Ck(w)S(w)

0 (x, y) +Bk(w)S(w)
1 (x, y),

где Ck(w) и Bk(w) задаются рекурсией (4.9).
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Таким образом, мы получили эффективные формулы для всех S(w)
k (x, y). Из

этих формул следует, что

S
(w)
2s (x, y) = xg+s + S̃

(w)
2s (x, y) и S

(w)
2s+1(x, y) = yxs + S̃

(w)
2s+1(x, y),

где полином S̃
(w)
k (x, y) составлен из мономов xiyj ∈M , имеющих градуировку,

меньшую, чем 2g + k, с коэффициентами, зависящими только от w.
Суммируя предыдущие выкладки, мы получаем, что в гиперэллиптическом

случае формула (4.5) принимает следующий вид:

y

( l∑
i=0

(hg−2i−1 − a2i+1)xi

)
+ xg

(g−l−1∑
i=0

(hg−2i − a2i)xi

)
+

g−1∑
i=0

h3g−2ix
i

=
g∑

k=0

ak(u, v)S̃(u+v)
k (x, y). (4.10)

Формула (4.10) соответствует системе из (2g + 1) уравнений, получаемых
приравниванием коэффициентов при мономах

1, x, . . . , x2g−1−l, y, yx, . . . , yxl,

где l =
[

g−1
2

]
, у полиномов левой и правой частей этой формулы.

Заметим, что (g + 1) уравнений, соответствующих мономам

xg, . . . , x2g−1−l, y, yx, . . . , yxl,

задают ak(u, v) в виде функций от hi(u, v), а оставшиеся g уравнений, соот-
ветствующие мономам 1, x, . . . , xg−1, задают соотношения между hi, представ-
ляющие собой уравнения совместности в виде трилинейных функциональных
уравнений на гиперэллиптическую σ-функцию σ(u).

Пример 4.1 (g = 1, l = 0). В этом примере

L = a0(u, v) + a1(u, v)∂w1 ,

S
(w)
0 (x, y) = x− ℘1,1(w),

S
(w)
1 (x, y) = y +

1
2
℘1,1,1(w).

Получаем формулу

y(h0 − a1) + x(h1 − a0) + h3 = −a0(u, v)℘1,1(u+ v) +
1
2
a1(u, v)℘1,1,1(u+ v).

Следовательно,

a1 = h0 = 1, a0 = h1,

h3 = −a0(u, v)℘1,1(u+ v) +
1
2
℘1,1,1(u+ v),

h3 + h1℘1,1(u+ v) =
1
2
℘1,1,1(u+ v).
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Пользуясь результатами работы [41], приведенными в предыдущем параграфе,
получаем из первых двух равенств (ср. [39])

a1 = Q(1) = 1, a0(u, v) = Q(−D1) = ζ(u+ v)− ζ(u)− ζ(v),

где ζ = (log σ)′ – функция Вейерштрасса. Третье равенство приводит к усло-
вию совместности:

Q(D3
1) + ℘(u+ v)Q(6D1) + 3℘′(u+ v) = 0,

которое в развернутой форме имеет вид тождества

(ζ(u+ v)− ζ(u)− ζ(v))
{
(ζ(u+ v)− ζ(u)− ζ(v))2 + 3(℘(u+ v)− ℘(u)− ℘(v))

}
+ 2℘′(u+ v) + ℘′(u) + ℘′(v) = 0,

легко проверяемого в этом классическом случае с помощью известных теорем
сложения для эллиптических функций.

Рекурсия (4.9) дает:

{B(u+v)
k (x, y)} = {0, 1, 0, G2, . . . },

{C(u+v)
k (x, y)} = {1, 0, G2, ∂w1G2, . . . }.

Пример 4.2 (g = 2, l = 0). В этом примере

L = a0(u, v) + a1(u, v)∂w1 + a2(u, v)∂2
w1
,

S
(w)
0 (x, y) = x2 − ℘1,1(w)x− ℘1,2(w),

S
(w)
1 (x, y) = y +

1
2

(℘1,1,1(w)x+ ℘1,1,2(w)),

S
(w)
2 (x, y) = C2(w)S(w)

0 (x, y) +B2(w)S(w)
1 (x, y) = (x+ 2℘1,1(w))S(w)

0 (x, y).

В этом случае

R
(u,v)
6 (x, y) = h0(u, v)x3 + h1(u, v)y + h2(u, v)x2 + h4(u, v)x2 + h6(u, v).

Коэффициенты hk(u, v), k ∈ {0, 1, 2, 4, 6}, функции R
(u,v)
6 (x, y), согласно изло-

женной в предыдущем параграфе конструкции, имеют вид Q(D) для соответ-
ствующих им линейных дифференциальных операторов D . А именно,

h0(u, v) = Q(1) = 1, h1(u, v) = −Q(D1), h2(u, v) =
1
2
Q(D2

1),

h4(u, v) =
1
24
Q(D4

1 + 8D2D1 + 6λ4),

h6(u, v) =
1

720
Q(D6

1 + 40D2D
3
1 + 18λ4D

2
1 + 144λ6).

Выполним вычисления согласно (4.5).
Уравнения, соответствующие мономам x2, x3, y, дают

a2(u, v) = 1, a1(u, v) = h1(u, v), a0(u, v) = h2(u, v)− ℘1,1(u+ v).

3 УМН, т. 61, вып. 1
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Итак, окончательно получаем, что при g = 2 оператор L задается следую-
щими коэффициентами:

a2(u, v) = 1,

a1(u, v) = ζ1(u+ v)− ζ1(u)− ζ1(v),

a0(u, v) =
1
2
{(
ζ1(u+ v)− ζ1(u),−ζ1(v)

)2 − 3℘1,1(u+ v)− ℘1,1(u)− ℘1,1(v)
}
,

где ζ1(w) = ∂w1σ(w).
Соотношения между {hi} – условия совместности – задаются уравнениями,

соответствующими мономам x и 1:

h4(u, v) +h2(u, v)℘1,1(u+ v)−h1(u, v)℘1,1,1(u+ v) +℘2
1,1(u+ v)+℘1,2(u+ v) = 0,

h6(u, v) + h2(u, v)℘1,2(u+ v)− h1(u, v)℘1,1,2(u+ v) + ℘1,1(u+ v)℘1,2(u+ v) = 0,

и, как легко проверить непосредственно, выполнение этих уравнений обеспечи-
вает, как мы указывали выше (см. замечание 4.1), одновременное обращение в
нуль правой и левой частей (4.5), когда точка (x, y) является совместным нулем
функций S(u+v)

0 (x, y) и S(u+v)
1 (x, y).

В общем случае вычисления вполне аналогичны проведенным в примерах.
Отметим, что для (n, s)-кривой при n > 2 функция Ψ(w, (x, y)) удовлетворяет
линейному дифференциальному уравнению вида{

∂n
w1
−

n−1∑
i=0

bi(w)∂i
w1

}
Ψ(w, (x, y)) = xΨ(w, (x, y)). (4.11)

Приведем соответствующие аналоги рекурсии (4.9) и формулы (4.8) для вы-
числения функций G(w)

k (x, y). Положим

G
(w)
k (x, y) =

n−1∑
j=0

C
(w)
j,k (x, y)G(w)

j (x, y), (4.12)

тогда из общей рекуррентной формулы (4.4) и формулы (4.11) следует рекурсия

C
(w)
0,k+1(x, y) = ∂w1C

(w)
0,k (x, y) +

(
x+ b0(w)

)
C

(w)
n−1,k(x, y),

Ci,k+1(w)(x, y) = ∂w1C
(w)
i,k (x, y) + C

(w)
i−1,k(x, y) + bi(w), i = 1, . . . , n− 1,

(4.13)

с начальными данными (C(w)
0,0 (x, y), C(w)

1,0 (x, y), . . . , C(w)
n−1,0(x, y)) = (1, 0, . . . , 0).

Рекурсия (4.13), аналогично рекурсии (4.9), порождает полиномы C
(w)
i,k (x, y),

i = 0, 1, . . . , n − 1, только от переменной x. Таким образом, в этом случае
для явного вычисления коэффициентов оператора L на основе теоремы 4.1
необходимо знать, помимо функций R(u)

2g (x, y) и R(u,v)
3g (x, y), также и явный вид

функций G(w)
i (x, y) и bi(w) для 0 6 i < n.

4.3. Алгебры, ассоциированные с непрерывными базисами Криче-
вера–Новикова. Запишем соотношение (4.6) в виде

Ψ(u, P )Ψ(v, P ) = L Ψ(u+ v, P ) =
g∑

k=0

ak(u, v)∂kΨ(u+ v, P ), (4.14)
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где P = (x, y) ∈ V и ∂ = ∂/∂v1. Без ограничения общности можно считать, что
ag(u, v) = 1.

Для фиксированной точки P положим

Ψ(u, P ) = Ψ(0,u) и Ψ(k,u) = ∂kΨ(0,u). (4.15)

Как видно из полученных формул для ak(u, v), коэффициенты оператора L
представляют собой результат подстановки w = u+v в соответствующие функ-
ции âk(u, v, w). Далее будет удобно подчеркнуть это, записав

ak(u, v) = C
(k,u+v)
(0,u),(0,v). (4.16)

Тогда (4.14) примет вид

Ψ(0,u)Ψ(0,v) =
g∑

k=0

C
(k,u+v)
(0,u),(0,v)Ψ(k,u+v). (4.17)

Применяя оператор ∂i
u1
∂j

v1
к (4.17), мы получаем формулу

Ψ(i,u)Ψ(j,v) =
g+i+j∑
k=0

C
(k,u+v)
(i,u),(j,v)Ψ(k,u+v), (4.18)

где C(k,u+v)
(i,u),(j,v), ввиду линейной независимости функций Ψ(k,u), k = 0, 1, 2, . . . ,

однозначно определены набором функций ak(u, v) и их частных производных
по u1 и v1.

Имеют место рекуррентные формулы:

C
(0,u+v)
(i+1,u),(j,v) = ∂u1C

(0,u+v)
(i,u),(j,v);

C
(k,u+v)
(i+1,u),(j,v) = ∂u1C

(k,u+v)
(i,u),(j,v) + C

(k−1,u+v)
(i,u),(j,v) , k = 1, 2, . . . ;

C
(0,u+v)
(i,u),(j+1,v) = ∂v1C

(0,u+v)
(i,u),(j,v);

C
(k,u+v)
(i,u),(j+1,v) = ∂v1C

(k,u+v)
(i,u),(j,v) + C

(k−1,u+v)
(i,u),(j,v) , k = 1, 2, . . . .

Заметим, что C
(g+i+j,u+v)
(i,u),(j,v) = 1 для всех i > 0, j > 0. Таким образом, (4.18)

описывает закон умножения в непрерывном KH-базисе коммутативной ассо-
циативной алгебры над полем мероморфных функций на якобиане кривой V .
Это и есть алгебра, ассоциированная с непрерывным KH-базисом на кривой V .

Уравнения ассоциативности умножения в этой алгебре представляют собой
систему функциональных уравнений

Q1(m)∑
`=0

C
(`,v+w)
(j,v),(k,w)C

(m,u+v+w)
(i,u),(`,v+w) =

Q2(m)∑
`=0

C
(`,u+v)
(i,u),(j,v)C

(m,u+v+w)
(`,u+v),(k,w), 0 6 m 6 Q,

(4.19)
где Q = 2g+ i+ j + k, Q1(m) = min(Q−m, g+ j + k) и Q2(m) = min(Q−m, g+
i+j), и следовательно, систему функционально-дифференциальных уравнений
на функции ak(u, v).

3*
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Согласно работе [59], эта система, в обозначениях

Lw
u,v = L =

g∑
k=1

ak(u, v)∂k
w1
,

эквивалентна следующему операторному уравнению:

Lv
u,vL

v
u+v,w − Lv

v,wL
v
u,v+w = 0. (4.20)

Положим Aj
i,k(u, v, w) = ai(u, v)∂j

v1
ak(u+ v, w)− ai(v, w)∂j

v1
ak(u, v + w).

Следствие 4.1. Операторное уравнение (4.20) представляет собой систе-
му функциональных уравнений {Ki = 0 | 0 6 i < 2g} относительно функций
a0(u, v), . . . , ag−1(u, v), где

Ki =
min(g,i)∑

j=max(0,i−g)

g∑
k=j

(
k

j

)
Ak−j

k,i−j(u, v, w). (4.21)

Например, при g = 1 мы получаем уравнения K1 = 0 и K0 = 0, где

K1 = K1(a0(u, v)) = a0(u, v)− a0(v, w) + a0(u+ v, w)− a0(u, v + w)

K0 = K0(a0(u, v)) = a0(u, v)a0(u+ v, w)− a0(v, w)a0(u, v + w)

+ ∂va0(u+ v, w)− ∂va0(u, v + w).

Пусть δ1 и δ2 – дифференциалы в стандартном коцепном комплексе функ-
ций, а именно:

(δ1a)(u, v) = a(u) + a(v)− a(u+ v), где a = a(u),

(δ2a)(u, v, w) = −a(u+ v, w) + a(v, w) + a(u, v + w)− a(u, v), где a = a(u, v).

Заметим, что K1(a0(u, v)) = (δ2a)(u, v, w). Следовательно, уравнение K1 = 0
– это в точности уравнение коцикла (δ2a0)(u, v, w) = 0. Так как двумерные
когомологии рассматриваемого комплекса равны нулю, то мы получаем, что
существует единственная функция h(u) такая, что (δ1h)(u, v) = a0(u, v). Таким
образом, общее решение a0(u, v) уравнения K1 = 0 имеет вид

a0(u, v) = h(u) + h(v)− h(u+ v).

Несложная выкладка дает

K0((δ1h)(u, v)) = δ2[(δ1h)(u, v)h(u+ v) + ∂v1h(u+ v)− h(u)h(v)].

Следовательно, согласно уравнениюK0 = 0, существует единственная функция
η(u) такая, что

(δ1η)(u, v) = [(δ1h)(u, v)h(u+ v) + ∂v1h(u+ v)− h(u)h(v)].

Таким образом, мы получаем функциональное уравнение на функцию h(u),
общим решением которого является функция Вейерштрасса ζ(u).

В работе одного из авторов и Д. В. Лейкина (см. [59]) описана общая схема
построения коммутативной ассоциативной алгебры с базисом {E(i,u)} на основе
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линейного дифференциального оператора Lw
u,v =

∑g
k=1 ak(u, v)Dk

w. Приведен-
ные выше выкладки непосредственно показывают, что при Dw = ∂w1 и g = 1
любая такая алгебра совпадает с алгеброй, ассоциированной с непрерывным
KH-базисом на эллиптической кривой.

Вернемся к общему случаю при Dw = ∂w1 (см. [59]). Уравнения Kg+j = 0,
где 0 6 j < g, можно переписать в виде

(δ2aj)(u, v, w) =
g−j−1∑

k=0

g−j−k∑
`=0, k+`>0

(
j + k + `

j + k

)
A`

j+k+`,g−k(u, v, w). (4.22)

Следовательно, (δ2ag−1)(u, v, w) = 0 для всех g > 1, и поэтому существует
единственная функция h1(u) такая, что ag−1(u, v) = δ1h1(u).

Теорема 4.2. Пусть h1(u), . . . , hg(u) – дифференцируемые функции, u ∈
Cg . Тогда рекуррентные формулы

ag−k(u, v) = (δ1hk)(u, v) +
k−1∑
`=1

h`(u)hk−`(v)

−
k−1∑
`=0

k−`−1∑
m=1

(
g − `

k − `−m

)
ag−`(u, v)D(k−`−m)

v hm(u+ v) (4.23)

при k = 1, . . . , g дают общее решение системы {Kg+j = 0 | 0 6 j < g}.

Функция Ψ(u, P ), как вырожденная функция Бейкера–Ахиезера (см. (4.1)),
полностью характеризуется своим поведением в единственной особой точке
(см. (4.2))

Ψ(u, P ) ∼ ξ−g exp{p(u, ξ−1)}
(

1 +
∑
i>0

ηi(u)ξi

)
, (4.24)

где p(u, t) =
∑g

j=1 ujχj(t) – функция, линейная по u, и полином по t степени не
выше (2g − 1). При этом важно, что χ1(t) = t. Непосредственные вычисления
показывают, что функции ηj(u) и коэффициенты ak(u, v), k = 0, 1, . . . , g − 1,
оператора L такого, что

Ψ(ξ, u)Ψ(ξ, v) = L Ψ(ξ, u+ v),

связаны системой соотношений {Bs = 0 | s = 1, 2, . . . }, где

Bs =
( g∑

j=q(s)

g∑
k=j

(
k

j

)
ak(u, v)Dk−j

v ηs+j−g(u+ v)
)
−

s∑
`=0

η`(u)ηs−`(v),

q(s) = max(0, g − s).

Теорема 4.3 (см. [59]). Взяв в качестве функций hi(u) из теоремы 4.2
функции ηi(u), i = 1, . . . , g , из разложения (4.24), мы получаем, что система
уравнений BI = {Bs = 0 | s 6 g} переходит в рекуррентную систему (4.23),
задающую коэффициенты ak(u, v) оператора L .
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Система BII = {Bs = 0 | s > g} переходит в систему уравнений
{(δ1ηg+m)(u, v) = Fm, m = 1, 2, . . . }, где

Fm =
(g−1∑

j=0

g∑
k=j

(
k

j

)
ak(u, v)Dk−j

v ηm+j(u+ v)
)
−

g+m−1∑
`=1

η`(u)ηg+m−`(v).

Так как δ2δ1 = 0, то мы приходим к уравнениям {δ2Fm = 0} совместности
системы BII в виде рекуррентных функционально-дифференциальных уравне-
ний на η1, . . . , ηg.

Завершает описание умножения в алгебрах, ассоциированных с непрерыв-
ным KH-базисом, следующий результат.

Теорема 4.4 (см. [59]). С учетом утверждений теорем 4.2 и 4.3 система
уравнений

K̃ = {Kj = 0 | j = 0, . . . , g − 1}
обеспечивает выполнение условий совместности системы BII = {Bs = 0 |
s > g}.

§ 5. Интегрируемые линейные задачи и их приложения

В этом параграфе излагаются основные идеи нового подхода к решению
задач типа Римана–Шоттки, предложенногo в недавней работе одного из ав-
торов [48]. Этот подход основан на использовании интегрируемых линейных
задач. Следует оговориться, что мы не вкладываем в понятие интегрируемой
линейной задачи никакого более или менее строгого смысла. В рамках насто-
ящего обзора под этим понятием будут подразумеваться линейные уравнения,
решения которых даются явными тэта-функциональными формулами.

5.1. Бесконечномерный аналог системы Калоджеро–Мозера. Как
уже отмечалось во введении, непосредственным следствием теоремы сложе-
ния (1.25) для тэта-функций является эквивалентность интегрируемой линей-
ной задачи (1.41)–(1.43) и уравнений (1.44), означающих, что точка K(A/2)
является точкой перегиба многообразия Куммера.

Совсем не очевидна эквивалентность утверждения теоремы 1.4 другой фор-
мулировке, характеризующей якобиевы многообразия в терминах некоторого
бесконечномерного аналога системы Калоджеро–Мозера.

Рассмотрим целую функцию τ(x, y) комплексной переменной x, гладко за-
висящую от параметра y. Предположим, что она удовлетворяет уравнению

resx

(
∂2

y ln τ + 2(∂2
x ln τ)2

)
= 0, (5.1)

которое означает, что мероморфная функция переменной x, заданная левой
частью (5.1), не имеет вычетов. Если xi(y) является простым нулем τ , т.е.
τ(xi(y), y) = 0, ∂xτ(xi(y), y) 6= 0, то из (5.1) следует

ẍi = 2wi, (5.2)

где “точки” обозначают производные по переменной y, а wi – третий коэффи-
циент лорановского разложения функции u(x, y) = −2∂2

xτ(x, y) в точке xi, т.е.

u(x, y) =
2

(x− xi(y))2
+ vi(y) + wi(y)(x− xi(y)) + · · · . (5.3)
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Формально, если представить τ в виде бесконечного произведения

τ(x, y) = c(y)
∏

i

(x− xi(y)), (5.4)

то уравнение (5.1) окажется эквивалентным бесконечной системе уравнений

ẍi = −4
∑
j 6=i

1
(xi − xj)3

, (5.5)

которая в тех случаях, когда τ является рациональным, тригонометрическим
или эллиптическим полиномом, сопадает с уравнениями движения рациональ-
ной, тригонометрической или эллиптической системы Калоджеро–Мозера со-
ответственно.

Уравнения (5.2) для нулей функции τ = θ(Ux+V y+Z) были впервые выве-
дены в работе [60] как прямое следствие предположений теоремы 1.4. Разлагая
функцию θ в окрестности точек ее дивизора z ∈ Θ таких, что θ(z) = 0, легко
получить, что уравнение (5.1) эквивалентно уравнению

[(∂2θ)2 − (∂2
1θ)

2]∂2
1θ + 2[∂2

1θ ∂
3
1θ

− ∂2θ ∂1∂2θ]∂1θ + [∂2
2θ − ∂4

1θ](∂1θ)2 = 0 (mod θ), (5.6)

которое должно выполняться во всех точках дивизора Θ. Здесь и далее ∂1

и ∂2 – постоянные векторные поля на Cg, соответствующие векторам U и V .

Теорема 5.1. Неразложимое главно-поляризованное абелево многообразие
(X, θ) является якобиевым многообразием гладкой алгебраической кривой рода
g тогда и только тогда, когда найдутся g-мерные векторы U 6= 0, V такие,
что на дивизоре Θ будет выполнятся уравнение (5.6).

Основная идея доказательства теоремы 1.4 состоит в доказательстве того,
что линейная задача (1.41)–(1.43) допускает введение спектрального парамет-
ра. Точнее, доказательство того, что в предположениях теоремы у уравне-
ния (1.41) имеется формальное волновое решение, т.е. решение вида

ψ(x, y, k) = ekx+(k2+b)y

(
1 +

∞∑
s=1

ξs(x, y) k−s

)
. (5.7)

Попытка прямого построения формального волнового решения, коэффициенты
которого имеют вид

ξs =
τs(Ux+ V y + Z)
θ(Ux+ V y + Z)

, (5.8)

где τs(Z) – голоморфная функция переменной Z ∈ Cg, приводит к проблемам,
аналогичным проблемам, с которыми столкнулся Шиота при построении τ -
функции иерархии КП.

Подстановка ряда (5.7) в уравнение (1.41) дает рекуррентную систему урав-
нений для коэффициентов ξs волновой функциии. Утверждения следующих
двух лемм показывают, что уравнения (5.2) являются необходимым и достаточ-
ным условием локальной разрешимости этих уравнений в классе мероморфных
функций.
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Лемма 5.1 [60]. Пусть τ(x, y) является голоморфной функцией переменной
x ∈ D ⊂ C, гладко зависящей от переменной y . Предположим, что нули τ
просты:

τ(xi(y), y) = 0, τx(xi(y), y) 6= 0. (5.9)

Тогда если уравнение (1.41) с потенциалом u = −2∂2
x ln τ(x, y) имеет меро-

морфное решение ψ0(x, y), то выполнены уравнения (5.2).

Рассмотрим лорановские разложения ψ0 и u в окрестности одного из нулей
xi функции τ :

u =
2

(x− xi)2
+ vi + wi(x− xi) + · · · , (5.10)

ψ0 =
αi

x− xi
+ βi + γi(x− xi) + δi(x− xi)2 + · · · . (5.11)

(Все коэффициенты являются гладкими функциями переменной y.) Подста-
новка рядов (5.10), (5.11) в (1.41) дает цепочку уравнений, первые три из ко-
торых имеют вид

αiẋi + 2βi = 0, (5.12)

α̇i + αivi + 2γi = 0, (5.13)

β̇i + viβi − γiẋi + αiwi = 0. (5.14)

Дифференцируя по y первое из этих уравнений и используя два других, мы
получаем (5.2).

Лемма 5.2. Предположим, что для нулей функции τ(x, y) выполнены
уравнения (5.2). Тогда существует мероморфное волновое решение уравнения
(1.41), имеющее лишь простые полюсы в точках xi .

Доказательство. Подстановка (5.7) в (1.41) дает систему уравнений

2ξ′s+1 = ∂yξs + uξs − ξ′′s . (5.15)

Докажем по индукции, что в предположениях леммы эта система имеет меро-
морфные решения с простыми полюсами в точках xi.

Разложим ξs в окрестности xi:

ξs =
rs

x− xi
+ rs0 + rs1(x− xi) (5.16)

(для краткости мы опускаем индекс i в обозначениях для коэффициентов этого
разложения). Предположим, что ξs известно и уравнение (5.15) имеет меро-
морфное решение. Это означает, что правая часть (5.15) имеет нулевой вычет
в точке x = xi:

resxi
(∂yξs + uξs − ξ′′s ) = ṙs + virs + 2rs1 = 0. (5.17)

Нам надо показать, что вычет следующего уравнения равен нулю. Из (5.15)
следует, что коэффициенты разложения для ξs+1 равны

rs+1 = −ẋirs − 2rs0, (5.18)

2rs+1,1 = ṙs0 − rs1 + wirs + virs0. (5.19)
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Значит,

ṙs+1 + virs+1 + 2rs+1,1 = −rs(ẍi − 2wi)− ẋi(ṙs − virss+ 2rs1) = 0, (5.20)

и лемма доказана.

Локальная разрешимость уравнений (5.15) не влечет за собой автоматически
их глобальную разрешимость, т.е. существование волновой функции с коэффи-
циентами ξs вида (5.8). Аргументы, полностью идентичные тем, которые были
использованы в [8] при построении τ -функции иерархии КП, показывают, что
существование глобальной волновой функции контролируется когомологиче-
ским препятствием, являющимся элементом H1(Cg \ Σ,M), где Σ – это ∂1-ин-
вариантное подмножество Θ, а M – это пучок ∂1-инвариантных мероморфных
фунций, голоморфных вне Θ.

5.2. λ-периодические волновые решения. В отличие от [8] мы не бу-
дем прямо доказывать, что множество Σ пусто. Оказывается, что для постро-
ения алгебраической кривой, которая впоследствии окажется именно той кри-
вой, якобиан которой изоморфен X, достаточно глобального существования ξs
вдоль определенных аффинных гиперплоскостей Cg.

Обозначим через YU = 〈Ux〉 замыкание группы Ux в X. Сдвигая YU , если
необходимо, мы можем предполагать без потери общности, что YU не содержит-
ся в плохом подмножестве, YU /∈ Σ. Тогда YU +V y /∈ Σ для достаточно малых y.
Рассмотрим ограничение тэта-функции на аффинное подпространство Cd+V y,
где Cd = π−1(YU ), а π : Cg → X = Cg/Λ – универсальное накрытие X:

τ(z, y) = θ(z + V y), z ∈ Cd. (5.21)

Функция u(z, y) = −2∂2
1 ln τ периодична относительно решетки ΛU = Λ ∩ Cd и

при фиксированном y имеет полюс второго порядка вдоль дивизора ΘU (y) =
(Θ− V y) ∩ Cd.

Лемма 5.3. Зафиксируем вектор λ решетки ΛU = Λ ∩ Cd ⊂ Cg и предпо-
ложим, что для τ(Ux+ z, y) выполнены уравнения (5.1). Тогда:

(i) у уравнения (1.41) с потенциалом u(Ux+z, y) существует волновое ре-
шение вида ψ = ekx+k2yφ(Ux+z, y, k) такое, что коэффициенты ξs(z, y)
формального ряда

φ(z, y, k) = eby

(
1 +

∞∑
s=1

ξs(z, y) k−s

)
(5.22)

являются λ-периодическими мероморфными функциями переменной z ∈
Cd с простым полюсом вдоль дивизора ΘU (y),

ξs(z + λ, y) = ξs(z, y) =
τs(z, y)
τ(z, y)

; (5.23)

(ii) ряд φ(z, y, k) единственен с точностью до множителя ρ(z, k), который
∂1-инвариантен и голоморфен по переменной z ,

φ1(z, y, k) = φ(z, y, k)ρ(z, k), ∂1ρ = 0. (5.24)



74 В.М. БУХШТАБЕР, И.М. КРИЧЕВЕР

Доказательство. Функции ξs(z) определяются уравнениями

2∂1ξs+1 = ∂yξs + (u+ b)ξs − ∂2
1ξs. (5.25)

Частное решение первого из этих уравнений 2∂1ξ1 = u+ b дается формулой

2ξ01 = −2∂1 ln τ + (l, z) b, (5.26)

где (l, z) – линейная форма на Cd, заданная скалярным произведением z с век-
тором l ∈ Cd таким, что (l, U) = 1. По определению λ ∈ YU . Следовательно,
(l, λ) 6= 0. Условие периодичности для ξ01 определяет константу b:

b = (l, λ)−1(2∂1 ln τ(z + λ, y)− 2∂1 ln τ(z, y)), (5.27)

которая зависит лишь от выбора вектора λ. Добавление константы к потенци-
алу не влияет на результат предшествующей леммы. Поэтому уравнения (5.2)
достаточны для локальной разрешимости уравнений (5.25) в любой области,
где τ(z+Ux, y) имеет простые нули, т.е. вне множества ΘU

1 (y) = (Θ1−V y)∩Cd,
где Θ1 = Θ∩∂1Θ. Это множество не содержит ∂1-инвариантной линии, посколь-
ку любая такая линия плотна в YU . Следовательно, пучок ∂1-инвариантных
мероморфных функций на Cd\ΘU

1 (y) с полюсами вдоль ΘU (y) совпадает с пуч-
ком голоморфных ∂1-инвариантных функций. Это влечет тривиальность груп-
пы H1(Cd \ΘU

1 (y),M0) и существование глобальных мероморфных решений ξ0s
уравнений (5.25) с простыми полюсами вдоль дивизора ΘU (y) (см. подробнее
[8], [25]). Если частное решение ξ0s выбрано, то общее глобальное мероморфное
решение дается формулой ξs = ξ0s + cs, где константа интегрирования cs(z, y)
является голоморфной ∂1-инвариантной функцией переменной z. Покажем,
что условие λ-периодичности фиксирует зависимость этой константы интегри-
рования от переменной y.

Доказательство мы проведем по индукции. Предположим, что λ-периоди-
ческое решение ξs−1 известно и удовлетворяет условию, что существует пери-
одическое решение ξ0s следующего уравнения. Обозначим через ξ∗s+1 решение
уравнения (5.25) для фиксированного ξ0s . Как легко убедиться, функция

ξ0s+1(z, y) = ξ∗s+1(z, y) + cs(z, y) ξ01(z, y) +
(l, z)

2
∂ycs(z, y) (5.28)

является решением (5.25) для ξs = ξ0s + cs. Выбор λ-периодической ∂1-инвари-
антной функции cs(z, y) не влияет на периодичность ξs, но влияет на периодич-
ность ξ0s+1. Для того чтобы ξ0s+1 была периодична, необходимо, чтобы функция
cs(z, y) удовлетворяла линейному дифференциальному уравнению

∂ycs(z, y) = 2(l, λ)−1(ξ∗s+1(z + λ, y)− ξ∗s+1(z, y)). (5.29)

Это уравнение и начальные условия cs(z) = cs(z, 0) однозначно определяют
cs(x, y). Шаг индукции завершен. Мы показали, что отношение двух периоди-
ческих формальных рядов φ1 и φ не зависит от y. Это влечет равенство (5.24),
в котором ρ(z, k) определяется обеими частями равенства при y = 0.

5.3. Спектральная кривая. Нашей следующей целью будет доказать,
что λ-периодические волновые решения уравнения (1.41), (1.42) являются сов-
местными собственными функциями коммутирующих операторов, и отожде-
ствить X с якобианом соответствующей спектральной кривой.
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Заметим, что простой сдвиг z → z+Z, позволяет определить λ-периодичес-
кие волновые решения с мероморфными коэффициентами вдоль аффинных
подпространств Z + Cd, Z /∈ Σ. Эти λ-периодические решения связаны друг
с другом посредством ∂1-инвариантных множителей. Следовательно, выбирая
в окрестности любой точки Z /∈ Σ гиперплоскость, ортогональную вектору U ,
и фиксируя начальные условия на этой гиперплосткости при y = 0, мы опреде-
лим коэффициенты ряда φ(z + Z, y, k) как локальные мероморфные функции
переменной Z и как глобальные мероморфные функции переменной z.

Лемма 5.4. В предположениях теоремы 5.1 существует единственный
псевдодифференциальный оператор

L (Z, ∂x) = ∂x +
∞∑

s=1

ws(Z)∂−s
x (5.30)

такой, что
L (Ux+ V y + Z, ∂x)ψ = k ψ , (5.31)

где ψ = ekx+k2yφ(Ux + Z, y, k) является λ-периодическим решением уравне-
ния (1.41). Коэффициенты ws(Z) этого оператора являются мероморфными
функциями на абелевом многообразии X , голоморфными вне дивизора Θ.

Доказательство. Построение L стандартно в теории КП. Сначала мы
определим L как псевдодифференциальный оператор с коэффициентами
ws(Z, y), зависящими от Z и y.

Рассмотрим λ-периодическое волновое решение ψ. Подстановка (5.22) в
(5.31) дает систему уравнений, однозначно определяющих ws(Z, y) в виде
дифференциальных полиномов от коэффициентов ξs(Z, y) разложения ψ.
Коэффициенты ψ являются локальными мероморфными функциями перемен-
ной Z. Поскольку λ-периодические волновые решения связаны друг с другом с
помощью ∂1-инвариантных множителей, то неоднозначность ψ не сказывается
на коэффициентах L . Следовательно, последние корректно определены, как
глобальные мероморфные функции на Cg \ Σ. Коразмерность сингулярного
локуса не меньше 2. Следовательно, в силу теоремы Гартогса ws(Z, y)
допускают продолжение до глобальных мероморфных функций на Cg.

Из трансляционной инвариантности u следует, что для любой константы
s ряды φ(V s + Z, y − s, k) и φ(Z, y, k) отвечают λ-периодическим решениям
одного и того же уравнения. Значит, они отличаются на ∂1-инвариантный
сомножитель. Отсюда ws(Z, y) = ws(V y + Z).

В силу тех же соображений

∂1

(
φ1(Z + λ′, y, k)φ−1(Z, y, k)

)
= 0. (5.32)

Значит, ws периодичны по отношению к решетке Λ и, следовательно, являются
мероморфными функциями на X. Лемма 5.4 доказана.

Как обычно, обозначим через L m
+ дифференциальную часть оператора L m.

По определению старший коэффициент Fm интегральной части L m
− = L m −

L m
+ = Fm∂

−1 +O(∂−2) называется вычетом L m:

Fm = res∂ L m. (5.33)
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Из конструкции L следует, что [∂y − ∂2
x + u,L n] = 0. Значит,

[∂y − ∂2
x + u,L m

+ ] = −[∂y − ∂2
x + u,L m

− ] = 2∂xFm. (5.34)

Функции Fm являются дифференциальными полиномами от коэффициентов
ws оператора L . Следовательно, они являются мероморфными функциями
на X.

Лемма 5.5. Абелевы функции Fm имеют на Θ полюс порядка не выше вто-
рого.

Доказательство. Воспользуемся еще одной стандартой конструкцией тео-
рии КП. Любое волновое решение определяет единственный псевдодифферен-
циальный оператор Φ такой, что

ψ = Φekx+k2y, Φ = 1 +
∞∑

s=1

ϕs(Ux+ Z, y)∂−s
x . (5.35)

Коэффициенты Φ являются дифференциальными полиномами от коэффици-
ентов ξs волнового решения. Следовательно, если ψ – то же волновое решение,
что в утверждении леммы 5.3, то коэффициенты ϕs(z + Z, y) соответствующе-
го оператора Φ являются глобальными мероморфными функциями переменной
z ∈ Cd и локальными мероморфными функциями переменной Z /∈ Σ. Отметим,
что L = Φ(∂x) Φ−1.

Определим двойственную волновую функцию с помощью левого действия
оператора Φ−1: ψ+ = e−kx−k2yΦ−1. Напомним, что левое действие псевдодиф-
ференциального оператора является формально сопряженным к правому дей-
ствию, т.е. задается равенством (f∂x) = −∂xf . Если ψ является формальным
волновым решением уравнения (1.41), то ψ+ является решением сопряженного
уравнения

(−∂y − ∂2
x + u)ψ+ = 0. (5.36)

Как и ранее, доказывается, что коэффициенты ξ+s двойственного решения име-
ют простые полюсы в полюсах u. Следовательно, ψ+ имеет вид

ψ+ = e−kx−k2yφ+(Ux+ Z, y, k),

где коэффициенты ξ+s (z + Z, y) формального ряда

φ+(z + Z, y, k) = e−by

(
1 +

∞∑
s=1

ξ+s (z + Z, y) k−s

)
(5.37)

являются λ-периодическими мероморфными функциями переменной z ∈ Cd

с простыми полюсами на ΘU (y).
Неоднозначность в определении ψ не влияет на произведение

ψ+ψ = (e−kx−k2yΦ−1)(Φekx+k2y). (5.38)

Следовательно, коэффициенты Js этого произведения

ψ+ψ = φ+(Z, y, k)φ(Z, y, k) = 1 +
∞∑

s=2

Js(Z, y)k−s (5.39)
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являются глобальными мероморфными функциями переменной Z. Более того,
из трансляционной инвариантности u следует, что они имеют вид Js(Z, y) =
Js(Z+V y). Каждый из сомножителей имеет простой полюс на Θ−V y. Значит,
Js(Z) является мероморфной функцией на X с полюсом второго порядка на Θ.

Из определения L следует:

resk(ψ+(L nψ)) = resk(ψ+knψ) = Jn+1. (5.40)

С другой стороны, используя равенство

resk(e−kxD1)(D2e
kx) = res∂(D2D1), (5.41)

справедливое для любых псевдодифференциальных операторов, мы получим

resk(ψ+L nψ) = resk(e−kxΦ−1)(L nΦekx) = res∂ L n = Fn. (5.42)

Отсюда Fn = Jn+1. Лемма 5.5 доказана.

Обозначим через F̂ линейное пространство, порожденное функциями {Fm,
m = 0, 1, 2, . . . }, где мы формально полагаем F0 = 1. В силу доказанного,
оно является подпространством 2g-мерного пространства абелевых функций
с полюсом не выше второго порядка на Θ. Следовательно, для всех кроме
ĝ = dim F̂ положительных чисел n найдутся константы ci,n такие, что

Fn(Z) +
n−1∑
i=0

ci,nFi(Z) = 0. (5.43)

Множество I целых чисел, для которых таких констант не существует, будет
называться последовательностью пробелов.

Лемма 5.6. Пусть L является псевдодифференциальным оператором, по-
строенным по λ-периодическим волновым функциям ψ . Тогда для операторов

Ln = L n
+ +

n−1∑
i=0

ci,nL n−i
+ = 0, n /∈ I, (5.44)

выполняются равенства

Ln ψ = an(k)ψ, an(k) = kn +
∞∑

s=1

as,nk
n−s, (5.45)

в которых as,n являются константами.

Доказательство. Прежде всего заметим, что из (5.34) следует равенство

[∂y − ∂2
x + u, Ln] = 0. (5.46)

Значит, если ψ является λ-периодическим волновым решением уравнения (1.41),
то Lnψ является тоже λ-периодическим волновым решением. Отсюда Lnψ =
an(Z, k)ψ, где a – ∂1-инвариантный ряд. Неоднозначность в определении ψ
не влияет на an. Следовательно, коэффициенты an являются корректно
определенными глобальными мероморфными функциями на Cg \ Σ. Из
∂1-инвариантности an следует, что an как функция Z голоморфна вне Σ.
Значит, она допускает голоморфное продолжение на Cg. Из (5.32) следует, что
an периодична относительно решетки периодов Λ. Значит, an не зависит от Z.
Отметим, что as,n = cs,n, s 6 n. Лемма 5.6 доказана.
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Оператор Lm может рассматриваться как Z /∈ Σ-параметрическое семей-
ство обыкновенных дифференциальных операторов LZ

m, коэффициенты кото-
рых имеют вид

LZ
m = ∂n

x +
m∑

i=1

ui,m(Ux+ Z) ∂m−i
x , m /∈ I. (5.47)

Следствие 5.1. Операторы LZ
m коммутируют друг с другом:

[LZ
n , L

Z
m] = 0, Z /∈ Σ. (5.48)

Из (5.45) следует, что [LZ
n , L

Z
m]ψ = 0. Коммутатор является обыкновенным

дифференциальным оператором, поэтому последнее равенство влечет за собой
(5.48).

Лемма 5.7. Существует неприводимая алгебраическая кривая Γ такая,
что для любого Z /∈ Σ коммутативное кольцо A Z , порожденное операто-
рами LZ

n , изоморфно кольцу A(Γ, P0) мероморфных функций на Γ с единствен-
ным полюсом в гладкой точке P0 . Соответствие Z → A Z определяет голо-
морфное вложение X\Σ в пространство Pic(Γ) пучков Φ без кручения, ранга 1
на Γ

j : X \ Σ 7−→ Pic(Γ). (5.49)

Доказательство. Фундаментальное утверждение теории коммутирующих
дифференциальных операторов [1], [2], [61], [62], [23] состоит в том, что суще-
ствует естественное соответствие

A ←→ {Γ, P0, [k−1]1,Φ} (5.50)

между коммутативными кольцами A обыкновенных линейных дифференци-
альных операторов, содержащих пару операторов взаимно простых порядков,
регулярных в окрестности x = 0, и наборами алгебро-геометрических дан-
ных {Γ, P0, [k−1]1,Φ}, где Γ – алгебраическая кривая с фиксированным первым
ростком [k−1]1 локальной координаты k−1 в окрестности гладкой точки P0 ∈ Γ
и Φ – пучок ранга 1 на Γ без кручения и такой, что

H0(Γ,Φ) = H1(Γ,Φ) = 0. (5.51)

Соответствие становится взаимно однозначным, если коммутативные кольца
A рассматривать с точностью до сопряжения A ′ = g(x)A g−1(x).

Алгебраическая кривая Γ называется спектральной кривой кольца A . Коль-
цо A изоморфно кольцу A(Γ, P0) мероморфных функций на Γ с единственным
полюсом в отмеченной точке P0. Изоморфизм определяется равенством

Laψ0 = aψ0, La ∈ A , a ∈ A(Γ, P0). (5.52)

Здесь ψ0 – совместная собственная функция коммутирующих операторов. При
x = 0 она является сечением пучка Φ⊗ O(−P0).

Важное замечание. Соответствие (5.50) зависит от выбора начальной точ-
ки x0 = 0. Спектральная кривая и пучок Φ определяются значениями коэффи-
циентов образующих кольца A и конечного числа их производных в начальной
точке. Отметим, что зависимость спектральной кривой от начальной точки
тривиальна, а зависимость пучка нет, Φ = Φx0 .
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Используя сдвиг начальной точки, можно показать, что соответствие (5.50)
можно расширить на случай коммутативных колец операторов, коэффициенты
которых являются мероморфными функциями переменной x. Кольца опера-
торов, имеющих полюс в точке x = 0, соответствуют пучкам, для которых
нарушается условие (5.51).

Рассмотрим спектральную кривую ΓZ , соответствующую кольцу A Z . В си-
лу сделанного выше замечания, она корректно определена для Z /∈ Σ. Соб-
ственные значения an(k) операторов LZ

n , определенные в (5.45), совпадают
с лорановскими разложениями в окрестности P0 мероморфных функций an ∈
A(ΓZ , P0). Они не зависят от Z. Следовательно, спектральная кривая тоже не
зависит от Z, т.е. Γ = ΓZ . Первое утверждение леммы доказано.

Из построения соответствия (5.50) следует, что если коэффициенты операто-
ров кольца A голоморфно зависят от параметров, то соответствующие алгебро-
геометрические спектральные данные также зависят голоморфно от этих пара-
метров. Из этого следует, что j голоморфно вне дивизора Θ. Используя сдвиг
начальной точки и то, что Φx0 голоморфно зависит от x0, мы получим, что j
голоморфно продолжается на Θ \ Σ. Лемма доказана.

Нашей следующей целью является доказательство существования глобаль-
ной волновой функции.

Лемма 5.8. В предположениях теоремы 5.1 существует совместная соб-
ственная функция соответствующих коммутирующих операторов LZ

n , име-
ющая вид ψ = ekxφ(Ux+ Z, k), в котором коэффициенты формального ряда

φ(Z, k) = 1 +
∞∑

s=1

ξs(Z) k−s (5.53)

являются глобальными мероморфными функциями переменной Z с простыми
полюсами на Θ.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай гладкой спектральной кри-
вой. В этом случае, согласно [1], [2], совместная собственная функция комму-
тирующих операторов, нормированная условием ψ0

∣∣
x=0

= 1, может быть явно
выражена в терминах тэта-функции

ψ̂0 =
θ̂(Â(P ) + Ûx+ Ẑ) θ̂(Ẑ)

θ̂(Ûx+ Ẑ) θ̂(Â(P ) + Ẑ)
ex Ω(P ). (5.54)

Здесь θ̂(Ẑ) – тэта-функция Римана, построенная по матрице периодов норми-
рованных голоморфных дифференциалов на Γ; Â : Γ → J(Γ) – отображение
Абеля; Ω – абелев интеграл, соответствующий нормированному абелеву диф-
ференциалу dΩ с единственным полюсом вида dk в точке P0, и 2πiÛ – вектор
его b-периодов.

Замечание. Подчеркнем еще раз, что формула (5.54) получена не в резуль-
тате решения каких бы то ни было дифференциальных уравнений. Она есть
следствие аналитических свойств функции Бейкера–Ахиезера на спектральной
кривой, приведенных выше в начале § 2.
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Последние сомножители в числителе и знаменателе формулы (5.54) не зави-
сят от x. Следовательно, ненормированная функция Бейкера–Ахиезера

ψ̂BA =
θ̂(Â(P ) + Ûx+ Ẑ)

θ̂(Ûx+ Ẑ)
ex Ω(P ) (5.55)

также является собственной функцией коммутирующих операторов. В окрест-
ности P0 функция ψ̂BA имеет вид

ψ̂BA = ekx

(
1 +

∞∑
s=1

τs(Ẑ + Ûx)

θ̂(Ûx+ Ẑ)
k−s

)
, k = Ω, (5.56)

где τs(Ẑ) являются голоморфными функциями.
Согласно утверждению леммы 5.7, имеется голоморфное вложение Ẑ = j(Z)

дополнения X \ Σ в J(Γ). Рассмотрим функцию ψ = j∗ψ̂BA. Она корректно
определена вне Σ. Если Z /∈ Θ, то j(Z) /∈ Θ̂. Следовательно, коэффициенты
ψ регулярны вне Θ. Сингулярный локус имеет коразмерность не меньше двух.
Следовательно, в силу теоремы Гартогса ψ может быть продолжена на все X.

Доказательство леммы в случае сингулярной спектральной кривой прак-
тически не отличается от только что рассмотренного случая гладкой кривой.
Достаточно заменить формулу (5.55) на ее обобщение, даваемое теорией τ -
функций Сато (см. детали в [63]). А именно, набор алгебро-геометрических
спектральных данных в (5.50) определяет точку грассманиана Сато и, как
следствие, соответствующую τ -функцию: τ(t;F ). Последняя является голо-
морфной функцией переменных t = (t1, t2, . . . ) и сечением линейного рассло-
ения на Pic(Γ). Переменная x отождествляется с первым временем иерархии
КП x = t1. Из формулы для функции Бейкера–Ахиезера, отвечающей точке
грассманиана [63], следует, что функция ψ̂BA,

ψ̂BA =
τ(x− k,− 1

2k
2,− 1

3k
3, . . . ;F )

τ(x, 0, 0, . . . ;F )
ekx, (5.57)

является совместной собственной функцией коммутирующих операторов. Про-
должение доказательство идентично гладкому случаю.

Лемма 5.9. Линейное пространство F̂, порожденное абелевыми функция-
ми {F0 = 1, Fm = res∂ L m}, является подпространством пространства H
абелевых функций, порожденных F0 и функциями Hi = ∂1∂zi

ln θ(Z).

Доказательство. Напомним, что Fn являются абелевыми функциями с
полюсом не выше второго порядка на Θ. Значит, априорная оценка размерно-
сти порожденного ими пространства равна ĝ = dim F̂ 6 2g. Для доказательства
утверждения леммы достаточно показать, что Fn = ∂1Qn, где Qn является ме-
роморфной функцией с полюсом на Θ. Действительно, если Qn существует, то
для любого вектора λ решетки периодов имеет место равенство Qn(Z + λ) =
Qn(Z) + cn,λ. Следовательно, найдутся константа qn и два g-мерных вектора
ln, l′n такие, что Qn = qn + (ln, Z) + (l′n, h(Z)), Qn = qn + (ln, Z) + (l′n, h(Z)), где
h(Z) – вектор с координатами hi = ∂zi ln θ. Последнее равенство означает, что
Fn = (ln, U) + (l′n,H(Z)).
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Рассмотрим глобальную волновую функцию ψ(x,Z, k), существование кото-
рой было доказано выше. Коэффициенты ϕs(Z) соответствующего волнового
оператора Φ (5.35) являются глобальными мероморфными функциями с полю-
сами вдоль Θ.

Левое и правое действие операторов формально сопряжены. Значит,
для любых двух псевдодифференциальных операторов имеет место равенство
(e−kxD1)(D2e

kx) = e−kx(D1D2e
kx)+∂x(e−kx(D3e

kx)). Коэффициенты оператора
D3 являются дифференциальными полиномами от коэффициентов операторов
D1 и D2. Значит, из равенств (5.38)–(5.42) следует, что

ψ+ψ = 1 +
∞∑

s=2

Fs−1k
−s = 1 + ∂x

( ∞∑
s=2

Qsk
−s

)
. (5.58)

Коэффициенты Q являются дифференциальными полиномами от коэффици-
ентов ϕs волнового оператора. Значит, они являются глобальными мероморф-
ными функциями с полюсами вдоль Θ. Лемма 5.9 доказана.

Для завершения доказательства теоремы мы воспользуемся еще одним фак-
том теории КП: потоки КП-иерархии определяют деформации коммутативных
колец A обыкновенных линейных дифференциальных операторов. Для фик-
сированной спектральной кривой Γ орбиты потоков КП-иерархии изоморфны
обобщенному якобиану кривой J(Γ) = Pic0(Γ), который по определению явля-
ется группой классов эквивалентности дивизоров степени нуль (см. подробнее
в [1], [2], [8], [63]).

КП-иерархия в форме Сато – это система уравнений для псевдодифферен-
циального оператора L

∂tn
L = [L n

+ ,L ]. (5.59)

Если L определен с помощью λ-периодического волнового решения уравне-
ния (1.41), то уравнения (5.59) эквивалентны уравнениям

∂tn
u = ∂xFn. (5.60)

Первые два времени иерархии отождествляются с переменными t1 = x, t2 = y.
Уравнения (5.60) отождествляют пространство F̂1, порожденное функциями

∂1Fn, с касательным пространством к орбите КП-иерархии в точке A Z . В си-
лу утверждения предшествующей леммы это пространство является подпро-
странством касательного пространства X. Следовательно, для любого Z /∈ Σ
деформации кольца A Z под действием потоков КП-иерархии принадлежат X,
т.е. определено голоморфное вложение:

iZ : J(Γ) 7−→ X. (5.61)

Из (5.61) следует, что J(Γ) компактен.
Обощенный якобиан алгебраической кривой компактен тогда и только тогда,

когда кривая является гладкой [64]. На гладкой алгебраической кривой любой
пучок ранга 1 без кручения является линейным расслоением, т.е. Pic(Γ) = J(Γ).
В этом случае из (5.49) следует, что iZ является изоморфизмом. Отметим, что
для якобиана гладкой алгебраической кривой сингулярный локус Σ пуст [8], т.е.
вложение j в (5.49) определено всюду и является обратным для iZ . Теорема 5.1,
а значит, и 1.4 доказана.
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complètes, 1, 1881, 1–10; http://math-doc.ujf-grenoble.fr/GALLICA.

[33] G. Frobenius, L. Stickelberger, “Über die Additon und Multiplication der elliptischen
Funtionen”, J. Reine Angew. Math., 88 (1880), 146–184.

[34] S. Grushevsky, “Cubic equations for the hyperelliptic locus”, Asian J. Math., 8:1
(2004), 161–172.

[35] S. Grushevsky, “Erratum to: ‘Cubic equations for the hyperelliptic locus’”, Asian J.
Math., 9:2 (2005), 273.

[36] G. Pareschi, M. Popa, “Castelnuovo theory and the geometric Schottky problem”,
http://arXiv.org/math.AG/0407370.

[37] E. Arbarello, M. Cornalba, P. Griffiths, J. Harris, Geometry of algebraic curves,
Grundlehren Math. Wiss., 267, Springer-Verlag, 1985.

[38] И. М. Кричевер, С. П. Новиков, “Алгебры типа Вирасоро, римановы поверхности
и структуры теории солитонов”, Функц. анализ и его прил., 21:2 (1987), 46–63.

[39] P.G. Grinevich, S. P. Novikov, “Topological charge of the real periodic finite-gap sine-
Gordon solutions”, Comm. Pure Appl. Math., 56:7 (2003), 956–978;
http://arXiv.org/math-ph/0111039.

[40] В.М. Бухштабер, Д. В. Лейкин, “Трилинейные функциональные уравнения”,
УМН, 60:2 (2005), 151–152.

[41] В. М. Бухштабер, Д.В. Лейкин, “Законы сложения на якобианах плоских алгеб-
раических кривых”, Труды МИАН, 251 (2005), 1–72.

[42] R. Hirota, The direct method in soliton theory, Cambridge Tracts in Math., 155,
Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2004.

[43] H.W. Braden, V.M. Buchstaber, “The general analytic solution of a functional equa-
tion of addition type”, SIAM J. Math. Anal., 28:4 (1997), 903–923.

[44] И. М. Кричевер, “Эллиптические решения уравнения Кадомцева–Петвиашвили
и интегрируемые системы частиц”, Функц. анализ и его прил., 14:4 (1980), 45–54.

[45] I. Krichever, O. Babelon, E. Billey, M. Talon, “Spin generalization of the Calogero–
Moser system and the matrix KP equation”, Amer. Math. Transl. Ser. 2, 170 (1995),
83–119.

http://dx.doi.org/10.2307/2007073
http://dx.doi.org/10.2307/2007073
http://dx.doi.org/10.1215/S0012-7094-87-05412-3
http://dx.doi.org/10.1215/S0012-7094-87-05412-3
http://dx.doi.org/10.1007/BF01391500
http://dx.doi.org/10.1007/BF01391500
http://www.emis.de/MATH-item?0699.14059
http://www.emis.de/MATH-item?0699.14059
http://www.emis.de/MATH-item?0699.14059
http://mi.mathnet.ru/rus/tmf1417
http://mi.mathnet.ru/rus/tmf1417
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792896000347
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792896000347
http://www.emis.de/MATH-item?0685.39006
http://www.emis.de/MATH-item?0685.39006
http://www.emis.de/MATH-item?0685.39006
http://www.emis.de/MATH-item?13.0020.01
http://www.emis.de/MATH-item?13.0020.01
http://www.emis.de/MATH-item?02148247
http://www.emis.de/MATH-item?02148247
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2006e%3A14062
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2006e%3A14062
http://www.emis.de/MATH-item?0559.14017
http://www.emis.de/MATH-item?0559.14017
http://www.emis.de/MATH-item?0634.17010
http://www.emis.de/MATH-item?0634.17010
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.10081
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.10081
http://mi.mathnet.ru/rus/rm1410
http://mi.mathnet.ru/rus/rm1410
http://www.emis.de/MATH-item?02117215
http://www.emis.de/MATH-item?02117215
http://dx.doi.org/10.1137/S0036141095291385
http://dx.doi.org/10.1137/S0036141095291385
http://www.emis.de/MATH-item?0462.35080
http://www.emis.de/MATH-item?0462.35080
http://www.emis.de/MATH-item?0843.58069
http://www.emis.de/MATH-item?0843.58069
http://www.emis.de/MATH-item?0843.58069


84 В.М. БУХШТАБЕР, И.М. КРИЧЕВЕР

[46] I. Krichever, “Elliptic solutions to difference nonlinear equations and nested Bethe
ansatz equations”, Calogero–Moser–Sutherland models (Montréal, QC, 1997), CRM
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