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Построен дискретный аналог метрик Дарбу-Егорова и доказано, что геометрия соответ­
ствующих решеток в евклидовом пространстве описывается набором функций hf(u), и G Ъп. 
Найден дискретный аналог уравнений Ламе и доказано, что эти уравнения являются необходи­
мыми и достаточными для того, чтобы его решения являлись с точностью до калибровочного 
преобразования коэффициентами вращения решетки Дарбу-Егорова. Предъявлена схема по­
строения явных решений дискретных уравнений Ламе в терминах тэта-функций Римана. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

В последнее время значительный интерес вызвали задачи построения дискретных аналогов 
различных координатных параметризаций двумерных поверхностей в трехмерном евклидовом 
пространстве [1] и более общие задачи построения дискретных аналогов многомерных сопря­
женных координатных сетей [2, 3]. 

В первую очередь этот интерес вызван тем, что сами по себе соответствующие (непрерыв­
ные) проблемы классической дифференциальной геометрии оказались глубоко связанными с 
современными проблемами математической и теоретической физики. Так, одна из централь­
ных проблем дифференциальной геометрии прошлого века: проблема построения п-ортого-
нальных криволинейных координат или плоских диагональных метрик 

ds2 = J2 Н!(и)(аи{)2, u = ( t i 1 , . . . , чп), (1.1) 
*=1 

оказалась связанной с теорией интегрируемых квазилинейных (1 + 1)-мерных систем гид­
родинамического типа, играющих центральную роль в теории усреднения (теории Уизема) 
конечнозонных решений интегрируемых одномерных эволюционных уравнений типа уравне­
ния Кортевега-де Фриза [4-6]. Более того, как было замечено в [7], проблема классификации 
так называемых метрик Дарбу-Егорова, т.е. плоских диагональных метрик, таких, что 

djHf^diH], а = А (1.2) 

эквивалентна проблеме классификации массивных топологических моделей теории поля [8-10]. 
Следует подчеркнуть, что классические результаты [11] в теории n-ортогональных кри­

волинейных систем координат носили в основном классификационный характер и были недо­
статочно эффективны для построения явных примеров. Как следствие список явных примеров 
таких координат был весьма невелик. Настоящим прорывом явилась работа [12], в которой 

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке NSF (грант DMS-98-02577). 
2Институт теоретической физики им. Л.Д. Ландау, Россия, и Колумбийский университет, США. 
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было обнаружено, что широкий класс решений уравнений Ламе, описывающих коэффициенты 
вращений плоских диагональных метрик 

Д О = П Г * .
 ( L 3 ) 

может быть получен в рамках процедуры "одевания", широко известной в теории интегри­
руемых солитонных уравнений. Работы [12, 13] послужили отправной точкой работы одно­
го из авторов [14], в которой была предложена конструкция явных алгебро-геометрических 
п-ортогональных систем координат и найден новый тип решений уравнений ассоциативнос­
ти, которые выражаются в терминах тэта-функции Римана вспомогательных алгебраических 
кривых. 

Исходно целью настоящей работы являлось построение дискретных аналогов алгебро-гео­
метрических координатных систем. Следует подчеркнуть, что в общем случае построение 
интегрируемых дискретных аналогов интегрируемой непрерывной системы является некор­
ректно поставленной задачей и не имеет универсального решения. Вместе с тем развитые 
в рамках теории солитонов методы дискретизации систем, к которым применимы различ­
ные формы метода обратной задачи, достаточно универсальны. Они используют естествен­
ную дискретизацию вспомогательных линейных задач или еще более естественную замену 
непрерывных переменных на дискретные в аналитических свойствах по вспомогательному 
спектральному параметру для совместных собственных функций линейных задач. 

Как оказалось, дискретизация алгебро-геометрической конструкции приводит к постро­
ению решеток векторов х.(и) = (ж 1 ( г * ) , . . . , хп(и)) в стандартном евклидовом пространстве, 
параметризованных целочисленными n-мерными векторами и = ( г * 1 , . . . , w n ) , иг G Z , и удов­
летворяющих условиям планарности и вписанности. Эти условия были предложены в [15] в 
качестве естественного дискретного аналога общих n-ортогональных систем координат. 

Условие планарности означает, что для любой пары индексов г, j соответствующий элемен­
тарный четырехугольник решетки, т.е. четырехугольник с вершинами {х(гг), Т^х(гг), Т/х(гх), 
T iT jx (n )} , является плоским. Здесь Т{ — оператор сдвига по дискретной переменной иг: 
T i x ( w 1 , . . . , иг,..., ип) = х ( г / 1 , . . . , иг + 1 , . . . , ип). Условие вписанности означает, что вокруг 
каждого элементарного четырехугольника можно описать окружность, т.е. что суммы проти­
воположных углов равны 7Г. 

Основной целью работы является доказательство интегрируемости задачи построения пла-
нарных решеток, удовлетворяющих более сильному ограничению, чем условие вписанности. 
А именно таких, что для любой пары индексов г ф j ребра решетки 

Xf{u) = Ï J x ( t i ) - x ( t i ) , XJ{u) = Тг1х(и) - x ( u ) (1.4) 

с вершинами {х(г / ) , Т г х ( м ) } и { x ( w ) , T J ~ 1 x ( w ) } ортогональны, т.е. 

{Х+,ХГ)=0. (1.5) 

Здесь и далее ( • , • ) обозначает евклидово скалярное произведение n-мерных векторов. Отме­
тим, что (1.5) означает, что два внутренних угла каждого элементарного четырехугольника 
являются прямыми и как следствие он является вписанным. 

Такие решетки в дальнейшем будут называться решетками Дарбу-Егорова, поскольку со­
отношение (1.5) влечет существование потенциальной функции Ф(и) такой, что ее разностные 
производные равны квадратам длин ребер решетки 

АЖи) = (Х?(и),Х+(и)), (1.6) 
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аналогично тому, как в непрерывном случае определяющие соотношения (1.2) метрик Дарбу-
Егорова эквивалентны существованию функции Ф такой, что д{Ф = Hf = (diX,dix). 

Естественность условия (1.5) была подсказана "дискретизацией" алгебро-геометрической 
конструкции работы [14] 3 . Более того, конструкция алгебро-геометрических решеток Дарбу-
Егорова подсказала и возможность введения дискретных аналогов коэффициентов Ламе hf(u). 
Следует отметить, что в отличие от непрерывного случая определение этих коэффициентов 
локально, но не ультралокально и включает в себя скалярные произведения ребер решетки, 
выходящих как из одной, так и из соседних вершин. Как следствие корректность определения 
этих коэффициентов оказывается далеко не очевидной. 

Доказательству корректности определения дискретных аналогов коэффициентов Ламе по­
священ следующий раздел работы. В разд. 3 получена полная система уравнений, описываю­
щая коэффициенты Ламе решеток Дарбу-Егорова и доказана их интегрируемость. Конструк­
ция алгебро-геометрических решеток Дарбу-Егорова приводится в заключительном разд. 4. 

На протяжении всех разделов работы мы используем следующие обозначения для разност­
ных производных: 

A<F(tt) = TiF(u) - F(u), ArF(u) = TrF(u) - F(u), Tf = Tf\ 

Различные объекты в работе имеют обозначения с верхними индексами + и —. Для того чтобы 
не загромождать формулы, мы часто опускаем индекс + , т.е. придерживаемся соглашения 
F (и) = F+(u). Также нам будут нужны следующие дискретные аналоги правила Лейбница: 

Ai(F(u)G(u)) = &iF(u) G(u) + T4F(ti) А&(и) = AiF(u) G{u) + F(u) A{G(u) + AiF(u) А{в(и) 

и правила дифференцирования частного: 

A ( F M \ = ^iF{u)G(u)-F(U)AiG(u) 
l\G(u)J G(u)TiG(u) 

В заключение этого введения подчеркнем, что предложенное нами определение дискретных 
коэффициентов Ламе существенно использует специфику решеток Дарбу-Егорова. Вопрос о 
том, как описать внутреннюю геометрию дискретных аналогов общих плоских диагональных 
метрик, остается открытым. Мы планируем вернуться к этому вопросу и к более общей задаче 
построения внутренней римановой геометрии на графах в дальнейшем. 

2. Д И С К Р Е Т Н Ы Е А Н А Л О Г И К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В Л А М Е 

Мы начнем этот раздел с переформулировки исходного определения решеток Дарбу-Егоро­
ва, которое может быть дано только в терминах ортогональности некоторых наборов ее ребер. 
При этом мы предполагаем, что все рассматриваемые решетки являются невырожденными, 
т.е. что при любом и векторы Х{(и), г = 1 , . . . , п, линейно независимы. 

Лемма 2.1, Следующие определения 1°-3° решеток х(гл) Дарбу-Егорова являются эк­
вивалентными. 

1°. Решетка х(гх) является планарной и для любых г ф j имеет место равенство (1.5): 

(Xi,Xr)=0. 
3Как стало известно авторам, уже после того, как ими был найден дискретный аналог метрик Дарбу-Его­
рова, эта же редукция была предложена в работе [16]. 
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Рис. 1 

Совместность уравнений (2.7) и (2.8) эквивалентна следующему уравнению на их коэффици­
енты: TjA • TrxBj = Bj • Тг*А, или 

3\(Xr,Xr)J * V ( X r , X r ) ; ( i r , i r ) » \(Xr,Xr), 

Применяя сдвиг Ti к (2.9), приходим к равенству 

(TjTjXjjTjXj) • (TjXj,Xi ) _ (TjTjXj,Xj) • (Xj^Xj ) 
~ | Х ; | 2 

(2.9) 

(2.10) 

Введем обозначения: а = Х г ~ , b = с = TjJQ, d = TiTjXi (рис. 1). Скалярные произведения 
в (2.10) не изменятся, если заменить а и d их ортогональными проекциями a', d ' н а плоскость 
плакета, порожденного векторами Xi и Xj (центрального плакета на рис. 1). При этом если 
поделить равенство (2.10) на |а'| |d ' | , то оно приобретет вид 

(а', с ) ( c , d 7 ) , , , , ( a ' , b ) (b , d ' ) 
| a / | | c | 2 | d / | = C O S ( a > C ) ' C O S ( C > d ) = C O S ( a > b ) • C O S ( b > d ) = | a / | | b | 2 | d / | -

Векторы a' и с в силу определения решетки Дарбу-Егорова перпендикулярны вектору 1 = X / , 
a b и d'перпендикулярны вектору г = TiXj. Следовательно, 

cos (a ' , c ) = c o s ( b , d ' ) = 1, cos (a ' , b ) = cos(c, d ' ) . 

Совместность уравнений (2.7) и (2.8) доказана. 
Рассмотрим теперь два уравнения (2.8) для индексов j и к таких, что г Ф j Ф к. Совмест­

ность этих уравнений эквивалентна соотношению B^T^Bj = Bj-TjBk на их коэффициенты Bj 
и B]ç. Получаем следующее равенство: 

(Ткхг,тгхг) • (ТкТ0ХьТкХг) = (ЦХГ,ТГХГ) • ( Г Д О Д О р 
\ТкХг\2 \TjXr\2 

(2.11) 

Введем обозначения: а = TfXf, Ъ = TkXf, с = TjXf, d = TkTjXi (рис. 2) . Пусть С 
обозначает трехмерный куб решетки с ребрами TfXi, TfXj и TfXk (центральный куб на 
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а 
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Рис. 2 

рис. 2). Если заменить в (2.11) векторы а и d их ортогональными проекциями а' и d ' на 
трехмерное пространство куба С, ни одно скалярное произведение не изменится. Заметим 
также, что соотношение (2.11) выдерживает умножение вектора а', а также вектора d' на 
произвольные ненулевые константы. 

В силу ортогональных свойств решетки Дарбу-Егорова вектор а' пропорционален вектору 
а = TjT^X^, поскольку и тот и другой ортогональны плоскости 7Г£,, порожденной вектора­
ми T^Xj и TfXk (левой грани С). Аналогично вектор d'пропорционален вектору d = Х г ~ , 
поскольку они оба ортогональны плоскости 7 T R , порожденной векторами Xj и Х^ (правой гра­
ни С). Следовательно, мы можем считать, что в равенстве (2.11) вместо a n d стоят векторы а 
и d. После деления на |а| |d | оно приобретет вид 

Для доказательства последнего равенства мы воспользуемся следующим известным в элемен­
тарной стереометрии утверждением. 

Лемма 2.2. Пусть в трехгранной пирамиде один из двугранных углов между боковыми 
гранями прямой. Пусть a i , « 2 « а з — углы при вершине, причем угол аз отвечает боковой 
грани, противолежащей прямому двугранному углу. Тогда 

Верхняя грань центрального куба С (грань с ребрами TfT^X{ и TjTfXk) перпендикулярна 
ближней грани (грани с ребрами Tf Xi и TfXj), и в то же время нижняя грань С (грань с 
ребрами T^Xi и TfXk) перпендикулярна дальней грани (грани с ребрами TkT^Xi и T^T^Xj). 
Следовательно, в силу сформулированного выше утверждения 

Итак, соотношение (2.11), а вместе с ним и совместность уравнений (2.5) для различных 
индексов г и j доказаны. 

(а, с) (c,d) 
|a||cP|d| 

= cos(ä, с) • cos(c, d) = cos(ä, b) • cos(b, d) = 
(â,b) (b,d) 

|â||bP|d| 

cos аз = cos a i • cos a 2 . 

cos(a, b) • cos(b, d ) = cos(a, d ) = cos(a, c) • cos(c, d ) . 
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Уравнения (2.7) и (2.8), совместность которых нами доказана, однозначно определяют ис­
комые функции, если задано начальное условие hf(0) = 1. Отметим, что функции hf (и) с 
индексом г находятся независимо от функций hf(u) с другими индексами. Теорема доказана. 

Определение функций hf использовало некоторый минимальный набор скалярных произ­
ведений ребер решетки. Оказывается, что этот набор является полным в том смысле, что 
скалярное произведение любой пары ребер может быть выражено через скалярные произведе­
ния из минимального набора, а следовательно, через функции hf, г = 1, . . . ,п . 

Ограничимся пока лишь тем, что приведем те из соответствующих формул, которые будут 
использованы в дальнейшем. 

Лемма 2.3. Для любой решетки Дарбу-Егорова имеют место формулы 

{XùXj) = - 2 T.T.hf ' г г •?> (2-12) 

2 ( A £ Z P I ) P E W , ( 2 . 1 3 ) 

где hf(u), г = 1,. . . , п, — функции, построенные в теореме 2.1. 

Доказательство. Из планарности решетки следует, что вектор TjXi является линейной 
комбинацией векторов Xi и Xj, т.е. 

TjXi = aXi + ßXj. (2.14) 

Найдем коэффициенты этого разложения. Умножая (2.14) скалярно на Х^~, получаем соотно­
шение, из которого находим 

(TjXj,Xr) = TjTjhf 

{XitXr) Tihf ' 

Если же умножить (2.14) скалярно на XJ и воспользоваться векторным равенством TjXi = 
= TiXj + Xi — Xj, то получим формулу 

(TjXjtXJ-) - (Х,,Хр = AjTjhf 
(Xj,Xr) Щ • 

Умножим теперь разложение (2.14) скалярно на вектор Xj. Последний перпендикулярен век­
тору TjXi, поэтому мы получим уравнение a(Xi,Xj) + ß(Xj,Xj) = 0, из которого следует 
формула (2.12): 

/ у n - / i 5 M l А <х*>хп , у 2 | _ jbTjhpmhtw 
^^-{(x^xr) -l){TuXhxT)^- тМ • 

Формула (2.13) доказывается аналогично. 

Ниже будет доказано, что скалярные произведения (Xf,Xf) могут быть выражены через 
коэффициенты Ламе и другим образом. 
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(TjXi,Xr) 

Прямая подстановка формул (2.3)-(2.5) в это выражение приводит к (2.15). Аналогично дока­
зывается и формула (2.16). 

Леммы 2.3 и 2.4 позволяют получить соотношения, связывающие функции hf(u). Из сим­
метричности скалярного произведения из (2.15) и (2.16) следуют соотношения 

Д ^ 7 = А ^ Ат-hf _ Ajhf 

Tihf Tjhf Trhr Tfhj' 
i^j- (2.17) 

з з 

Сравнение формул (2.12) и (2.15) доказывает равенство 

ßtj = ~ßji> (2-18) 

где функции ßfj(u) определяются формулами 

Функции ßfj(u) являются дискретными аналогами коэффициентов вращения (1.3) непрерыв­
ных метрик. Следуя принятому соглашению, в дальнейшем мы часто будем опускать верхний 
индекс + у функций ß^(u). 

Соотношения (2.17) и (2.18) представляют собой дискретные аналоги условий симметрич­
ности коэффициентов вращения метрик Дарбу-Егорова. Начиная с размерности п = 3 сущест­
вует еще один дискретный аналог условий симметричности, который может быть записан как 
соотношения лишь на коэффициенты ßij. 
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Лемма 2.4. Для любой решетки Дарбу-Егорова имеют место формулы 

(XuXj) = - 2 № Л + ) ( Д ^ г ) , (2-15) 

(Xr,X.) = -2(Tfhï)(Ajht), (2.16) 

где hf(u), г = 1, . . . , п, — функции, построенные в теореме 2.1. 

Доказательство. Выразим (X^Xj) через скалярные произведения, входящие в ми­
нимальный набор (2.3)-(2.5). По определению решетки Дарбу-Егорова 0 = (X^TiXj) = 
= (XiyXj) — (Xi, Xi) + (Xi,TjXi). Для того чтобы выразить последнее слагаемое в правой 
части этого равенства через скалярные произведения минимального набора, заметим, что век­
тор TjXi пропорционален ортогональной проекции d вектора Xf на плоскость, порожденную 
Xi и Ху Следовательно, 

{xhTjXi) - {xuXi - {xt,x{ ) { T j X i t X n • 

Получаем искомое выражение 

(XuXj) = \Xi\2 - (Хихп | T j X i | 2 
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Лемма 2.5. Пусть ßij(u) являются коэффициентами Ламе решетки Дарбу-Егорова. 
Тогда для любой тройки попарно различных индексов i, j , к выполнено соотношение 

(TMiTißjiXTjßkj) = (TkßjkXTjßiMTißki). (2.20) 

Доказательство. В силу (2.12) и определения дискретных коэффициентов вращения 

{XhXk) = { T k ß i k ) ^ . 

Поделим тождество (Xi,Xk)(Xj,Xi)(Xk,Xj) = (Xj,Xk)(Xi,Xj){Xk,Xi) на симметричное по 
всем трем индексам выражение 

К hJ
 hk 

Tihf Tjhj Tkh+ 

и получим требуемое соотношение. 

Соотношения (2.17) и (2.18) безусловно не дают полного набора уравнений на дискретные 
аналоги коэффициентов Ламе. Получение такого набора составляет основную цель следующего 
раздела работы. 

3. Д И С К Р Е Т Н Ы Е А Н А Л О Г И У Р А В Н Е Н И Й Л А М Е 

Как и в непрерывном случае, дискретный аналог уравнений Ламе получается как усло­
вия совместности линейных уравнений, которым удовлетворяют ребра решетки Xf(u). Эти 
линейные уравнения упрощаются, если подходящим образом перенормировать эти ребра. 

Определим для любой решетки Дарбу-Егорова векторы У^(и) формулами 

ВД = ¥W(^Xi^ y*" ( n ) = т=Г7йх<~(«), ( 3 1 ) 

TiftT(u) Т{ h{ ( и ) 

где hf(u) — функции, построенные в теореме 2.1. Из (2.4) следует, что эти векторы образуют 
биортогональную систему 

(Yi,Yf) =-Sq. (3.2) 

Для удобства приведем и другие скалярные произведения, которые непосредственно вытекают 
из соотношений (2.3)-(2.5): 

(Yi,Yi) = 2 А р {TiYuYi) = А р {TjYuYr) = - 1 , (3.3) 

а также из равенств (2.12) и (2.15): 

(Аналогичные формулы можно выписать для (У^~,1^~).) 
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Теорема 3.1. Для любой решетки Дарбу-Егорова векторы Y^(u) удовлетворяют сис­
теме уравнений 

AfY± = (Tfßfj)Y3

±, {фз, (3.5) 

AtY? = bfY?-YJßtiY±, (3.6) 

где коэффициенты ßfj(u) определяются формулами (2.19), а коэффициенты bf(u) определя­
ются формулами 

bt = - \ - Е / М З Д . К = - \ - E W " ( 3 - 7 ) 

Доказательство. Из условия планарности решетки следует, что вектор AjYi (i ф j) 
является линейной комбинацией векторов Y{ и 1 ) , т.е. AjYi = a>ijYi + dijYj. Для того чтобы 
найти коэффициент ау , умножим это равенство скалярно на вектор Yf. Используя равенства 
(3.2) и (3.3), получим dij = (2)1* - 1*,1^~) = 0. Следовательно, AjYi = dijYj. Умножая это 
равенство скалярно на вектор 1 ) , получим 

(AjY^Yj) = dijiY^Yj) = 2dij7^. 

С другой стороны, согласно (3.4) имеем 

(AJY^YJ) = {TjYuYi) - (YuYj) = -<У,,У,) = Щ (^^j А р 

Сравнение правых частей двух последних формул дает dij = Tjßij. Аналогично доказывает­
ся (3.5) для векторов Yf. 

Покажем теперь, что векторы Yi(u) удовлетворяют уравнению (3.6). При любом фиксиро­
ванном и векторы Y\(u),..., Yn(u) образуют базис пространства Е п (в силу невырожденности 
рассматриваемой решетки). Следовательно, существует разложение 

AiYi = biYi + Y,c^Yy (3-8) 

Коэффициент Cij можно найти, если умножить это равенство скалярно на вектор 1 ) " . Получим 

(AiYijY^) = Cij(YjYJ~) — —(Hj. В то же самое время имеем 

(WuYp = Ai(YhY3r) - (TiY^AiYf) = ВД, Дг*Г>-

Используя доказанное нами равенство (3.5), получаем 

-dj = {AiYi, Yf) = Ti(Yi, (Tfßz)Yr) = -ß~ = ß{j. 

Для того чтобы определить bi(u), умножим разложение (3.8) скалярно на вектор Yf. 

(AiYi,Yi) = h{YhYi) -^2ßij(YhYj). (3.9) 
гфз 
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Подставим формулы (3.3) и (3.4) в равенство (3.9) и получим для bi(u) формулу (3.7). Второе 
из уравнений (3.6) проверяется аналогично. 

Условия совместности линейной системы (3.5), (3.6) являются дискретными аналогами 
уравнений Ламе на коэффициенты вращения метрик Дарбу-Егорова. Нашей следующей целью 
является доказательство обратного утверждения: любое решение соответствующих уравнений 
однозначно определяет коэффициенты вращения некоторой решетки Дарбу-Егорова. 

Теорема 3.2. Пусть функции ßij(u), г Ф j , г, j G { 1 , . . . , п } , при п > 3 удовлетворяют 
соотношениям (2.20) 

(TMiTißjMTjßv) = {Тк%к)(тм(тм 

и уравнениям 

Afcfti = (Tkßik)ßkj, гфзфк, 

A j V i = Aiißß Tjßij), i ф j, 

AiAjßij + Aißij + Ajßij = TjßijiTjVi - Vj) - £ Tj{ßikßkj), 

в которых Vi(u) определяется формулой 

Vi = -Y,ßip(Tißpi). (3.13) 
•рфг 

Тогда существует единственная константа г/ такая, что функции 

Д » = (2r}r^-1ßij(u) (3.14) 

являются коэффициентами вращения решетки Дарбу-Егорова. 

Уравнения (3.10)—(3.12) эквивалентны условиям совместности системы линейных уравне­
ний 

А ^ = (ВД, )Ф, - , %фь (3.15) 

Д;Ф* = (,* + Vi)^i - ]Г #уф,. , (3.16) 

где fi — произвольная комплексная константа. Преобразование (3.14) переводит решения сис­
темы уравнений (3.10)—(3.13) в решения этой же системы и сохраняет соотношения (2.20), 
поскольку отвечает калибровочному преобразованию 

Yi = Vi = (2ri)-u'*i (3.17) 

линейной системы (3.15), (3.16). Следовательно, утверждение теоремы дает необходимые и 
достаточные условия того, что набор функций ßij{u) является с точностью до калибровочного 
преобразования набором коэффициентов некоторой решетки Дарбу-Егорова. 

Доказательство теоремы 3.2. В отличие от непрерывного случая задача восстанов­
ления решетки Дарбу-Егорова по набору функций /3^, удовлетворяющих условиям теоремы, 
требует выбора весьма нетривиальных начальных условий для решения системы (3.5), (3.6). 

(3.10) 

(3.11) 

1фЗ, (3.12) 
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Tqßpq 

KTpßqp 

TqßPqrr, (то n \ rn /т о о \fm о \ \ Л = Tq(Tkßpk • ßkq) - ^a.Tp(Tkßqk • ßkp) - Tk(Tqßpq • ßqk)(Tqßkq) 
J-pPqp ) -Lk-LpPqp 

= ((Tqßkq)(Tkßpk) - ^l(TpTkßqk)(Tpßkp)) —^—. 
\ 1pPqp ) 1k±pPqp 

Из соотношения (2.20) следует, что (Tqßkq)(Tkßpk)fq = (Tkßqk)(Tpßkp)fp. Окончательно полу­

чаем 

Afc/p = ({Tkßqk){Tpßkp) - (TpTkßqk)(Tpßkp)) — = -(Tkßpk)(Tpßkp)fp, 
v 7 1k1pPqp 

что нам и хотелось. 
Рассмотрим теперь уравнение (3.18) на A i / * , % > 1. Если подставить в обе его части вы­

ражение fi — a i i / i , где a*i = (ïi/3*i)/(T*/?i*), то получим уравнение вида Д 1 / 1 = Ti(u)fi, 
где функция Ti(u) рационально выражается через ßu(u) и ßn(u). На самом деле функция 
Ti(u), а вместе с ней и уравнение на A i / i не зависят от индекса г. Для того чтобы дока­
зать это, выберем индекс j > 1, отличный от г, и рассмотрим уравнение (3.18) для A\fj. 
Как было показано на втором шаге доказательства, подстановка fj = otjifi в это урав­
нение приводит в точности к уравнению (3.18) на A i / * . С другой стороны, подстановка 
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Эти условия определяются заданием матрицы скалярных произведений соответствующих век­
торов. В следующих двух леммах строятся функции ß*j(u), с помощью которых эти скалярные 
произведения впоследствии и будут заданы. 

Лемма 3 .1 . Пусть функции ßij(и) удовлетворяют соотношениям (2.20) и (3.10)—(3.13). 
Тогда существует единственное решение fi(u), г = 1, . . . , п, системы 

= -(Tkßik) (Tißküfi, i ф fc, (3.18) 

(Tißki)fi = {Tkßik)fk, г ф к, (3.19) 

нормированное условием / i ( 0 ) = 1. 

Доказательство. Система (3.18), (3.19) переопределена, однако мы докажем, что она 
сводится к системе из п совместных уравнений на функцию fi{u). Заметим, что уравне­
ния (3.19) совместны благодаря соотношению (2.20). 

Во-первых, докажем совместность двух уравнений (3.18) с разными значениями индек­
са к, например р и q. Для этого достаточно показать, что следующее выражение для ApAqfi 
симметрично по индексам р и q: 

ApAqfi = - [Ap(Tqßiq . Tißqi) - Tp(Tqßiq - Tißqi) {Tpßip • Tißpi)] U 

Действительно, в силу соотношения (3.10) для выражения в квадратных скобках получаем 

[...]= Tq(Tpßip - ßpq){Tißqi) + {TpTqßiq)Ti(Tpßqp . ßpi) - (TpTqßiq)Tp(Tißqi. ßip)(Tißpi) = 

= (TqTpßip){Tqßpq){Tißqi) + (TpTqßiq)[TiTpßqp - TpAißqp]{Tißpi). 

Несложно заметить, что последняя формула обладает необходимой симметрией. 
Во-вторых, рассмотрим два уравнения (3.18) с разными индексами г, пусть р и q. Покажем, 

что одно из них следует из другого, если fp и fq связаны соотношением (3.19). Именно 
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fj — ajifi в уравнение на Ai fj приводит к уравнению Д1/1 = Tj(u)fi. Следовательно, 
уравнение А1/1 — Ti{u)j\ должно получаться из уравнения А1/1 = ^j{u)fi подстановкой 
fi = (oLji)~lOLjiOLi\fi. Однако {oLj\)~lOLjiOti\ = otijOLji&n = 1 согласно соотношению (2.20). Сле­
довательно, jFi(u) = Tj(u) = 3°{u)i что и требовалось доказать. 

Итак, мы получили п уравнений на функцию fi{u), а именно уравнения 

Д1Л = Я«)/ь Д<Л =-№Äi)№A.-)/b « = 2 , . . . , п , (3.20) 

Мы показали на первом шаге доказательства, что любые два уравнения из второй груп­
пы совместны. Для того чтобы показать совместность уравнений A i / i = F(u)fi и A%f\ = 
= — (T\ßn)(Tißii)fi, i > 1, достаточно заметить, что они калибровочно эквивалентны совмест­
ным уравнениям A\fj — -(T\ßji)(Tjß\j)fj и A*/ j = —(Tjßij)(Tißß)fj для любого индекса j , 
отличного от г и 1. 

Из всего вышесказанного следует, что решение системы (3.18), (3.19) может быть получе­
но следующим образом. Сначала определяется функция fi(u) из начального условия / i ( 0 ) = 1 
и совместной системы уравнений (3.20). После этого с помощью (3.19) строятся все осталь­
ные функции / i (w), i = 1 , . . . , п. Как показано на втором шаге доказательства, все уравнения 
системы оказываются выполненными. Доказательство леммы завершено. 

Положим по определению ß*i(u) — fi{u), i = 1 , . . . , п, где fi(u) построены в лемме. Опреде­
лим ßlj для i ф j из равенства 

- % = (ТМ%, зфг. (3.21) 

Заметим, что из соотношений (3.19) следует, что ßij{u) = ßji(u). 

Лемма 3.2. Функции /З^(ге), i , j € { 1 , . . . , п } , определенные выше, удовлетворяют сис­
теме уравнений 

Ajß*k = (Tjßij) ß*k, j ф i, fc, (3.22) 

Aißtj = (щ i ф j - (3.23) 
кфг 

Доказательство. Утверждение леммы доказывается прямыми выкладками. Проделаем 
их, полагая всюду г ф j ф к. Заметим, что из леммы 3.1 и определения ß\{ следует 

biß* = -(тМ(тфзШ = (TjßaWji-

Далее, по определению Ajß*ki = -А5{Тфы • ßf{) = -{TjTißki)Ajß*ü - Дл-(Г<Дк)/%. Используя 
доказанную выше формулу и равенство (3.10), находим 

Ajß*ki = (TjTißMKTjßijHTißrifii - (TjTißujXTißrißb = 
= (biTjßkjXTißjJfa - {TjTißbMTißjüfa = -{TjßkjKTißjM = (TjßkAßji. 

Таким образом мы установили выполнение уравнений (3.22). Докажем равенство (3.23). 
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Tißjii-Vi + TiVj) - E Ti{ßjkßki) - Афл 

ГТфц[щ - TiVj + (TjTißjjTjßij] + E Ti(ßjkßki) + Aißjt\fi 
кфьз 

= -ßS&i - TiVj + TjiTißji • ßtj)) - E (Tißjk)ß*ki - ß*ji - ßjißli. 

Заменяя в последней строке операторы сдвига Т на А + 1 и используя равенство (3.11), при­
ходим к следующему: 

bify = -ßji {vi - VJ + - E ßikßii - E (^ßjMi - ßji = 

= -ßCtivi + 1-Vj + {Tißji)ßij) - £ ßjkßU - E WH • ßik)ßki = 
кфз k^ij 

= E (Tißki • ßik)ß]i - E • ßiMi - E ßmßki + te - Щг = 
кфг,э кфЦ кфэ 

= - Е [(Tißki • ßik){Tißji)ßti - (Tißji • ßik)(Tißki)ßti] - ^ßjkßki + (vi - Щг = 
кфг^ k^j 

кфз 

Лемма доказана. 

Нашей следующей целью является доказательство дискретного аналога такого фундамен­
тального свойства метрик Дарбу-Егорова, как независимость коэффициентов вращения от 
суммы переменных, т.е. свойства Ylk &kßij = 0. 

Лемма 3.3. Решения уравнений (ЗЛ0)-(3.12), удовлетворяющие соотношениям (2.19), 
удовлетворяют и следующему условию монодромии: 

fßijiu) = ßij(u), f=f[Tk. (3.24) 
k=l 

Доказательство. Прежде всего докажем по индукции, что если функции Фг(̂ ) удовле­
творяют уравнениям (3.15), то для любого набора / попарно различных индексов / = { i \ , . . . , i s } 
имеет место равенство 

(Г/ - 1)Ф, - £(Т//^)Ф«, JÉ.J, TI = Til...Tia. (3.25) 
iei 

Действительно, если равенство (3.25) доказано для любого набора I длины s, то для любого 
& Ф h к £ / , имеем 

{TkTj - 1)Ф,- = Т,Д*Ф, + (Г/ - 1)Ф,- = Tj[{Tkßjk)^k} + £(ЗД<)Ф« = 
iei 

= (TTTkßjk)vk + (г7адА)[(Т/ - 1 ) * * ] + £(ЗДг)Ф,= 
iei 

= (Т7ЗД*)Ф* + Y\TtiTkßjkßji + ßji)]*j = (Т7ЗД*)Ф* + ^{ТкТф№. 
iei iei 

Используя соотношение (3.12), получаем 

Ajß*ß = -Ь,{Тфц • ßti) = -(TjTiß^Ajßti - (AjTißjJßii = 

ßu = 
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Последнее равенство доказывает шаг индукции и завершает доказательство равенства (3.25). 
Отметим, что условия совместности уравнений (3.15) и (3.25) приводят к следующей фор­

муле для "длинных" разностных производных Д/ = (Т/ — 1) дискретных аналогов коэффици­
ентов вращения: 

sei 

Отметим также, что поскольку в силу (3.22) функции ß\^ для каждого индекса к ф г, j удовле­
творяют тем же уравнениям, что и Ф$, то одновременно с доказательством (3.25) мы получаем 
и доказательство следующего равенства: 

= £ ( З Д 5 ) & * * , h к i L (3.26) 
sei 

Из (3.25) следует, что 

( т « - 1 ) Ф . = £ ( Т « Д , - ) Ф , - , T ( I ) = IiTJ 
Зфг ЭФ* 

Поскольку ( Г - 1) = Ti(TW — 1) + Ai, то , учитывая (3.16), приходим к равенству 

(Г - 1)Ф, = (/х + Bi(v))9i + è ( ( f - 1 ) / ^ ) Ф > , д ) , 

i=i 
где JS (̂n) — некоторая функция, явный вид которой в данный момент несуществен. Таким об­

разом, в силу независимости векторов Ф̂  для доказательства утверждения леммы достаточно 

доказать, что векторы Ф̂  и ГФ$ параллельны. 
Зафиксируем некоторую точку щ и рассмотрим решение ФДм) = ФДп;гго) уравнений 

(3.15), (3.16) со следующими начальными условиями в точке щ: 

< Ф ^ ) , * * ( « о ) > = / 3 ? * М , },к = 1,...,п. (3.27) 

Эти соотношения задают векторы ФДод) однозначно с точностью до общего ортогонального 
преобразования объемлющего пространства. 

Докажем по индукции, что соотношение (3.27) выполнено в точке щ = . . .Т^г*о для 
любого набора попарно различных индексов J = { i i , . . . , г 5 } , не содержащего j , т.е. 

(Щщ), * * ( « / ) > = ß*jk(Ul), j i I. (3.28) 

Пусть i ф j,k. Тогда 

Ai{9j9 Щ) = (ДгФ,, Ф*> + (Ф,, ДгФ*> + (А^Ф,', ДгФ )̂ = 
= №^)(Фг, Ф*> + (Тфм)(9,, Фг) + (Тфр)(Тфы)(9и 

Если предположение индукции выполнено в точке щ и г ^ J, то для скалярного произведения 
в точке TiUi получим 

МЩч), *кЫ) = ( Э Д / & + (тфкщ + {тфы){тфцШ = (тфыщ = Аф;к (3.29) 
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(значения всех функций в правой части равенства берутся в точке ttj). Аналогично, используя 

предположения индукции, получим 

д*(Ф,-, ViKm) = (Tißjm + (fi + - ßikßh + (Tißji) ((л + vM - £ßikßh 
кфг 4 кфг 

= ( ч - а д , - Е З Д (з.зо) 

(как и в предшествующем случае, значения всех функций в правой части берутся в точке uj). 
Сравнивая правую часть последнего равенства с правой частью равенства (3.23), получим 

Д<(Ф,-, = Д ^ Д и / ) , j Ф i , j i I. (3.31) 

Равенства (3.29) и (3.31) доказывают (3.28) для точки TiUi. 

Приступим теперь непосредственно к доказательству того, что векторы Фг(г*о) и ТФ г(гхо) 
параллельны. Сначала мы докажем ортогональность векторов Ф т ( -и / ) и ТтТ^к(щ) для непе­
ресекающихся наборов индексов J, J С { 1 , . . . , п} таких, что m, ^ / , га £ J (то ф к). Согласно 
формуле (3.25) имеем 

( Ф ш ( и / ) , Г т Т 7 Ф ^ ( ^ ) ) - ( Ф т , Ф Л ) + ^(TmTjßki)(*m>Vj) + (TmTjßkm)(ym^m) (3.32) 
i € J 

(значения всех функций в правой части равенства берутся в точке ui). К скалярным произве­
дениям в правой части применима формула (3.28), поэтому 

( * т Ы Г т Г Л ( « / ) ) = ßmk + £ ( Т т Т ^ ) / С т о + (TmTjßkm)ß^m = 
i e J 

Из доказанного факта следует, в частности, что векторы 

* ! ( u o ) , ТгЩ(щ), ТгТ2Щщ)у,.., Т х Г 2 . . . Т я _ 1 Ф п ( 1 ю ) (3.33) 

образуют ортогональный базис объемлющего пространства. С другой стороны, полагая / = 

= { 1 , 2 , . . . , s}, m — s+ 1,, J = { s + 2 , . . . , га} и fc = 1 последовательно для $ от 1 до п—1, получим 

ортогональность вектора ТФх(^о) всем векторам этого базиса, кроме первого Ф1(ио). Отсюда 

следует, что векторы Ф г ^ о ) и T4?i(uo) параллельны. Идентично доказывается параллель­

ность векторов Фъ(щ) и ТФ»(г*о.) для i ф 1. Как уже отмечалось выше, параллельность этих 

векторов влечет равенство ßij(uo) ==• Tßij(uo). Произвольность выбора начальной точки щ 
завершает доказательство леммы. 

Из определения и (3.24) имеем 

Следствие 3.1. Существует константа rj2 такая, что выполнены равенства 

fßtj^^ßty (3.34) 

Приступим теперь к завершению доказательства теоремы 3.2. 
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Лемма 3.4. Пусть функции ßij удовлетворяют условиям теоремы, и пусть ц2 — со­
ответствующий блоховский множитель, определяемый равенством (3.34). Тогда при выбо­
ре спектрального параметра р = tf — 1 существует решение Ф*(ге) уравнений (3.15) и (3.16), 
удовлетворяющее соотношениям (3.27) тождественно по w, т.е. 

{Щи), Ф*(и)> = ß*jk(u), j , k = 1 , . . . , п. (3.35) 

Доказательство. Рассмотрим решение Фг(и; щ) для некоторой точки гхо- Согласно опре­
делению этого решения соотношения (3.35) выполнены для него в точке щ. Покажем, что если 
эти соотношения выполнены в точке и, то они выполнены и в точке T{U. Пусть, например, 
i = 1. В ходе доказательства леммы 3.3 было уже доказано, что в точке Т\и равенства (3.27) 
выполнены для всех пар индексов, кроме пары j = 1, k = 1. Поэтому нам необходимо доказать 
дополнительно лишь равенство 

| Т 1 Ф 1 | 2 = ( Г 1 Ф 1 , Г 1 Ф 1 ) = В Д 1 . 

Из того что векторы (3.33) образуют ортогональный базис объемлющего пространства, сле­
дует 

№ l = |*х| 2 + + • • • + | T b . . T n _ A p • ( 3 - 3 6 ) 

Аналогично выводу равенства (3.30) получаем 

(ТхФх, Фх) - («i + /х + 1)/?г\ - £ Aiß i = (м + l )Äi- (3.37) 

Из (3.28) следует, что 

(Т1*1,Т1*2)=Тф*12. (3.38) 

Кроме того, аналогично выводу равенства (3.32) получим равенство 

( Т 1 Ф 1 , Т 1 . . . Т < Ф Ш ) = Т х ^e ( T 2-" T *Ä+i*)^ i + ^ + i , i j =Г1 . . . ад > < + 1 (3.39) 

(при получении последнего равенства в (3.39) мы воспользовались формулой (3.26)). Подстав­
ляя выражения (3.37)-(3.39) в (3.36), получим 

Используя равенства (3.21) и (3.22), преобразуем последнее выражение к виду 

\Т,Щ2 = {ц + 1) 2/3ÎX - ТхКТзАа)^] - . . . - Гх.. . Т п _ х [ ( З Д п ) # п ] = 

= ( , i 4- l)2/?ïx - ТгД2/9х*1 - . . . - T i . . . Tn_x Дп/9х*х = (/z + 1)2#х + T i # i - fß*n = Trf*n. 

Таким образом нами доказано, что соотношения (3.35) выполнены для Фг(п; щ) в положитель­
ном октанте с началом в точке щ. 

Заметим, что решения Фг(?х; и'0) и ФДгг; UQ) совпадают на пересечении соответствующих ок­
тантов с точностью до общего ортогонального преобразования. Зафиксируем решение Ф(гц 0) 
и выберем для любого щ начальные данные для так, чтобы ФДг/, щ) совпадало 
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(3.42) 

(3.43) 
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с Ф{(и, 0) на пересечении областей их определения. Тогда совокупность Ф^г/) = для 
всех UQ корректно определяет решение системы (3.15), (3.16) во всем пространстве, удовле­
творяющее соотношениям (3.35) при всех и. Доказательство леммы 3.4 закончено. 

Следствие 3.2. Построенные выше вектор-функции Фг(гг) удовлетворяют соотноше­
нию 

<2)Ф<(«) ,Ф, - (и) )=0 , хфз. (3.40) 

Пусть функции ßij(u) удовлетворяют условиям теоремы. Определим функции h{(u) как 
решения системы уравнений 

Aihjiu) = ßijMTMv), г Ф 3- (3.41) 

Эти уравнения совместны в силу (3.10). Решения системы (3.41) зависят от п про­
извольных функций одной переменной, задающих начальные условия, т.е. от функций 
/ ц ( 0 , . . . , 0 , г ^ , 0 , . . . , 0 ) . 

Рассмотрим вектор-функции 

Xi(u) = ТМиЩ(и), 

где Фг(гг) определены в предшествующей лемме. Из (3.15) следует, что 

^ . - ( я ^ ) * + ( т , ^ ) л - , - д * , . 

Значит, существует вектор-функция х(и) такая, что Xi(u) = А г х(гг) . В силу (3.43) функ­
ция х (и) задает планарную решетку, которая в силу (3.40) является решеткой Дарбу-Егорова. 

Для завершения доказательства теоремы 3.2 нам осталось показать, что функции ß%j(u) 
связаны с коэффициентами вращения этой решетки калибровочными соотношениями (3.14). 

Пусть hi(u) — коэффициенты Ламе, соответствующие построенной решетке в силу ре­
зультатов предшествующего раздела. Из (3.5) следует, что Xi удовлетворяют тому же урав­
нению (3.43), но с коэффициентами, в которых hi заменены на hi. Отсюда следует, что 

Ajhi Ajhi 
h i hi 

Значит, hi = fihi, где fi = fi(ui) зависит только от переменной щ. 
Подставляя (3.42) в (3.16) и используя (3.41), получим 

Из (3.6) следует такое же равенство с заменой hi на hi и с заменой г\ на 1/2. Поэтому из сравне­
ния коэффициентов при Xj мы получаем сначала, что fi = cUi, где с — некоторая константа, а 
потом из сравнения коэффициента при Xi находим, что эта константа равна (2rj)~1. Теорема 
доказана. 

В следующем разделе мы предложим конструкцию широкого класса решеток Дарбу-Егоро­
ва, явно выражающихся в терминах тэта-функций вспомогательных римановых поверхностей. 
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4. А Л Г Е Б Р О - Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Е Р Е Ш Е Т К И 

Рассмотрим гладкую алгебраическую кривую Го рода до, на которой существует меро-
морфная функция Е(Р), Р G Го, имеющая п простых полюсов и п простых нулей. Пусть 
точки P i , . . . , Рп являются полюсами, а точки Q\,..., Qn — нулями функции Е(Р). Рассмот­
рим риманову поверхность Г функции у/ЩР). Г двулистно накрывает Го и ветвится над ней 
в 2п точках — полюсах и нулях функции Е(Р). Для рода g кривой Г по формуле Римана-
Гурвица получаем формулу g = 2до + п — 1. На кривой Г имеется голоморфная инволюция 
сг: Г —> Г, переставляющая листы накрытия. Точки Р г

 и Qj являются неподвижными точками 
этой инволюции. 

Функция Е(Р) на Го принимает каждое значение п раз. Зафиксируем константу с 2 и рас­
смотрим точки Ff G Го, г = 1, . . . ,п , в которых E(Pi

c) = с 2 . Функция Л = с~1у/Е(Р) является 
нечетной по отношению к инволюции ст, имеет простые полюсы в P i , . . . , Рп и простые нули 
в Q i , . . . ,Qn. Обозначим через Pf1 прообразы на кривой Г точек Pf так, что Л(Р^) = ± 1 и 

Локальные координаты в. окрестности отмеченных точек Р^ на кривой Г выберем так: 
wf = А — 1 в окрестности Р^~ и w~[ = X + 1 в окрестности Р[~. Легко видеть, что при таком 
определении cr(w^~) = —w^. 

Пусть I > 1 — целое число. Рассмотрим на кривой Г два набора точек в общем положении: 
набор 1Z из I точек R\,..., Щ и набор V из g +1 — 1 точек 71,...,7 р+г-1. Пару дивизоров 7£, V 
назовем допустимой [14], если на кривой Го существует мероморфный дифференциал dQo со 
следующими свойствами: 

( a 0 ) dQ,Q имеет п + I простых полюсов в точках Q^, i = 1, . . . ,п , и в точках Д а , которые 
являются проекциями точек Я а , а = 1 , н а кривую Го; 

(Ь°) дифференциал dflo имеет g + I — 1 нулей в проекциях 7̂  точек 7S, s = 1,... ,д + I — 1. 
Дифференциал dQo можно воспринимать как четный относительно инволюции сг меро­

морфный дифференциал на накрывающей кривой Г, где он имеет следующие аналитические 
свойства: 

(a) п + 21 простых полюсов в точках Q^, i = l , . . . , n , а также в точках Ra и cr(Ra), 
а = 1 , . . . , / ; 

(b) 2(д + 1 — 1) нулей в точках 75 и cr(7s), s = 1 , . . . , р H- I — 1, а также простые нули в 
точках Pi, i = 1 , . . . , п. 

Стандартным в теории конечнозонного интегрирования способом доказывается, что су­
ществует единственная функция ф(и, Q\T>, TZ), и = (щ,..., ип) G Ъп, Q G Г, такая, что 

(1) гр(и, Q\V,TZ) как функция переменной Q мероморфна на Г вне отмеченных точек 
при любом и и дивизор ее полюсов не превосходит V; 

(2) в окрестности точки Р^ функция ф(и, Q\V,Tl) имеет вид 

ф = (wfrUi (ÊudtteXtef)') ; (4.1) 

(3) ф удовлетворяет нормировочным условиям 

ф(и, Ra\V,Tl) = l, а = 1 , . . . , / . (4.2) 

В дальнейшем мы будем часто использовать обозначение *ф(и, Q) для определенного выше 
дискретного аналога функции Бейкера-Ахиезера, опуская для краткости явное указание на то, 

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 1999, т. 225 



40 АХМЕТШИН и др. 

где В = Bij — матрица Ь-периодов 

Вц = j uj 

bi 

нормированных голоморфных дифференциалов UJJ(P) на Г: 

j> Ш{ = Oy. 

Здесь at-, bi — базис циклов на Г с канонической матрицей пересечений а* о aj = bi obj — 0, 

Тэта-функция имеет следующие автоморфные свойства относительно матрицы В, порож­
денной базисными векторами ег- G Сд и векторами Bj G О с координатами В^: для любых 

l e Z 9 i i z e C g 

e(z + / ) = 0(z) , 9{z + Bl) = ехр[-гтг(5/ , l) - 2iir{l, z)]0(z). 

Комплексный тор J(T) 
J(T) = G>/B 

называется якобиевым многообразием алгебраической кривой Г. 
Вектор А(Р) с координатами 

Q 

MQ) = J"к 
Яо 

определяет так называемое отображение Абеля. 
Как следует из теоремы Римана-Роха, для любых дивизоров V = 71 + . . . + 7р-Ы-1 и 

TZ = Ri + ... + Ri в общем положении существует и единственна мероморфная функция ra(Q) 
такая, что ее дивизор полюсов совпадает с дивизором Р , и такая, что 

ra(Rß) = aaß. 

Эта функция может быть представлена в следующем виде (см. подробнее в [14]): 

Ja{Ra) Пш=1 0(A(Q) + Sm) 
где 

9 - 1 9 - 1 

Fß = -K- A(Rß) - £ А(Ъ), S m = -K- А(Ъ-1+т) - £ А(Ъ), 
6 - 1 5=1 

9+1-1 I 
Za = Z 0 - A(Ra), Z0 = -IC- ]Г А(Ъ) + £ A(Ra) 

s=l a=l 
и /С — вектор римановых констант. 
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что она зависит от дивизоров К и 2 ) . Явное выражение для этой функции через тэта-функции 
практически полностью идентично непрерывному случаю (см. [14]). 

Тэта-функцией Римана, соответствующей алгебраической кривой Г рода д, называется 
целая функция g комплексных переменных z = ( z i , . . . , zg), задаваемая своим рядом Фурье 

в{гъ ...,zg)= Y, e 2 ™ ( w ' * ) + 7 r i ( ß w ' w ) , 
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dtij = 0. 

Он задает вектор с координатами 

Функция Бейкера-Ахиезера тр(и, Q\D, R) имеет вид 

* к a[Q)e(A(Q) + z e ) (?(EL, ( u W ) + 2b)
 e x p £ У 1 

V = 1
 ß a 

Теорема 4.1. Функция Бейкера-Ахиезера ф(и, Q) удовлетворяет уравнению 

А^ф(щ Q) = а^(и)Агф(щ Q) + а^(и)А^ф(щ Q ) , (4.3) 

где коэффициенты a\j и а3ц выражаются через старшие коэффициенты разложения £ Q + 

функции ф(и, Q) в окрестности точек по формулам 

Доказательство. Благодаря выбору коэффициентов разность левой и правой части 
уравнения (4.3) удовлетворяет первым двум условиям определения функции Бейкера-Ахие­
зера, а в точках нормировки обращается в нуль. Из этого наблюдения и из единственности 
функции Бейкера-Ахиезера немедленно следует утверждение теоремы. 

Пусть rjl = Resg f c dÜo- Определим решетку х(ге) = (xi(u),... ,хп(и)) равенством 

ХкЫ = rikil>{u,Qk). (4.4) 

Ребрами этой решетки являются вектор-функции Х{(и), fc-я компонента которых равна 
(Xi)k(u) = 7]kAi^(u,Qk). Определим также векторы Xf(u) равенствами (Х^~)к = —Т^(Х{)к = 
= щА^ф(и,Сь)> Равенства (4.3), рассмотренные в точках: показывают, что определенная 
таким образом решетка является планарной. 

В общем случае вектор-функция х (п) является комплексной. Приведем условия, гаранти­
рующие ее вещественность. 

Предположим, что на кривой Г существует антиголоморфная инволюция т, коммутирую­
щая с сг и обладающая следующими свойствами: 

T(V) = V, т(П)=П, r{Qi) = Qi, т (РЛ = р + . (4.5) 

Заметим, что из определения дифференциала dQo следует, что r*dîlo = dQo. Следователь­
но, вычет г)1 этого дифференциала в точке Qk является вещественным числом. Потребу­
ем дополнительно вещественности щ (положительности rç|). Из (4.5) следует, что аналити­
ческие свойства, определяющие функцию ф{щО), совпадают с аналитическими свойствами 

Рассмотрим единственный мероморфный дифференциал dClj на Г, голоморфный вне то­
чек Рр, имеющий в этих точках простые полюсы с вычетами +1 и нормированный условиями 
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функции I/J(U,T(Q)). Э Т О означает в силу единственности функции Бейкера-Ахиезера, что 
Ф{щт(Я)) = tp(uiQ)- Тогда х(и) = щ(Ф(Яъи),...>фг(Сп,и)) = x ( u ) , а значит, построенная 
решетка является решеткой в вещественном евклидовом пространстве. 

Лемма 4.1. Выполняются следующие равенства: 

< а д , Х г ( „ ) > = -Oy (Tihf(u)) (Ttrh;(u)), 

где hf(u) = £г£о,±( п )> a ef — старший член разложения дифференциала dflo по локальному 

параметру wf в окрестности точки Р*. 

Доказательство. Рассмотрим для i ф j дифференциал 

dilij = (А(<2) - 1) Агф{щ Q) Aj^(u, a(Q)) Я 1 0 -

У этого дифференциала есть полюсы только в точках k = 1 , . . . , п. Действительно, полюсы 
А(<2) — 1 в точках Pfc, к = 1, . . . ,п , сокращаются с нулями дифференциала dQ,Q. В точках j s 

и cr(7s) есть полюсы у произведения A^Aj^a, но есть и нуль dQ,Q, а в точках Ra и cr{Ra) — 
наоборот. В точках Р ^ , к Ф i,j, взаимно сокращаются полюс одной из функций A^{u,Q), 
Aji/j(u,a(Q)) и нуль другой. Т о же относится к точкам Pf и Pf. У произведения A^Aj^ 
остаются полюсы в точках Р* и Рр, но там имеет нуль функция A(Q) — 1. 

Из теоремы о вычетах мероморфного дифференциала на компактной алгебраической кри­
вой получаем 

£ Res Q f e аОц = £ Дв-х*(*) • Ajxk(u) = (Д<х(и), Д / х ^ ) ) = 0. 

к=1 к=1 

Дифференциал 

< K l « ( t i , Q ) = (A(Q) - l ) A ^ ( ^ , Q ) A î - ^ ( ^ Q < T ) ^ o 

имеет дополнительный полюс в точке Р* с вычетом 

Resp-, dO« = е?№Й > +)(2ГЙ,_). 

Равенство нулю суммы вычетов этого дифференциала завершает доказательство леммы. 

Таким образом, мы доказали, что определенная равенствами (4.4) решетка является ре­
шеткой Дарбу-Егорова. 

Для установления полного соответствия с предыдущими разделами вычислим еще неко­
торые скалярные произведения. 

Лемма 4.2. Для скалярных произведений векторов Х{ имеют место формулы (2.3), 
(2.5) 

(Xi, Х{) = 2{Tihf) hr, (TjXi,Xr) = -{TiTjhf) (Trhr), i ф j , 

в которых hf = £i£o,±-

Доказательство. Рассмотрим дифференциал 

dü± = Агф(щ Q) Аг<ф{и, <T{Q)) diï0-

Он является мероморфным дифференциалом на Г и имеет только простые полюсы в точ­
ках <2i , . . . ,Qn> а также в Р^ и Pf, что можно показать, повторив рассуждения предыдущей 
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Определим функции ßfj{u) и ßjjiu) равенствами 

Р; T.hf Trh-< рч T,h, 

Лемма 4.3. Функции ßfj{u) и ßlj{u) удовлетворяют следующим соотношениям: 

ßij = ~~ßji> ßij ~ ßji' 

Доказательство* Выше нами были доказаны формулы (2.3)-(2.5) для векторов Xi и 
функций hf. Это позволяет использовать результаты разд. 2, в котором требуемые соотно­
шения уже были доказаны. Тем не менее покажем, что они могут быть получены и непосред­
ственно в рамках алгебро-геометрической конструкции. 

Единственными полюсами дифференциала 

dü\f = А(<3) Атф(щ Q) А{ф(щ a(Q)) dQ0 

являются простые полюсы в точках Pf и Pf '. Равенство нулю суммы вычетов в этих точках 
влечет первое равенство леммы. Для доказательства второго равенства следует рассмотреть 
вычеты дифференциала 

dü\f = X(Q) А5ф(и, Q) А{ф(щ a(Q)) dQ0 

в двух его полюсах Рр и Pp. 

В заключение покажем, что функции 

1 
Ъг№) = —Г-А1ф{и,Я). 

удовлетворяют уравнениям, калибровочно эквивалентным уравнениям (3.15) и (3.16) со спек­
тральным параметром. Заметим, что вектор-функции Ф̂  однозначно определяются следую­
щими аналитическими свойствами: 

(1) Фг(гг, Q) как функция переменной Q мероморфна на Г вне отмеченных точек Рр при 
любом и и дивизор ее полюсов не превосходит £>; 

( 2 + ) в окрестности точки Рр функция Фг(гб, Q) имеет вид 
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леммы. Следовательно, сумма вычетов дифференциала в точках Q i , . . . , Qny которая сов­
падает с левой частью (2.3), равна сумме вычетов в Рр и Pf, взятой с обратным знаком. 
Имеем 

ReSp+ dQ± = R e s p - dÜ± = (Tihf)(-hr), 
i i 

откуда и получаем (2.3). 
Равенство (2.5) получается абсолютно аналогично. Для этого достаточно рассмотреть диф­

ференциал 

dü\f = Tj А{ф(и, Q) А{ф(и, a(Q)) d£î0. 
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где 

Доказательство теоремы стандартно. Разность левой и правой частей первого равен­
ства удовлетворяет первым двум условиям, определяющим функцию ф(щ Q ) , и обращается 
в нуль в точках нормировки, из чего следует, что она равна нулю тождественно. Аналогич­
но разность левой и правой частей второго уравнения пропорциональна функции Т{ф(и, Q) 
(коэффициент Vi выбран таким образом, чтобы обращался в нуль старший член разложения 
разности в точке Pf), а ее значения в точках нормировки показывают, что коэффициент про­
порциональности равен нулю. 

Коэффициенты 7 у , определенные в теореме, связаны с функциями ß^ калибровочным пре­
образованием 
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(2~) в окрестности точки PJ функция Фг(«, Q) имеет вид 

(3) Фг удовлетворяет нормировочным условиям 

* i ( t i , J R a ) = 0, а = 1 , . . . , / . 

Теорема 4.2. Функции Ъi{u, Q) удовлетворяют равенствам 

Д,Ф<(и, Q) = (Г^Ы)Ф^и, Q), î ^ i, 
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