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МНОГОФАЗНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
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С. Ю. Доброхотов, И. М. Кричевер 

Уравнение Бенджамина — Оно [1] 

щ + 2иих + Р . V. ± j j ^ ^ l dy = 0, (0.1) 

возникающее в ряде задач математической физики, является не­
локальным аналогом уравнения Кортевега — де Фриза. В част­
ности, как показано в [2—3], оно описывает распространение 
волновых пакетов в пограничном слое. Именно указанные работы 
и обсуждения с О. С. Рыжовым стимулировали нас к проведению 
излагаемых ниже исследований. 

К уравнению (0.1) применима общая идеология метода обрат­
ной задачи, т. е. оно представимо в виде условия совместности 
переопределенной системы вспомогательных линейных задач [4, 5]. 
Как следствие, прямая и обратная задачи рассеяния для вспомо­
гательной линейной системы позволяют решить задачу Копти с 
быстроубывающими начальными данными. В рамках такого 
подхода естественно выделяются точные «многосолитонные реше­
ния», являющиеся рациональными функциями своих аргументов 
(этим вопросам посвящена обширная литература; не претендуя 
на полноту, укажем на работы [6—8], где можно найти и более 
подробную библиографию). 

Одной из основных целей настоящей работы является получе­
ние широкого класса квазипериодических решений уравнения (0.1) 
с помощью идей и методов теории конечнозонного интегрирования. 

Здесь следует сделать некоторые замечания. Общая схема ко­
нечнозонного интегрирования позволяет строить периодические 
и квазипериодические решения нелинейных уравнений, допускаю­
щих различные типы коммутационного представления. Соответ­
ствующие решения в общем случае выражаются через тэта-функ­
ции вспомогательных римановых поверхностей конечного рода 
(алгебраических кривых). В качестве предельных случаев, отве­
чающих вырождениям алгебраических кривых до рациональной 
кривой с особенностями, конечнозонная конструкция дает весьма 
простой и эффективный способ построения многосолитонных и 
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рациональных решений исходных нелинейных уравнений (см. [9, 
10]). Изложение конструкции таких предельных решений может 
быть сделано в замкнутой форме, использующей лишь простейшие 
элементы линейной алгебры. Подобное изложение конструкции 
интегрируемых потенциалов нестационарного оператора Шре-
дингера 

(idt + д% + и (х, t)) г|) (х, t, к) = 0 (0.2) 

и решений ряда связанных с ним нелинейных уравнений было 
приведено в работе [10]. Последняя работа особенно существенна 
для наших целей, поскольку, как видно в дальнейшем, при спе­
циальном выборе параметров интегрируемые потенциалы (0.2) 
приводят к решениям уравнения Бенджамина — Оно. Получаю­
щиеся решения с точки зрения общей алгебро-геометрической 
схемы полностью аналогичны многосолитонным решениям нели­
нейного уравнения Шредингера и ряда других нелинейных урав­
нений (т. е. они отвечают рациональным кривым с двойными осо­
быми точками). Однако специфика уравнения (0.1) такова, что они 
оказываются квазипериодическими. Поэтому мы избегаем в даль­
нейшем называть их многосолитонными, предпочитая термин 
«многофазные решения». 

Эти решения имеют вид 
и = щ (Kx + Wt + Q>\ / х , . . ., IN), (0.3) 

где и0 (z1? . . ., zn | / ) — 2я-периодическая функция по каждому 
из аргументов z^ зависящая, как от параметров, от набора пара­
метров {/}<}, векторы К (I) и W (I) также зависят от параметра 7^, 
вектор Ф — произволен. 

Решения вида (0.3) были получены с помощью аналога метода 
Хироты в [8]. Здесь для их получения, как уже отмечалось, при­
менены другие рассуждения, которые существенно используются 
затем в процедуре осреднения. В частности, мы применяем отлич­
ный от [8] способ параметризации. 

К уравнениям, имеющим достаточно большой запас решений 
вида (0.3), применим метод усреднения Уизема (нелинейный ВКБ-
метод) (см. [11 —13]), позволяющий строить асимптотические ре­
шения вида 

и (х, t) = и0 (егЧ (X, Т) + Ф (X, Т) | I (X, Т)) +щ + . . ., 
(0.4) 

где теперь параметры / и Ф становятся функциями «медленных» 
переменных X = ех, Т = st. Если вектор S (X, Т) удовлетворяет 
соотношениям 

dxS = K(I (X, Т)); dTS = W{I (X, Т)), (0.5) 

то и (х, t) удовлетворяет исходному нелинейному уравнению с точ­
ностью до О (г) [11 — 13]. 

Уравнениями Уизема называются уравнения, описывающие 
зависимость 1^ (X, Т) от медленных переменных. Во втором па-
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раграфе настоящей работы уравнения Уизема на параметры мно­
гофазных решений уравнения Бенджамина — Оно будут полу­
чены, следуя схеме работы [14]. Они являются необходимыми ус­
ловиями существования асимптотического решения вида (0.4) 
с равномерно (по х, t) ограниченным первым членом их (х, t). 

Замечательным образом оказывается, что в исходных пара­
метрах конструкции эти уравнения распадаются и имеют вид урав­
нений Римана — Хопфа 

dTh = дх11 (0.6) 

Следовательно, решения уравнений Уизема определяются как 
неявные функции из соотношений 

I, (X, Т) = h (X + /К.Г), (0.7) 
где функции /к (х) равны начальным данным для задачи Коши: 
h (X) = h (X, о). 

§ 1. Конструкция многофазных решений уравнения Бенджа­
мина — Оно. Уравнение Бенджамина — Оно эквивалентно ус­
ловию совместимости системы линейных уравнений 

(idt + dl - 2UjiX) fy = 0, / = 1, 2, (1.1) 

при условии, что иг (х, t) и U2 (х, t) по переменной х аналитиче­
ски продолжимы в верхнюю и нижнюю полуплоскости соответ­
ственно [4, 5]. Действительно, из (1.1) вытекает, что 

iu=U1-U2 + c (t), (1.2) 
щ + 2иих + (Ult хх + U2, хх) = 0. (1.3) 

Поскольку U1 и U2 аналитически продолжаются в верхнюю и 
нижнюю полуплоскости, то из (1.2) следует, что соответствующая 
кусочно-аналитическая функция выражается через и (х, t) с по­
мощью интеграла типа Коши. По формулам Племеля — Сохоцкого 

(1.4) 
Подстановка (1.4) в (1.3) приводит к (0.1). 

Используя указанное представление Бенджамина — Оно, мы 
докажем следующее основное утверждение этого параграфа. 
Зафиксируем наборы чисел аь Ъь ci (i = 1, . . ., п) и определим 
матрицу 

М- =С е * ( а ^ Ь т > * - * < а т - ь т ) ' 8 . * . И 5) 
m jm — с т и ujm и п • \х'^/ 

j m 
ТЕОРЕМА 1.1. Пусть С, а т , Ът — вещественные числа такие, 

что 
С < % < & ! < а2 < Ъ2 < . . . < ап < Ьп, (1.6) 
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и пусть 
(6 . -С) П . (а . -а , ) ( 6 , - 6 j) 

\с-\2 = - зфг - - — . ( 1 7 ) 
1 И ( а г С ) П . ( & г а . ) ( а . - 6 . ) 

Тогда формула 
u(x,t) = C + %m(am — Ъш) — 2Im3x lndetM(x,*) (1.8) 

задает вещественное неособое квазипериодическое решение уравне­
ния Бенджамина — Оно. 

З а м е ч а н и е . Решения (1.8) имеют вид 
и = и0 (Kx + Wt + Q>\ аь Ъь С), (1.9) 

где гс-периодическая функция и0, векторы К, W определяются 
данными аь Ъь С, а компоненты вектора Ф равны 

Фг = arg Ci. (1.10) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию г^ (х, £, к) 
вида 

*' = ( 1 + Я , = 1 ^ г ) в ' м ' ' (1-"> 
удовлетворяющую условиям 

ст r e s ^ ^ = ^ (х, t, Ът). (1.12) 

Линейные условия (1.12) эквивалентны неоднородной системе 
линейных уравнений на величины гт 

2 w MJm (x, t) rm (x, 0 = 1. (1.13) 

ЛЕММА 1.1. Матрица М невырождена при Im x ;> 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что М (х0, t0) вырож­

дена для некоторых вещественных х0, t0. Это означает, что суще­
ствует функция if 0 вида 

oj)0 (ft) - V П Гт
 Qi^-iK40j (1.14) 

удовлетворяющая соотношениям (1.12). Рассмотрим дифференциал 

г = 1 г 

Этот дифференциал мероморфен по к и имеет нулевой вычет в бес­
конечности 

resoo dQ = 0. 
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В то же самое время из (1.12) и (1.6), (1.7) следует, что 
r e s^a <Ш + resi^b (Ш = 

т ' т 

=1**1 -п|(вт-»€) ( 1 - - ^ ^ j > 0 ' (1Л6) 

где 
И.т = тт exp (iamx0 — idwtol' 

Следовательно, сумма всех вычетов dQ положительна, что невоз­
можно. Это противоречие доказывает невырожденность М (х, t) 
для вещественных х, t. 

Рассмотрим функцию 

Uг = i S* = 1 (am — К) — дх In det M(x,t). (1.17) 

Из определения М следует, что 
иг(х, 0 = O ( e - « i ^ ) , a = min (Ът - ап). (1.18) 

т 

Если все разности ат — Ът имеют вид 

(am — bm)=-jr-sm, sm — целые, (1.19) 

то матрица М (х, t) является периодической функцией переменной х. 
Число нулей функции det И в области: Im х ^> О, 0 < Re х ^ Т 
равно 

Это число не меняется, если непрерывно менять параметры a-, bir 
сохраняя соотношения (1.19). При \ ах — а7- | —> сю легко видеть, 
что N = 0. Следовательно, утверждение леммы доказано для всюду 
плотного подмножества параметров, отвечающего периодическим 
матрицам М. Функция Ux аналитически зависит от параметров. 
Следовательно, она регулярна для 1 т д ; > 0 в общем случае. 
Лемма доказана. 

Как известно, функция ^ (х, t, к) удовлетворяет уравнению 

(idt + dl - 2Ult x (x, t)) tfc (x, t, к) = 0, (1.20) 

где U1 = (2}mrm{x, t) совпадает с (1.17) (см. подробнее [11]). 
Более того, как следует из (1.5), имеют место оценки (1.18) и (1.21) 

<фх = eiKx-i№ ( 1 + 0 (e- a I m *)) . (1.21) 

Рассмотрим теперь функцию ty2 (x, t, к) вида 

1>2 = (1 + У . ' _ . ' е*«-**« (1.22) 
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нормированную условиями 
Cj гезк=ь^2 .= ^а (х, t, aj), (1.23) 

где Cj произвольный набор констант. Тогда полностью аналогично 
предыдущему получаем, что 

(idt + д% - 2С72,х (*, t)) Ц2 (х, t, к) = О, (1.24) 

U2 - i S l = i (bm — a>m) — дх In det M (x, t), (1.25) 
где матричные элементы М 

ffijm = CmSjm e x P [* (bm — am) X — l (Ь^ — d%) t] __ b . 
j m 

(1.26) 
При этом U2 (x, t) и я|)2 (x, t, к) аналитичны по переменной в нижней 
полуплоскости Im x <^ 0. Кроме того, 

U2 (х\ t) = О (еа1*«), (1.27) 
я|)2 = e

to-*fe2' (1 + 0 (eaIm*)). (1.28) 
Введем функцию 

„ п (к—Ь.) 
М / , ) = _ ( & _ С ) П ^ _ | ^ _ _ 1 . (1.29) 
ЛЕММА 1.2. Е'слгг константы q u С£ связаны соотношением 

Ъ. — с П , (а. —а.) (6.-6.) 

.mo функции tyx (х, t, к) и \р2 (#, £, &) удовлетворяют соотногаению 
Wx\pi + м (х, t)^ — X (к) гр2 (ж, £, fc) = 0, (1.31) 

M = SLl(r* — ?г) + С— ЗГ^! (аг 6») = 
= C — %^(ai — bi) + i{U2{x,t) — U1(;x,t)). (1.32) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения X (к) и соотношений 
(1.30) непосредственно следует, что функция X {к)^2 (#, £, fc) удов­
летворяет соотношениям (1.12). Обозначим через я|) (х, t, к) функ­
цию, заданную левой частью (1.31). Из (1.32) вытекает, что она 
имеет вид 

~ %~Лп rAx,t) 
гр (я, *, Л) - в***-**4 > в j ^ _ f l . (1.33) 

Поскольку она удовлетворяет соотношениям (1.12), то гт должны 
быть решениями однородной системы уравнений 
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Матрица М невырождена. Значит, все гт равны нулю и лемма 
доказана. 

ЛЕММА 1.3. Предположим, что £у, заданные формулой (1.30), 
таковы, что 

£г = -сь (1.34) 
тогда 

U, (*, t) = U2 (х, t). (1.35) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем функции 
*Ф1 = ф2 (*, t, А), 1|)2 = % (Ж, О ) . (1.36) 

Функция я̂ ! (a:, £, &)if>i (#, ty к) является рациональной функцией 
С полюсами в точках ат, Ът. Из определяющих соотношений (1.12) 
и (1.23) и условия (1.34), следует, что при каждом т сумма вы­
четов этой функции в точках ат и Ъш равна нулю. Следовательно, 
равен нулю и вычет в бесконечности 

0 - resoc яМ^ = 2 m rm (х, t) + fm (х, t) = i (U2 (x, t) — Ux (z, t)). 
(1.37) 

Лемма, а вместе с ней и теорема, доказаны. 
Из утверждения леммы 1.3 вытекает, что функции î i и ty2 

удовлетворяют сопряженным к (1.1) уравнениям 
(~idt +dl- 2UJtXyti = 0, (1.38) 
—idxty2 + utyz = A%. 

В заключение параграфа отметим, что функции tyj и ij)j (/ = 
= 1, 2) имеют вид 

уj = Rj (Kx + Wt + Q>, /с)ег'**-^, (1.39) 
% = R] {Kx + Wt + Ф, k)e~ilix+ili4, 

где функции Rj (zi4 . . ., zni &), Rj (z k) — периодиче­
ские функции аргументов z$. 

§ 2. Усреднение и уравнения Уизема. Займемся построением 
асимптотических решений вида (0.4) и. выводом уравнений, свя­
зывающих фазы St (X, Т), . . ., Sn (X1 T) и медленно изменяю­
щиеся параметры. 

Сначала покажем, что при условии выполнения соотношений 
(0.5) функция и = щ (S (X, Т)1г + Ф (X, Г), / (X, Т)) удовлет­
воряет уравнению (0.1) с точностью до О (е). Нам удобно пере­
писать интегро-дифференциальный оператор в (0.1) в виде псевдо­
дифференциального оператора. Несложные вычисления (см. [6—8]) 
дают 

v'Y-T^JT^Ay=L[~i-h)Ut L(p) = ~nip\p\-
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Таким образом, в переменных X = гх и Т — et уравнение (0.1) 
можно записать в виде: 

ди , г» дм 
8 ' дТ 2ги-^- + ь[-1г^Г)и = 0. (2.1) 

Подставим в (2.1) функцию и и для вычисления разложе­
ния L[—is -ту)й, воспользуемся приемом [15]. Именно, запи-

дХ; 
шем й в виде и = e^iS^/eu0 (z + Ф, /) |z==(h

 й = — id/dz, z = 
= (z4, . . ., zn), z/ E5 [0, 2я]. Используя формулы коммутации 
псевдо дифференциального оператора с экспонентой [16], получим 

+^(та)-5И»»<-!-ф.'>и,+°м- <2-2> 
Таким образом, если мы сохраним после подстановки в уравне­
ние (2.1) слагаемые нулевого порядка по 8, то получим выражение 

Q=(ST"i-)tt+2S(s'-^-)tt + L(-iS*'-ir)a 
=S/s 

ST, х-д/dz = S^r, xdldz^ + . . . + SUT, xd/dzn. Покажем, что Q = 0, 
если и имеет вид (1.9), а 5 и / связаны соотношениями (0.5). Дейст­
вительно, перейдем от координат z = (zu . . ., zn) к координатам 
t, х, уи . . ., г/п-2 по формулам z = Кх + Wt + С /^ + . . . 
• • • + ип-2Уп-2ч векторы К, W, Uj линейно независимы с учетом 
(0.5) получим 

ди 0 ди т ( . д (2.3) 

где и = щ (Кх + Wt + Ф', 7), Ф' = UtVi + . . . + Un-2yn-2 + 
+ Ф (X, Т), 1 = 1 (X, Г). Поскольку по переменным X, Г, г/ь . . , 
. . ., z/n-2 в выражении (2.3) дифференцирование отсутствует, 
а функция uQ (Кх + Wt + Ф', 7) удовлетворяет уравнению Бенд­
жамина — Оно при любых Ф' и К, W л I связанных (0.5), то 
и невязка, полученная при подстановке и в (2.1), равна О (&). 
Используя формулу (2.2), легко получим эту невязку F — 
= гдй/дТ + 2гйдй/дХ + L (—Ш1дХ)а; 

F = гР + О (г2), (2.4) 

F = ди0 
дТ ^ # + т ( - и с -тг )# + 

. 1 д2ь ( .„ д \ d2s 
+ —~J^[—lK--^-)-dX*' 

ди0 \ 
dz J z=S/e 

Дадим вывод соотношений, дополняющих (0.5) до замкнутой 
системы уравнений. Такие соотношения получаются при рассмот-
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рении уравнений для поправки к главному члену асимптотики и. 
Процедуры вычисления поправок существенно различаются в од­
но- и многофазовых ситуациях. В первом случае она достаточно 
хорошо разработана (см., например, [11]), и имеется алгоритм 
теории возмущений, дающий асимптотическое решение в виде 
ряда по степеням г: и = и0 (S/e + Ф, 1{х, t)) + гщ (S/&, х, t) + 
+ е2&2 (S/e, х, t)+. . . Каждый член ряда имеет одинаковую 
«однофазную» структуру. В 2-х и более фазовых случаях такое 
представление асимптотического решения не справедливо, что 
обусловлено резонансами — появлением множества точек (Хр , Tv)^ 
где меняется размерность коядра оператора, который приходит­
ся обращать, если предполагать, что поправки к и имеют ту 
же «тг-фазовую» структуру (см. (2.5')). Появление резонансных 
точек, заполняющих всюду плотно прямую R z при каждом фик­
сированном Т, существенно изменяет и усложняет теорию воз­
мущений. Имеющиеся здесь результаты касаются лишь двух­
фазового случая для уравнения Кортевега — де Фриза [17]. 
Уже в этом случае даже построение первой поправки оказывается 
весьма нетривиальной задачей, требующей, в частности, рассмот­
рения, вообще говоря, нелинейного уравнения для ее определе­
ния. 

Мы не будем заниматься здесь теорией возмущений и лишь 
покажем, каким образом можно получить необходимые условия 
малости поправки к гг, исходя из предположения, что для малос­
ти этой поправки во всяком случае необходима малость решения 
ui линеаризованного на фоне и (неоднородного) уравнения (0.1) — 
уравнение 

e - | j r + 2е -jj^ (ййг) + L(-iE-^)u1 = —eF(S/e, X, T)r (2.5) 

Сопоставим линейному оператору в левой части (2.5) семейство 
операторов X на торе Tn = (zu . . ., zn \ zj ЕЕ [0, 2я]), зависящих 
от X, Т как от параметров, и получающихся из (2.5) в резуль­
тате замены гд/dt ->- St • d/dz = W • d/dz и гд/дх ->- Sx• д/dz = К- d/dzy 

£=Ж-?Г + 2К^Г((й(г+Ф,Х,Т)).)+ь(—1К-?Г). (2.5') 

Предположим, что гладкая функция w (z, X, Г), 2л-периоди-
ческая по каждому из аргументов zu z2, . . ., zn, принадлежит 
коядру оператора X при каждом (X, Т) Ez й , т. е. 

- 2+и, ^ (W • - £ - + 2и0 (z + Ф,Х,Т) К ~ + 

+ ь{-1К.-1г)У = о. 
Относительно функций Sj (X, Т) сделаем предположение, обоб­
щающее при п ^> 2 известное в теории усреднения «условие А» 
<см., например, [18, с. 175]). Именно, будем считать, что при X, f G 
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Q отличен от нуля вронскиан 
Кг К2 ЛГ 

Д(Х,Г) = к 
S(n-1) 

< • 

X-(n-l) n 2 

•• К'п ¥=0, Zf = 7 _ 

дХ1 

(2.6) 
ЛЕММА 2.1. Пусть для решения ui (л;, £, e) уравнения (2.5) 

справедлива оценка Ui = о (1) тг/ш 8 - ^ 0 . Тогда при (X, Г ) £ Й 
выполнено условие ортогональности 

\ w{z,X,T)F(z,X,T)dz^0. (2.7) 

Пусть при всех X, Т ЕЕ Q существует и гладко зависит от X 
среднее по переменной х: 

<м?#> = lim 4т- С w (Кх> х> т ) F (Кх> х> т) d*-
L—>oo ^^ *J — L 

Тогда условие (2.7) эквивалентно равенству 
(wF} = 0. (2.8) 

Для доказательства этой леммы и для дальнейшего нам пона­
добится следующее полезное вспомогательное утверждение. 

ЛЕММА 2.2. Пусть выполнено условие (2.6) и f (z, X, Т) — 
гладкая функция, 2п~периодическая по каждой из переменных 
zu . . ., z2 и финитная по переменной I G й г = fi f| {i = T}r 
тогда 

j ~ ^ s&,T) 9XjTjdX = 

= - 7 Л ^ Г \ f(z,X,T)AzdX + 0(eVn)m (2.9) 
(ZJt) J _ oo Jm^ (2я) 

Ясли 7г/ж этож среднее 

</>= lim 4 ~ Г / ( # * > * , IT) d. 

— гладкая функция X, то 

(2л)' 
(2.10) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим производные от фаз S*v. 
Обозначим /с-ю производную от S*v через pV7cI v |, | v | — 
= У vi + . . . + Vn. Тогда в силу условия (2.6) равенства 
£00.v = pvie | v | (& = 1, . . ., тг) можно разрешить относитель­
но вектора v/ | v |: 

vj\ v | = л / / ^ У* Amli (X, Т)pv„ (2.11) А (X, Т) - К = 1 
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где Атк (X, Т) состоят из сумм произведений производных S^ 
{к = 1, . . ., п) и, следовательно, ограничены в Q. Из (2.11) не­
медленно получим 

1 = 2£=i vm/| v |2 < С (Q) S L i P5fc. С (Q) = const. 

Поэтому S fe=1 Pvfc > б2, б > О не зависит от v. Таким обра­
зом, при каждом фиксированном Т в каждой точке X по край­
ней мере для одного из I (1 <^ I <^ /г) 

|£«>.v | > б |v |, (2.12) 

где б = б (Q) ^> 0 константа. Поскольку вектор v/| v | лежит 
на единичной сфере, то в дальнейшем без уменьшения общности 
будем считать, что неравенство (2.12) выполнено для данного 
к для всех 1 Е Й Г . ИЗ оценки (2.12) вытекает тогда и тот факт, 
что функция K'V = Sx'V при каждом фиксированном Т может 
иметь не более п нулей. В самом деле, если предположить про­
тивное, то в силу гладкости К (X, T)-v у производной Кх (X, T)-v 
будет не менее (п — 1) нуля, Кхх (X, T)-v — (п — 2) нуля и 
так далее, и у S^-v — (п — I + 1) нуля, что противоречит (2.12). 
Тем самым мы установили, в частности, что множество точек 
в QT, В которых одно из выражений К (X, T)-v обращается в 
нуль — не более чем счетно, если v.^Zn. 

Теперь рассмотрим интеграл \ / (S (X, Г)/е, X, ЛаХ. Раз-
•J — со 

ложим функцию / (z, X, Т) в многомерный ряд Фурье по пере­
менной z: 

f(z,X,T) = 2i -e*-%(X,T). (2.13) 

В силу гладкости / коэффициенты Фурье /v удовлетворяют для 
«всех I , Г £ Й и любого натурального N оценкам 

O v 
дХ' 

< — — л — , QN (И, /) = const. 

В силу этих оценок и неравенства (2.12) и известных оценок для 
интегралов от быстроосциллирующих экспонент [19] получим 
для любого х ^> О 

dX/ v (X,7)e в < - ! — £ - , (2.14) 

где ск — константа, зависящая от Q и /. Представляя теперь 
в левой части (2.9) функцию / в виде ряда (2.12) и используя (2.14), 
немедленно получаем равенство (2.9). 
»*; Для доказательства (2.10) достаточно заметить, что в силу 
счетности множества «резонансных» точек, т. е. точек X ЕЕ Йг, 
где для какого-либо v G Z n Z (X, 2>v = 0, существует всюду 
плотное в Qr множество точек, в которых К (X, T)-v ф 0 для 
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всех v ЕЕ Zn. Для этих точек равенство (2.10) имеет место в силу 
известных утверждений теории усреднения (см., например, [18]). 
Для остальных точек X оно следует из гладкости левой и правой 
частей (2.10). 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2.1. Пусть ф (X, Т) — неко­
торая гладкая финитная в Q функция. Умножим уравнение (2.5) 
на ф (X, Т)-W (S/&, X, Г), проинтегрируем результат по X, Т Е= 
€Е Q и перебросим операторы д/дТ, д/дХ и L (—ied/dX) на фи?. 
Применяя эти операторы к функции фш, учитывая при этом ра­
венства (2.2) и X+w = 0, получим 

Ц R (S/е, Х, Г, 8) йг dX d r = Ц cpwF dX d7\ 

где Л (z, X, Т, г) — гладкая функция, 2я-периодическая по zj. 
Предел при г -> 0 левой части этого равенства в силу нашего 
предположения ui = о (1) равен 0. Предел правой части в силу 
леммы 2.2 равен 

\\A^^{s'x-T)R{"x-T)ib АХАТ. 

Ввиду произвольности ф и гладкости выражения в квадратных 
скобках, это выражение равно нулю. Равенство (2.8) есть следст­
вие второго утверждения леммы 2.2. 

Рассмотрим теперь функцию i|)ii|x2. Очевидно, при веществен­
ных х, t она имеет следующую структуру: 

ад* (х, t,K) = w (Кх + Wt + ф' , К, / ) , 
где w (z, К, I) 2я-периодична по каждому из zu . . ., zn, I — 
параметры решения (0.3). 

ЛЕММА 2.3. Функция w (z, К, I (X, Т)) принадлежит коядру 
оператора X, если выполнены соотношения (0.5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р (z) — гладкая функция на 
торе Тп = [0, 2я]п. Рассмотрим выражение 

л г»2Я 

£ ( Р ) = — ^ т » \ (2+">)p(z)dz. 
(2я) Jo 

Перебросим в нем оператор Х+ на функцию р (z) и запишем опе­
ратор X в координатах х, t, уг, . . ., г/п_2 (см. (2.3)), при этом опе­
ратор L (—idldx) запишем с помощью формул Lp = pi, хх + Р2, хх, 
ip = pi — р2 (см. (1.2)), где pi (x, t, I) и р2 (х, t, I) по перемен­
ной х аналитически продолжаются в верхнюю и нижнюю плос­
кости соответственно. Непосредственно из уравнений (1.1) и (1.37) 
следует 

wXp = ifi (pt + 2и0рх + 2и0хр + phxx + р2, хх) ^2 = 

= -JT №ipy$)—1-Цг(и (*м£—ад4)) + 
+ ~дГ ((Pix + Р2х) iM£) + 2iPix№i —2iP2x№U 
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Средние по z от выражений, содержащих d/dt, д/дх, очевидно* 
равны нулю. Вычислим среднее по х т последних двух слагае­
мых: 2i O^iaAJ^i) — 2i О^хФгФг). Смещая контуры интегри­
рования в комплексную плоскость: в верхнюю полуплоскость 
для первого из этих выражений и в нижнюю — для второго, по­
лучим, что они равны нулю, поскольку подынтегральные выраже­
ния экспоненциально малы. Следовательно, в силу леммы 2.2 
& (р) = 0 для любой р. Отсюда и из гладкости функции 56+ш 
вытекает утверждение леммы. 

З а м е ч а н и е . Леммы 2.1—2.3, таким образом, утверждают, 
что с уравнением (2.5) мы можем обращаться так, как будто его 
решение представимо в «тг-фазовом» виде, т. е. в виде ui — 
= гт (£7е, X, Т). Как уже отмечалось, такое представление функ­
ции и справедливо лишь в однофазовом случае (см. [10, 17]). 

ТЕОРЕМА 2.1. Система уравнений (2.4) и (0.5) эквивалентна 
уравнениям 

дТаг = — дхаЬ dTbi = — ЪЪ дтС = — дхС2. (27Г5) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть задана произвольная дефор­

мация параметров многофазных решений уравнения Бенджа­
мина — Оно a.i (т), bt (т), С (т), тогда соответствующие решения 
и (х, t, т) и функции г|)ь tyt становятся функциями параметра т. 

Усеченной производной dxii и будет называться функция, 
полученная дифференцированием соответствующих формул вида 
(0.3), в которых векторы К и W считаются постоянными. По этому 
определению 

дхи = дхи + УП (хдхК + tdJVi) -1^- . (2.16) 

ЛЕММА 2.4. Имеют место соотношения 
<^дхи^> = дхК - 1дхК <гМ^>, (2.17) 

< * 1 ^ ^ > = 0- (2-18) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть % (х, £, k | т^, грг (х, t, k\ т)— 
функции Бейкера — Ахиезера и сопряженные функции, отвечаю­
щие разным значениям параметра т. Тогда из уравнений (1.1) 
и (1.3) имеем 

1дх ( ф ^ ) + ^i (ц (х, t | т*) — и (х, t | т))ф2 = 
= (X (к | Tl) - Я {к | T ) ) IMV (2.19) 

Дифференцируя (2.19) по тА и полагая %i = т, получим 
i (дхК)(^+

2) + (ф^гм-фа) = дхХ (г|?2г|£) + <?. (2.20) 

Здесь остаточный член (? имеет вид 
Q = %s (ae* + Ре* + 7s) dxwa (Kx + Wt + Ф), (2.21) 
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где as, ps, ys — константы, функции ws (zu . . ., zn) — периоди­
ческие функции аргументов z-%. 

Векторы К и W определяют прямолинейные обмотки на торе 
Тп. Обозначим через Ti (Ф) замыкание обмотки Кх + Wt + Ф. 
Оно является некоторым подтором в Тп. Для любой функции 
вида w (Кх + Wt + Ф) среднее по подтору Ти обозначаемое 
в дальнейшем через (JV)T^ Оно совпадает со средним по х, tf 
т. е. 0 > г ! = <^>-

Усредним равенство (2.20) по 7\ (Ф) (отметим, что среднее 
по х, t брать нельзя, так как часть членов в (2.21) линейно за­
висит от х, t). Из (2.21) следует, что среднее от <<?>г! = 0. Для 
получения (2.17) из усредненного по Ti равенства (2.20) осталось 
заметить, что 

<гМ?> = Ш>2> = 1. (2.22) 
Последние равенства получаются после смещения контура интег­
рирования по л; в комплексную область. Равенства (2.18) следуют 
из (2.17), если рассмотреть вариацию и по ф; при постоянных 
щ, Ъи С. Так как X и К не зависят от срь то правая часть (2.17) 
«будет в том случае равна нулю. 

ЛЕММА 2.5. Имеет место соотношение 
2 < ^ (дх (Uu х + U2, х) + идхи)^Ъ - 2кдхХ + idxW <i|)^2>. 

(2.23) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из уравнений (1.1) и (1.37) имеем 
Mt 0М>2) + дх (W& —.г|5х<) = 2 (fitfx, xxMt) + 2i (uxx№th 

(2.24) 
где dUt = Ui (x, t, T^ — Ui (x, t, т) (в дальнейшем мы будем 
использовать аналогичные обозначения SA,, &и для приращений 
соответствующих функций). 

Кроме того, из тех же уравнений следует равенство 
U (№*)х + б^^1^2х — X (ty2tytx + ^ i x t l ) — ^ (Wtx) = 0. (2.25) 

Используя (2.16) и уравнение i\p2x = —и\\)2 + Ал|?1, получим из 
(2.25) следующее равенство 

(2ШЬ х + 28ии) %-фа — 2&u'k'ty1$$ — 2i8X (xp2\ptx) = 
= idt (Wt) — a CM?2 + №i)x — №{№$)x — 2& (Wtx + fe^i). 

(2.26) 
Дифференцируя это равенство по т4 и полагая затем rt = т, 
получим равенство, которое после усреднения примет вид 

<\h (2dxUlt x + 2идхи) i|£> — 21 <dxiiWt> — 

— 2idx X <г|у|&> = idxW <^2
+> (2.27) 

(несложно убедиться, смещая контуры интегрирования по х в 
комплексную область, что вклады в средние от всех слагаемых 
правой части (2.26), кроме первого, равны нулю). 
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Преобразуем теперь предпоследнее слагаемое левой части 
равенства (2.27) 

-2Х <ЗхИ1М>1> = 2iX ($± {дхи, - дхи2)^Ъ — 2iXA = 
= — 2iX (d%U2ty$iy — 2iXA = 2i% {dxTJ2 (Ф2Ф2 — iM>i)> — 

—2iXA = —2 <dxU2 Сф±*ф2)х> — 2гЫ = 
== 2 <3t^2,x,*il*2> — 2йЛ, (2.28) 

где Л = dt (С + S (Ь* - a«)). 
При выводе (2.28) были использованы равенства 
<дхи$$Ъ = < № « t > = 0, (2.29) 

которые опять же получаются при выходе в комплексную область 
по х. Подставляя (2.28) в (2.27), получим искомое равенство (2.23) 
(так как <^2^2x> = —ik). 

Из равенств (2.17) и (2.23), в которых надо положить х=Тх 
и т = 1 соответственно, получаем 

< ^ Ы *Й> = 2кдхХ - I (дтК — dxW) « м £ > + 
+ 2Xdx{C + %i(bi — ai)). (2.30) 

Таким образом, уравнения (2.4) и (0.5) приводят к равенству 
дт In X + 2кдх ЫХ+2{С + 2* (bi — ai))x - 0, (2.31) 

которое должно выполняться при всех к. Подставляя в (2.31) 
формулу (1.29), определяющую X (к), получим (после приравни­
вания нулю вычетов в точках а ь &ь С) уравнения (2.6). Приме­
няя затем (2.10), получаем утверждение теоремы. 

З а м е ч а н и я . 1. Для полного описания главного члена 
асимптотического решения и (0.4) следует получить уравнения 
для поправок Ф; (X, Т) к фазам. В однофазовом случае проце­
дура вывода, требующая наряду с рассмотрением уравнения для 
й± = О (е) и уравнения для поправки й2 = О (е2), хорошо разра­
ботана (см. [11, 20]). В многофазовой ситуации вопрос об уравне­
ниях для Ф7- (X, Т) удовлетворительного решения не имеет. 
Это связано, как уже отмечалось, со сложным устройством спект­
ра оператора X (2.5) — размерность его ядра и коядра зависит 
от медленных переменных X, Т (ср. с [21]). 

2. Разумеется, вместо «параметров» af, Ъ^ С можно выбрать 
другие, но уравнения для них будут зацепленными, хотя, воз­
можно, и полезными при анализе конкретных физических задач. 
Например, в однофазовом случае для «параметров» К = К (X, Г) = 
= dSldX, 

м = м (х, т) = J L jj2" й dz, 

D = D(X,T) = -^-^ (u-MfAz. 
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Они имеют вид 
Кг + -^(К(2М~К) + D)=0; Mt+-^ (M2 + D) = 0; 

Dt+2~ (D2/K + (M — K)D)+ 2DdM/dX = 0. 

3. Условие (2.6) может быть ослаблено. Вместо (2.6), напри­
мер, достаточно потребовать, чтобы при некотором N > п мат­
рица || д]Кг/дХ31| (i = 1, . . ., п; j = 1, . . ., N) име̂ ла полный 
ранг в каждой точке ( I , Г) G Й. 

Мы благодарим О. С. Рыжова за обсуждения постановки задачи. 
Институт проблем механики Поступило 
Институт теоретической 12.06.90 
физики им. Ландау 
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