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0. Введение. Классические мультипликативные роды много­
образий обладают, как было показано в [1], замечательным свойст­
вом, которое теперь называется свойством жесткости. Эти роды 
(сигнатура и эйлерова характеристика для ориентируемых много­
образий, Л-род для спинорных многообразий, род Тодда и общий 
Г^-род для унитарных многообразий) совпадают с индексом соот­
ветствующих эллиптических операторов. Если на многообразии 
X действует компактная группа Ли G, то ядро и коядро соответст­
вующего оператора являются конечномерными G-модулями, что 
позволяет естественно определить понятие эквивариантного ро­
да — индекс-характера hG(X): G —> Q. Значение этого характера 
в единице группы совпадает с h (X) -родом многообразия. Свойство 
«жесткости» означает, что если G — связная компактная группа 
Ли, то индекс-характер постоянен на группе. Для Л-рода спинор-
ного многообразия, допускающего нетривиальное действие та­
кой группы, из этого следует, что А (X) = 0 (т. е. Л-род является 
препятствием для существования нетривиальных действий на 
спинорных многообразиях связных компактных групп Ли [1]). 

Доказательство этих утверждений в [1] основывалось на тео­
реме Атьи — Зингера об индексе. В работах [2, 3] автора было 
предложено иное доказательство этих же утверждений, основная 
идея которого заключалась в прямом исследовании глобальных 
аналитических свойств выражений Коннера — Флойда (эти вы­
ражения будут представлены в п. 2). Кроме того, в [3] было 
доказано, что если первый класс Чжэня унитарного многообразия 
делится на целое число /с, сг(Х) = 0 (mod к), то свойством жест­
кости обладает и Л^-род. (Производящий ряд для рода А^, к = 
= 2, 3, 4, . . ., имеет вид кхех/(екх — 1).) В частности, из этого 
следует, что если на таком многообразии существует нетривиаль­
ное действие S1, сохраняющее квазикомплексную структуру, то 
Ак (X) = 0. Позднее этот результат был переоткрыт в [4]. 

Теория эллиптических родов и эллиптических когомологий, 
возникшая в последние годы в работах Виттена, Ошанина, Ланд-
вебера, Стонга и продолжающая привлекать внимание много-
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численных исследователей, была стимулирована гипотезой Вит­
тена [5] о том, что свойством жесткости обладают индекс-харак­
теры «скрученных» операторов Дирака, действующих в сечениях 
расслоений S (x) TR., где S — главное спинорное расслоение, 
а TR — ассоциированные спинорные расслоения, отвечающие 
серии специальных спинорных представлений Д0 = 1, R1 = Т, 
R2 - Л2Г 0 7\ Д 3 = Л3Г 0 (Т (х) Т) 0 7\ . . . Здесь Т — каса­
тельное расслоение. (В качестве основной ссылки по указанному 
вопросу укажем [6].) 

Оказалось, что гипотеза Виттена эквивалентна свойству жест­
кости для эквивариантного эллиптического рода (подробное изло­
жение истории см. в [7]). Эллиптический род — кольцевой гомо­
морфизм 

<р: Щ° - > R 
был определен Ошаниным [8]. Его значение на образующих дается 
производящим рядом 

где R (t) = 1 — 2б£2 + 8t4. Этот ряд является логарифмом фор­
мальной группы Эйлера 

т? i \ -1 / / \ . / \\ и УЯ (v) + v У R (и) /п о\ 
F (и, v) = £гф (ЙГФ (и) + £ф (у)) - \ _m^—— • (0.2) 
Для спинорных многообразий свойство жесткости эллипти­

ческого рода было доказано Ошаниным для случаев полусвобод­
ных действий и действий, сохраняющих квазикомплексную струк­
туру [9]. 

Как было показано Виттеном [10], эллиптический род совпа­
дает с индексом оператора типа Дирака на пространстве петель 
XX, а свойство его жесткости для общих ^-действий на спи­
норных многообразиях вытекает из естественных (но не доказан­
ных в тот момент) свойств суперсимметричной нелинейной сигма-
модели. Программа Виттена доказательства жесткости эллипти­
ческого рода была строго реализована Таубсом [11]. 

Важным следствием подхода Виттена явилось чрезвычайно 
естественное в рамках квантовой теории поля объяснение моду­
лярных свойств «универсального эллиптического рода», которые 
непосредственно были впервые обнаружены в [12, 13]. 

Универсальным эллиптическим родом называется гомоморфизм 

Ф: Q!0_*z[-|-][8,e], (0.3) 

задаваемый формулой (0.1), в которой б, 8 рассматриваются как 
независимые переменные. Как было показано в упомянутых -ра­
ботах, гомоморфизм ф можно рассматривать как гомоморфизм 

<р: Й£°-><? [[?]], q = е2™, 
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образ которого есть модулярные формы уровня 2. При этом б и г 
есть образующие в кольце таких форм, имеющие веса 2 и 4 соот­
ветственно. 

В недавней работе Хирцебруха [14] было предложено даль­
нейшее обобщение эллиптических родов, использующее модуляр­
ные формы уровня N. Доказано, что эти «эллиптические роды 
уровня N» обладают свойством жесткости в случае унитарных 
действий S1 на многообразиях, первый класс Чжэня которых 
делится на N. 

В настоящей работе будет определен «обобщенный эллипти­
ческий род» квазикомплексных многообразий, содержащий в ка­
честве частных и предельных случаев все перечисленные выше 
роды. Важно отметить, что производящий ряд такого рода (см. 
(1.1), (1.4), (1.6)) является простейшей функцией типа Бейкера— 
Ахиезера, играющей ключевую роль в теории нелинейных ин­
тегрируемых уравнений. В частности, именно эта функция была 
использована в [15] при интегрировании эллиптической системы 
Мозера — Калоджеро. Она, как было показано в [15], удовлетво­
ряет функциональному уравнению (1.9), обобщающему класси­
ческие формулы сложения эллиптических функций. 

В п. 2 доказывается, что предложенный род обладает свой­
ством жесткости для унитарных ^-действий на 5С/-многообра~ 
зиях, т. е. квазикомплексных многообразиях, первый класс Чжэ­
ня которых равен нулю. Было бы крайне интересно понять, ин­
дексу какого оператора отвечает этот обобщенный эллиптический 
род. 

1. Обобщенный эллиптический род. В рамках настоящей ра­
боты всюду, где не оговорено противное, мы рассматриваем уни­
тарные категории, т. е. все многообразия предполагаются квази­
комплексными, действия групп на них, пучки предполагаются 
унитарными. 

Рациональный мультипликативный род Хирцебруха, т. е. го­
моморфизм h: U^-*Q, задается рядом xlh (x), h(x) = x + 2>i===2 ^гх%г 
kt ЕЕ Q. Значение такого гомоморфизма на классе бордизмов 
гг-мерного многообразия X равно 

*<*>=<lCw*m>' ' (1Л) 

где хь — образующие By, симметрические полиномы от которых 
есть классы Чжэня касательного расслоения 

ГП=1(1 + * * ) = ! + £ £ , / * (*>• (4-2> 
В работе [16] С. П. Новиковым было доказано, что h (x) сов­

падает с рядом gh1 (х), функционально обратным логарифму 
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формальной группы fh (и, v), являющейся образом формальной 
группы «геометрических» кобордизмов 

/ (и, У) = Г 1 (*(") + £ («>)). g(*)=--Y" -ТТТЖ"+1 

при гомоморфизме /г. 
Пусть Г — произвольная эллиптическая кривая с периода­

ми 2о>х, 2о>2, Im G>2/U>I ^> 0. Определим функцию Ф(х, z) = 
= Ф (#, 2 | сох, (о2) формулой 

0 ( ^ z ) = - £ i i = f L e ^ ) » , (1.4) 
v 7 о (х) о (z) v ' 

где a (z), £ (z) — стандартные функции Вейерштрасса (см. [17]). 
Обозначим через ф = ф (z, /с0 | (ох, о>2) комплекснозначный 

мультипликативный род 
Ф : ^ * - > С , (1.5) 

задаваемый формулой (1.1), где ряд ilh (х) (зависящий от всех 
перечисленных параметров) равен 

Ф (я, z, /с0 | ©!, о2) = Ф (х, z | о)!, со 2)е-^. (1.6) 

Функция Ф (х, z) является, как было уже сказано во введении, 
простейшей функцией Бейкера — Ахиезера (общее определение 
которых было дано в [18]). Она является решением уравнения 
Ламе [19] 

-Йг - 2р (х)) Ф (xr z) = р (z) Ф (x, z). (1.7) 

Как функция переменной z, Ф (z, x) двоякопериодична и имеет 
экспоненциальную особенность в точке z = 0. Из трансляционных 
свойств а-функции Вейерштрасса следует 

Ф (х + 2сог, z) = Ф (ж, z) exp'(2£ (Z)CD, — 2r^z), (1.8) 

I = 1, 2, 3, 0)3 = 0)! + о)2, ri£ = £ (coz). 

Функция Ф (х, z) по переменной х голоморфна всюду кроме то­
чек решетки 2пы1 + 2тсо2, где она имеет простые полюсы, причем 
ее вычет в точке х — 0 равен 1. 

В работе [15] было установлено, что функция Ф (х, z) удов­
летворяет функциональным уравнениям 

Ф (х + y)lV (у) - J) (х)] = Ф' (х)Ф (у) - Ф' (у) Ф (х), (1.9) 

Ф (х)Ф (-х) = V (*) - » (ж). (1.10) 

Отметим, что эти уравнения были предложены в [20] для опреде­
ления представления Лакса для системы Мозера — Калоджеро 
системы частиц с гамильтонианом 

н = -тУ* ^ - 2 Г , H*i-*i)- (1-и) 
37 



Покажем, что из (1.9), (1.10) следует, что функции Oz (х) = 
= Ф (х, щ | (о1, (о2) порождают эллиптические роды Ошанина. 
Действительно, из определения Ф (х, z) следует, что при z = coz 
эти функции, как функции переменной х, нечетны, т. е. Ф/ (х) = 
= — ф ; (—х). Отсюда 

Ф]{х)=Ъ{х)-eL, ег=$(щ). (1.12) 

Значит, 

2Ф; (Х) Ф, (Х) = »' (х) = У И] (Р И - **)• (1.13) 

Соответствующая формальная группа по определению равна 

fi (и, v) = ^ . , * т-тг , Ф, (gt (и)) = — . (1.14) 
v ; Ф/(^(») + ^ И ) т *V6£V " и v ; 

Из (1.13) и (1.14) следует, что 

Ф;Ы"))=^?^, (1-15) 
где коэффициенты полинома RL = 1 — 2 б ^ 2 + s ^ 4 равны 

2S, = 2 ( е , - е 4 ) г ег = Д (е, - е,). (1.16) 

Раскрывая (1.14) с помощью (1.9) и используя при этом (1.15), 
получим, что fi (и, v) совпадает с формальной группой Эйлера 
(0.2). 

Прежде чем разобрать другие частные случаи, отметим, что 
функция Ф (х, z, к0 | Oj, со2), определенная в (1.6), удовлетворяет 
тем же функциональным уравнениям (1.9), (1.10). 

Зафиксируем на Г точку znm порядка N, т. е. 

Znm = - ^ - 0 ) ! + - ^ - 0 ) 2 , ПуШ = 0 , . 1 , . • • • , Л Г — 1. (1-17) 

Если определить 

Km = • fir % fi~ Л2 + I (Znm)r (1.18) 

то функция 

Фптп (^ I I С01? С02) (1.19) 
при сдвигах переменной х преобразуется следующим образом: 

Фпт(х + 2шх) = Ф п т (ж) е^»/лг, (1.20) 

б п г а (х + 2со2) = Ф п т (х) е ^ / л г . (1.21) 

Из явных формул для Ф немедленно следует, что функция 
Фпт. = Фпт (# I o>i, со2) порождает эллиптический род уровня А7", 
введенный в работе [14]. 
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В теории конечнозонного интегрирования хорошо известно, 
что вырождению потенциала 2р (х) в уравнении Ламе до 
2 ch"2 (x + х0) отвечает вырождение эллиптической кривой Г до 
сингулярной рациональной кривой rsmg с одной точкой само­
пересечения. Нормализация С -> r s i n g этой сингулярной кривой 
переводит функцию Ф (х, z) в функцию вида 

Osing(*,fc) = (-k + a)e*x, (1.22) 
где к = z~x — точка комплексной плоскости. Коэффициент а = 
= а (х) однозначно определяется из равенства 

«Deing (*, Ц) = ®sing (*, - Г ) ) , ( 1 . 2 3 ) 

отражающего тот факт, что точки ц и —ц склеиваются при нор­
мализации. 

Таким образом, функция CPSing зависит как от параметра от 
величины TJ, совпадающей с точкой «дискретного спектра» вырож­
денного уравнения Ламе. Окончательно, находя из (1.23) коэф­
фициент а, получаем 

Osiiig (*, к\ц) = (-к + ц cth цх)е*х. (1.24) 

При разных значениях параметров /с, /с0, г) производящей 
функции 

^sing (х, к, к0 \ц) = (—к + ц cth т|ж)е<к-*«>* (1-25) 

получаем все классические роды многообразий: 

Г . к = к0, Та, ъ — род, а = ц — jfc0, 6 = т| + й0, (1.26) 

который при а = 1, Ь = 0 совпадает с родом Тодда, при а = 1, 
Ъ = 1 — с сигнатурой многообразия, при а = 1, Ь = —1 — с эй­
леровой характеристикой. 

дг 2 
2°. .& = т], &0 = — - — т] — Л# — род многообразия, 

(1.27) 
AN=2 — А — род многообразия. 

2. Теорема жесткости. В работе [2] для каждого мультипли­
кативного рода h: U% ->• О определялся его эквивариантный аналог 

hP: U$-+K(BG)®Q, (2.1) 

где Щ — кольцо бордизмов многообразий с действием компакт 
ной группы Ли G. Для любого ^-многообразия X проекция 

р: XG = (X х EG)1G-+BG (2.2) 

на универсальное классифицирующее многообразие задает кор­
ректно определенный класс кобордизмов 

Хо (IX, GI) = Р1 (1) ЕЕ С/* (Яб), (2.3) 

где j9j — гомоморфизм Гизина (прямой образ). 
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По теореме Дольда [21], каждому гомоморфизму h соответст­
вует гомоморфизм функторов 

К: t/* (-)-+K(.)®Q. (2.4) 
Эквивариантный род определяется композицией гомоморфизмов 

hG = Ъо$:и2-+и* (BG) -+ К (BG) ® Q. (2.5) 
Свойство жесткости рода hG на определенном классе многообра­
зий означает, что его значение 

hG ({X, G])^QdK (BG) (x) Q (2.6) 
в случае действий связных компактных групп G принадлежит 
кольцу констант. Из функториальных свойств hG следует, что 
свойство жесткости достаточно доказать для случая G = S1, 
которым мы в дальнейшем и ограничимся. 

Для G — S1 универсальное классифицирующее пространство 
BS1 есть СР°°, а кольцо U* (СР°°) изоморфно 

U* (СР°°) = U* [[и]] 
кольцу формальных рядов от переменной и степени 2 с коэффи­
циентами из С/*. 

Выражения класса %о ([X, S1]) в терминах инвариантов не­
подвижных точек называются выражениями Коннера — Флойда. 
В случае бездействий с изолированными неподвижными точками 
они имеют вид 

аГ(№^])=ДП;= 1 Т^ (2.7) 
(см. [16, 22, 23]; для произвольных действий они были впервые 
получены в работе [24], формулы которой уточняются в [25]). 

VI0 0 \СРп] Здесь [и]j = g г {jg (и)); g(u) = } L J un+1 — /-я степень 
в формальной группе «геометрических» кобордизмов / (и, v) = 
= g'1 (g (и) + S (*>))» Целые числа j s i , i = 1, . . ., n = dimcX, 
определяются из разложения представления S1 в слое касатель­
ного пучка над неподвижной точкой ms в сумму неприводимых 
представлений 2?- ̂  si* 

Равенство (2.7) означает, в частности, что лорановский ряд, 
стоящий в его правой части, содержит лишь правильную часть, 
свободный член которой совпадает с классом бордизмов много­
образия [X]. 

Как было доказано [2], образующая и ЕЕ U2 (СР°°) при гомо­
морфизме Ъ переходит в Ъ (и) = gj^ (In г)), где rj, rf1 — образую­
щие кольца К (СР°°). Введем формальную переменную х = In r\. 
Тогда из (2.7) следует, что эквивариантный род cpsl ([X, S1]), 
соответствующий обобщенному эллиптическому роду ф (1.5), (1.6), 
для многообразия с изолированными неподвижными точками 
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имеет вид 

Ф*' ([X, S1]) = <рх (х) = Д ] Г = 1 Ф (/.i*i * Л I ©!, со2) (2.8) 

(в левой части для краткости опущено явное указание на то, что 
функция фх (х) зависит, как от параметров, от величин z, к0, 
©!,- 0)2). 

По определению эквивариантного рода функция фх (х) ре­
гулярна в точке х = 0. Нашей целью будет доказательство того, 
что для 5 [/-многообразий она является константой. Необходи­
мость ограничения рассмотрением лишь случая S [/-многообра-
зий мы продемонстрируем сначала на примере многообразий с изо­
лированными неподвижными точками, а потом уже перейдем 
к общему случаю. 

Из определения Ф (х, z) следует, что функция ф^ (х) могла 
бы иметь полюсы во всех точках решетки Л = 2пт1 + 2етш2. 
Из (1.8) следует, что 

ух(х + 2щ) = 2 / Л ' ( 2 ' а д П " = 1 Ф ( / ^ К (2-9) 

где 

rs = K=i Uu. Qi = 2(Z (*) Щ - 4iz - *„©,). (2.10) 
Если все величины rs равны между собой, т. е. rs — N, то 

ФЛ (х + 2о>,) = ф* (x).eNQi(z' Ч (2.11) 

Из этого равенства и того, что фх регулярна в точке х = 0, сле­
дует, что она регулярна во всех точках решетки Л. 

Оказывается, что если X является £ [/-многообразием, то г3 
действительно не зависят от s. В работе [2] была доказана 

ЛЕММА 2.1. Пусть представление группы S1 в слое S^-пучка 
£ над X над точкой неподвижного многообразия Fs равно 5J* ^"5 
тогда если сх (£) делится на к, то все суммы rs сравнимы по модулю к: 

2"=1r]si=rs~N(modk). (2.12) 

(Впоследствии это утверждение было передоказано в [14].) 
В случае когда сх (X) = 0, из утверждения леммы следует, что 

суммы rs не зависят от s: rs = N. Число N будет называться типом 
действия группы S1 на X. 

ТЕОРЕМА 2.1. Для любого SU-многообразия X значение эк­
вивариантного рода 

Ух (х) = ф*1 (IX, S1)) ЕЕ ф ([X]) С К (СР~) (g) С (2.13) 

является константой. Если действие S1 на X имеет тип N Ф 0t 
то 

Ух (х) = ф (IX)) = 0. (2.14) 
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З а м е ч а н и е . Для S[/-многообразий зависимость обобщен­
ных эллиптических родов от параметра к0 тривиальна. Действи­
тельно, если сх (X) = О, то для любого ряда h (x) имеем 

iC^e-^lt,^. («5) 
поскольку ^ Л = сх = 0. Таким образом, для S[/-многообразий 
обобщенные эллиптические роды зависят от трех параметров: z, 
о)х, со2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы практически без изменений 
повторяет доказательства работ [1, 2], поэтому мы приведем его 
схематично, отсылая за техническими деталями к упомянутым ра­
ботам. 

Прежде всего приведем выражения Коннера — Флойда для 
общего ^-действия. Пусть Fs — связная компонента множества 
неподвижных точек действия S1 на X. Нормальный пучок vs, как 
и любой комплексный 51-пучок над тривиальным ^-многообра­
зием, представим в виде vs = 2 j V

SJ ® v\>, где ц1 — ;-я тензорная 
степень стандартного представления S1, а действие S1 на пучках 
vsj тривиально. Набор комплексных пучков vs j, из которых лишь 
конечное число отлично от нуля, определяет класс бордизмов, 
принадлежащий группе Rn: 

Р (Fs) e= Rn = S U. (П^ 0 BU (п,)) . (2.16) 

Суммирование ведется по наборам неотрицательных целых чисел 
s, rij таким, что п — s -f- 2^\п^ш Сумма по всем компонентам связ­
ности задает образ класса бордизмов [X, S1] Ez Uf и индуцирует 
гомоморфизм |3: С/# —> i?^, 

P([X,54)=SSP(^). 
Выберем в качестве образующих [/^-модуля U* (СР°°) = 

= U* (ВU (1)) классы бордизмов (СРп) е U2n (СР°°), соответст­
вующие вложению СРп С СР°°. Стандартная мультипликативная 
структура в Н% позволяет выбрать в качестве образующих как 
[/^-модуля мономы 

(СРЪ X . . . X (СР]г
г). (2.17) 

Обозначим через Gn (и) лорановский ряд 
с«("> = Т ( Ъ г П [ С р П ] ' (2Л8) 

где П [СРп] означает в данном случае замену vk на [СРп~К]. Так 
как иК П [СРп] = 0Т к^> п, то 6?п корректно определен и имеет 
вид ' 

Г <i,\ — ап+1 4- ау1 « 
"n W ^ДГ ~* тГ "г • • • 
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П р е д л о ж е н и е ([25], см. также [24]). Композиция хТ и 
вложения U* (CP°°) d U* [[и]] (х) С [и'1] совпадает с компози­
цией *F°P, где гомоморфизм U^-модулей W: Л* —> С/* [[и]] (х) 
(х) С [и'1] определяется формулой 

Y (П1= 1 (СР'О]=П1_х G'm W <2Л9> 
Пусть обобщенный эллиптический род ф задается функцией 

Ф (х) (зависящей от z, k0, сох, co2 как от параметров). Обозначим 
через Фп (х) функцию, полученную из Gn (и) применением к ко­
эффициентам этого ряда гомоморфизма ф и заменой переменной и 
на 1/Ф (х). Тогда из (2.18) и (1.9) следует 

Ф (х) ; + Ф' (х) V 
ф » < * ) = - i аГГа, » - П [СП, (2-20) 

1 — Ф (х) Ф (— х) w 
где 

Ф Ы И ) = 1/У. * = 1/Ф ( ~ £ Ф (v)h (2.21) 
а символ П [СРп] означает замену vK на ф ([СРп~*]). Отсюда сле­
дует, что Фп (х) голоморфна вне точек решетки Л 2/гсох + 2mo)2f 
в которых она имеет полюсы порядка п + 1. Кроме того, функция 
Фп (х) имеет те же трансляционные свойства, что и порождающая 
функция*Ф (х) = Ф0 (а:), т. е. 

Фп (х + 2щ) = Фп (х) eQi(z> Ч (2.22) 
Из (2.19) следует, что для любого ^-многообразия X функция 

фх {х) = ф61 ([X, S1)) имеет вид 

<р* (х) = Д as Д ^ = 1 б / в и (jmsx). (2.23) 

Формула (2.23) обобщает на случай общих ^-действий выражение 
Коннера — Флойда (2.8). 

По определению функция фх (х) регулярна в окрестности х = 
= 0. Из леммы 2.1 и (2.22) следует, что для S[/-многообразий фх 
удовлетворяет соотношению (2.11). Значит, фх (х) регулярна во 
всех точках решетки 2п(ох + 2ягсо2. В принципе функция фх мог­
ла бы иметь полюсы в точках порядка /ms, т. е. в таких точках х% 
что jmsx = 2пых + 2гасо2. Как и в работах [2, 3], для доказатель­
ства отсутствия полюсов у фх в точках порядка п достаточно вос­
пользоваться выражениями для фх через инварианты подмного­
образий, неподвижных относительно действия подгруппы Zn (Z S1 

корней 72-й степени из 1. 
Пусть Fs — связные компоненты множества неподвижных то­

чек действия подгруппы Zn. Тогда [2, теорема 1.1] 

^ > = 1 > ( М Р Ы ' . (2'24) 
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где е ((vs)sO — эйлерова характеристика пучка (vs X ESx)iSx —> 
-» (Fs X ES^/S1 = (Fs)Si над многообразием (Fs)s*, a p s : (/T

s)si —> 
—> СР°° — проекция. Нормальный пучок vs к Fs в X представим 
в виде 

ve = S^iv8J(8)V». (2.25) 
где vS7- — пучки, на которых подгруппа Zn действует тривиально. 
Так как 

^ = П1^7Щ' (2'26) 

где XSj — образующие By пучка vS7-, то из (1.9) следует, что имеет 
место формула следующего вида: 

* ° Л 1 (^таг)= П П И . я » <>*> *• <"*>* <2-27' 
где со — мультииндексы; Н^ (х) — функция, голоморфная вне 
точек решетки 2n(ot + 2ттш2, а ^© (и#) — значение на наборе 
пучков vSj эквивариантного характеристического класса (опре­
деление которых см. в [1 , 2]), отвечающего мультииндексу ш. 
Явный вид этих функций несуществен. Важно лишь следующее. 
Из функториальных свойств эквивариантных характеристических 
классов [2, теорема 1.2] следует, что функция D® (х) есть эквива-
риантный характеристический класс набора ^ -пучков vS7-, где 
новое действие S1 на пучках определяется как действие фактор­
группы S1/Zn я^ S1 (напомним, что действие Zn на vSJ- тривиаль­
но). По определению D& (х) регулярна в точке х = 0. Из ее явного 
вида следует, что Z>w (х) при сдвигах на 2оо/ ведет себя подобно 
(2.11). Следовательно, D& (х) голоморфна во всех точках решетки. 
Из (2.27) вытекает, что фА* (х) не имеет полюсов в точках порядка 
п. Значит, ФА- (х) голоморфна всюду и удовлетворяет соотношению 
(2.11). Тем самым мы получаем, что функция ц>х (х) является кон­
стантой, причем если N Ф 0, то эта константа равна нулю. Теоре­
ма доказана. 

Из хода доказательства теоремы видно, что свойство сх (X) = 0 
использовалось для доказательства трансляционных свойств 
(2.11). Из (1.20), (1.21) следует, что в случае родов ф п т , задавае­
мых рядами Ф п т (х), достаточно равенства сх (X) = 0 (mod TV). 
В этом случае можно полностью повторить весь ход доказательст­
ва теоремы 1 и получить следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 2 [14]. Пусть первый класс Чжэня S1-Mnoeoo6pa-
зия X делится на N. Тогда эквивариантний род, отвечающий про­
изводящей функции Фпт (х), является константой 

^ т ([X, S1]) =з Ф п т ([X]). (2.13) 

Если действие S1 на X имеет тип МФО (mod N), то ф п т ([X ]) = 0Ш 

Институт проблем механики Поступило 
АН СССР 02.10.89 
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