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Введение 

Построение эффективной спектральной теории конечнозонных опера
торов Штурма — Лиувилля, предпринятое в цикле работ С. П. Новикова, 
Б. А. Дубровина, В. Б. Матвеева, А. Р. Итса (обзор которых см. в [1, 2]; 
часть этих результатов несколько позднее была получена в [3, 4]), позволило 
не только построить широкий класс периодических и квазипериодических 
решений уравнения Кортевега — де Фриза. Оно привело к переосмыслению» 
всего подхода к построению спектральной теории произвольных одномерных 
линейных операторов с периодическими коэффициентами. 

Представляющееся ныне самоочевидным утверждение о том, что бло-
ховские функции таких операторов, рассматриваемые для произвольных 
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комплексных значений спектрального параметра Е, являются значениями 
на различных листах римановой поверхности однозначной (на этой поверх
ности) функции, оставалось вне рамок классической спектральной теории 
Флоке. Оказалось, что аналитические свойства блоховских функций на этой 
римановой поверхности являются определяющими при решении обратной 
задачи восстановления коэффициентов операторов по спектральным данным. 
В том случае, когда эта риманова поверхность имеет конечный род, решение 
обратной задачи опирается на аппарат классической алгебраической гео
метрии и теорию тэта-функций. (Обобщение алгебро-геометрического языка 
и тэта-функций на случай гиперэллиптической кривой бесконечного рода, 
отвечающей оператору Штурма — Лиувилля с общим периодическим потен
циалом, было получено в [5].) 

В полной мере значение алгебро-геометрического подхода прояснилось 
в работах [6, 7], в которых была впервые предложена общая конструкция 
периодических решений пространственно-двумерных уравнений, допускаю
щих коммутационное представление — уравнений типа уравнения Кадом
цева — Петвиашвили (КП). В рамках этой конструкции была решена обрат-
лая задача для операторов вида 

(1) ody-L, dt-A, dt = JL, dy = -L, 

где коэффициенты операторов L и А 
п т 

(2) L = 2 Щ(х, у, t)di, A=^vj(x, у, t)d£, дх = ± 
i = 0 ; = 0 

являются скалярными или матричными функциями своих аргументов. Эти 
коэффициенты однозначно определялись данными, характеризующими ана
литические свойства на вспомогательной алгебраической кривой Г (римано
вой поверхности конечного рода) функции ip(#, г/, t, Q), Q £ Г, называемой 
функцией Бейкера — Ахие.зера — Клебша — Гордана. Эти аналитические 
-свойства естественно обобщают аналитические свойства блоховских функций 
одномерных периодических конечнозонных операторов. Их специфика тако
ва, что для любой функции, обладающей ими, всегда существуютоператоры 
L и А вида (2) такие, что 

(3) (аду - т(х, у, t, Q) = 0, (dt - АЩх, у, t, Q) = 0. 
Нелинейные уравнения на z/j и vj 
(4) lady — L, dt — А] = 0<=>Lt — oAy + [L, A] = 0, 

эквивалентные условию совместности переопределенной системы (3) линей
ных задач, и есть уравнения типа КП. 

С точки зрения задачи построения решений нелинейных уравнений 
вполне достаточно было решения обратной задачи для конечнозонных опе
раторов, даже без постановки прямой спектральной задачи. (Обзоры раз
личных этапов развития «конечнозонной теории» можно найти в [1, 8—14].) 
Вместе с тем такой подход оставлял полностью открытым вопрос о роли 
и месте построенных решений в периодической задаче для пространственно-
двумерных уравнений типа КП. 

В одномерном случае уравнений типа Лакса 
(5) Lt + [L% A] = 0 

наличие прямого и обратного спектральных преобразований для операто
ров L с периодическими коэффициентами позволяет в принципе доказать 
(хотя это и не всегда доведено до уровня строгих математических теорем), 
что множество конечнозонных решений плотно среди всех гладких периоди
ческих решений. В двумерном случае ситуация оказывается значительно 
более сложной. 
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Одной из основных целей данной работы является исследование этого 
вопроса на примере периодической задачи для уравнения КП 

Q г О А \ 

(6) —агиуу + дх (щ — тиих + ^-иххх) = 0, а 2 = ± 1 , 

которое имеет представление (4) (найденное в 114, 15]), где 
3 

(7) L = dl — u(x,y,t), А= — dx + -j-udx + w(x, г/, t). 
Ответ принципиально различен для двух вариантов этого уравнения — 
уравнения КП-1 (а2 = —1) и уравнения КП-2 (а2 = 1). 

Как было показано в [17], периодическая задача для уравнения КП-1 
неинтегрируема даже формально. Ниже будет доказано, что эга же задача 
для уравнения КП-2 интегрируема и любое гладкое периодическое решение 
этого уравнения аппроксимируется конечнозонными решениями (локально 
это было доказано в работах автора [18, 19]). 

Это утверждение следует из спектральной теории для оператора 
(8) М = аду — д$ + и(х, у), Re офО, 

с периодическим потенциалом и(х, у), построению которой посвящена первая 
глава работы. 

В неопубликованной работе И. А. Тайманова методами, полностью ана
логичными методам [30], было доказано, что блоховские функции опера
тора М с гладким вещественным периодическим потенциалом, определяемые 
как решения уравнения М^ = 0, собственные для операторов сдвига на 
лерноды по х и у, параметризуются (как и в одномерном случае) точками 
римановой поверхности Г. При этом мультипликаторы ith(Q) и w2(Q) — соб
ственные значения операторов сдвига — являются голоморфными функция
ми на этой поверхности, Q £ Г. Это доказательство основано на теореме 
Келдыша о резольвентах семейства вполне непрерывных операторов, голо
морфно зависящих от параметров. К сожалению, в рамках этого подхода 
не удается получить детальную информацию о структуре Г, что необходимо 
для доказательства основной теоремы аппроксимации. 

Предлагаемый нами поход к построению римановой поверхности блохов
ских функций носит конструктивный характер и более эффективен. В первом 
параграфе работы строятся формальные блоховские решения с помощью 
рядов, аналогичных рядам теории возмущений. В следующем параграфе 
доказывается сходимость этих рядов в различных областях, которые «склеи
ваются» далее в глобальную риманову поверхность. При этом оказывается, 
что вне любой окрестности «бесконечности» эта поверхность имеет конечный 
род. Грубо говоря, именно это обстоятельство и позволяет аппроксимировать 
произвольный потенциал конечнозонными, т. е. такими потенциалами, для 
которых соответствующие римановы поверхности имеют конечный род. 

Спектральной теории конечнозонных операторов посвящен § 3 первой 
главы. Помимо изложения схемы решения для таких операторов обратной 
спектральной задачи, в этом же параграфе приводятся и теоремы о полноте 
блоховских функций. В пятом параграфе доказывается теорема о полноте 
произведений блоховских функций и их сопряженных в пространстве квад
ратично-интегрируемых периодических по х и у функций. Это утверждение 
играет ключевую роль при построении теории возмущений конечнозонных 
решений и0 (х, у, t) уравнения КП-2. В частности, оно позволяет доказать, 
что предъявляемые в § 2 главы 2 решения линеаризованного уравнения КП-2 

( 9 ) X Uyy + дх(щ — | 4>х - 4 " U0*V + T Vxxx) = 0 

образуют при каждом t базис в пространстве квадратично-интегрируемых 
периодических (по х, у) функций. Зная этот базис, несложно выписать 
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асимптотическое решение вида 
оо 

(10) и(х, у, t) = u0(x, у, 0 + 2 в*и>*(яэ у, t) 
2 = 1 

как для самого уравнения КП-2, так и для его возмущений (е — малый пара
метр). Аналогично многофазному нелинейному ВКБ-методу (методу Уизема, 
см. [20, 21]) в пространственно-одномерном случае, требование равномерной 
ограниченности уже первого члена ряда (10) приводит к тому, что пара
метры /х, . . ., IN конечнозонного решения должны зависеть от «медленных» 
переменных X = гх, Y = ег/, Т = et. Уравнения, описывающие медленную 
модуляцию Ik = Ik (X, У, Г), называются уравнениями Уизема. Для про
странственно-двумерных систем они были впервые получены в работе [22]т 
изложение результатов которой дается в заключительных параграфах второй 
главы. Для этих уравнений, представляющих собой систему нелинейных 
уравнений в частных производных на пространстве Тейхмюллера, предла
гается конструкция точных решений. В пространственно-одномерном случае 
эта конструкция дает эффективную формулировку схемы работы [23], в ко
торой было предложено обобщение метода «годографа» для решения «диаго-
нализуемых» гамильтоновых систем гидродинамического типа. (Теория га-
мильтоновых систем гидродинамического типа была построена в работах 
[24, 25].) 

В качестве важного частного случая приложения этих результатов в за
ключительном параграфе второй главы отдельно излагается конструкция 
решений уравнения Хохлова — Заболотской, хорошо известного в теории 
волновых нелинейных пучков 

(И) xa2Mw + MM*~TM U*)= 0 

(подробную библиографию работ, посвященных этому уравнению, можно 
найти в [26]). Отметим, что уравнение (11) является квазиклассическим пре
делом уравнения КП. 

В третьей заключительной главе работы мы вновь возвращаемся к спек
тральной теории двумерных периодических операторов. На этот раз на при
мере двумерного оператора Шредингера 

(12) Н0 = д* + д* + и(х, у). 
Обратная задача для двумерного оператора Шредингера с магнитным 

полем 
(13) Н = (дх - iA1(x. y)f + (ду - iA2(x, y)f + и(х, у), 

основанная на спектральных данных, отвечающих одному уровню энергии 
Е = Е0, была поставлена и рассматривалась в работе [27]. В ней был построен 
класс «конечнозонных на данном уровне энергии» операторов, который с точ
ки зрения спектральной теории выделяется тем, что риманова поверхность 
блоховских функций, отвечающих этому уровню энергии — «комплексная 
ферми-кривая» — имеет конечный род. 

В работах [28, 29] были указаны условия на алгебро-геометрические дан
ные конструкции [27], выделяющие вещественные, гладкие, потенциальные 
(Аг = 0 ) операторы Н = Н0. С. П. Новиковым была сформулирована гипо
теза, что соответствующие потенциалы образуют плотное семейство среди 
всех гладких периодических потенциалов и(х, у). 

Основной целью третьей главы является доказательство гипотезы Нови
кова. Вновь, как и при доказательстве теоремы аппроксимации в первой 
главе, нам потребуется детальная информация о структуре римановой по
верхности блоховских функций оператора Н0, отвечающих фиксированному 
уровню энергии Е0. (Существование такой римановой поверхности доказано 
в [30].) С чисто технической^ формульной стороны построение формальных 
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блоховских решений уравнения H0ty = E0ty существенно отличается от кон
струкции блоховских решений уравнения Мг|? = О, где М — оператор вида 
(8). Однако в наиболее существенных, принципиальных чертах построение 
спектральной теории операторов (8) и (12) происходит абсолютно параллель
но. Это позволяет автору надеяться, что выработанный в рамках данной 
работы подход применим к построению спектральной теории произвольных 
линейных двумерных периодических операторов. 

Прежде чем мы перейдем к изложению основного материала, сделаем 
два отступления. До сих пор мы говорили о римановых поверхностях лишь 
в связи со спектральной теорией линейных периодических дифференциальных 
операторов. Точки этих поверхностей параметризуют блоховские функции, 
которые определяются нелокально — через оператор сдвига на период. 
Конечно зонными операторами назывались те операторы, для которых соот
ветствующая риманова поверхность имеет конечный род. Вместе с тем перво
начальное определение [6, 7] «конечнозонных» решений уравнений типа КП 
было чисто локальным. (При таком подходе эти решения было бы правильнее 
называть алгебро-геометрическими.) Они выделялись условием, что для соот
ветствующих операторов L и А найдутся операторы 

(14) £i = 2 Щ(х, у, t)d*, L2 = 2 Щ(х, у, t)di, 
г—О г=0 

которые коммутируют между собой 
(15) [Lu L2] = О 

и коммутируют с операторами (1) 
(16) [Ln оду _ L] = О, [Lu dt - А] = 0. 
Такое определение «конечнозонных» решений восходит к пионерской 

работе С. П. Новикова [31], в которой были рассмотрены ограничения урав
нения КдФ на стационарные решения «высших аналогов уравнения КдФ», 
т. е. на решения уравнений коммутативности оператора Штурма — Лиу-
вилля L и оператора Ап порядка 2п-\- 1 

(17) [L, A J = 0. 
Впервые задача классификации коммутирующих обыкновенных линей

ных дифференциальных операторов со скалярными коэффициентами была 
поставлена и частично решена в замечательных работах 20-х гг. Бурхнала 
и Чаунди [32, 33]. Ими было доказано, что для любых таких операторов 
найдется полином от двух переменных R(k, \i) такой, что 

(18) R(LU L2) = 0 
В случае операторов взаимно простых порядков (щ, т^ — 1, каждой точке 
Q кривой Г, заданной уравнением R(X, \i) = 0, соответствует единственная 
с точностью до пропорциональности совместная собственная функция ур(х, Q) 
операторов Lu L2 (у = г/0, t = t0): 

(19) Ь&(х, Q) = Щх, Q); L2^(x, Q) = ^(x, Q), Q = (K (i). 
Логарифмическая производная урхур~г является мероморфной функцией на Г, 
имеющей в ее аффинной части g полюсов у^х), . . ., yg{x), где g — род кри
вой Г. Сами операторы L± и L2 (в этом случае взаимно простых порядков) 
однозначно определяются полиномом R и заданием g точек на Г — Ys(*o)-
Конечных формул в этих работах получено не было. 

Программа эффективизации результатов работ [32, 33] была предложена 
Бейкером [34]. который указал на совпадение аналитических свойств ty(x, Q) 
на Г с теми, которые были положены в конце прошлого века Клебшем и Гор-
даном в основу определения аналога «экспоненты» на алгебраических кривых 
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(см. в [35]). К сожалению, программа Бейкера реализована не была, и эти 
работы были в течение долгого времени незаслуженно забыты. 

В работах автора [6, 7], где уравнения (15) рассматривались в связи 
с задачей построения решений уравнений типа КП, результаты 20-х гг. были 
значительно эффективизированы и обобщены на случай операторов с мат
ричными коэффициентами. Для коэффициентов коммутирующих скалярных 
операторов взаимно простых порядков были найдены явные выражения через 
тэта-функции Римана, которые показали, что общие решения уравнений (15) 
в этом случае являются квазипериодическими функциями. Это позволило 
связать локальную теорию коммутирующих операторов со спектральной 
теорией Флоке операторов с периодическими коэффициентами. 

Исходно задача классификации в [32, 33] ставилась для операторов 
произвольных порядков, но при этом отмечалось, что нет даже подхода к ее 
решению, когда порядки операторов не являются взаимно простыми. Первое 
продвижение в этом наиболее сложном случае было получено в [36] на основе 
алгебраизации схемы работ [6, 7]. Полностью задача классификации комму
тирующих операторов общего положения была решена автором в [37]. (Отме
тим, что основная идея этого решения была предложена в предшествовавшей 
работе автора [8], но ее реализация там содержала существенные ошибки.) 
Оказалось, что такие операторы однозначно определяются полиномом R, 
матричным дивизором ранга г и набором г— 1 произвольных функций 
w0(x), . . ., wT_2(x). Восстановление коэффициентов операторов по этим 
данным сводится к линейной задаче Римана. Здесь г — делитель порядков 
Li и L2. Он равен числу линейно независимых решений уравнений (19). 

Дадим краткое описание основных этапов доказательства сформулиро
ванного утверждения для того, чтобы более полно представить различные 
механизмы возникновения алгебро-геометрических конструкций. (Читатель, 
интересующийся лишь спектральной теорией периодических операторов, 
может без особого ущерба для понимания основного материала пропустить 
эту часть введения и перейти к содержанию последующих глав.) 

Любые два оператора Ьг и L2 со скалярными коэффициентами, удовле
творяющие уравнениям (15), могут быть приведены к виду, в котором иПх — 1, 
иПх_1 — 0, vmi(x) = vmi = const, с помощью замены переменной х и сопря
жения Lt -^g(x)Lig~1(x). Этот вид и будет предполагаться в дальнейшем. 

Канонический базис ct(x, X; х0) в ^-мерном пространстве X (X) решений 
линейного уравнения 

(20) Ь1У(х) = Ых) 

обычно нормируется условиями 

Оператор L2 индуцирует, в силу (15), на Х(к) конечномерный линейный опе
ратор L2(k), матричные элементы которого в базисе ct являются полиномами 
от X, Поэтому характеристический полином 

(21) # а , \х) = det (|i.l —L2(K)) 

является полиномом не только от fi, но и от Я. Из его определения следует 
что 

(22) ЩЪ, L2) у (х) = 0 

для любого решения уравнения (20). Так как R(LU L2) — обыкновенный 
линейный оператор, то это может быть выполнено, лишь если он нулевой. 
Тем самым, первое из утверждений Бурхнала — Чаунди доказано. 

Уравнение 
(23) ЩЬ, V) = 0 
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задает в С2 аффинную часть кривой Г. Чтобы выяснить ее поведение в беско
нечности, рассмотрим формальное решение уравнения 

(24) Ь±Ц(х, к) = кп^(х, к), 
имеющее вид 

(25) ур (х, к) = e*(*-*o) S 1ь (х) k~s • 
s=-N 

Подставляя (25) в (24) и находя последовательно £s, легко получить, что» 
существует единственное такое решение, нормированное условиями N0 = О, 
£0 = 1, | s (x0) = О, s > 0. Обозначим его через г|)(;г, /с; .г0). Любое другое-
решение вида (25) однозначно представимо в форме 

ty(xf к) = A(k)ty(x> к; х0). 
Так как оператор L2 коммутирует с Ll7 то L^tyix, к; х0) удовлетворяет (24) 
и имеет вид (25). Значит, 

(26) L2ty(x, к; xQ) = \i(k)yp(x, к; х0), 
оо 

ц (к) = vmikm' + 2 (*.*"'• 
S = — 771i+l 

Обозначим через <5С(/с) тгх-мерное пространство, порожденное формаль
ными выражениями if>(̂ , г$к\ х0), г]1 — 1, над полем лорановских рядов 
по переменной к'1. В исходном базисе г|)(̂ , е7-/г, ;г0) оператор L2 диагоналей. 
Если же ввести в Х(к) базис с каноническими условиями нормировки, то 
в нем матричные элементы этого оператора совпадут с матричными элемен
тами Ь\*(Х, х0) оператора L2 в базисе ct(x, X: х0), X = кпк Следовательно,. 

(27) R (Я, ^) = ПП (vL-piejk)). 

Теперь мы готовы обсудить роль взаимной простоты порядков операторов. 
Если (w-i, raj = 1, то из (26) следует, что уравнение (22) при больших, а зна
чит и при почти всех X имеет различные корни. Кроме того, это означает, что 
кривая Г неприводима, пополняется в бесконечности одной точкой Р0У 
в окрестности которой локальным параметром является k~1(Q) = X~1/rti. 
В этом случае каждой точке Q = (X, \х) £ Г соответствует единственный соб
ственный вектор h(Q, x0) матрицы L2(X, x0), нормированный условием 
h0 = 1. Его остальные координаты h^Q, x0), i = 1, . . ., щ — 1, являются: 
мероморфными функциями на Г. Функция 

T l i - l 

(28) ц(х, Q; ж0) = Ц ht(Q, x0)ct(x, X; х0), Q = {X, ц), 
i=0 

является единственным решением уравнений (19) с условием нормировки 
•ф(я0> <?; я0) = 1-

Рассмотрим аналитические свойства г|э на Г. Функции ct являются целыми 
функциями переменной X. Поэтому if мероморфна на Г вне точки Р0. Причем 
ее полюсы ys(x0) совпадают с полюсами hu и значит, не зависят от х. В окрест
ности Р0 она имеет вид 

(29) г|) (хч Q; х0) = **(*-*•> 1 + S ^ W * - • 

В общем случае кривая Г неособая, а число полюсов г|? равно g — роду 1\ 
Последнее утверждение следует из рассмотрения функции 

(30) F(X, x0) = [det(dl
x^(x, Qj, x0))p, 
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где Qj = (к, \ij) 6 Г — прообразы точки X при естественной проекции Г 
на ^-плоскость. Она имеет двукратные полюсы в проекциях полюсов ys{x0) 
функции if>. Кроме того, она имеет полюс кратности (п — 1) в точке к = оо, 
что легко следует из (29). Нули F совпадают с точками ветвления накрытия 
Я: Г —•- С1. Равенство числа нулей и полюсов рациональной функции F(A,, x0) 
и формула 2g — 2 = v — 2/г, выражающая род /г-листной кривой через чис
ло v точек ветвления, позволяют получить искомое утверждение о числе 
полюсов if). 

Итак, совместная собственная функция г|)(х, Q, х0) коммутирующих опе
раторов Ьг и L2 определена на Г, имеет вне Р0 не зависящие от х полюсы 
7ь . . ., 7g и представима в окрестности Р0 в виде (29). Такие функции назы
ваются функциями Клебша — Гордана — Бейкера — Ахиезера (чаще для 
краткости они будут называться просто функциями типа Бейкера — Ахие
зера). 

Построение обратного соответствия, т. е. восстановление всего комму
тативного кольца Д, порожденного парой коммутирующих операторов 
взаимно простых порядков, по неособой кривой Г с отмеченной точкой Р0 
и набору g точек общего положения состоит из двух ключевых этапов. Во-
первых, из доказательства того, что для любого такого набора общего поло
жения (Г, Р0, ух, . . ., yg) существует единственная соответствующая функ
ция Бейкера — Ахиезера. Это утверждение может быть легко получено 
с помощью обычной теоремы Римана — Роха. Мы его опустим, поскольку 
можно не просто доказать существование и единственность i|), но предъявить 
для нее явные выражения в терминах тэта-функций Римана. (Эти выражения 
в более общей ситуации будут построены в § 3 главы 1.) 

Вторым ключевым моментом является доказательство того, что для 
любой функции A(Q), имеющей на Г полюс лишь в точке Р0 (кольцо таких 
функций обозначается через Д(Т, Р0)), существует единственный оператор 
ЬА такой, что 

(31) LAip(x, Q; х0) = A(Q)y(x, Q, х0). 
Степень ЬА равна порядку полюса A(Q). Для доказательства этого утвер
ждения достаточно факта существования и единственности функции Бей
кера — Ахиезера. Поскольку оно типично для конечнозонного интегриро
вания, мы кратко приведем его. 

Для любого формального ряда вида (29) существует единственный опе
ратор ЬА такой, что 

(32) (LA-A(Q))^(x, k, u l s O f f 1 ) ^ - ^ , 
A(Q) = a_nkn + a_n+ikn~i+... 

Коэффициенты LA последовательно находятся, если подставить в (32) фор
мальный ряд (29) и разложение функции A(Q) в окрестности Р0 и приравнять 
нулю коэффициенты в левой части при ks, s = п, п — 1, . . ., 0. Рассмотрим 
функцию я|) = LAty(x, <?, х0) — A(Q)ty(x, Q, x0), где LA — только что постро
енный оператор. Так как полюсы г|) не зависят от х, то \|) удовлетворяет всем 
требованиям, определяющим функцию Бейкера — Ахиезера, за одним исклю
чением. Как следует из (32), свободный член предэкспоненциального мно
жителя в ее разложении в окрестности Р0 равен нулю. Из единственности i|) 
следует, что г|) = 0 и равенство (31) доказано. Из него вытекает, что все такие 
операторы коммутируют между собой. Подчеркнем еще раз, что квазиперио
дичность коэффициентов этих операторов и совпадение функций Бейкера — 
Ахиезера с блоховскими функциями есть следствие явных тэта-функциональ
ных формул для if)(#, Q, х0). 

С технической точки зрения задача классификации коммутирующих 
операторов произвольных порядков значительно более сложная, но идейно 
она близка к только что разобранному случаю операторов взаимно простых 
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порядков. В общем случае ряды \i(Sjk) могут принимать одинаковые значения 
/ % • 

для различных е7- только в том случае, когда \х(к) = \i(kr). При этом, как 
следует из (26), число г обязано быть общим делителем порядков пх и тг 
операторов Lx и L2. Отсюда имеем, что тогда полином R равен 

(33) R(K v) = U\) ()х-»(г$)У = ф(К |i))rv 

где (Zjk)n' = A,, n'r = nv 
Сохраним обозначение Г для кривой, заданной уже неприводимым урав

нением R(k, \i) = 0. В бесконечности эта кривая пополняется единственной 
точкой, в окрестности которой локальным параметром является K~1^nr(Q). 
Из (33) следует, что в окрестности бесконечности, а значит и всюду, каждой 
точке Q кривой Г соответствует г-мерное пространство собственных векторов 
L2(k, х0) с собственным значением JLI, Q = (к, \i). Выберем в этом простран
стве базис hl(Q, х0), i = 0, . . ., г — 1, с условиями нормировки 

(34) h){Q, х0) = Ьф 0<* , / < г - 1 . 

Все остальные координаты h), j = г, . . ., пх — 1, векторов h1 являются 
мероморфными функциями на Г. Функции 

(35) г|э* (х, Q, х0) = Ц К) (<?, х0) cs (x, Я, х0) 
з 

образуют базис в пространстве решений уравнений (19), нормированный 
условиями 

(36) dijtt{x, Q\ x0)\x=Xo = 8u, 0<*, / < r - l . 
Число г называется рангом коммутирующей пары Ll7 L2 (или всего комму
тативного кольца Д, порожденного Lx, L2). 

Вектор-функции h%(Q, х0) задают в тривиальном расслоении над Г алгеб
раическое г-мерное подрасслоение h{x$). Оно является отправной точкой 
исследований [36]. Как найти зависимость h(x0)? При г = 1 она определялась 
дифференциальными уравнениями, и ее свойства играли важную роль в ра
ботах [1, 2, 37 и др.]. При г > 1, как указано в [38], ситуация резко услож
няется. «Возможные» перемещения к, оказывается, накрываются неинте-
грируемым г-распределением на пространстве модулей г-мерных пучков над Г 
с фиксированным флагом в точке Р0. Вариация точки нормировки х0 опре
деляет касательный к этому распределению путь. На этом исследования 
[36, 38] завершаются. 

Наш метод состоит не в описании х0-вариаций пучка, а в нахождении 
самих собственных функций tyi(x, Q, х0), х0 = const, по их аналитическим 
свойствам. Вновь, как и в случае г = 1, функции г|?г- мероморфны на Г вне Р0. 
Аналогично подсчету полюсов функции Бейкера — Ахиезера можно полу
чить, что в общем положении г|)г- имеют полюсы в rg точках ys(x0). Причем 
вычеты этих функций связаны соотношением 

(37) asj (x0) resVs\|^ = asl (х0) resVgip7-, 
где константы asi(x0) не зависят от х (но зависят от точки нормировки х0). 
Набор (ys, a8i), где asi — г-мерный вектор, определенный с точностью до 
пропорциональности, т. е. as 6 СРГ~1

1 называется параметрами Тюрина. 
Они характеризуют ([39]) «матричные дивизоры», задаваемые стабильными 
r-мерными пучками над Г с фиксированным «оснащением», т. е. набором 
базисных сечений. 

Для определения поведения г|)г- в окрестности Р0 рассмотрим матрицу 
W(x, Q; х0) с матричными элементами W) = dxtyj(x, Q; х0). Ее логарифми
ческая производная не зависит от выбора базиса в пространстве решений (19). 
9 УМН, т. 44, вып. 2 
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Поэтому в окрестности Р0 ее можно вычислить, воспользовавшись рядами (25) 
a|)(z, ф'; х0), (е})г = 1, (к')г = /с, / = 0, . . ., г — 1, где / г 1 ^ ) — локаль
ный параметр. Получим 

(38) (дхЧ)Ч-1 = 

1 
о 

о, 
v0 ы? ь 

0 
1 

0 
w2 

+ 0(к~1). 

Функции Wi(x0) являются дифференциальными полиномами от коэффициентов 
оператора Ьг. 

Определим целую функцию ~*¥0(х, к; х0) параметра /с, потребовав, чтобы 
в окрестности к = оо она была представима в виде 

(39) 
оо 

^o = ( S X.k-^Vix, k(Q); x0). 
' s=0 

Задача отыскания W0 есть задача Римана о факторизации W на контурег 
охватывающем малую окрестность Р0. Она сводится к системе сингулярных 
интегральных уравнений и имеет почти при всех х единственное решение, 
нормированное условием %0 = 1. Из (38) следует 

( 

(40) (дхЧ0)Ъ1 = 

о 
о 

о 
k+w0 

1 
0 

0 

0 
1 

о 
w2 

0 
0 

0 

о 

1 
о 

Действительно, из (38) и (39) следует, что Ч'огДо1 имеет вид (40) в окрестно
сти к = оо с точностью до 0(к~1). Поскольку det W0 = det ^¥ = 1, то эта 
логарифмическая производная голоморфна вне к = оо. Значит, равенство 
(40) выполнено точно. 

Обращая равенство (39), получим, что вектор-строка г|> с координатами 
-фг имеет в окрестности Р0 вид 

(41) 1> (я, <?; *о) = ( 2 ! L (*, ^o) fc~e) % fa к> хо), 
где g s — в е к т о р - с т р о к и , £ 0 = ( 1 , 0 , . . ., 0 ) , а 4 я

0 определяется уравнением 
(40) и начальным условием ^¥0(х0, *» х0) = 1. 

Вектор-функция г|)(;г, Q; х0) = (ф0, . . ., i|?r_i), мероморфная вне Р0г 
имеющая rg полюсов ys, удовлетворяющая условиям (37) и представимая 
в виде (41) в окрестности Р0, называется векторным аналогом функций Бей-
кера — Ахиезера, отвечающим набору данных 

(42) (Г, Р0, Y S , a e , w0(x), . . ., wT_2(z)). 
Здесь wt(x) — произвольные функции. (При г = 1 имеем обычные функции 
Бейкера — Ахиезера.) 

Обратная задача восстановления коммутирующих операторов ранга г 
вновь решается в два этапа. Сначала доказывается, что для данных (42) обще
го положения соответствующая им вектор-функция существует и единствен
на. Ее построение сводится к задаче Римана на Г о факторизации ¥ 0 на 
малом контуре вокруг Р0. Метод решения матричных задач Римана на 
произвольных алгебраических кривых был развит в работах [40, 41]. 

Из равенств (40), (41) немедленно следует, что для любой функции A(Q) 
существует единственный оператор LA степени гп, где п — порядок полюса 
А(О) такой, что 

(43) (LA-A(Q))y^O(k-i)V0. 
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Из единственности векторного аналога функции Бейкера — Ахиезера сле
дует, что каждая компонента грг- удовлетворяет (31). 

Соответствие 

L: А -> LA 

определяет гомоморфизм кольца -Л(Т, Р0) функций на Г с единственным 
полюсом в выделенной точке Р0 в кольцо обыкновенных дифференциальных 
операторов. Этот гомоморфизм задается набором данных (42) общего поло
жения. 

Суммируя сказанное, приходим к окончательной формулировке теоремы 
классификации. 

Т е о р е м а [37]. Для любого коммутативного кольца Л дифференци
альных операторов найдется кривая Г с отмеченной точкой Р0 такая, что 
Л (Г, Р0) изоморфно Л. Для почти всех колец Л кривая Г неособая. При 
этом существует матричный дивизор (ys, as), 5 = 1, . . ., rg, где g — род Г, 
и набор функций w0(x), . . ., wr-2(x) такие, что образ определенного по ним 
гомоморфизма L совпадает с Л с точностью до замены переменной х = j(x') 
и сопряжения некоторой функцией Л = cp(.z)Im Z/(p_1(.r). Число г является 
наибольшим общим делителем порядков операторов из Л. 

В отдельных случаях, как было показано в [42], можно исключить 
необходимость решения задачи Римана и получить явные формулы для коэф
фициентов коммутирующих операторов ранга г > 1. Так, оператор L поряд
ка 4, коммутирующий с оператором 6 порядка, имеет вид 

(44) L = (д* + w)2 + сх & (у2) -«>(?,)) + 
+ 0 ж ( с * № Ы - ¥ М ) - ¥ Ы - 1 Р М ) , 

Vi = с (*) + #, у2-=у — с(х) + си, 

8и = (cL - 1 ) сх
2 + 8Фсхх + 4сх ( - ^ — Ф) - 2схххсх\ 

Ф(с, y) = t(-2c) + t(c-y) + l{c + y). 

с(х) — произвольная функция; £, $> — функции Вейерштрасса [43]. 
Мы опустим дальнейшие подробности теории коммутирующих опера

торов ранга г > 1, поскольку они не будут использованы в основной части 
работы (в отличие от конструкции ранга 1). Укажем лишь на работу [44], 
где была построена спектральная теория периодических «конечнозонных» 
операторов ранга 2, и на работы [10, 42, 45], где было введено многопара
метрическое обобщение векторных аналогов функций Бейкера — Ахиезера 
и были построены с их помощью решения уравнения КП. 

В заключение этого параграфа кратко охарактеризуем конструкцию 
решений уравнений, входящих в «иерархию КП», которая была предложена 
в серии работ [46] и развита в работе [47]. Эта конструкция основана на фор
мальном обобщении «локального» подхода к аксиоматике функций Бей
кера — Ахиезера ранга 1. 

Рассмотрим формальный ряд г|)(х17 х2, х3, . . . ; к) вида 

(
оо оо 

г = 1 ' 5 = 1 ' 

Для любого такого формального ряда существуют единственные дифферен
циальные операторы Ln, п = 2, 3, . . ., по переменной х = хг (коэффици
енты которых зависят от всех переменных х±, хг, х3, . . .) такие, что 

ОО 

(46) ( - J - - L.„) ф (х, к) = О (fr-i) ехр ( 2 xtk*). 
г=1 

9* 
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Порядок Ьп равен п. Его коэффициенты (как и коэффициенты в конструкции 
коммутирующих операторов ранга 1) находятся последовательным при
равниванием нулю коэффициентов при /r\ s = п, п — 1, . . . , 0 , у пред-
экспоненциального множителя в левой части (46). 

В том случае, когда ряд (45) не произволен, а обладает тем свойством, 
что его предэкспоненциальный множитель сходится к голоморфной функции 
в окрестности к = оо, причем сама функция аналитически продолжается 
на некоторую алгебраическую кривую рода g и имеет там g полюсов, срав
нение (46) превращается в точное равенство 

(47) ( _ £ _ _ L „ ) ^ ( I , й) = 0. 

Условия совместности линейных уравнений (47) 

и есть, так называемая, «иерархия КП». 
Оказывается, что из (46) вытекают равенства (47) не только тогда, когда 

(45) является разложением многопараметрической функции Бейкера — 
Ахиезера, но и в более общей ситуации. Соответствующие ряды в конструк
ции [46, 47] однозначно определялись точками W универсального многообра
зия Грассмана. К сожалению, в рамках этого подхода не были выделены 
интересные с физической точки зрения решения с контролируемыми гло
бальными аналитическими свойствами за исключением «конечнозонных ре
шений ранга 1» (которые являются квазипериодическими функциями) и их 
различных вырождений (многосолитонных, рациональных и др.). 

Отметим, что построенные в [48, 49] решения уравнения КП также явля
ются частным случаем общих решений [46, 47]. Следует подчеркнуть, что их 
конструкция, использующая тензорные поля типа Бейкера — Ахиезера, 
позволяет доказать, что они являются «асимптотически конечнозонными». 

Пока открытым вопросом является построение аналога конструкции 
[46, 47] в случае векторных функций Бейкера — Ахиезера, возникавших 
в теории коммутирующих операторов ранга г > 1. 

Важным математическим приложением теории коммутирующих опера
торов ранга 1 и теории уравнения КП является доказательство гипотезы 
С. П. Новикова в проблеме Шоттки. В работе автора [7] была получена фор
мула 

(49) и(х, г/, t) = 2d*lnQ(Ux + Vy+Wt + t>\B) 
для конечнозонных решений уравнения КП. Здесь 9(z1? . . ., zg \ В) — тэта-
функция Римана, построенная по матрице В ^-периодов голоморфных 
дифференциалов на алгебраической кривой Г. Векторы С/, F, W опреде
ляются отмеченной точкой Р 0 . Вектор £ произволен. 

Проблема Римана — Шоттки состоит в описании симметрических мат
риц В с положительно определенной мнимой частью, которые являются мат
рицами Ь-периодов алгебраических кривых. Гипотеза С. П. Новикова заклю
чалась в том, что функция и(х, г/, t), заданная формулой (49), тогда и только 
тогда удовлетворяет уравнению КП, когда В есть матрица ^-периодов неко
торой кривой Г. Тем самым, все необходимые соотношения на В можно 
получить, подставляя (49) в (6). Частично эта гипотеза была доказана в [50], 
где были выведены соответствующие уравнения на В и доказано, что они 
задают алгебраическое многообразие, одна из компонент связности которого 
совпадает с многообразием матриц Ь-периодов. Полностью гипотеза Новикова 
была доказана в [51]. Ключевым моментом в [51] является доказательство 
того, что если и(х, у, t) вида (49) удовлетворяет уравнению КП, то найдутся 
векторы Us, s > 3, такие, что функция 

оо 

(50) и(хи . . . , « „ , . . . ) = 2 3 J l n 6 ( S Usxs\B) 
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будет определять решения всей иерархии КП (х = хг, у — х2, t = x3). Так 
как среди векторов Us не может быть более g линейно независимых, то отсюда 
следует, что среди линейных комбинаций операторов Ьп найдутся два ком
мутирующих оператора взаимно простых порядков, а значит, в силу [7], 
матрица В есть матрица 6-периодов соответствующей этим коммутирующим 
операторам кривой. 

ГЛАВА I 
СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ 

НЕСТАЦИОНАРНОГО ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА 

§ 1. Теория возмущений для формально блоховских решений 

Елоховскими решениями ty(x, г/, wx, w2) нестационарного уравнения Шре-
дингера 

(1.1) ( а ^ - % + и (* , ' у ) )ф = 0 

с периодическим потенциалом и(х, у) = и(х + 1Х, у) = и(х, у + 12) назы
ваются решения, собственные для операторов сдвига на периоды по х и г/, 
т. е. 

(1 2) ap(x+hi У, wn w*) = щМх> У, ">1> и>2); 
'ФО*, У + hi wn ">2) = w$(x, у, wx, w2). 

Елоховские функции будут всегда предполагаться нормированными так, 
что 1(5(0, 0, w±, w2) — 1. Множество пар Q = (w^ w2), для которых суще
ствуют блоховские решения, будет обозначаться через Г и называться спек
тральным множеством Флоке. (Для краткости соответствующие блоховские 
функции будут обозначаться г|э(#, г/, Q), Q 6 Г.). Многозначные функции 
p(Q) и E(Q) на Г, определяемые равенствами 

(1.3) wi = eiP1^ w2^eiEl*, 

называются квазиимпулъсом и квазиэнергией соответственно. Если Г является 
гладким аналитическим многообразием, то дифференциалы dp и dE являются 
однозначными голоморфными дифференциалами. Их периоды по любому 

Г 2зх 2зх кратны величинам — и — соответственно. 
Предположим, что каждой точке Q = (wx, w2) £ Г соответствует бло-

ховское решение i|)+(#, у, Q) сопряженного к (1.1) уравнения 
(1.4) (-оду-д*х + и(х, y))V = Vt 

такое, что 

r(x+h, у, 0 = ^ V ( « i У, Q)>. 
( ' } Г(*, y + h, Q) = <V{*,.y> Q)-

Тогда справедливо следующее утверждение. 
Л е м м а 1.1. Имеет место равенство 

(1.6) a dE <я|д|)+>я = dp (г|^г|)+ - Щ+)у. 

(Здесь и далее (• ) х и (• )у означают средние по х и у соответственно.) 
Впервые равенство (1.6) для случая конечнозонных операторов (1.1) 

было получено в [52]. Его обобщение на случай операторов произвольных 
порядков с матричными коэффициентами имеется в [22]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть я|5 =ty(x, у, Q) и г|э+ = г|)+(ж, у, Q), 
где Q и Q — произвольные точки Г. Из (1.1) и (1.4) следует, что 

(1.7) аду (фф+) = дх ($хц+ - « . 
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Усредняя равенство (1.7) по х, у и устремляя Q к Q, получим с помощью 
(1.2) и (1.5) искомое равенство. 

Калибровочное преобразование \j) ->- еа^Н|), где дуа(у) — периодическая 
функция, переводит решения уравнения (1.1) в решения того же уравнения, 
но с другим потенциалом и = и(х, у) — одуа. Следовательно, спектральные 
множества, соответствующие потенциалам и и и, изоморфны. Поэтому 
в дальнейшем мы ограничимся случаем периодических потенциалов, удовле
творяющих условию 

(1.8) (и(х, у))х = 0. 
Основной целью этого параграфа является построение теории возмуще

ний для формально блоховских решений уравнения (1.1), которая позволяет 
выразить эти решения через базисные совокупности г|)п(#, у) блоховских 
решений «невозмущенного» уравнения (1.1) с каким-либо потенциалом 
и0(х, у). Точнее, зафиксируем комплексное число шг. Последовательность 
блоховских решений 

(1.9) я|зп = i|)n(s, у) = \|>(s, г/, Qn): Qn = (w±, w2n) 6 Г0, 

уравнения (1.1) с и = и0(х, у) будет называться базисной, если любая непре
рывно дифференцируемая функция f(x) такая, что 

(1.10) f(x + lx) = wj(x), 

может быть представлена в виде сходящегося ряда 

(1.11) / (*) = 2 гп (у) i|jn (х, у). 
П 

В а ж н ы й п р и м е р . Пусть и0 = 0. Тогда для любого комплексного 
числа w1 функции 

(1.12) урп = exp (iknX — o-tkly) 

образуют базисную последовательность, где кп — корни уравнения 

(1.13) wi = eih^J т . е . кп = к0 + Щ-п. 

Помимо г|)п нам потребуется «двойственная последовательность» 
(1.14) 1£=я|>+(*> У> Qn) 

блоховских решений формально сопряженного уравнения 

(1.15) (оду + д*-и0(х, »))г|£ = 0, 

удовлетворяющих условиям ортогональности 

(1.16) ('Мт)х=(Мп)Ьп,т-

Имея в распоряжении последовательности г|эп и г|)£, несложно построить 
в «нерезонансном случае», т. е. когда выполняется условие 

(1.17) Щ0Фщп, пфО, 

блоховское решение ty(x, у, О0) уравнения (1.1) в виде формального ряда 
сю 

(1.18) ур(х, у, Со) = 2 фЛ*» ^ <?о)> Фо^^о-
s=0 

Этот ряд описывает «возмущение» блоховского решения я|з0 невозмущенного 
уравнения. (Здесь и далее ряды типа (1.18) идут по степеням формально 
малого параметра 8и.) 
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Л е м м а 1.2. Если выполнено условие (1.17), то существует единствен
ный формальный ряд 

оо 

(1.19) F(y, <?o)=2 F,(V, <?o) 
такой, что уравнение 

(1.20) {оду-д* + и0 + 1>и)ЧГ{х, у, Q0) = F(y, Q0)V(x, у, Q0) 
имеет формальное решение вида 

оо 

(1.21) W(x, г/, Q0)= S Ф8(я, У", <?о)> Ф о ^ о ^ О ^ У* Qo)i 
удовлетворяющее условиям 

(1-22) <Фо+ >̂* = <^о>*» 

(1-26> 4{х, у + 12, 00) = и>20У(х, у, Q0). 
Соответствующее решение единственно. Члены ряда (1.21) и величины Fs 
даются рекуррентными формулами (1.25—1.29). 

Отметим, что из единственности F и (1.23) следует, что функция F(y, Q0) 
периодична по г/. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Уравнение (1.20) эквивалентно системе урав
нений 

S 

(1.24) (ady — di + u0)fps=^i ^Ф»-» —6»ф«-1-
г = 1 

По условию базисности последовательности г|эп, искомые функции ф§ можно 
представить в виде 

(1-25) Фг = Е 4 ( У , Qol^niz, У), 4 = 6л,о-
п 

Требование (1.22) эквивалентно тому, что 
(1.26) с* = 0, s > l . 

Подставляя (1.25) в (1.24) и приравнивая между собой коэффициенты при 
г|)п, п Ф 0, в разложениях по г|эп правой и левой частей этого равенства, 
получим 

(1.27) а^=^ ! СГ-У' w °̂-
Это уравнение вместе с условием w2ncs

n(y + Z2) = w^cs
n(y), эквивалентным 

(1.23), однозначно определяет скп (а значит и ц>8)' 

(1.28) сЦу, Qo)-^^- I (S F ^ - i f ^ g k ) *,'. 
2/ г = 1 

Из (1.26) следует, что коэффициент при г|)0 разложения правой части (1.24) 
равен нулю. Значит, 

(1.29) F>(y,Qo)={*}ZZ*:l)x. 
Доказательство леммы завершено. 

С л е д с т в и е . Формула (1.30) 

(1.30) *<*, ,̂ ^0) = ехр ( - о - * J F(y', Q0)dy') ^ f | f 
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определяет формально блоховское решение уравнения (1.1) 

(1.31) ~ф + 1±, у, Q0) = щ$(х, у, 0О), 
(!-32) # г , у + Z2, Q0) = ^ 2 0 #г , г/, <?0), 

где соответствующий мультипликатор w20 равен 
и 

(1.33) 2̂о = М 7 2о е х р(—^ J *ЧгЛ Qo)dy'). 
о 

В стационарном случае, когда ^ не зависит от у, предшествующие фор
мулы переходят в обычные формулы теории возмущений собственных функ
ций, отвечающих простым собственным значениям. Условие (1.17), как уже 
говорилось выше, является аналогом условия простоты собственного зна
чения оператора. В тех случаях, когда оно нарушается, необходимо посту
пить аналогично тому, как поступают в теории возмущений кратных соб
ственных значений. 

В качестве множества индексов, отвечающих резонансам, можно взять 
любой конечный набор целых чисел / 6 Z такой, что 

(1.34) ^2афш2п, а £ / , тг( | / 
(до конца этого параграфа целые индексы, принадлежащие / , будут обозна
чаться греческими буквами, а все остальные — латинскими). 

Л е м м а 1.3. Существуют единственные формальные ряды 
оо 

(1-35) *p( jM*i )=2*! , t e ,«> i ) 
s = l 

такие, что уравнения 
(1.36) (аду^д1 + щ + 6и)ЧГ1(х,у^1) = ^^(у,ш^^(х,у9и;0 

имеют блоховские формальные решения вида 
оо 

(1.37) f = E ? : f e y - ^ Ф? = 1>« = Ч>(я,У.0«)> 

(1.38) Vix + l^.y, ipt) = и ;^" ( - ж, у, wt), 
(1.39) Уа(х, y+l2, wi) = w2a4!a(x, y, Wi), 

удовлетворяющие условиям 

(1-40) {%+nx = fia,B<4'a+Wr 
Соответствующие решения Wa единственны и даются формулами (1.41—1.43). 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы полностью аналогично доказательству 
леммы 1.2, которая является ее частным случаем. Поэтому мы приведем 
лишь окончательные формулы для F$s и коэффициентов рядов: 

(1.41) ф*(я, у, 1^)= 2 <&а(у, и}^^п(х%у), 5 > 1 . 

Имеем 

(1.42) 4-=^-^^ { (2 2 « - { ' е - ^ ^ ) ^ \ 
у р i = l 

(1.43) ^ ( ^ ^ ) - 7ib+I: -
Определим матрицу Т%(у, w^ из уравнения 
(1.44) оТи + TF = 0, Г(0) = 1. 
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Формальное решение этого уравнения может быть найдено в виде 
оо 

(1.45) П У . ^ З Г , ^ » . ) . Г„ = 1, 
s=0 

где Т8, s ̂  1, дается рекуррентными формулами: 
У s - l 

(1.46) Ts = - o - J J ( 2 У, (2/', «>i) *,_, (у', и;,)) dy'.. 
О 1 = 1 

Функции 

(1.47) ^ (а:, у, w,) = 2 ^ (У. ^i) ^ (*> У. ^i) 
Э 

являются решениями уравнения (1.1). При сдвиге на период по х они умно
жаются на wx, а при сдвиге на период по у они преобразуются следующим 
образом: 

(1.48) ^(x^y + l^w^-^f^w^'w^ix.y^w^ f(wi) = T(l2,wi). 
Р 

Конечную совокупность формальных решений *Fa естественно назвать квази-
блоховской, поскольку она остается инвариантной при сдвигах на периоды 
по х и у. Характеристическое уравнение 

(1.49) Л ^ ^ ^ ^ а е г ^ б ^ ^ ^ ^ ^ О 

является аналогом «секулярного уравнения» в обычной теории возмущений 
кратных собственных значений. 

С л е д с т в и е . Пусть ha{wn w2) — собственный вектор матрицы 
T^(w1)w2^ нормированный так, что 

(1.50) ^1ha(Q)Wa(0,0,wi) = l, Q = (wi,w2). 
а 

Тогда 

(1.51) $ (х, у, (?) = S й« (<?) Уа (х, У, щ) 
a 

является формальным блоховским решением уравнения (1.1) с мультипликато
рами wx и w2l где w2 — корень уравнения (1.47), и при этом стандартно нор
мированным. 

Аналогично предшествующему строятся блоховские формальные реше
ния для формально сопряженного к (1.1) уравнения (1.4). 

Л е м м а 1.4. Если выполнены условия (1.34), то существуют единствен-
ные формальные ряды 

оо 

(1.52). Fta(y,wi)=^Ftt
a{y,ivi) 

S=l 

такие, что уравнения 

(1.53) (ody + d2
x-u0-8u)W+a(x,y, м;1) = 2 ^ Г ( ^ " ? 1 ) * Р ( ^ » 1 Щ) 

имеют блоховские формальные решения вида 

(1.54) Y + a = 2 Ф+« (х, У, wt), Ф« = ф+ = ̂  (х, у, Qa), 

(1.55) W+a(x+lt, y,wl) = wTiV+a(x, у, wt), 

(1.56) ¥ + a (ж, г/ + /2, ц;,) = w£!F+al{t, у, и>,), 
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удовлетворяющие условиям 

(1-57) <v+a^x = % црау+)х. 
Соответствующие решения единственны и даются формулами 

(1.58) ф+« = S cts>a (у, wt) < (x, у), в > 1 , 

(1.59) cr'^a-i^^Tdy' (^ Ъфс£-1->- ^ ^ ) ' 

(!-W) *ps = ., + , , • 

Определим матрицу Т$а(у, w^) из уравнения 
(1.61) —oT+ + T+F+ = 0, Т+(0,1Р{) = 1. 

Тогда функции 

(1.62) Y + a (x , у, ^ = 2 ^ " О Л ">i) Т + Р ( з , г/, ^ ) 
0 

являются решениями уравнения (1.4). При сдвиге на период по х они умно
жаются на w~\ а при сдвиге на период по у они преобразуются так: 

(1.63) t + a ( ^ j + ; 2 , ^ ) ^ ^ r w # ^ i / ^ i ) , f+ = T+(i2,Wi). 
С л е д с т в и е . Имеет место равенство 
(1.64) 2 ^ v ^ S a p . 

v 
Так как гРа и W+р — решения формально сопряженных уравнений8 

величины (¥ + э ¥ а > х не зависят от у. Так как Г(0) = Г+(0) = 1, то 
(1.65) < ^ ^ a ) ^ 6 a P < ^ a > , . 
Значит, 

(1.66) 8а*(^а)х=&+*(х, У + 12, Щ)^{^ У+1» ">t))x = 

V 

С л е д с т в и е . Формально блоховские решения уравнения (1.4) опреде
лены на поверхности, заданной уравнением (1.49), и имеют мультипликаторы 

§ 2. Структура римановой поверхности блоховских функций 

В этом параграфе мы будем рассматривать построенные выше формаль
ные ряды теории возмущений, выбрав в качестве невозмущенного потенциала 
и0 == 0. Блоховские решения «невозмущенного» уравнения (1.1) и его сопря
женного 

(2.1) (оду-д%)у(х, у, к)-0, (оду + д%)у+(х, у,к) = 0 
параметризуются точками комплексной /с-плоскости и имеют вид 

(2.2) ty = eikx-a~lk*u, >$+ = e-ikx+G~lk2v. 
Соответствующие собственные значения операторов сдвига на 1г и /2 по х 
и у равны 

(2.3) wt = eikl*, w2 = e-a~tktl: 
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Для любого комплексного к0 функции «фп = г|)(.г, г/, кп), где 
2пп 

(2.4) К = к0- h 
образуют, как уже говорилось выше, базисную последовательность для 
непрерывно дифференцируемых функций f(x), удовлетворяющих условию 
(1.5) для w1Q = w^ko). Двойственная последовательность г|)™ = ty+(x, г/, кт) 
удовлетворяет требованию (1.11) 

(2.5) <гМй>* = в; птщ 

Следовательно, формулы (1.21), (1.25), (1.28), (1.29), (1.30), в которых надо 
Ьи заменить на и(х, у), определяют формально блоховское решение урав
нения (1.1), если к0 удовлетворяет условию отсутствия резонансов (1.17), 
которое мы рассмотрим сейчас более детально. 

Из (2.3) следует, что при и0 = 0 резонансы бывают только простыми, 
т. е. уравнения 

(2.6) юг(Щ = ю^Щ, w2(k^)) = и>2{Щ 

могут иметь не более двух корней fc(1) и №2\ Соответствующие пары резо
нансных точек имеют вид 

где 

(2.7) 

(2.о) kNiM — 

Итак, если 
(2.9) 

& — &2V, М' ^ ( 2 ) — k-N, - M ' 

тг+3£- "*»• «-
К Ф- *N, M 

•целые. 

ни для каких целых N ф 0, М, то мы имеем формально блоховское решение 
уравнения (1.1). 

Забегая вперед, отметим, что с помощью оценок, значительно более 
простых, чем те, которые будут получены ниже, можно показать, что для 
достаточно малых и(х, у), аналитически продолжимых в некоторую окрест
ность вещественных х, г/, ряды теории возмущений сходятся вне некоторой 
окрестности резонансных точек (2.8) и определяют там аналитическую по к0 

функцию г|)(;г, г/, к0). Это верно при любом значении а. Принципиальное 
различие случаев R e a ^ O n R e a ^ O даже для малых и(х, у) проявляется 
лри попытке продолжения г|) в «резонансную» область. Невозможность такого 
продолжения (по крайней мере, развиваемыми в работе методами) при 
Re a = 0 связана с тем, что в этом случае точки kNM всюду плотны на ве
щественной оси. Было бы очень интересно и важно найти язык, позволяющий 
описать ситуацию в окрестности этого непрерывного резонансного множества. 
Кратко к этому вопросу мы еще вернемся. 

В случае Re a Ф 0 резонансные точки kNM имеют лишь одну предель
ную точку к = оо. Это обстоятельство является ключевым для всех после
дующих построений. До конца этого параграфа мы ограничимся случаем 
<т = 1, хотя все его утверждения (в частности, теорема 2.1), доказываемые 
для комплексных потенциалов и, справедливы для любого Re a Ф 0. При 
a = 1 естественно выделяется случай вещественных периодических потен
циалов и(х, у), в котором общие утверждения допускают дальнейшую сущест
венную эффективизацию. 

Обозначим через RNM окрестности резонансных точек kNM, заданные 
неравенствами (еще раз подчеркнем, что далее о* — 1) 

(2 Ш I R P L* — \<<^± \jmk— M ll\<^ai 

tz.iu) |Ие/с | < д ^ \1™к _ _ _ < _ , 
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где аг — константа, выбранная пока произвольно, лишь бы эти окрестности 

я 1 I 
не пересекались, т. е. аг < ^г, аг < -г- Л . Для любой точки &0, не принадле
жащей i?jvM н и Д л я каких целых JV Ф 0, М, верны неравенства 

(2.11) | 1 —*<*&-*8>'«|>й, | 1 — е<*§-*й>*. | > / г , 
где 

(2.12) i = m i n ( l - * - * • , sina2) , a2 = ^ - a i . 

В дальнейшем будет предполагаться, что рассматриваемая периодическая 
функция и(х, у) аналитически продолжается в некоторую окрестность ве
щественных х, у и ограничена там какой-либо константой U, т. е. 

(2.13) | и(х, у) | < U, | Im х | < тх, | Im у | < т2. 

Зафиксируем константу е, удовлетворяющую следующим неравенствам: 

(2.14) 8 < m i n ( 8 0 , 1), С ( е ) < | , 

где 80 — корень дискриминанта квадратного уравнения 

(2.15) яС2 + 6С + 82£/ = 0, a = 2U±, & = вС/— 

а С(г) во втором из неравенств (2.14) — значение в 8 той ветви корня урав
нения (2.15), которая аналитична в окрестности 8 = 0 , С(г) = &2U + 0(г3) 
(в силу второго неравенства эта ветвь в 8 определена корректно). 

Пусть R0 — прямоугольная область в комплексной плоскости 

(2.16) | Re к | < 1\г, | Im к | < N2, qj = e'27lxJ/lJ, 

где Л + N2 — произвольно фиксированные чцсла такие, что 

(2.17) •Ь-д'ЪГ^г2, Jh^-ln^-N^E3, N2>^Ni9 ^-д^2^^_л 

Обозначим через R дополнение к R0 и окрестностям RNyM резонансных 
точек. 

Л е м м а 2.1. Для к0 £ R ряды теории возмущений, построенные в силу 
леммы 1.2 и ее следствия, абсолютно сходятся равномерно в R и определяют 
блоховские решения ty(x, у, к 0) уравнения! .1 (а = !), аналитические в области 
k0 £ R, | Im я | ^ т17 | Im г/ | ^ т2 гг не обращающиеся там в нуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из трансляционных свойств cs
n(y, k0), опре

деленных формулой (1.28), следует, что 

(2.18) сп(х, ko) = *n(y, k0)e*"-kl)v, 

где функция cs
n(y, к0) периодична по у. Докажем по индукции, что для 

к0 $ RNM, | Im к0 | >> iVj, выполняются неравенства (s ̂  1): 

fe e + 1 M*o)> > ^ r c 0 , 
(2.19) K Q / , А 0 ) К С # х /2 

I T " 8 ' п — Пр 

2лпп Здесь п0 — целое число такое, что I ^—- + 2Re к0 

последовательно определяются формулами 
Y- Константы С& 

- 1 
г2 (2.20) Ct = !, CS = U (Cs_{ + 2-f2 С М С ^ ) , 5 > 2 . 

2 = 2 
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Неотрицательные числа f.n(k0) удовлетворяют условию -

(2.21) 2 /„№,)<!• 
пфО, п0 

Предположим, что (2.19) справедливо для всех s' ^ s — 1. Тогда при тех 
же s' ^ 1 имеют место неравенства 

(2.22) - |q>.'1>SKC.. ( e ' ' + i + 8 ' ' - i i L [qieh ' mxlj ) . 

Из этого неравенства при Im x = 0 и того, что ~-д4
 по 1 ^ е2 в силу (2,17), 

следует 
(2.23) ' ^ = 0, | ^ ( г / , А0) K2J7Ce ,_i8' ' , V > 2 . 

Равенство /^ = 0 выполнено в силу условий нормировки (1.3). 
Из (2.19) и (2.23) следует, что 

(2.24) 
2 ,2ч У+h S - 1 

M-hfay 
pV&-h$)lt_ 

У г=2 

где константа /п > 0 равна 

(2.25) / n t 0 = 

Для оценки величины 

(2-26) /„„ 

eRe(ft?l-ft?)Z,_1 

Re(j/?, — A§)[ | e<ftn-feo)b._i 

e(ftft-ftJ)i,_1 
J/ 

оценим коэффициенты Фурье разложения по х функции (ифз-хфо) 

(2.27) I {е~^~ Х ща.^х | <*7 2 е1 ! с»-1* I < й=И=0 

:C/CS_1?I«I х в-».(А+в»)<е-»(А;+1), пфщ, 
8% П = Пп 

•(Суммирование в (2.27) идет по к Ф 0, т. к. нулевой коэффициент Фурье 
функции и отсутствует в силу (1.3).) Из (2.27) и того, что 

(2.28) 

i)ino|5S = exp (^j^x+(k2
0—k%) г/) 

| / n , i l ^ / n , o < 7 i n | . 
l e - W ' + l), пфп0, { г 2(l h~1Jc 

Если k0$RNM, то 

(2.29) / n t 0 < m i n ( A , |Re(A:»—Л8)-* | ) . 

При этом 

(2.30) 2 ' » . „ < S | R e ( ^ - ^ ) - 4 < - ^ - | R e ^ | l n ( ^ - | R e A t | ) . 
пфп0)0 n=jfcn0,0 
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Из (2.17) следует, что константы / п , определенные следующим равенством: 

(2.31) /п = е-з (\ + l)jn,0, пфщ, 

удовлетворяют условию (2.21). Суммируя (2.28) и (2.24) и учитывая (2.31)г 
получим искомые неравенства (2.19). 

Для | Re к0 | < Л/\, | Im к0 | > JV2 мы докажем, что для всех п (вклю
чая п = п0) выполнено первое из неравенств (2.19). При этом константы / п 
удовлетворяют условию (2.21), в котором суммирование идет по всем п. 
Отметим, что в силу индуктивного предположения левая часть в (2.24) оце
нивается при всех п первой строкой правой части этого неравенства. 

Продеформируем контур интегрирования в (2.26) в комплексную область 
так, чтобы он соединял сначала точки г/, у' ± ix2 (у' = Re у), затем у' ± ix27 
у' ± £т2 + /2

 и У ± ^т2 + hi У + h прямыми отрезками. Обозначим через 
In,si / = 1 , 2 , 3 интегралы (2.26) вдоль каждого из этих отрезков. В силу 
аналитичности и и (ps-1 при | Im у | < т2 

(2.0Z) 1 n,s— 'n,s~\~ ^n , s~b -ln,s* 

Имеем 
v+U 

(2.33) /А.в + /5, . = *(**-Л)у J <1**Ф.-1>*<*0'. 

Учитывая, что в силу предположения индукции левая часть в (2.27) может 
быть в рассматриваемом случае оценена при всех п величиной UC^qWe8, 
s^2, получим 

(2.34) | /А,, + /»,, | < tf?N | Im |(А»-к1Г | x Ц %
 S ^ 2 ' 

Для второго слагаемого имеем 

[1, * = 1 , 
s > 2 . (2.35) | A , s | < w „ / " , ! | I m ( k " " ' S ) l ? ! , , 1 x | ; oS 

Итак, для величины / n j S справедливы два типа неравенств: одно выте
кает из (2.34), (2.35), а второе — это неравенство (2.28), которое в силу изме
ненного в указанной области предположения индукции (первое из нера
венств (2.19) справедливо для всех п) приобретает вид 

| / п , в К ^ С ' в . 1 / П | о е 8 ^ 1 , пфО. 

Определим величины fn формулами 
2iViZ (2.36) / n = e - V n , 0 , | Л | > ^ р . , 1п = г 2тгп т 7 —•=— Im k0 

1 . „ . ^ Wil | п | < 
Из неравенств (2.17) следует, что они удовлетворяют условию (2.21). Исполь
зуя для оценки | In%s | при | п | < * * неравенства (2.34) и (2.35), а при 

\п \> — — модифицированное неравенство (2.28), получим искомое утвер
ждение леммы. 

Из (2.20) следует, что константы Cs являются коэффициентами разложе
ния в нуле 

оо 

(2.37) С(е) = 2 Cses+1 

аналитической ветви уравнения (2.15). Значит, при е < г0 этот ряд абсолют
но сходится. Следовательно, ряды (1.19) и (1.21) определяют аналитические 



СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ДВУМЕРНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ 1 4 3 ' 

функции ^¥(х, г/, к0) и F(y, к0), k0 £ R. В силу второго из неравенств (2.14)0, 
а также (2.22), имеем при | Im x | ^ хг/2 

(2.38) | ¥ (* , у, к0) | > 1 - 2С(е) > 0. 

Поэтому блоховская функция г|), определенная формулой (1.30), аналитична 
при к0 £ R, | Im х | ^ тх/2, | Im г/ | ^ т2 и не обращается в нуль. Лемма 
доказана. 

Построим теперь блоховские решения в резонансных областях. Пусть,, 
как и в лемме 1.3, / — конечный набор резонансных индексов. 

Л е м м а 2.2. Если для всех п (J / , а £ I имеют место неравенства 

(2.39) £ Jn,a+ 2 ( | ^ - 1 т / с 0 | - 1 + < 7 2
2 1 1 ю * ° | | п | ) < г 2 

\n\^N \n\<N 

при некотором целом iV, где Оп,а даются формулой (2.25) с заменой к0 на 
ка, то ряды (1.35) и (1.37) абсолютно сходятся и определяют аналитические 
функции ^р(г/, w±) и Wa(x, г/, г^), удовлетворяющие уравнению (1.36). 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы полностью аналогично доказательству 
леммы 2.1. Соответствующие оценки для членов этих рядов имеют вид 

(2.40) | # в | < C s 8 s + V I « - a l / n i J ^ = c r e < f t a - f t » ^ , 

(2-41) S / » . « < ! . 

(2 42} i f f J / ^ ^ K 1 ' 

Рассмотрим следствия этого утверждения. Пусть k0 ($ i?0 , но принадле
жит одной из окрестностей RNM резонансных точек. Тогда, если в качестве / 
выбрать {0, —2N}, то неравенства (2.39) будут выполнены. Значит, для 
w1 £ WI(RNM) определены аналитические функции Та(д:, г/, wx) и ^р(г/, wi)> 

/V/ 

М7Х 6 R\N,M\I такие, что имеет место (1.36). Матрица Т(у, w^), определенная 
из (1.44), также аналитична в области комплексной плоскости R\N,M\I н а 

которую отображаются RN,M и R-N-M функцией w^k). Отсюда следует, 
что блоховские решения уравнения (1.1), определенные формулами (1.50, 
1.51) для каждой точки двулистного накрытия RlN,M\ н аД R\N,M\, зада
ваемого уравнением (2.43), являются мероморфной функцией на R\N,MI: 

(2.43) w\ - w2 Sp {Ц ( О и>2Э) + det (T$ К ) w2{,) = 0, 

^ = Щ(К)^ K£RN,M, a» P = 0, -2N. 

Полюсы ty(x, у, Q) совпадают с полюсами ha и поэтому не зависят от х, г/, 

Q 6 R\N,M\-
Далее будет предполагаться, что константа 8 выбрана так, что помимо 

неравенств (2.14) выполнено и неравенство 
(2.44) 8 < h 

2(l + h-2)l2U ' 
В этом случае дискриминант уравнения (2.43) может обращаться в нуль лишь 
внутри области R\NyM\- Это утверждение следует из того, что на границе 
RNiM

 и R-N,~M справедливы как условия леммы 2.1, так и леммы 2.2. 
Из построения блоховских решений ty(x, г/, к0) и я|)(^, у, к'0), wx = wx{k^) = 
= ^i(^o)' следует, что переход к ним соответствует процессу диагонализации 

А 

матрицы T^(w1)w2fi. Поэтому собственные значения этой матрицы совпадают 
на границе с w2(k'0) ,и?2(&о)» определенными формулой (1.33) для нерезонансной 
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области. Так как в силу (2,23) 
и 

(2.45) I \ F(y, k,)dy\^El2UC(s), 

то имеем 
^2 ТО (2.46) 
w2 (к0) 

> 
w2(k'0) 
w2 (к0) 

1 - 2 w2(k'0) el2UC(e): w2 (k0) 

h - 2г12иФ (e) (1 + 2h) > A (1 - С (e)) > О, 

Следовательно, на границе R\NtM\ уравнение (2.43) имеет различные корни, 
и его дискриминант может иметь нули лишь внутри области. 

Все утверждения, доказанные выше, справедливы для любого потенциа
ла, удовлетворяющего условиям (2.13). В частности, для потенциалов их = 
= %и(х, у), 0 ^ т ^ 1. Так как при такой деформации число нулей дискри
минанта внутри области сохраняется, а при т == 0 имеем у него один дву
кратный нуль в точке wYN — Wi(kNM), то мы приходим к заключению, чт° 
дискриминант уравнения (2.43) имеет либо два простых нуля, либо один 

двукратный. 
О п р е д е л е н и е . Пара целых чисел (N > О, М) такая, что kNM £ R, 

будет называться отмеченной, если дискриминант уравнения (2.43) имеет 
двукратный нуль. 

В этом случае R\NyM\ приводима, т. е. распадается на два листа. При 
этом блоховская функция \р(х, у, к0) продолжается аналитически в области 
RN,M и R-N,-MI которые являются распавшимися листами RIN,M\- Д Л Я 

неотмеченных пар двулистная поверхность R\NtM\ неособая. 
Л е м м а 2.3. Елоховская функция ^{х, г/, Q) имеет один простой полюс 

А 

на R]N,M\ {для неотмеченных пар N > О, М). 
Прежде чем приступить к доказательству леммы, отметим, что полностью 

аналогично предшествующему доказывается, что ряды теории возмущений 
для формально сопряженной блоховской функции ty+(x,'у, к0) сходятся 
в нерезонансной области и определяют там аналитическую функцию. Из 
следствия леммы 1.4 вытекает, что ty+(x, у, Q) определена, так же как и яр 
н а R \ N , M \ I Г Д е о н а мероморфна, а ее полюсы не зависят от х, у. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим произвольную периодическую ва
риацию 8и потенциала и. Аналогично доказательству равенства (1.6) (см. 
также [22, 52]) можно получить 

(2.47) 1ЬЕ{{Щ+)х- ibp < u u + - « x ) , + « ^ 4 + » = 0. 

Из этого равенства следует, что функции (я))г|)+)х и {tyxty+ —iH£)j/ не могут 
иметь совпадающие нули. Действительно, в противном случае в этой точке 
((i|)6m|)+)) = 0 (где ((• )> означает среднее по х, у), что не может быть верно 
для всех 8и. Воспользуемся теперь равенством (1.6). По доказанному нули 
функции (г|д|)+)х совпадают с нулями dp, которые, в свою очередь, совпадают 
с нулями дискриминанта уравнения (2.43). Значит, их всего два. Вне резо
нансной области (г|тф+)х Ф 0. Следовательно, в области R\N%M\ числа нулей 
и полюсов этой функции равны, т. е. функции я|) и яр+ имеют в этой области 
по одному простому полюсу. Лемма доказана. 

С топологической точки зрения «вклейка» вместо двух областей RN,M 
и R-N-M двулистной накрывающей R\N,M\-> н а которую аналитически 
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продолжается блоховская функция яр из нерезонансной области, — это про
стейшая перестройка, соответствующая «приклеиванию ручки» между двумя 
резонансными точками kNtM и k-N-M. 

Рассмотрим продолжение яр внутрь центральной резонансной области R0, 
заданной неравенствами (2.16), в которых, не ограничивая общности, можно 
считать, что N[ = ^- N± — целое. Функция w1 (2.3) отображает R0 как 
2А^-листное накрытие кольца в ^-плоскости ехр (—N2l±) < wi < e xP(AVi)-

Выберем в качестве набора резонансных индексов / для wx, удовлетво
ряющих предшествующим неравенствам, все индексы, для которых | Re ка | < 
<С А7!- Тогда выполнены условия применимости леммы 2.2. Аналогично пред
шествующему получаем, что яр(х, у, к0) из нерезонансной области продол
жается на риманову поверхность R0, которая задается над кольцом 
ехр (—N2lx) < wx < ехр (N2h) характеристическим уравнением (1.49) для 
матрицы размером 2N[ X 2Л^-матрицы монодромии квазиблоховских реше
ний, построенных как возмущения решений ехр (гках — к2

ау) свободного 
уравнения (2.1). В силу леммы 2.2 эта матрица T$(w1)w2p аналитична по wx 
в области своего определения. Таким образом, мы приходим к лемме. 

Л е м м а 2.4. Елоховская функция^(х, у, к0) аналитически продолжает
ся из нерезонансной области на R0, где она является мероморфной функцией, 
полюсы которой не зависят от х, у. Их число g0 не превосходит числа пар 
(N > О, М) таких, что kNM £ i?0 . В общем положении, когда R0 неособая, 
g0 равно роду R0. 

Забегая вперед, укажем, что для вещественных потенциалов и(х, у) 
поверхность R0 всегда неособая. 

Обозначим через Г риманову поверхность, полученную из комплексной 
^-плоскости «вклейкой» R0 вместо R0 и «вклейкой» R\NfM\ вместо R^iM 
и R_N,_M (Дл я неотмеченных пар N > О, М). Эта поверхность всюду, кроме, 
может быть, конечного числа точек в области R0, является гладкой. 

П е р е о б о з н а ч е н и я . До сих пор блоховские решения уравнения 
(1.1), построенные с помощью теории возмущений, обозначались через гр. 
В дальнейшем мы для краткости будем опускать знак волны, обозначая их 
через ty(x, у, Q). Аналогично будем опускать знак волны над собственным 
значением w2(Q) оператора сдвига на период по у. 

Т е о р е м а 2.1. Риманова поверхность Г изоморфна «спектральному 
множеству Флоке» для оператора (1.1). Блоховские решения гр(ж, у, Q) этого 
уравнения, нормированные условием яр(0, 0, Q) — 1, мероморфны на Г'. Полюсы 
яр не зависят от х, у. В каждой из областей R\^M\ функция гр имеет по 
одному простому полюсу. В области R0 она имеет g0 полюсов, где g0 в общем 

А А А А 

положении, когда R0 неособая, равно роду R0. Вне R]NiM\ и R0 функция яр 
голоморфна и не имеет нулей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Все утверждения теоремы, кроме первого, 
следуют из самой конструкции Г. Каждой точке Q £ Г соответствуют соб
ственные значения w±(Q) и w2(Q) операторов сдвига на периоды по х и у. 
Они определяют отображение Г в С2 с координатами wx, w2. To, что оно уста
навливает изоморфизм между Г и «спектральным множеством Флоке», выте
кает из утверждения следующей леммы. 

Л е м м а 2.5. Для любой непрерывно дифференцируемой функции f(x), 
удовлетворяющей условию (1.9) (т. е. f(x + 1г) = w0f(x)), ряд 

(2.48) 5 = 2^,,;г/, Qn)-Mk-
10 УМН, т. 44, вып. 2 



146 И. М. К Р И Ч Е В Е Р 

сходится к f(x). (Здесь, как и ранее, через Qn = Q(w0) обозначены точки Г 
такие, что тг(()п) = и?10, я|?п = гр(аг, г/, <?п).) 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы в частном случае конечнозонных опе
раторов было впервые предложено в [52]. Оно практически без изменений 
переносится на общий случай. Из леммы 1.1 и того, что функции (г|л|)+)х 
и ('Фя'Ф4" — # х ) у не имеют общих нулей, следует, что дифференциал 

(2.49) dQ = - dp — dE 

голоморфен на Г и имеет нули в полюсах г|э и я|)+. 
Рассмотрим интеграл 

(2.50) SN = ± { \ f (х>) *(*'V>Q)r(*',v,Q) dQ dx, 
cN о 

где в качестве контура СN выберем границу квадрата ) Re к | ^ кг~ (2N + t)t 

| Im к | < £• (2N + 1), где N — достаточно большое целое. Подынтеграль
ное выражение имеет полюсы в точках Qn, а его вычеты в этих точках равны 
соответствующим членам ряда (2.48). С другой стороны, используя нера
венство (2.22), легко получить, что SN равно сумме первых N членов обыч
ного ряда Фурье для функции f(x). Устремляя N к бесконечности, получим 
искомое утверждение. 

Пусть (и>10, w'2) — какая-либо точка спектрального множества Флоке 
и г|/ — соответствующая ей блоховская функция. Если w'2 не совпадает ни 
с одним из значений w2n = w2(Qn), то 

(2.51) <г|/(я, г/, wi0, w'2) г|з+ (х, г/, <?*)>* = 0, 

поскольку левая часть не зависит от г/, а с другой стороны она при сдвиге у 
на Z2 умножается на w'2W2n- Из леммы 2.5 следует, что тогда а|/ = 0. Теорема 
доказана. 

Подчеркнем еще раз, что она справедлива для всех (в том числе и ком
плексных) потенциалов, удовлетворяющих условию (2.13). Для веществен
ных и(х, у) ей можно придать более эффективную форму. Прежде чем сделать 
это, приведем следующее определение. 

О п р е д е л е н и е . Потенциал и(х, у) называется конечнозонным, если 
для него все пары (Лт > 0, М), кроме конечного числа, являются отмечен
ными, т. е. кривая Г имеет конечный род. 

Для конечнозонных потенциалов соответствующая им поверхность Г 
вне некоторой конечной области совпадает с окрестностью бесконечности 
на обычной комплексной плоскости. Поэтому она может быть компактифи
цирована одной «бесконечно удаленной» точкой Р0 = оо. В дальнейшем мы 
сохраним обозначение Г для соответствующей компактной римановой по
верхности — алгебраической кривой. 

С л е д с т в и е . Елоховские решения г|)(а;, г/, Q), Q £ Г, уравнения (1.1) 
для конечнозонных потенциалов и определены на компактной римановой 
поверхности Г. Вне выделенной точки Р0 функция я|) мероморфна, имеет 
g полюсов, не зависящих от х, г/, где g в общем положении, когда Г неособая^ 
равно роду Г. В окрестности Р0 функция г|)(;г, г/, Q) имеет вид 

оо 

(2.52) ' ф = ««*-**»( 1 + 2 £.(*, У)^'), 
v s = l ' 

где к'1 = k~x(Q) — локальный параметр в окрестности Р0. 
Все утверждения следствия, кроме последнего, непосредственно выте

кают из определения конечнозонных потенциалов и теоремы 2.1. Для полу
чения (2.52) воспользуемсяттем, что в окрестности бесконечности ty(x, у, к) 
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дается рядами теории возмущений для нерезонансного случая. Из (2.22) 
следует, что функция 

(2.53) яр (я, г/, k)e-ikx+»v, 

которая голоморфна в проколотой окрестности Р 0 , ограничена. Поэтому она 
голоморфна в этой окрестности и может быть разложена в ряд 

(2.54) 4>(ж, у, к)е-1кх+к2У = У} 1„(х, y)k~s. 
s=0 

Из нормировки (1.8) следует, что | 0 = 1, и следствие доказано. 
Назовем набор пар комплексных чисел я = {(p's, p"s)}, где s пробегает 

конечное или бесконечное подмножество пар целых чисел (N > О, М)т 
допустимым, если 

(2.55) R e p ; = R e p ; = - ^ - , \ p's — ka \ = о ( у ^ т ) , 

'*•-*• |= 0 (ттЫ' 
и отрезки [p's, p"s], параллельные мнимой оси, не пересекаются. 

Для каждого допустимого набора я построим риманову поверхность 
Г (я), проводя вертикальные разрезы между парами точек p's, p"8 и —p's, —p"s 
и склеивая левый берег правого разреза с правым берегом левого разреза 
и наоборот. После такой склейки каждой паре разрезов (p's, p"s) и (—p's, —p's) 
соответствует негомологичный нулю цикл, который будет обозначаться as. 

Т е о р е м а 2.2. Для любого вещественного периодического потенциала 
и(х, у), аналитически продолжимого в окрестность вещественных х, у, бло~ 
ховские решения уравнения (1.1) с а = 1 параметризуются точками Q рима-
новой поверхности Г (я) для некоторого допустимого набора я . Соответствую
щая функция г|)(^, z/, Q) мероморфна на Г(я) и имеет по одному простому 
полюсу на каждом из циклов as. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для вещественных потенциалов и комплексное 
сопряжение переводит блоховские решения уравнения (1.1) в блоховские 
решения того же уравнения. Поэтому соответствие 

(2.56) т: (wu w2)-^(wv w2) 
является антиголоморфной инволюцией спектрального множества Флоке, 
которая в силу теоремы 2.1 индуцирует антиголоморфную инволюцию «спек
тральной кривой» Г. В наличии такой антиинволюции можно убедиться 
и непосредственно из конструкции Г. В частности, из формул леммы 1.2 
следует, что в нерезонансной области т имеет вид к0 -+- —к0 и при этом 
Ц(х, г/, к0) = # г , г/, — к0). 

Рассмотрим окрестности RNtM резонансных точек, лежащих вне цен
тральной области R0. Инвариантность R]NiM\ относительно т означает, что 
два нуля дискриминанта уравнения (2.43) либо оба лежат на прямой Re к = 
= jtiWZjL, либо оба расположены симметрично вне этой прямой. Последнее 
невозможно, поскольку на пересечении этой прямой с границей RN M знаки 
мнимых частей собственных значений оператора сдвига на^период^по^ раз
личны (для свободного уравнения (2.1) это видно непосредственно из фор
мулы (2.3), а для общего оператора (1.1) — из оценки (2.46)). Следовательно, 
внутри отрезка прямой существует точка, в которой w2 вещественно. Таким 
образом, оба нуля дискриминанта, которые мы обозначим через p's, р'^ 
лежат на прямой Re к = JIN/IV Разрез между ними соответствует циклу asr 
который выделен условиями, что на нем оба мультипликатора w1 и w2 ве
щественны, s = (Лг, М). Этот цикл есть «запрещенная зона», возникшая на 
месте резонансной точки ks. Докажем, что полюс блоховской функции лежит 
на цикле as. На этом цикле функции а[?, г|э+ вещественны. Поскольку 
ю* 
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ty(x, г/, Q) = г|?(ж? z/, т(())), то по,люсы я|) должны быть инвариантны относи
тельно т. Так как на R\xtMl имеется лишь один полюс г|э, то он должен быть 
неподвижен относительно т, а значит, принадлежит неподвижному циклу а8. 

Для достаточно малых потенциалов и(х, у), когда центральная область 
R0 пуста, теорема доказана. Будем увеличивать и(х, у). Описанная струк
тура Г топологически устойчива и может разрушиться лишь при слиянии 
циклов as для различных s. (В этот момент Г будет иметь особенности.) 
Препятствием к подобному слиянию является условие периодичности и. 
Условие периодичности и по х разделяет циклы as и <v, если N Ф N'. Пре
пятствием к слиянию циклов над отрезками одной прямой Re к = пМ11х 
является периодичность и по у. Если разрезать Г вдоль циклов а8 и вдоль 
прямой Re к = О, то в области Re к > 0 определена однозначная ветвь ква
зиэнергии E(Q). Поскольку дифференциал dE чисто мнимый на as, то вещест
венная часть E(Q) непрерывно продолжается на as и равна там тождественно 
лМ/12, s = (N, М). Таким образом, циклы as разделены значениями вещест
венных частей квазиимпульса и квазиэнергии и не могут сливаться. Поэтому 
доказываемая теорема справедлива для всех, а не только малых и. 

Из построения Г следует, что для достаточно больших \ s \ = | N | + 
+ | М | точки p's, p"s локализованы в окрестностях Rs резонансных точек ks, 
что и отражено в (2.55). В рассматриваемом случае потенциалов и, аналити
ческих в некоторой окрестности вещественных х, у, можно показать, что 

(2.57) | /?; — p's | - О (е-а|ДП-р|М|). 

Это соотношение не доказывается в данной работе и не включается в опре
деление допустимых наборов в связи со следующими обстоятельствами. 

Описанное в теореме 2.2 представление Г хорошо известно (см. [53, 54]) 
в спектральной теории оператора Штурма — Лиувилля с периодическим 
потенциалом и(х). Соответствующие кривые Г являются гиперэллиптиче
скими. Им отвечают наборы p's, p's для s = (N, 0). Причем p's — p"s. В каче
стве независимых параметров, однозначно определяющих и, можно выбрать 
dB = Im p's и точки ys по одной на каждом из циклов. В терминах этих пара
метров процесс аппроксимации и конечнозонными потенциалами uG выгля
дит очень просто. Потенциал uG соответствует набору данных, в котором 
полагается df = ds, | s \ < G, df = 0, | s \ > G ([53]). 

Такой подход к доказательству аппроксимируемости произвольного 
периодического потенциала конечнозонными в нестационарном случае силь
но затруднен, поскольку параметры pS4 p"s не независимы (они были зависи
мыми и в стационарном случае, но там их связь была явной). Как будет 
видно в дальнейшем, любым конечным допустимым наборам соответствуют 
конечнозонные потенциалы, периодические по х и квазипериодические по у 
(см. § 4). Условие периодичности по у приводит к тому, что среди величин 
p's, pi независимыми являются лишь половина (например, p's или pr

s — p"s). 
Поэтому, если пытаться строить процесс аппроксимации периодическими 
конечнозонными потенциалами, то необходимо «захлопывать» зоны [p's, p's] 
для больших | s |, подправляя одновременно оставшиеся. В принципе, этот 
путь возможен, но технически довольно трудно реализуем. Ниже мы при
ведем доказательство теоремы аппроксимации, основанное на другой идее, 
которая применима и в случае спектральной теории операторов, у которых 
полюсы блоховских функций не лежат на неподвижных овалах соответствую
щей антиинволюции (к числу таких случаев относится спектральная теория 
операторов, используемых при построении конечнозонных решений уравне
ния sine-gordon или нелинейного уравнения Шредингера с отталкиванием 
и т. д.). Поскольку в ходе подобного доказательства не будет явно исполь
зоваться параметризация и с помощью допустимых наборов я , то мы и не 
уточняем необходимые и достаточные условия, выделяющие допустимые 
наборы. 
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§ 3. Теорема аппроксимации 

Пусть потенциал иг(х, у) уравнения (1.1) с Re о Ф 0 является тригоно
метрическим полиномом. Поскольку 

(3.1) if (я, г/, kNM)i3p+(x, г/, k_Ni _м) - ехр (2л1*х + ^ У ) 

(в этом параграфе мы придерживаемся первоначальных определений и 
обозначений первого параграфа и начала второго, т. е. ty(x, г/, к) — реше
ние свободного уравнения (2.1), я|з(#, у, Q) — решения уравнений типа (1.1)), 
то это означает, что для некоторого G 

(3.2) <(ф(я, г/, kNtM)ty+(x, г/, k-NrM)u1{x, у)}) = О, 

\N\ + \M\>G. 

Из формул леммы 1.2 следует, что при условии (3.2) член первого порядка 
теории возмущений фх(^, г/, к0) не имеет полюсов в резонансных точках 
^N,M П Р И I N | + | М | > С? и может быть доопределен в них по непрерывно
сти. Полюсы в этих точках возникнут уже в следующем порядке теории воз
мущений. Основная идея последующей конструкции опирается на возмож
ность построения формального ряда U(x, у) с главным членом щ, после
дующие члены которого подбираются так, чтобы соответствующие члены 
ряда теории возмущений не имели полюсов в kNM, \N\-\-\M\>G. 

Л е м м а 3.1. Пусть их(х, у) — периодическая функция, удовлетворяю
щая условиям (3.2). Тогда существует единственный формальный ряд 

(3.3) U(x,y) = S us(x, у), 

в котором для s ^ 2 выполнены равенства 

(3.4) и*м= «г|5 (х, г/, kNM) г|)+ (ж, г/, &_¥, _м) и5 (л, г/)» - О, 

| i V | + | M ! < G , 

и такой, что для любого к0 Ф kNM, | N | + | М | ^ G, существует един
ственный формальный ряд 

оо 

(3.5) F (г/, *0) = 2 *", (г/- ft»), 

для которого уравнение 

(3.6) (<т^ -dl + U (x, у)) У (х, у, k0) = F (г/, к0) V (х, у, к0) 

имеет формальное решение вида 
оо 

(3.7) ¥ (х, г/, fc0) = 2 Ф* (*, У, К), % = г|) (ж, у, к0): 
.4 = 0 

удовлетворяющее соотношениям 

(3.8) № , », A0)tH*. 0. *о)>* = 1, 
^(а; + /i, г/, А0) = Wi(A0)4r(a:, г/, А0); 

( ° ' } ¥ (* , I/ + /я, А0) = w 8 ( A 0 № , у, к0). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Уравнение (3.6) эквивалентно системе 

(3.10) (аду-д*) <р, = S ( ^ - ",) 4 W 
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Для к0 Ф kNM члены рядов (3.5) и (3.7) даются формулами, полностью ана
логичными (1.25—1.29): 

S 

(3.11) Fs (у, к0) = 2 <qtut<f>*-i)x> *Ро = Г (х, у, к0), 
7 = 1 

(3.12) ф , = 2 4 (у, ко) f„ {х, у), г|)п = г|> (х , у, к0 + -?=2_) , 

y+h s 

(3.13) 4 = o - i ^ _ J v (^ с«-1_<^„4 ф в_ (>я)^' . 
У г = 1 

Предположим, что члены иг ряда (3.3) с номерами £ ̂  s — 1 построены так, 
что срг.(#, г/, /с0) не имеют полюсов при /с0 = kNM для | JV | + | М \ > G. 
Значит, фг могут быть определены и в этих точках по непрерывности. Следую
щий член ряда (3.3) us(x, у) находится из условий 

y + hs-l 

(3.14) и™= \ 2 М-*- -
У г=1 

- <я|5+ (я, г/', fe^t _м) и ^ ^ (ж, у', kNM))x) dy\ \N\ + \M\>G. 
Равенства (3.14) вместе с нормировочными условиями (3.4) и (1.8) опреде
ляют все коэффициенты Фурье периодической функции us(x, у). Из (3.14) 
следует, что <р8(х, г/, к0) не имеет полюсов в kNM при \ N \ + | М | > G. 
Лемма доказана. 

Т е о р е м а 3.1. Любой гладкий периодический потенциал и(х, у) 
уравнения (1.1) с Re о Ф 0, аналитически продолжимый в окрестность ве
щественных х, у, равномерно с любым числом производных аппроксимируется 
конечно зонными потенциалами. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения будет проведено для о = 1. 
На общий случай Re а Ф 0 оно переносится практически без изменений (как 
и доказательство теоремы 2.1). Для любого целого G обозначим через 
и0(х, у) и ui(x, у) периодические функции такие, что 

(3.15) и(х. у) = и%(х, у) + и(((х, у), <4>* =<wi>*==0, 

и такие, что для и% выполнены условия (3.4), а для и^ — условия (3.2). 
В силу леммы 3.1 потенциалу и^ однозначно сопоставляется формальный 
ряд (3.3) UG(x, у). 

Л е м м а 3.2. Существует константа G0, зависящая от величин U, тх, т2, 
входящих в (2.13), такая, что при G > G0 соответствующий формальный ряд 
(3.3) сходится и определяет гладкий периодический конечнозонный потенциал 
U (х, у) уравнения (1.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если и удовлетворяет условиям (2.13), то 
при | Im х | ^ т1? J Im у | ^ т2 

(3.16) | щ (х, y)\^U(S==UexV(-yr2(nri/ll+nT2/l2)G). 
Следовательно, 

(3.17) \uG
i(x,y)\<iUG

i = U + U(Z. 
Как и в доказательстве леммы 2.1, представим коэффициенты cs

n ряда (3.12) 
в виде (2.14). Тогда при k0 (J Z?0, k0 ^RNM имеют место неравенства (2.19) 
с заменой Cs на Cs, которые рекуррентно определяются формулами 

s - 1 г s 

(3.18) с^л, св=±2 (2 РА-/)с,.(+ 2^ф*-«. 
i = 2 j=l i=l 

(3.19) Ф5 = 2CS, * > 1 . 
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Константы иь входящие в (3.18), ограничивают члены ряда (3.3): 

(3.20) \и*{*1У)\<иаъ*-К 
Д л я получения рекуррентных формул для Us отметим, что если неравенства 
(2.19) справедливы для к0 (£ R0 (R0 — центральная резонансная область) 
м для к0 £ RNMI Т 0 ОНИ остаются справедливыми и для к0 ($ i?0, k0 £ i? j V M , 
поскольку функции cs

n(y, к0) регулярны в RNM, и поэтому для них можно 
воспользоваться принципом максимума модуля. Из этого замечания следует, 
что если неравенства (2.19) доказаны до порядка s — 1, то в соотношениях 
(3.14), определяющих коэффициенты Фурье и8 с индексами iV, M, \ N | + 
+ I М | > G (остальные коэффициенты Фурье равны, в силу (3.4), нулю), 
можно для фг(х, у, kNM) пользоваться неравенствами (2.22). Окончательно 
получим 

(3.21) Ua = 
s-1 г s -1 

г=2 j = l г=1 
Из формул (3.18—21) следует, что для достаточно больших G ряд (3.3) схо
дится и определяет гладкую периодическую функцию UG(x, у). (Достаточно 
G выбрать так, чтобы точки kNM с | N | + | М \ > G удовлетворяли условию 

l/"2 ^ 1/̂ 2 ^ ~ 
I Re /сл-м | > -у- iV0, | Im /сJVM | > -у - УУ0. гДе No находится, подобно 
iVl7 iV2 в лемме 2.1, из условий сходимости производящих рядов для величин 
Csi Us.) Одновременно мы получаем, что для /с0, | к0 | > iV0, ряд (3.7) схо
дится и определяет блоховское решение уравнения (3.6), которое аналитично 
и не обращается в нуль для всех /с0, | к0 | > N0. Следовательно, U является 
конечнозонным потенциалом. Лемма доказана. 

Непосредственно из (3.21) и (3.16) следует, что при | Im х | ^ т1г 
| Im у | < т2 

(3.22) | и (х, у) - UG (х, у)\^М ехр ( - У 2 {mj^ + ят2/72) G), 

где константа М зависит лишь от U, т1? т2. Следовательно, последователь
ность конечнозонных потенциалов UG(x, у) при G ->- оо равномерно с любым 
числом производных сходится к и(х, у). Теорема доказана. 

§ 4. Спектральная теория конечнозонных нестационарных операторов 
Шредингера 

Формально определение конечнозонных потенциалов, данное во втором 
параграфе, относится лишь к потенциалам уравнения (1.1) с Re о Ф 0. 
Однако, хотя при Re a — 0 для общего периодического потенциала и(х, у) 
спектральное множество Флоке глобально не является римановой поверх
ностью, ввести понятие конечнозонных потенциалов можно и в этом случае. 
Более того, общее определение конечнозонных потенциалов относится не 
только к периодическим, но и к квазипериодическим потенциалам с конечной 
группой периодов. Елоховскими решениями уравнения (1.1) с такими потен
циалами и называются решения, для которых логарифмические производные 

"ф:кФ~\ ^//Ф-1 имеют ту же группу периодов, что и и(х, у). Множество таких 
решений — это и есть спектральное множество Флоке. В том случае, когда 
оно является римановой поверхностью Г конечного рода g < оо, соответ
ствующий потенциал называется конечнозонным. Непустота такого определе
ния следует из решения обратной задачи восстановления и по соответствую
щим алгебро-геометрическим данным, которая была поставлена и решена 
в [6, 7] и кратко излагается ниже. 
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Пусть Г — неособая алгебраическая кривая рода g с отмеченной точ
кой Р0 и фиксированным в ее окрестности локальным параметром k~1(Q), 
к~1(Р0) = 0. Для любого набора точек Yi, . • ., yg общего положения суще
ствует единственная функция ty(x, у, Q) такая, что 

(4.1) 1° вне точки Р0 она мероморфна и имеет не более чем простые полю
сы в точках у$ (если они все различны); 

2° в окрестности Р0 она имеет вид 

(4.2) г|з (х, у, Q) = е**-*-1^ (1 + 2 £s (x, у) Г 5 ) , к = к (Q). 
5 = 1 

Отметим, что г|) зависит лишь от класса эквивалентности [А_1]2 локального* 
параметра. (Для любого натурального т назовем т-жвивалентными локаль
ными параметрами к"1, к~\ если имеет место равенство kx(Q) = k(Q) + 
-f- 0(k~m(Q)). Класс эквивалентности будет обозначаться через [к~1]т. В даль
нейшем, когда это не будет необходимо специально, мы будем подразумевать 
под локальным параметром его класс эквивалентности.) 

Зафиксируем на Г базис циклов аь bt с канонической матрицей пере
сечений аь о dj = bt о bj = 0, а( о bj — 8tj. Стандартным образом опреде
ляются (см. [7] или [9]): базис нормированных голоморфных дифференциалов 
cofe, к = 1, . . ., g; векторы Bh = (Bhi) их 6-периодов и соответствующая 
тэта-функция Римана — целая функция g комплексных переменных, которая 
при сдвигах аргументов на базисные единичные векторы ek в Cg и на век
торы Вк преобразуется следующим образом: 

(4.3) 9 (т + ек) = 9 (т), 9 (т + Bh) = e-niBkk~2ni4Q (Т). 

Пусть q — произвольная точка Г. Отображением Абеля называется соответ
ствие, при котором точке Q £ Г сопоставляется вектор A(Q) с координатами 

Q 

Ak(Q) = \ Юй- Д л я любого набора g точек уг, . . ., yg общего положения 
ч 

функция Q(A(Q) -f Z), где 
(4.4) Z = K-A(yi)- . . . -A(yg) 

(К — вектор римановых констант) имеет ровно g нулей, совпадающих с у& 
(отметим, что нули этой многозначной функции на Г определены, в силу 4.3, 
корректно). 

Обозначим через Q ( s \ 5 = 1, 2, мероморфные дифференциалы на 1\ 
имеющие единственные полюсы в точке Р0 вида 

Q*1) = йк(\ + 0(к-2)), Q<2> = ю-Чк2(1 + 0(к~3)) 

и нормированные условием 

(4.5) \ Q(e) = 0. 

Векторы их 6-периодов будут обозначаться через 

(4.6) 2nUk = § Q(D, 2nVh = § QW. 
bu bk 

Функция типа Бейкера — Ахиезера ty(x, у, Q), определенная своими 
аналитическими свойствами (4.1), (4.2), имеет вид 

(•*./; г р - e x p ^ j хъя -f-yu J Q{A(Q)4-Z)Q(A(P0) + Ux+Vy + Z) ' 
Q 

Доказательство (4.7) заключается в непосредственной проверке того, что 
правая часть не меняется при обходе по любому циклу на Г (т. е. корректна 
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определяет функцию \|) на Г) и обладает всеми необходимыми аналитическими 
свойствами. 

Т е о р е м а 4.1 ([7]). Функция^(х, г/, Q) удовлетворяет уравнению (1.1)» 
с потенциалом и(х, у), равным 

(4.8) и (я, у) = 2д% In Э (.4 (Р0) + Ux + Vy + Z) - 2с, 
где константа с определяется из разложения 

Q 

(4.9) J Q(D = k (Q) + c0 + ckr* (Q) + О (Г2 (<?)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию 

(4.10) Ц={оду — д1 + и)у!р(х, г/, Q), u{x, y) = 2ilix(x, у), 

где £]_ — коэффициент из разложения (4.2). Она обладает всеми аналитиче
скими свойствами я|э за исключением одного. Разложение ее предэкспонен-
циального множителя в окрестности Р 0 начинается с члена порядка Аг1, 
а не с единицы, как у i|). Из единственности ^ следует, что г|) = 0. Для полу
чения формулы (4.8) достаточно разложить правую часть (4.7) в окрестно
сти Р 0 , используя соотношение (следствие билинейных соотношений Римана) 

(4.11) A(Q) = А(Р0) + Wk-\Q) + 0(k-*(Q)). 
Для кривой общего положения соответствующие потенциалы и(х, у) 

являются квазипериодическими. Условия, выделяющие кривые, которым 
отвечают периодические потенциалы, формулируются следующим образом. 

Пусть dp и dE — мероморфные дифференциалы на Г, имеющие един
ственные особенности в Р0 вида 

(4.12) dp = dk(l + 0(к~2)), dE = 1о~Чк2(1 + 0(к~3)) 
и однозначно нормированные тем, что их периоды по всем циклам Г являются 
вещественными. Если для любого цикла С на Г 

(4.13) ф dp = -j^~ , : | dE = - ^ - , пс, тс - целые, 
с с 

то соответствующие таким кривым Г потенциалы и имеют периоды 1Х и 1г 
по х и у соответственно. Функции Бейкера — Ахиезера совпадают с блохов-
скими решениями уравнения (1.1). Дифференциалы dp и dE являются диффе
ренциалами квазиимпульса и квазиэнергии, а соответствующие «мульти
пликаторы» w^Q) и w2(Q) равны 

9 9 
(4.14) M?4(^) = exp Ul^ \ dp) , u?2(£) = exp (iZ2 '̂ dE} . 

q Q 

(Условия (4.13) гарантируют, что wt(Q) не зависят от пути интегрирования.) 
Доказательство сформулированных утверждений следует из того, что 

(4.15) ц(х + h, у, Q) = 1»г(()Щх, у, <?), 
(4.16) г|)(х, у + Z2, Q) = w2(Q)^(x, у, Q), 

поскольку правые и левые части этих равенств имеют одинаковые аналити
ческие свойства. 

Формально сопряженные или двойственные функции Бейкера — Ахие
зера, являющиеся решениями уравнения (1.4), определяются следующим 
образом. Пусть dQ — единственный мероморфный на Г дифференциал с един
ственным полюсом второго порядка в Р 0 , имеющий нули в точках уг, • • •> 7g* 
Кроме 7s дифференциал dQ имеет еще g нулей, которые будут обозначаться 
через у + , • • ., у%- Двойственной функцией Бейкера — Ахиезера будет назы
ваться функция г|)+(х, у, Q), которая мероморфна на Г вне Р0 и имеет ПОЛЮСЫА 



154 И. М. КРИЧЕВЕР 

в у3
+, . . ., yg. В окрестности Р0 она имеет вид 

(4.17) г|)+ (х, у, Q) = е-^+о-^У (1 + 2 £ (*, */) ft-). 

Л е м м а 4.1. ([56]) Для коэффициентов 1Х и !•* разложений (4.2) и (4.17) 
имеет место равенство 

(4.18) h,(x, y) + g1
+(^») = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (4.2) и (4.17) и определения у+, . . ., yj 
следует, что дифференциал 

(4.19) dQ{x, у, Q) =г|)(*, у, <?№+(*, у, Q)dQ(Q) 

голоморфен вне Р01 где он имеет полюс второго порядка. Значит, вычет dQ 
в Р0 равен нулю. Так как он равен левой части (4.18), то лемма доказана. 

С л е д с т в и е . Двойственная функция Бейкера — Ахиезера г|)+ является 
решением уравнения (1.4), формально сопряженного уравнению (1.1), которому 
удовлетворяет о|). 

Л е м м а 4.2. Если Г, Р0, уг, . . ., yg таковы, что отвечающий им 
потенциал и является неособым, то дифференциал dQ равен 

(4.20) dQ-. dp о dE 
т+)х OM>+-W£)? " 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полностью аналогично ходу доказательства 
леммы 2.3 можно показать, что если и неособый, то (я|л|)+)я и (tyxty+ —tytyx)y 
не могут иметь общих нулей. Из (1.6) следует, что правые части (4.20) голо
морфны вне Р0 и имеют нули в полюсах яр, г|з+ и полюс второго порядка Р0. 
Так как эти свойства однозначно определяют dQ, то лемма доказана. 

Т е о р е м а 4.2. Для вещественного гладкого периодического конечно -
зонного потенциала и уравнения (1.1) соответствующая кривая Г изоморфна 
спектральному множеству Флоке. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы при произвольном о полностью повто
ряет доказательство первого утверждения теоремы 2.1, поскольку для его 
проведения достаточно соотношения (4.20). 

Потенциалы и, соответствующие произвольному набору данных (Г, Р0, 
k'1, ys), являются комплексными и мероморфными функциями. Выделение 
вещественных и неособых потенциалов для случаев о — 1 и а = i оказы
вается принципиально различными. 

С л у ч а й о — i. Для вещественности и необходимо, чтобы на Г суще
ствовала антиголоморфная инволюция т такая, что т(Р0) = Р0. Локальный 
параметр к'1 должен быть выбран так, чтобы k(x(Q)) = k(Q). Полюсы ув 
должны под действием т переходить в двойственный набор %(ys) = yt, т. е. 
Ys? T(7s) ДОЛЖНЫ быть нулями дифференциала dQ с единственным полюсом 
второго порядка в Р0. 

Если эти условия выполнены, то в силу совпадения аналитических 
свойств равны между собой функции 

(4.21) Г (*, У* <?) = $(*> У>*Ш 
Значит, 

(4.22) 1Лх,у)^1\(х,у)$ 

и согласно (4.18) и = 2illx веществен. 
Для того, чтобы потенциал и был гладким, достаточно, чтобы антиинво

люция т была разделяющего типа, т. е. ее неподвижные овалы aQ, . . ., а\, 
I ^ §•> разделяли Г на две области Г^". Если dQ, соответствующий у±, . . ., yg, 
неотрицателен на as относительно ориентации, заданной на этих овалах, как 
на границе Г+, то потенциал и не имеет особенностей при вещественных х, у. 
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Достаточность приведенных условий для гладкости и была впервые 
получена в [12]. Их необходимость недавно была доказана в [57] на основе 
детального анализа тэта-функциональной формулы (4.8). Ниже мы дадим 
краткий набросок иного способа доказательства. 

Во-первых, отметим, что доказательство необходимости приведенных 
условий достаточно провести для периодических потенциалов, поскольку 
множество кривых Г с отмеченной точкой Р0, отвечающих им при l±, l2 ->- оо, 
плотно среди всех конечнозонных потенциалов. 

Соответствие 
(4.23) К , и>2) -> ( < , w^) 

при о = i оставляет инвариантным спектральное множество Флоке. Так 
как это множество изоморфно Г, то (4.23) порождает антиголоморфную инво
люцию т: Г —>• Г. Неподвижные овалы т разбивают Г на две области Г+, 
где | шг | > 1, и Г~, где | wx | < 1. На этих овалах dp положителен, и в силу 
{4.20) положителен и дифференциал dQ. Утверждение доказано. 

Неподвижные овалы а0, . . ., at антиинволюции т являются «спектром» 
оператора (1.1) в пространстве квадратично-интегрируемых функций на 
прямой. 

Т е о р е м а 4.3 ([52]). Пусть параметры (Г, Р0, к'1, ys) удовлетворя
ют перечисленным выше условиям, гарантирующим вещественность и неосо-
бость соответствующего конечно зонного потенциала и(х, у). Тогда 

(4.24) б (х — х') = J г|з (х, у, Q) г|)+ (х\ у, Q) dQ. 
(Ua ) \ Р 0 s s 

Теорема доказана в [52] в более общей ситуации, используя стандартный 
прием контурного интегрирования. 

Отметим, что при Q (i as функции ty(x, у, Q) и ty+(x, у, Q) кохмплексно 
сопряжены друг другу и ограничены, так как | wt(Q) \ — 1. 

С л у ч а й a = 1. Конечнозонные решения уравнения (1.1) с a = 1 
являются вещественными и неособыми тогда и только тогда, когда опреде
ляющие их данные (Г, Р01 /с-1, у8) удовлетворяют следующим условиям: 
на кривой Г существует антиголоморфная инволюция т, имеющая g + 1 
неподвижный овал (такие кривые называются М-кривыми); точки Р 0 , у1? . . . 
. . ., yg лежат по одной на каждом из неподвижных овалов т, локальный 
параметр к'1 в окрестности Р0 должен быть выбран так, что k(r(Q)) = —k(Q). 

З а м е ч а н и е . На неподвижных овалах %*dp = —dp, i*dE = —dE, 
поэтому условие вещественности периодов этих дифференциалов означает 
равенство нулю интегралов dp, dE вдоль ах, . . ., ag. Значит, в случае a = 1 
дифференциалы dp и dE совпадают с дифференциалами £2(1> и Q(2), где Q(s) 

определены в начале параграфа (4.5). 

§ 5. Теорема полноты произведений блоховских функций 

В данном параграфе мы ограничимся случаем вещественных неособых 
конечнозонных потенциалов уравнения (1.1) с a = 1. Как было показано 
выше, они определяются М-кривой Г с отмеченной точкой Р0 £ а0 (где а0, . . . 
. . ., ag — неподвижные овалы антиинволюции т: Г —>• Г) и набором точек 
ys £ as. Кроме того, они зависят от класса эквивалентности локального 
параметра [&-1]2 такого, что k(r(Q)) = —k(Q). Вещественная размерность 
многообразия таких данных 

(5.1) Mg = (T,P0, [kr%) 

равна3g + 1, где# — род кривойГ. Подмногообразие М$ 6 M g данных (5.1), 
отвечающих потенциалам с нулевым средним по х, имеет размерность 3g 
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и выделяется, как видно из (4.8,9) и того, что (при о = 1) dp = Q^\ усло
вием p~x(Q) 6 [&-1]2> гДе P(Q) — любая ветвь квазиимпульса. 

Основной целью настоящего параграфа является построение из произ
ведений блоховских функций, отвечающих периодическим конечнозонным 
операторам, и их двойственных аналога базиса Фурье в пространстве перио
дических по х л у функций. Прежде чем изложить эти результаты, нам потре
буется детальная информация о структуре «резонансных точек» на соответ
ствующих таким потенциалам кривых. 

Пусть набор данных (Г, Р0, [к~1]2) £ Mg удовлетворяет условиям (4.13), 
которые необходимы и достаточны для периодичности и. Тогда на Г опреде
лены функции wt(Q), i = 1, 2, являющиеся собственными значениями опера
торов сдвига на периоды по х, у. Пара точек Q и Q' называется резонансной^ 
если wt(Q) = iVi(Q'). 

На каждой из областей Г1*", на которые циклы а0, . . ., ag разбивают 
кривую Г, можно выбрать однозначную ветвь интегралов 

Q Q 

(5.2) p(Q)=\dp, E{Q)=\dE, q£aQ. 
q q 

(В качестве Г+ выберем ту из областей, на которой Re p > 0.) 
Л е м м а 5.1 ([18]). Для любой М-кривой Г отображение 

(5.3) T+3Q^(Kep(Q), Re£«?) ) 

является вещественным диффеоморфизмом Т+ на правую полуплоскость К2, 

сg выколотыми точками. Кривая Г и Р0 соответствуют периодическим потен
циалам уравнения (1.1) с о = 1 тогда и только тогда, когда координаты этих 
точек имеют вид (nNsl~\ jtik/y"1), Ns > 0, Ms — целые. Все пары резонанс
ных точек на Г суть точки Р^м такие, что Р^м = ъ(Р$гм), a PNM является 
прообразом при отображении (5.3) точки с координатами (nNl^\ пМ1~1), 
N > 0, М — целые, (N, М) Ф (Ns, Ms), s = 1, . . ., g. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Дифференциалы dp и dE являются чисто мни
мыми на неподвижных овалах а0, . . ., ag. Поэтому отображение (5.3) непре
рывно продолжается на эти овалы. При этом цикл а0 отображается в начало 
координат, а циклы as — в точки с координатами 

(5.4) — &>dp = nUs, —&dE = nVs, s = l,...,g 

(bs — циклы Г, дополняющие as до канонического базиса). 
Рассмотрим линию уровня функции Re р = г на Г+ . Функция Re E 

не имеет на этой линии экстремумов. Сначала докажем это для г Ф nUs, 
s = 1, . . ., g. Предположим, что Re E имеет экстремум в точке Q на линии 
Re р = г. Тогда в этой точке 

(5.5) - § < « = *• 

где К — вещественное. 
Дифференциал dE — Ыр имеет 2g— 1 нуль. На циклах а0, . . ., ag 

он веществен. Его интегралы по аи . . ., ag равны нулю, поскольку, как 
было объяснено в конце прошлого параграфа, равны нулю интегралы по 
этим циклам dE и dp. Значит, на каждом из этих циклов dE — Ыр имеет, 
как минимум, два нуля. Еще один нуль имеется на цикле а0. Следовательно, 
этот дифференциал не может обращаться в нуль в точке Q, что противоречит 
(5.5). Аналогично доказывается, что Re E монотонна на всех компонентах 
связности линии уровня Re p = nUs. Первое утверждение леммы доказано, 
а второе следует из (5.4) и (4.13). 
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Для доказательства последнего утверждения леммы достаточно рассмот
реть отображение Г: 

(5.6) Q-> {Im p{Q), Im £(<?)). 

Аналогично предшествующему доказывается, что прообраз любой точки HI2 

•состоит не более чем из двух точек Г. Так как Im р и Im E четны относи
тельно т, то два прообраза сопряжены друг другу. При сопряжении Re p, 
Re E меняют знак. Из условия резонансности двух точек PNM, PNM 

(5.7) R e p ( P ^ M ) - R e p ( ^ M ) = ^ 7 r , R e E
 (P+NM) ~ Re E (P'NM) = -j^-

следует утверждение леммы. 
Пусть г|)(ж, г/, Q) — функция Бейкера — Ахиезера, построенная по дан

ным (5.1) и набору полюсов ys. Если выполнены условия периодичности 
(4.13) соответствующего потенциала, то произведения 

(5.8) Ф^м (Х, у) = яр (я, у, Р^м) Ц+ (ж, у, PNM) 

являются по определению резонансных точек периодическими функциями 
переменных х, у. Периодическими функциями являются и произведения 
ty(x, у, (?)г|)+(х, у, Q). Из теоремы Римана — Роха следует, что среди послед
них имеется лишь g + 1 линейно независимых. Действительно, при любых 
х, у функция я|д|)+, как функция Q, является мероморфной с множеством воз
можных полюсов в точках yt, ys- По теореме Римана — Роха размерность 
пространства таких функций равна g + 1. (Из этого рассуждения следует, 
что размерность пространства функций \|)(я, г/, Q)ty+(x, z/, Q) не превосходит 
g + 1. То, что она равна g + 1, будет показано в ходе доказательства тео
ремы 5.1.) 

Обозначим через ФЦх, у) периодические функции 

(Ь.У) Ф . (х, у) - (г|) ^ у^ P2s) r ^ ^ P2s))x , 5 - 1, . . . , g, 

тде Pj, / = 1, . . ., 2g — это нули дифференциала dp, которые занумерованы 
так, что P2s-n Pis лежат на овале as. 

Пусть Ь\ = Ь\(Т2) — пространство квадратично-интегрируемых перио
дических по х, у функций с нулевым средним по х. Через (Ь°2)* будет обозна
чаться двойственное пространство. Определим элементы Ф^ £ {Е°2)*, которые, 
как будет показано ниже, образуют совместно с Фхм и Ф£ аналог базиса 
Фурье в (Ц)*. 

Зададим функции rs(x, у) формулой 

(5.10) r9{x, y) = exp(i jj (xdp + ydE)) Q(A(ys) + Ux-\-Vy+Z) 
Q(A(P0)+Ux+Vy+Z) 

которая с точностью до постоянного множителя Q(A(P0) + Z) совпадает 
«с коэффициентом при сингулярном члене разложения г|)(.г, г/, Q) в окрестно
сти ее полюса по локальному параметру Q(A(Q) + %)- (Напомним, что 
Q(A(ys) + Z) = 0.) Пусть Qs

n — это точки Г такие, что ^i(ys) = Wi(Qn)-
Рассмотрим ряд 

(^ \\\ ф-(г и\=У w* (^ rs(x' У)У+(Х' У' Qn) 
у . 1 ; s \ ^ У) /j W2(ys)-W2(Qsn) {^{Xi y, Q»n)y+(X, у, Q'n))x • 

Л е м м а 5.2. Ряд (5.11) для всех х и у < 12 сходится и определяет глад
кую аналитическую функцию Ф~^(х, г/), периодическую по х. Для любой 
непрерывно дифференцируемой функции v(x, у) с периодами 1Х и 12 по х, у 
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существует конечный предел 
i 

(5.12) lim \ (Ol(z,y)v(x,y))xdy, 

который и определяет элемент O j £ (L°2)*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При | п \ ->- оо имеем k(Qs
n) = - ^ + р8т 

Отсюда 

(5.13) *г(<Гп) » ехр ( _ ^ ! ^ _ i = ^ i - / 2 ) . 

Аналогично с точностью до конечного множителя 

(5.14) Г (х, у, <&) » ехр ( - J ^ + ^ | ! L + i ^ L ) . 

Следовательно, при у < 12 члены ряда (5.11) экспоненциально убывают. 
Периодичность Ф~ по х вытекает из того, что по определению Qs

n периодичны 
по х все члены ряда. Обозначим через r°s периодическую функцию rs° =• 
= rs(x, у) ехр (—ipsx — iEsy), где р8я Es — значения квазиимпульса и ква
зиэнергии в 7s- Имеем 

rs (х, у) ^ (х, у, Qs
n) __ (5.15) 

(* (х, У, Qsn) Г (х, у, Qs
n))x 

=(«+°ШУ * "' 
2Шпх , 4я2Л2у 4япр 

+ — + —£—+ *Е8 

Значит, левая часть (5.12) представляется суммой ряда, члены которого для 
| п | > N0 равномерно оцениваются коэффициентами Фурье периодической 
функции r°s(x, y)v(x, у), что влечет за собой последнее утверждение леммы. 

Т е о р е м а 5.1. Функции Of и Ф^м образуют минимальный базис 
в (Ц)*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства полноты этого набора 
достаточно показать, что для любой непрерывно дифференцируемой периоди
ческой функции v(x, у) из равенств 

h 
(5.16) а) « у ф ? » = О, Ь) J <Ф7 (я, у) v (я, у))х dy = О, 

о 
(5.17) а) « 1 ; Ф £ м » - 0 , Ь) < У > Я = 0 , 

следует, что v = 0. (Здесь и далее ((• )> означает среднее по х, у.) 
Для любой точки (?0 £ Г такой, что W^QQ) Ф Wi(Pj), Qo Ф Ys> (?о Ф PNM> 

рассмотрим ряд 
У+h 

(5.18) Ф (,, „, Qo) = 2 *» С I/) 1 ^ J Ж Й - *"'' 
где Цп(х, г/) = я|?(я, г/, <?„), и?2п = ^2(<?J и Qn, как и ранее, определяется 
из условия WiiQn) = w^Qo). Асимптотически члены этого ряда совпадают 
с членами ряда <pi(#, г/, ()0)э рассматриваемого в § 2. Поэтому (5.18) сходится 
и определяет аналитическую функцию переменной Q0. Из (5.17) следует, что 
она аналитически продолжается] во все резонансные точки Р^м- Покажем, 
что его можно непрерывно продолжить и в точки Q0 Ф Pj такие, что W^QQ) = 
= w^Pj). Рассмотрим ф(ж, г/, ОД, где Q'0 близка к Q0. Устремляя Q'Q к Q0, 
видим, что среди членов ряда (5.18) имеется два члена, стремящихся к беско
нечности. Они отвечают индексам п0, п0 + 1 таким, что соответствующие 
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точки Qno, Qno+i лежат в окрестности Pj. (Эти члены стремятся к!нулю, 
ПОСКОЛЬКУ П р и QQ-^QO СТреМЯТСЯ К НУЛЮ <l|)nol|U0 >* И (^no + i^no + l ^ - ) 
Сумма этих двух членов стремится к конечному пределу. Действительно, 
члены ряда (5.18) для п Ф 0 совпадают с вычетами в точках Qn дифферен
циала 

У+h h 
/r4Q4 Г л,./ Г У(х' У» Q)V(X', у'< <?Ж*'> у'* Qo) v te'» У') dx' лп /п\ 
{Ь'Щ ) йУ ) (w1(Qo)w^(Q)-l)(w2(Q0)w2(Q^)~l) dl*W> 

у о 
который локально гладко зависит от Q0. Поэтому сумма двух стремящихся 
к бесконечности членов ряда (5.18) стремится к интегралу дифференциала 
(5.19) по малому контуру, охватывающему точку Pj. 

Таким образом, если v удовлетворяет условию (5.17а), то cp(;r, у, Q0) — 
аналитическая функция на Г вне точек Pj, ys и отмеченной точки Р0. В точ
ках 7s она, возможно, имеет простые полюсы, а в точках Pj, j = 1, . . ., 2g 
она может иметь двукратные полюсы. Из равенства 

y+h h у 
(5.20) j ^ ^ - [ %n(y')dy' = ^^r[xn(y')dy'-[%ndy', 

У . 0 0 

следует, что функция 

(5.21) ц>(х, у, Q0) = ф, г/, Q0) — ф(0, 0, Q0)ty(x, у, Q0) 

не имеет полюсов в точках Pj, если v удовлетворяет условиям (5.16а). Из 
(5.16 Ь) следует, что ф(0, 0, Q0) не имеет полюсов в точках ys. Значит, ф ме-
роморфна на Г вне Р0 и имеет, возможно, простые полюсы в точках 7s- Ана
логично неравенству (2.19) для 5 = 1 имеем 

(5.22) ф(*, у, <?оЖ(*, У, Qo) = O(k-\Q0)). 
Следовательно, функция ф является функцией типа Бейкера — Ахиезера,. 
но в разложении (4.2) для ф предэкспоненциальный множитель будет начи
наться с Oik'1). Из единственности функции Бейкера — Ахиезера заклю
чаем, что ф = 0. 

В силу леммы 2.4 последовательность я|)п = \р(х, у, Qn) является базис
ной (в смысле определения, данного в § 1). Сравнивая формулы (1.25), (1.28) 
с (5.18), получим 

(5.23) (ду - Ы + щ) Ф (х, г/, <?0) = - v% + <;ffiff>>* %, 

где и0 — конечнозонный потенциал, отвечающий функции Бейкера — Ахие-
зераг|)(;г, у, Q). Так как ф = 0, то левая часть (5.23) равна нулю. Из (5.16а) 
заключаем, что тогда v = 0. Полнота семейства Ф±, Ф^м доказана. 

Доказательство минимальности этого семейства вытекает из следующего 
построения «двойственного» базиса в пространстве L\. Рассмотрим произ
вольную вариацию и(х, у, т) конечнозонного потенциала и0 = и(х, у, 0). 
Для любой точки Q0 ф Pj, Р%ш обозначим через Q(x) точку римановой по
верхности Гт, отвечающей потенциалу и(х, у, т), которая определяется 
из условия W;X((?(T)) = Wi(Q0)- Обозначим через 

(5.24) я|)т =г|)т(х, у, Q0) = дх^{х, z/, Q(%)) |т==0. 
По определению эта функция имеет блоховское поведение по х с мультипли
катором IV^QQ). 
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Л е м м а 5.3. Для любой вариации и(х, г/, т) функция сф , у, Q0), 
заданная формулой (5.18), где 

(5.25) ф , у) = dxii{x, у, т) |т==0, 
равна 

(5.26) <p(x,y,Q0) = yx~ %x^fx 4V Ч>„ = !>(*, У. &)• 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Правая часть равенства (5.26) является бло-
ховской функцией с мультипликаторами w10, w20 и удовлетворяет условию 
нормировки (^Q)X = 0. Дифференцируя (1.1) по т, получим, что она являет
ся решением уравнения (5.23). Как было показано в § 1, такое решение един
ственно и дается формулой (5.18). Лемма доказана. 

Рассмотрим сначала конечнозонные вариации и, сохраняющие периоды 
и0. К таким вариациям относятся вариации, не меняющие Г, но сдвигающие 
полюсы ys блоховской функции. Обозначим через 

(5.27) и; (х, у) = -^- и (х, у | Г, Tl, . . ., yg). 

(Эти функции являются линейными комбинациями duidzb где и заданы фор
мулой (4.8), a zt — координаты вектора Z.) Кроме того, имеются вариации, 
сохраняющие ys1 но изменяющие Г. Например, если в качестве параметров, 
определяющих Г, выбрать концы p2s разрезов в модели Г из § 2 (напомним, 
что при вариациях Г, сохраняющих периоды и0, среди концов разрезов 
имеется лишь половина независимых), то можно определить функции 

(5.28) и; (х, у) = d/dp2su {x,y\p2,..., p2g, yt, . . . , yg). 
Л е м м а 5.4. Функции vf удовлетворяют следующим условиям: 
(5.29) «V?ONM» = «^Фюиг» = 0, 
(5.30) (№, Ф?» = 0, ( ( ^ Ф ^ ) - О , 
(5.31) №Ф+

8>)) - би., « ^ Ф ? » - аА.-, as ф 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для обоих типов рассматриваемых вариаций 

г|)т (где т или ys, или p2s) не имеет полюсов в точках PNM- ИЗ ЭТОГО вытекают 
равенства (5.29). Функция -г-!--имеет двукратный полюс в точке ys, простые 
полюсы в точках ys>, s' Ф s. В остальных точках она аналитична. Сравнивая 
эти свойства с теми, которые вытекают из (5.18), получаем вторые из равенств 
(5.30), (5.31). При вариациях p2s производные г—- имеют полюс в точках P2S. 

vPzs 
Отсюда получаем первые из равенств (5.30), (5.31). Лемма доказана. 

Ее утверждения говорят о том, что Ф± образуют базис в кокасательном 
расслоении к многообразию периодических конечнозонных потенциалов, 
отвечающих кривым рода g. Ниже мы покажем, что Ф^м двойственны к ва
риациям, трансверсальным к этому многообразию, при которых «раскры
вается зона» на месте резонансных точек PNM» 

\ Рассмотрим малые окрестности RNM какой-либо пары точек PNM- Функ
ция w1 отождествляет каждую из этих окрестностей с некоторой окрестно
стью RNM точки W^PNM). ЕСЛИ ДЛЯ WX £ RNM обозначить через P±(w1) £ 
6 RNMI WiiP^ = wn то w^(w1) = w2(P±) аналитические функции в RNM. 
Пусть RNM — двулистное накрытие RNM, заданное уравнением 

(5.32) *2 - « К ) + w'2 (w,)) z + (1 - г2) w\ К ) w; (wt) = 0. 
Для достаточно малых 8 граница RNM ^распадается на две окружности, 
жаждая из которых естественно отождествляется с границами RNM- ЭТО 
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отождествление позволяет приклеить к дополнению в Г областей RNM область 
RNM- При этом получится риманова поверхность рода g + 1- Обозначим ее 
через Т%м. Инволюция т естественно продолжается на Г^м , где она имеет 
помимо старых неподвижных циклов а0, . . ., ag еще один новый ag+1 £ 

€ RNM-

Приведем необходимые сведения о голоморфных дифференциалах на Т%м 

[58]. Пусть coi, . . ., G)g+i — базис нормированных дифференциалов на Т%м-
Если coi, . . ., <х>£ — базис нормированных голоморфных дифференциалов 
на Г, a (UNM — нормированный дифференциал третьего рода на Г с вычетами 
±1/2я£ в точках PNM, TO вне RNM имеем 

(5.33) |Q> f©r-l | - 0 ( e 2 ) , i = l,...,g, | ш ^ м ^ ! - 1 | = 0 ( е 2 ) . 
Пусть Ве и R — матрицы периодов кривых Г^м и Г соответственно. Тогда 
из 5.33) следует 

(5.34) 7ВЪ = В„ + 0(г% *,/<£> 

(5.35) Bg+U f = § uNM = At {P+
NM) - At (PNM) = Al

NM 

кг 
(второе из этих равенств есть следствие билинейных соотношений Римана). 
Для матричного элемента Bg+lig+1 имеем 

(5.36) Bg+i, g+i = -L- (In e + rWM + О (e2)). 

Тэта-функция 0 = 0(zb . . ., zg+1), построенная по матрице Bj, равна 

(5.37) 0 = 0 (г) + гег™ [ 0 (z + ANM) e f e + i _ 

-e(z-ANM)e-2nize+x]+0(s2), 

где z = (zu . . ., zg), ANM = (Al
NM) и Аг^м определены в (5.35). 

Рассмотрим конечнозояный потенциал и(х, у), соответствующий кривой 
Г^м и дивизору полюсов Yi, • • ., Vg+i- Он задается формулой (4.8), в кото
рой тэта-функция есть 0. Векторы Ь-периодов дифференциалов dp и dE 
на Te

NM равны 
Ut^U, + 0^), V^Vi + OW, i = l,...,g, 

(5-38) ^ = ^ + 0 ( в 8 ) > yg+^2nm + 0 { ^ 

Из (4.8) и (5.37) получаем, что 

(5.39) 8и = и — и =e(vNn 
где функции VNM(XI У) даются формулами 

а /гт I т/ I rr А ч 2niN &2яШ 
(5.40) ^ м = е**м . ̂  e(tf*+7„+Z) е г ' 

Л е м м а 5.5. Функции VNM удовлетворяют соотношениям 

(5.41) ((^мФг)) = 0, « ^ м Ф ? » = 0, 
(5.42) «^мФ^хМх» = 0, «^мФ^хМ!» = 6NJVl6MMl. 

11 УМН, т. 44, вып. 2 

(5.39) 8и = и - и - 8 (tf&M^Vi + у™^ " 2jTi2^+1) + О (е2), 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассматривая производную блоховской функ
ции по е, получим, что соответствующая функция о|)е имеет простые полюсы 
в точках у8 и Pj и полюс в паре точек Р^м- Сравнивая его вычет с (5.18)г 
получим равенства (5.42). Равенства (5.41) есть следствие простоты полюсов 
i|)E в 7s и P2S. 

Доказанные леммы позволяют сделать вывод о минимальности базиса 
Ф?> &NM в С г̂)*- Одновременно они доказывают теорему. 

Т е о р е м а 5.2. Функции vf и v^M, заданные формулами (5.27), (5.28) 
и (5.40), образуют минимальный базис в L\. 

Г Л А В А и 

ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИИ ТИПА 
КАДОМЦЕВА — ПЕТВИАШВИЛИ 

Как было сказано во введении, уравнения типа уравнения КП — это̂  
система нелинейных уравнений на коэффициенты ut и Vj операторов L, А 
вида (2), эквивалентных операторному уравнению (4). (В дальнейшем будет 
предполагаться, что и%$ = и%6а$, v%$ = z/^Sap — постоянные диагональные 
матрицы, i/g£4 = 0.) Это определение нуждается в уточнении. Оказывается,, 
что если п ^ т , то система (4) редуцируется к пучку систем лишь на коэффи
циенты оператора А, параметризованных константами hai, а = 1, . . ., Z; 
i = 0, . . ., п. (Подробности см. [7].) В дальнейшем под уравнениями типа 
КП будут подразумеваться редуцированные системы уравнений на коэффи
циенты А. 

§ 1. Необходимые сведения о конечнозонных решениях 

Исходным объектом в конструкции [7] конечнозонных решений уравне
ний (4) является неособая алгебраическая кривая Г рода g с отмеченными 
точками Р а , а = 1, . . ., Z, в окрестности которых фиксированы локальные 

п 
параметры l&iQ), к^\Ра) = 0. Обозначим через Ra(k) = 2 haikl (где 
hai — константы, параметризующие системы уравнений типа КП вместе 
с константами v^, являющимися диагональными элементами старшего коэф
фициента -4). 

Для любого набора точек уг, . . ., yg+i~i общего положения существует 
единственная функция tya(x, у, t, Q), Q £ Г, которая 

1° мероморфна на Г вне точек Ра и имеет полюсы в точках ys (не более 
чем простые, если ys различны); 

2° в окрестности точки Р§ она представима в виде 

(1.1) 1|>в = l « V + J W + W » ( S if (*, у, t) ftp*), 
5=0 

где £?P = 6aP, кр = к№). 
Обозначим через i|)(:r, у, t, Q) вектор-столбец с координатами яра. Как 

было показано в [7], существуют единственные операторы L и А вида (2) 
с матричными (I X I) коэффициентами такие, что 

(1.2) (ду - ЬЩх, у, t, Q) = 0, (dt - АЩх, у, t, Q) = 0. 
Поскольку равенства (1.2) выполнены при всех Q, то L и А удовлетворяют (4) 
(с о}= 1). Из единственности a|)a легко следует, что они не меняются при за
менах локальных параметров таких, что Щ = /ср + 0(Щт). Локальные 
параметры, связанные подобным образом, относятся к одному классу экви
валентности [к$*]т. 
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Комплексная размерность многообразия наборов 
(1.3) Mg=(T, Ра, [к£]т), Г имеет род g, 

равна N = 3g — 3 + (in -f- 2)1. На Mg может быть введена комплексно-
аналитическая структура. Пусть / = (11ч . . ., IN) — произвольная система 
(локальная) координат на Mg. Зависимость всех величин от / в последую^ 
щих формулах является комплексно-аналитической. 

Обозначим через dp, dE, dQ мероморфные дифференциалы на Г с полю* 
сами в точках Ра вида dka, dRa(ka), v^dk™ соответственно, однозначно нор^ 
мированные условием вещественности их интегралов по всем циклам. Пусть 
аи bj — канонический базис циклов на Г. Определим ^-мерный веществен* 
ный вектор U с координатами 

(1.4) Uh = -±-$dp, Uk+g=—±r$dP' к = ! 2л ? ^ ' ~*+8 2зх * + * = — 5 r $ d P ' л = 1, . . . , * . 
uh 

Аналогично по dE, dQ определяются 2£-мерные вещественные векторы V, W, 
Разрезав Г вдоль циклов a^bj, можно выбрать однозначную ветвь интегралов 
p(Q), E(Q), Q(Q). В окрестности Ра они имеют вид 

(1.5) р = ка-аа + 0(к?), E=Ra(ka)-ba + 0(fc), 
Q = i%k£-ca + 0(ka)9 

р, Е< £1 можно однозначно нормировать условием at = bt = сг = 0. 
В работе [22] с помощью явных тэта-функциональных формул показано, 

что построенные конечнозонные решения имеют следующий вид. Если 
а = a(I), b = Ь(1), с = с(1) — диагональные матрицы ааба |5, Ьа8а$, с а6 а р , 
то 

(1.6) L-^gLg-i, A = gAg~i, 
А А 

где g = exp (i(ax + by + ct + Ф))» Фар, = Фа6аз> а коэффициенты ut, и$ 
операторов Z, А имеют вид 

(1.7) щ = щ(их + Уу+УП + г\1), Vj = Vj(Ux + Vy+Wt + Z\I). 

Здесь Ui(zt, . . ., z2g\I), Vj(zu . . ., z2g\I) — функции с единичными перио
дами по переменным zt. Вещественные координаты вектора Z и комплексные 
константы Ф а определяются по набору уи . . ., Y^+Z-I- В формулах (1.6), 
(1.7) они могут считаться произвольными. 

Чтобы не загромождать изложение излишними техническими деталями, 
А А 

отошлем читателя за подробностями построения явных формул для ui, v* 
к [22]. 

В качестве примера рассмотрим конечнозонные решения уравнения КП 
[6]. Решения этого уравнения строятся с помощью функции Бейкера — Ахие* 
3epai|)(£, г/, t, Q). которая мероморфна на Г вне Р0, имеет полюсы уи . . ., yg 
и имеет в окрестности Р0 вид 

оо 

(1.8) ^ = eift«-o-iw1,+tt»*(i+ 2 h (ж, У, t)k-s), k = k(Q). 
S= 1 

Эта функция имеет вид, аналогичный (1.4.7) (здесь и далее в тройной нумера* 
ции формул первая цифра указывает номер главы). 

(А Q) , ь - ^ 9(A (Q) + Ux+Vy+Wt+Z) 9 (A (P0)+Z) 
К } W~ Q(AiQ)+Z)Q(A(P0) + Ux+Vy+Wt+Z) f 

l l * 
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где Qt1). Q(2> — те же, что и в главе I, Q(3> — нормированный абелев диффе
ренциал с полюсом в Р0 вида dk's. Соответствующее конечнозоныое решение 
и(х, у, t) дается формулой 

(1.10) и (х, у, t) = 23 | In G (Ux + Vy + Wt + A (P0) + Z) + const. 

Возвращаясь вновь к конечнозонным решениям общих уравнений (4), 
определим, следуя [56], понятие двойственной функции Бейкера — Ахиезера. 
Для любого набора уг, . . ., Yg+z-i общего положения существует единствен
ный с точностью до пропорциональности дифференциал со второго рода с по
люсами второго порядка в точках Ра, обращающийся в нуль в точках ys. 
Набор точек у*, . . ., Yg+z-ь являющихся остальными нулями со, назы
вается двойственным к набору уи . . ., 7#-H-I-

Если г|)(ж, у, t, Q) — вектор-функция Бейкера — Ахиезера, определен
ная выше по набору данных (1.3) и полюсам 7s? то двойственная вектор-
функция \f)+(x, у, t, Q) — это вектор-строка с координатами я|э£, которые 
мероморфны на Г вне Ра с полюсами в точках 7s и имеют в окрестности Р$ 
вид 

оо 

(1.11) -ф* = exp (i ( - V - Др (*з) У - »тФ) ( 2 &"* (*, У, t) k£s). 
s=0 

В [56] доказано, что г|г*" удовлетворяет уравнениям 
(1.12) у* (ду - L) = 0, q+ (dt -A) = 0, 

где операторы L и А — те же, что и в (1.2). Доказательство [56] основано на 
том, что по определению г|) и я|з+ дифференциалы 

(1.13) dAa^^a(x, у, t, Q)H{x', у', t'9 Q)®(Q) 
голоморфны вне Рх, . . ., Ph поэтому 

i 
(1.14) 2 resp йАаР = 0. 

7 = 1 

Обобщением соотношения (1.14) являются билинейные соотношения, вве
денные в работах Сато, Мива, Джимбо, Дата (см. [46, 47, 68]) для определе
ния т-функций. 

§ 2. Теория возмущений конечнозонных решений уравнения 
Кадомцева — Петвиашвили-2 

Рассмотрим задачу построения асимптотических решений уравнения 

(2.1) 4^+(^-|-M^+4'M«*),+eirM=0» 
где 8 — малый параметр, К[и] — дифференциальный полином. У этой за
дачи имеется несколько постановок. Одна из них связана с исследованием 
влияния возмущающего члена на решения периодической задачи для урав
нения КП-2. В этом случае строится асимптотический ряд для решения 
задачи Коши с начальными условиями и(х, z/, 0), принадлежащими окрест
ности конечнозонного решения уравнения КП-2. Вторая постановка задачи 
имеет смысл и в случае К = 0. В ней ищется асимптотическое решение урав
нения КП-2, начальный член которого равен 

(2.2) и0 (я, у, t) = 23% In Э (e-'S (X, Y9 Т) | I (X, У, Т)) + с (X, У, Г), 
где 

(2.3) u(z) = 2д% In Э (z | / ) , дх = %игдгг 
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периодическая функция z = (zx, . . ., zg), параметры которой (т. е. матри
ца периодов голоморфных дифференциалов на Г) зависят от медленных 
переменных X = гх, Y = гу, Т = et. Вектор-функция S определяется из 
уравнений 

(2.4) dxS = ЩХ, Y, Г), dYS = V(X, Y, Т), dTS = W(X, Y, T), 

где U, V, W — векторы периодов дифференциалов dp, dE, dQ. Они зависят 
от X, Y, Т через зависимость от этих переменных основных параметров 
(Г, Р0, к-1). 

Для пространственно-одномерных систем, в частности, для уравнения 
КдФ основное внимание уделялось второй постановке задачи [21, 22, 59], 
Объединяя обе эти задачи, будем искать решения уравнения (2.1) в виде 

оо 

(2.5) и (х, у, t) = щ (х, у, * | X, У, Л + 2 е% (х, y,t\X, Y, Т). 
г = 1 

В том случае, когда и0 является периодической функцией переменных 
х, у, для построения формального ряда (2.5) достаточно построить совокуп
ность решений линеаризованного уравнения (2.1) 

(2-6) \vyy+(vi-^u0vx-^uQxv+^vxxx)^0, 

образующих при всех t базис в пространстве периодических по х, у функций. 
Кроме того, необходимо иметь двойственный базис решений сопряженного 
линейного уравнения 

(2-7) 4 -Ф„+ ( - Ф ( - 4 щФх + 4-Фххх)х = 0. 
Для построения решений уравнения (2.6) воспользуемся тем, что если 

имеется семейство решений нелинейного уравнения, то производные этих 
решений по параметрам являются решениями линеаризованного уравнения. 
Следовательно, функции 

(2.8) v+
s(x, у, t)=-^-u0(x, у, t), v~(x, у, t)==-^-u0(x, у, t), 

где и0(х, у, t) = и0(х, у, t | ys, p2s) — конечнозонные решения, заданные 
формулой (1.10), являются решениями уравнения (2.6). 

Рассматривая вариации Г, аналогичные тем, которые были использо
ваны в § 5 и которые соответствуют «вклеиванию ручки» между точками Q 
и т((?), получим следующее утверждение. 

Л е м м а 2.1. Функции (2.9) являются решениями уравнения (2.6) 

[z.v) v\x, у, т, ц)-«е оху Q(Ux+Vy+Wt+Z) j ^ 

X exp {i (p (Q) -p(% (<?))) x+(E(Q)-E (т (Q))) y + (Q(Q)-Q (x (Q))) t). 

Здесь r(Q) — вещественная функция, определяемая следующим образом. 
Пусть COQ — нормированный дифференциал третьего рода с вычетами 
± -к-: в точках Q, %{Q). При Q' -^ Q имеем 

Q' 

(2.10) J ^Q = ln\p(Q')^p(Q)\ + 2r(Q) + 0((\p(Q)^p(x(Q))\)-t). 
t(Q') 

По определению резонансных точек функции V^M = v(x, у, t, PNM) 
являются периодическими решениями уравнения (2.6). 

Обозначим через Ф*(х, у, t) функции, построенные с помощью ty(x, у, t, Q) 
и г|)+(#, у, t, Q) точно так же, как в последнем параграфе главы I строились 
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функции Ф±(£, у). Кроме того, определим периодические функции 
Ф*м(я, У, t) = Ф(х, у, t, Рим), где 

(9 М\ СЬ(т 1, t n\— "Ф^ У» *» Q)V(*, У, t, т«?)) 
(Z.ll) u>(s, у, *, W - ^ ^ ^ wQ)r(x,y, ,, Q))x • 

Полностью аналогично результатам § 5 главы I получим теорему. 
Т е о р е м а 2.1. Функции vf, и^м при любом t образуют базис в Ь\. 

При этом для них и для Of, Ф^м имеют место соотношения ортогональ
ности (1.5.27, 28) и (1.5.40, 41, 42). 

С л е д с т в и е . Функции Ф±, Ф^м являются решениями уравнения (2.7). 
Полученные выше формулы для v(x, z/, t, Q) и Ф(х, у, £, Q) позволяют 

легко определить все члены ряда (2.5) в случае периодического решения и0. 
Непосредственный анализ получающихся выражений показывает, что соот
ветствующий ряд может быть определен для всех конечнозонных решений 
с помощью аппроксимации последних на любом компакте конечнозонными 
периодическими (по х, у) решениями с периодами 1Ъ Z2 —>• оо. При такой 
аппроксимации пределом подмножества резонансных точек, дающего не
тривиальные вклады в иь является множество точек Q (£ as таких, что най
дутся целые числа р = (г1? . . ., rg), для которых 

(2.12) Rep(Q) =r1U1+ . . . + rgUg, ReE(Q) = r1V1 + . . . + rgVg. 

Пусть R — подгруппа в Z8, образованная такими наборами целых чисел, 
для которых правые части в (2.12) равны нулю, R = R(U, V). Для любого 
набора р 6 Z8 через р будет обозначаться элемент фактор-группы Z8/R. 
Описанные в (2.12) точки однозначно определяются классом р (и в дальней
шем обозначаются через Q-), не равным нулю и ни одному из классов р± 
где р± — это набор, в котором rt = ± 6is. Обозначим через Ft[u0, . . ., иь-ь 
«невязку» порядка е1, получающуюся подстановкой соответствующей частич 
ной суммы ряда (2.5) в (2.1). 

Т е о р е м а 2.2. Член ut(x, y,t\X, У, Т) ряда (2.5) равен 

S ' 

(2.13) Mf = 2 . ( c i . ( * K ( * , 0, t) + c-is(t)v-s(x, у, t)) + 
8 = 1 

P^=0, p 

Здесь 

(2.14) b 

ct(t, ^ = М ф - $ «Ф(*, 0, t\ Q-)dxFt)) dt'. 

Отметим, что в формулах (2.14) указана лишь зависимость всех членов 
от «быстрых» переменных х, у, t, хотя все они являются функциями и медлен
ных переменных X, У, 7\ которые входят в определение у±, у, Ф±, Ф через за
висимость от этих переменных параметров (Г, Р0 , /с-1). Кроме того, функ
циями X, У, Т могут являться и константы интегрирования с±, ct(Q~) в 

2S p 
(2.14). Уравнения, определяющие их зависимость от X, У, Г, могут быть 
получены из требования ограниченности по t члена Ui+V 

Наиболее интересным моментом является определение зависимости от 
X, У, Т основных параметров (Г, Р0 , /с-1) конечнозонных решений, исходя 
из требования равномерной ограниченности по t первого поправочного 
члена иг. Этому вопросу посвящен следующий параграф работы. 
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§ 3. Уравнения Уизема для пространственно-двумерных 
«интегрируемых систем» 

Задача построения асимптотических решений общих пространственно-
двумерных уравнений (4) и их возмущений ставится следующим образом. 
Пусть К (А) — дифференциальный оператор порядка лтг — 1, коэффициенты 
которого являются дифференциальными полиномами от коэффициентов 
оператора А. Ищутся асимптотические решения 

(3.1) А = А0 + гАг + . . ., L = L0 + гЬг + . . . 
уравнения 

(3.2) dtL - дуА + [L, А] - гК(А) = 0. 

В первом параграфе настоящей главы был указан общий вид конечно 
зонных решений уравнений (4). В соответствии с общей идеологией метода 
Уизема (нелинейного ВКБ-метода), мы будем рассматривать асимптотичес
кие решения (3.1), старший член которых имеет вид 

(3.3) 40 = <?i0G-', L0 = GL0G-i, 

где G = ехр(18-150(Х, У, Т) + гФ(Х, У, Г)), а коэффициенты операторов 
А0, L0 равны 

(3.4) щ (в-*5 (X, Y, T) + Z (X, Y, Т) \ I (X, Y, Т)), 

(3.5) щ (e-iS (X, У, Т) + Z (X, У, Т)\1 (X, Y , Т)). 

Вектор-функция S и диагональная матрица S0 должны удовлетворять усло
виям 

I d*SssU(X' Y> Г ) ' dTS = V(X, Г , Г), dTS=W(X, У, Г), 
(3'Ь> 1 dxS0 = a(X, У, Г). dYS0=b(X, У, Г), dTS0 = c(X, У, Г), 

где U, V, W — векторы периодов дифференциалов dp, dE, dQ, определен
ных на кривой Г, отвечающие набору данных (1.3), параметризованных ве
личинами 1(Х, У, Т)\ диагональные матрицы а, Ь, с определены в (1.5). 

Полное решение задачи построения всего ряда (3.1) требует, как и 
в разобранном выше примере уравнения КП-2, построения базисного набора 
решений линеаризованного уравнения (4). Оказывается, что уравнения на 
зависимость величин /(X, У, Т) могут быть получены без построения этого 
базиса, исходя из требования ограниченности щ. 

Рассмотрим многообразие 

(3.7) М,=»(Г, Ра, [k-a
l]m, Q£T), 

естественно расслаивающееся над М g. Пусть (X,, /1? . . ., IN) — локальная 
система координат на Мg такая, что при фиксированных / s функция X(Q) 
параметризует некоторую область кривой Г = Г(/). Любую такую систему 
координат будем называть локальной связностью расслоения Mg ->• MgJ 
поскольку для любого пути /(т) в Mg и точки Q0 6 Г(/(т0)) локально можно 
определить поднятие этого пути в Mg, задав точки Q(x) £ Г(/(т)) условием 
4QW) = HQo)-

Многозначные функции /?, £ , Q, определенные на каждой кривой, яв
ляются многозначными функциями на Mg, т. е. р = р(Х, / ) , £ " = Е(к, / ) , 
Q = Q(k, I). Если / зависит от X, У, Г, то р, Е, Q являются функциями 
X, X, У, Г. 
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Т е о р е м а 3.1 [22]. Необходимыми условиями существования асимп
тотического решения (3.1) с главным членом вида (3.3—3.5) и ограниченными 
членами Ьъ Аг являются уравнения 

, n m dp / дЕ dQ \ дЕ i dp [dQ \ , dQ f dp db \ 

= (ГКЦ)х \dp 

m+)x ox • 
Уравнения (3.8) можно представить в инвариантной форме, не зависящей 

от фиксации локальной связности X. Если / зависят от X, У, Т, то прообра
зом I(X, Y, Т) в Мё является четырехмерное многообразие <^4 cz Mg. Рас
смотрим на о/л4 1-форму со = р dX + Е dY + Q dT. Тогда уравнения (3.8) 
в случае К = 0 эквивалентны требованию, что на ©/Ж4 внешний квадрат диф
ференциала йсо (который является 4-формой) должен равняться нулю, т. е. 

(3.9) dco Д da> = 0. 
Изложенная в § 1 конструкция решений уравнений (4) содержит в част

ном случае и конструкцию решений уравнений Лакса Lt = [A, L]. Рассмот
рим подмногообразие М\ cz Mg данных (1.3), для которых соответствующий 
дифференциал dE является точным, т. е. Е = E(Q) — однозначная функция 
на Г. В этом случае коэффициенты L и А не зависят от г/, и (4) переходит 
в уравнение Лакса. Функцию E(Q) можно использовать в качестве локаль
ной связности. При этом р = р(Е, X, Г), Q = Q(E, X, Т) и уравнение (3.8) 
превращается в 

(3.10) »„-,#--<%$.%. 
При К = 0 уравнение (3.10) совпадает с уравнением дтр — dxQ = 0, впер
вые полученным в частном случае уравнения КдФ в работе [59] как следст
вие усредненных законов сохранения. 

§ 4. Конструкция точных решений уравнений Уизема 

Пусть па^ m + 1 — целые числа такие, что 2 па — S + Чт + !)• 
Для любой кривой Г рода g с отмеченными точками Ра общего положения 
и с фиксированными в их окрестностях локальными параметрами к^ су
ществует единственная с точностью до прибавления констант функция 
K(Q), имеющая полюсы кратности па в Р а , голоморфная вне них и такая,, 
что в окрестности Ра имеет место 

Xl/n-(Q) = ka(Q)+0(kam(Q))-
В случае общего положения можно считать, что нули qt, i = 0, . . ., Nt 
дифференциала dX простые. Их число равно N + 1, где N = 3g — 3 + 
+ 1(т + 2). Функцию %(Q) можно однозначно определить (т. е. фиксировать 
неопределенную константу), если потребовать, чтобы было выполнено Я(#0) = 
= 0. При этом в качестве локальных координат на Мg можно выбрать вели
чины %i = А,(дг-), i = 1, . . ., N. Наборы (Я(@), Я1? . . ., KN) образуют ло-

А А 

кальные системы координат на Mg. Связности на М g, задаваемые таким обра
зом, будут называться каноническими. 

Зафиксируем на произвольной кривой Г0 общего положения какой-либо 
кусочно-гладкий контур Х0 (не обязательно замкнутый и связный). Исполь
зуя связность А,((?), можно разнести этот контур на кривые Г, достаточно 
близкие к Г0. Аналогичным образом можно определить на каждом подобном 
контуре X £ Г дифференциал dh, если задать кусочно-гладкий дифференциал 
dh на начальном контуре Х0 cz Г0. 

Стандартным образом с помощью интегралов типа Коши доказывается, 
что на Г существует единственный дифференциал dA, мероморфный вне X 
с единственным полюсом в д0, непрерывно продолжимый на X. Причем его* 
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предельные значения на X должны удовлетворять условию «скачка» 
(4.1) dK+{%) — йА-(т) = dh(%), %^Х. 

Кроме того, периоды dK по всем циклам на Г должны быть вещественными. 
Т е о р е м а 4.1 ([22]). Пусть %t = X(qt) так зависят от X, У, Т, что 

для любого i = 1, . . ., N выполнено одно из двух условий: 

(4.2) & 1 (dK + Xdp + YdE+TdQ) = 0 [либо Xt = const. 
J У X— Xi 

Тогда р = р(Х, X, У, Т), Е = Е(Х, X, У, Т), Q = Q(k, X, У, Г) удовлетво
ряют уравнениям 

(4.3) dTjp = dxQ, <Эур = дхЕг дТЕ = dyQ. 

Интегралы в (4.2) берутся по малым контурам вокруг точек qt. Если 
qt не лежат на X, то первое из условий (4.2) означает, что дифференциал, стоя
щий под знаком интеграла, обращается в нуль в точках qt. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим дифференциал dS = dK -\-Xdp-\-
+ YdE + TdQ. Из постоянства его скачка на X следует, что диффе
ренциал dxdS мероморфен на Г. Условия (4.2) гарантируют отсутствие полю-

А А 

сов у dxdS в точках qt. Следовательно, дифференциал dxdS — dp голомор
фен на Г (он мог бы иметь полюс (простой) в точке д0, но это невозможно по 
теореме о вычетах). Так как по условиям нормировки периоды этого голо
морфного дифференциала по любому циклу вещественные, то он равен нулю. 

А А 

Аналогично доказывается, что dE = dYdS, dQ = dTdS. Равенства (4.3) 
A 

являются следствием равенства смешанных производных для dS. Теорема 
доказана. 

При заданных X, У, Т уравнения (4.2) — это система iV уравнений на 
N неизвестных Хг. Ее решения А,;(Х, У, Т) определяют частные решения урав
нений Уизема для невозмущенных уравнений (4) (К = 0). Эти решения за
висят от dh и от выбора канонической связности. Класс этих решений можно 
расширить, допуская у dK постоянные полюсы (см. [22]). Как видно из до
казательства теоремы, она останется справедливой, если все нарушения 
аналитичности dK не зависят от X, У, Т. По-видимому, наиболее общий 
класс точных решений можно получить, определяя dK как решение ^-про
блемы с постоянной правой частью. К этому вопросу мы планируем вернуться 
в отдельной публикации. Кроме обобщений определения dK, можно расши
рить и способы выбора канонических связностей. 

Пусть Ш cz Mg — подмногообразие Mg (возможно, совпадающее с 
ним). Будем говорить, что на расслоении ТО->ЗЛ, являющемся ограниче
нием Mg на Ш, задана допустимая связность, если на каждой кривой Г, 
входящей в набор данных Г, Ра, к^\ определяющих точку Ш, определена 
функция X(Q) такая, что для любого числа Х0, принадлежащего окрестности 
Х(Ра), величины ka(Q), i = 1, . . ., m, где Q определяется из условия 
X(Q) = Х0, являются корректно определенными функциями Я0, т. е. не за
висят от Г. Отметим, что канонические связности являются допустимыми. 
Точки qt, в которых dX = 0, являются особенностями связности. 

Т е о р е м а 4.1. Пусть (Г, Ра, 1к^]т) 6 Sft так зависят от X, У, Г, 
что в каждой из особенностей некоторой допустимой связности выполнено' 
одно из условий (4.2). Тогда соответствующие абелевы интегралы р, Е, 
Q удовлетворяют уравнениям (4.3). 

В частном случае подмногообразия данных М% cz Mg, определяющих 
решения уравнений типа Лакса, и связности на Mg, задаваемой функцией 
E(Q), сформулированная теорема приводит к уравнениям (если все Xt = 

file://-/-Xdp-/-
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= E(qt) Ф const) 
(4.4) wt(K ...Лъ)+МК ...Лъ)Т + Х = 0, N^&imMl 

где 

<«) .-•£<*>. « H ^ M M " ' -
Уравнения (4.4) были предложены в работе [23] как обобщение метода «го
дографа». Следует отметить, что в [23] отсутствовала эффективная конструк
ция функций wt. Вторая из формул (4.5) дополняет схему работы [23]. 

В отличие от общего пространственно-двумерного случая, где наша 
конструкция дает пока лишь частные решения соответствующих уравнений 
Уизема, уравнения (4.4) позволяют решить задачу Коши для уравнений 
Уизема для параметров конечнозонных решений уравнений типа Лакса. 
Дифференциал dh, входящий в определение dA, и контур X выражаются 
через начальные значения Яг(Х, 0). 

Дадим краткий набросок построения dh в случае уравнения КдФ (общий 
случай уравнений типа Лакса практически ничем принципиальным не отли
чается от этого частного случая). Вещественные конечнозонные решения 
уравнения КдФ задаются гиперэллиптической кривой Г: у2 = R(E) == 
= ]((£' — Xt), i = 0, . . ., 2g, Xt — вещественные, и набором полюсов у8. 

г 
Дифференциалы dp и dQ имеют вид 

(4.6) dp = (Е> + rtE*-i +...+rg) -^Щщ , 

dQ = (Eg* I _ hEg + ~iEg-i + . . . + Г-) ^ 
VRAE)' 

где константы rh rt определяются из условий нормировки 

(4.7) J dp = 0, J dQ = 0, /= l , ...,g, ^ = 4-2^1-

Рассмотрим дифференциал 
x 

(4.8) dS (Z, E)=^dp (X\ E) dX' + dS0, dS0 = dS0 (E). 
о 

Если dS0 == 0, то этот дифференциал аналитичен вне вещественной оси и 
живет скачок на прообразе вещественной оси, который мы обозначим через 
dh(E). Наличие этого скачка связано с тем, что на вещественной оси мы не 
можем выбрать однозначную ветвь dp(X, Е) при всех X. По теореме 4.1' 
дифференциал dh задает решение уравнений Уизема 

(4.9) %iT + vtKix = 0, 
которое по построению dh имеет нужное начальное значение. 

В отдельных случаях можно, выбирая постоянный дифференциал dS0 

(со скачками и полюсами), добиться того, что dS будет мероморфен. Приве
дем в качестве примера такой ситуации конструкцию «усредненно тг-зонных 
решений» уравнений (4.9). 

Пусть dQW — нормированный дифференциал на Г с единственной осо
бенностью в бесконечности вида dQ(n) = dkn(l + 0(к~п)). 

dQn 

С л е д с т в и е . Уравнения (4.4), где wt = —-Z— (Яг-), задают автомодель
ные решения ,ki^t^'ki(xlti+y) уравнений Уизема (4.9) с показателем авто-
моделъности у = ~. 

• п А 
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В работе [62] численно было найдено автомодельное решение с показа
телем 7 = */2 при g = 1, которое удовлетворяло граничным условиям 
Я2(г+) = A,3(z+), ^(z+) = и+, 7^(z-) = ^a(z-), h8(z-) = и-, z± = и± — z4- Это 
решение описывает при t » 0 структуру ударной волны, возникающей после 
«момента опрокидывания». В недавней работе Г. М. Потемина было показа
но, что усредненно 7-зонное решение, построенное в силу приведенного выше 
следствия, удовлетворяет требуемым граничным условиям. Границы обла
сти осцилляции оказались равными z+ = 2? , z~ = — |/~2 (приближенные 
значения этих величин, найденные численно в [62], были равны z+ ^ 0,117, 
z~ ^ — 1,41; равенство z~ = — У~2 было отмечено в работе [64]). Важным 
следствием этого результата является гладкость автомодельного решения 
во всей области z~ < z < z+, хотя из схемы численного решения [62] следо
вало, что это решение возможно имеет слабый разрыв внутри области. 

§ 5. Квазиклассический предел двумерных интегрируемых уравнений. 
Уравнение Хохлова — Заболотской 

Простейшими решениями нелинейных уравнений (4) являются «нуль-
зонные» решения, отвечающие в нашей конструкции кривым Г рода g = 0. 
Они имеют вид (1.6), где ut и Vj — постоянные матрицы. Оказывается, что 
уравнения Уизема даже в этом случае являются нетривиальными и, как 
будет видно в дальнейшем, в ряде случаев представляют самостоятельный 
физический интерес. Эти уравнения совпадают с квазиклассическим преде
лом (4). Из результатов § 3 следует, что они могут быть представлены в виде 

^ ' \ dt ~Щ) дк \~дГ дх1~дк~тг\ ду дх) дк ~~ ' 
где р = р(к, х, г/, t), Е = Е(к, х, г/, t), Q = Q(/c, х, г/, t) — рациональные 
функции переменной к. 

П р и м е р 1. Пусть р = к, Е = а_1(/с2 — и), Q = kz — у ик — w. 
В этом случае уравнение (5.1) эквивалентно системе 

3 3 
(5.2) wx = o — uy, Gwy = ut + -^- uux. 
Исключая w из (5.2), получим уравнение Хохлова — Заболотской. 
П р и м е р 2. В случае р — к, 

N 

(5.3) £ = A + 2 _ 2 1 L _ , Q = & + u, 
г = 1 

уравнение (5.1) приводит к системе 

N 

Решения системы (5.4), не зависящие от г/, соответствуют квазиклассичес
кому пределу векторного нелинейного уравнения Шредингера, который, 
как было впервые замечено в [60], описывает iV-слойные решения уравнения 
Бенни. В работе [60] были рассмотрены квазиклассические пределы общих 
уравнений Лакса и показано, что они являются условием совместности ал
гебраического и обыкновенного дифференциального уравнений. Из этого 
следовала конструкция интегралов этих уравнений. При этом вопрос о по
строении решений оставался открытым. Схема решения задачи Коши для 
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системы (5.4), основанная на развитии идей работы [60], была предложена 
в [61]. Отметим, что эта схема может быть легко получена как частный слу
чай нашей конструкции решений уравнений (5.1), вытекающей из результа
тов предшествующего параграфа. 

Рассмотрим в качестве примера конструкцию решений уравнений (5.2). 
Она будет приведена в замкнутой форме без прослеживания буквальных 
соответствий ее элементов элементам конструкции предшествующего пара
графа. 

Определим полином 

(5.5) X (к) = № - 2ик2 - - | - wk — %0, 

где константа Х0 = Х0(щ w) выбирается так, чтобы X(q0) = 0, где g0, qx, g2 — 
это нули дифференциала d%. Для дальнейшего удобно перейти от и, w к пере
менным q±, q2 с помощью соотношений 

(5.6) и = q±q2 — {qx + g2)2, w = З а д ^ + q2). 
Тогда 

(5.7) 0̂ = (g1 + g2)4-2u(g1 + g2)2 + 4-U7^i + ^)-
(Отметим, что выбор X(k) в виде (5.5) соответствует в терминологии § 4 фик
сации канонической связности.) В этом случае 

р = Л1/* (к) + О (Г1), Е --= № (к) + Oi(kr% Q - А,3/4 (к) + О (Г1). 
Зададим произвольный контур X в ^-плоскости и гладкий дифференциал 
dh(x) на нем. Определим функцию ЗР(Щ формулой] 

(5-8) * г ( * ) = $ _ ^ _ , 

где \(%) является одним из корней уравнения Щ) = т4. Эта функция зави
сит как от параметров от величин gx, q2. Это мы отразим в записи $р = 

В рассматриваемом случае уравнения (4.2) имеют вид 

(5.9) 0 = ̂ -Ы<?1, q2) + x + a-42qi-u)y+[3q\-^u)t, i = l, 2. 

Система (5.9) задает неявным образом функции qx(x, г/, £), д2 (я, г/, £). 
С л е д с т в и е . Если функции qt(x, z/, t), i = 1,2, определены из систе

мы (5.9), то и = и(х, г/, t) и w = w(x, г/, t), заданные соотношениями (5.6),. 
удовлетворяют уравнениям (5.2). 

Уравнения (5.2) имеют автомодельные решения 
(Уи(х№+УЛ г//^1+7/2), 

и аналогично для w. Подобные решения можно получить, выбирая в ка
честве 3*(к | дг, q2) = Фп, где Фп — полином по к степени п, однозначно 
определяемый соотношением 

Показатель автомодельности соответствующих решений равен у=2/(п — [3). 
Для получения не зависящих от у решений уравнений (5.4) следует 

поступить следующим образом. Определим функцию jf формулой (5.8), где 
Х(к) = Е(к) и | определяется из соотношения А,(£) = ср(т) (ф(т) — некоторая 
параметризация контура X). Функция Jf(k \ ць vt) зависит как от парамет
ров от величин т]г-, vt. Если г\г(х, t), vt(x, t) определить из системы уравнений 

(5.10) Щг^Ми vt) + x + 2txj = 0, / = 1 2ЛГ, 
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где Kj — корни уравнения 
N 

(5.11) ffi(xf) = 0 ^ 1 = 2 ^ ) 2 -
i = l J 

то они будут удовлетворять системе (5.4). 

Г Л А В А III 

СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ПРИ ОДНОМ УРОВНЕ ЭНЕРГИИ 
ДВУМЕРНОГО ПЕРИОДИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА 

Основной целью настоящей главы является построение спектральной 
теории оператора 

(0.1) Н= _ 5 * _ 3 » + и(*, у) 

с периодическим гладким потенциалом и. Из результатов [30] следует, что 
спектральное множество Флоке М2 cz С3 (определяемое как множество троек 
комплексных чисел, для которых уравнение 

(0.2) Щ(х, г/, t, (?) - ЕЦ(х, z/, t, Q), Q = (Е, wl9 w2)% 

имеет блоховское решение гр(лт, г/, t, Q), QczM2, с «мультипликаторами» 
wx, w2) является аналитическим подмногообразием в С3. Комплексной ферми-
кривой ТЕо, отвечающей «уровню энергии 2?0», называется сечение М2 cz С3 

гиперплоскостью Е = Е0. Как и в случае оператора (1.1.1), явное построе
ние ТЕ и вытекающее из него детальное описание структуры этой римановой 
поверхности основано на конструкции с помощью теории возмущений фор
мально блоховских решений уравнения (0.2). 

§ 1. Теория возмущений для формально блоховских решений 

Пусть и0(х, у) — произвольный гладкий периодический потенциал. 
Зафиксируем комплексное число w10. Совокупность решений tyv(x, у) уравне

ния 
(1.1) (-д%-д* + и0(х, у))% = 0 

'будет называться базисной, если 
(1.2) tyv(x + h, у) = w1($v(s, у); i|)v(z, у + h) = w2v^v(x, у)Г\ 

и если выполнены следующие условия: 
1° существует «двойственная» совокупность решений i|)v(#» У) того же 

уравнения такая, что 

( 1 . 3 ) ^v(x+h, У) = Wiotyt (х, У); l|>v (*, y + h) = w2v^t(x, У), 

<(т. к. il^J, удовлетворяют (1.1,2,3), то rv не зависит от у); 
2° для любой непрерывно дифференцируемой функции f(x) такой, что 
(1.5) /(* + h) = w10f(x), 

ряды (1.6) и (1.7) сходятся и равны 

(1.6) о = 2 ^ , 
V 

(1.7) /(*) = W-^=-2tv%^ 
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П р и м е р . Пусть и0 =-- 4. Тогда для любого к функции 

(1.8) Ц(х, у, k) = exV ((k+±-)x + i(k-±)y) 

являются блоховскими решениями (1.1) с мультипликаторами 

(1.9) ю1(А) = ехр ( ( f t + - i - ) z , ) , w2(h) = exV(i(k-±)l2). 

Непосредственно проверяется, что для любого 
(1.10) w10 = Wl(k0) Ф ехр(±21г) 

последовательность 
(1.11) ^v(x, У) = #*> У, Ю 

является базисной. Здесь kv определяются из уравнения wx(kv) = w10 и 
равны 

(1.12) *.-^+4- (*.+£) ± / ( ^ + 4 (*.+£))'-« 
(индексы v, нумерующие /bv, — это пара (п, Hz), состоящая из целого числа 
и знака). Двойственным набором являются функции 

(1.13) q+(x, у) = ^{х, у, - & v ) . 
З а м е ч а н и е . По самому определению совокупность базисных функ

ций «переопределена», и поэтому нельзя однозначно разложить f(x) no i|)v или 
i|)vy. Вместе с тем, для любой пары функций f(x), g(x), удовлетворяющих 
(1.5), существуют единственные константы cv(y) такие, что 

(1.14) / (х) = 2 cv {у) i|)VJ, {х, у), g (х) = 2 v̂ Ы ^v (*, 9). 
V 

Из (1.4) следует, что эти константы равны 

(1.15) cv(y) = w;-g4? ; y )« 

Обозначим через «0» какой-либо из индексов v и будем предполагатьг 
что 

(1.16) w20 ф w2v, v ф0. 
Л е м м а 1.1. Если выполнено условие (1.16), то для любой непрерывно 

дифференцируемой функции 8и(х, у) (с теми же периодами, что и и0(х, у)} 
существуют единственные формальные ряды 

оо 

(1-17) F(y,Q0)=?>FAy,Qo), 
в = 1 

ею 

(1.18) Ч(х, у, Q0)=Ti фЛ*> У> QO), <PO = I M ^ У) 
s=0 

такие, что выполнено уравнение 
(1.19) (-d*-d2

y + u0 + 8u)4 = 2FWy + (Fy + F*)y 
и следующие условия: 

(1.20) Ч(х + h,y, Q0) = w10W(x, у, Q0), Щх, у + Z„ <?„) = 
= ^20^fe ft <?o)> 

(1.21) < ^ 0
+ - ^ у > я + ^ < ^ о + ) х = '-0=<г|:оЖ-а1'о'Фо1/>* 

(пока здесь Q0 условно обозначает пару (w10, wi0)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Уравнение (1.19) эквивалентно системе 
(1.22) (-dl-d* + u0)<ps = 

= - б и ф , - 1 + 2 1 ( 2 ^ Ф ^ ( . , + ^ | , Ф . . | + S *"i*Vp,-f-i)» 
1=1 i = l 
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Будем искать решения (1.22) в виде суммы 

(1.23) Ф, = 2 <£ (0) i M * i »)* 
V 

полагая, что cs
v выбраны так, что 

(1.24) Ц&у = 1]4{у)^ху(х, У)-
V 

Из сделанного выше замечания следует, что это можно сделать однозначно. 
Из (1.23) и (1.24) следует 

(1.25) Ц 4 Л = 0' 

Подставляя (1.24) и (1.23) в (1.22), получим, что 

(1.26) — 2<$уг|Ч» = Дв. 

где Rs — правая часть (1.22). Из (1.25) и (1.26) следует 

(1.27) - 4 у = <ВД>*/>> 
Эти уравнения вместе с условием 

(1.28) cs
v(y + h) = ^-cs

v(y) 

позволяют однозначно определить с^ для v Ф 0. Условие (1.21) достаточно 
для существования у (1.27) при v=0 периодического решения. Это условие 
однозначно определяет Fs. Окончательные формулы имеют вид 

s - l s-i 
(1.29) F = <$№u4*-i>* у (F.C*-X— y\ FiFi(Vs-i-№)x\ . 

г = 1 1=1 

(1.30) cjj = lf < - = _ - i - 2 Ft{Vt^)x, * > 1 . 
' 0 

i = l 
Для v Ф 0 c% = 0, а при s!> 1 имеем 

v+l 

У i = l У 
s-i 

С л е д с т в и е . Формула 
у 

(1.32) y(x, у, (?0) = ехр( J Ffo', <?„)%') ¥ (* , у, ^ ^ ( О , 0, <?0) 
о 

определяет формально блоховское решение уравнения 
(1.33) (-д*-д* + и(х, i / ) )^=0, w = u0 + 6u, 

•*(*+*!. У. <?о) = ^ ( ж > У. <?о). (1-34) „ 
г|)(а;, z/ + Z2, <?0) = w20ty (х, у, Q0), 

где 
(1.35) w20 = ww exp ( J F (у', Q0) dy') 
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Для резонансного случая (т. е. когда не выполнено условие (1.16)) по
ступим полностью аналогично тому, как это делалось в главе I. Обозначим 
через / произвольное конечное подмножество индексов v такое, что 

(1.36) юш ф w2v, а б / , v $ / . 
Л е м м а 1.2. Существует единственный матричный формальный ряд 

оо 

(1.37) F(y, «;«,)= 2 Ре(У, и>10), F = (F%), a, p g / , 

такой, что уравнение (1.19) (где теперь F — матрица, а ¥ — вектор) имеет 
формальное решение 4я, компоненты которого удовлетворяют условиям 

(1 ЯЖ ^ ^ + Zl' Ul Wl°) = Wio^fa У* ^ю)> 
1 " } ^ ( s , У + I* и>10) = w2aWa(x, у, w10), 
(1.39) < ^ - ^ Й , > « + S ** <^5>я = ва3га. 

7 6 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы аналогично доказательству леммы 
1.1. Соответствующие рекуррентные формулы для коэффициентов Fs и с^,а 

для краткости опустим, поскольку они являются полными матричными ана
логами формул нерезонансного случая. 

Определим матрицу Т(у, w10) из уравнения 
(1.40) дуТ + TF = 0, Т% (0, wi0) = 6§. 

А А 

Тогда компоненты Ча вектора W = ТЧ являются решениями уравнения 
(1.33). Как и в главе I, доказывается справедливость утверждения следст
вия леммы 1.1.3, т. е. что каждой точке поверхности, заданной характери
стическим уравнением (1.1.49), отвечает единственное блоховское решение 
•\|) уравнения 1.33. 

З а м е ч а н и е . Полностью переносятся на рассматриваемый случай 
и утверждения § 1 главы I о построении «двойственных» функций ty+(x, у, Q0), 
которые определены на тех же поверхностях, что и ty(x, у, Q0). 

§ 2. Структура комплексных «ферми-кривых» 

Пусть и0 = 4. Тогда, как уже было сказано ранее, для любого w1Q Ф 
ф e±2h уравнение (1.1) имеет базисную последовательность блоховских 
решений. Поэтому формулы леммы 1.1 определяют формально блоховские 
решения ty(x, у, к0) уравнения (0.2), если в них положить 8и = и — Е — 4, 
и если к0 удовлетворяет условию отсутствия резонансов (1.16). Из (1.8) 
следует, что резонансные пары точек имеют вид (к^м, к^м), (к%м, кмм), 
)где 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

Множество таких точек имеет лишь две предельные точки к = 0, к = оо. 
Дальнейшие построения и утверждения практически полностью пов

торяют свои аналоги в § 2 главы I. Поэтому мы ограничимся лишь их крат
кими формулировками, указывая по мере надобности на те незначительные 
изменения, которые надо внести в доказательства и конструкции § 2 главы I. 

клм = 

kfiM = 

[ZNM — 

' ± zNM 

± zNM 
niN , 
2*i "•" 

: ( 1 ± 
(1=F 

пМ 
~2h~ ' 

1/1 + I W Г2), 

vi + i^n. 
N, M — целые 
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Зафиксировав h, можно выбрать окрестности RNM И RNM резонансных 
точек (2.1, 2.2) таким образом, что для любого к0, не принадлежащего им, 
имеют место неравенства 

(2.4) | w20w2V
l — 11 > Л, | W20 w2v — 11 > h. 

Можно считать, что h выбрано достаточно малым, чтобы эти окрестности не 
пересекались. Предположим, что периодическая функция и(х, у) аналити
чески продолжима в окрестность вещественных значений х, у (т. е. удовле
творяет неравенствам (1.2.13) для некоторых U, т1? т2). 

Л е м м а 2.1. Существует константа N0 такая, что для к0, не при
надлежащих RNM и RNM и удовлетворяющих условию \ к0 | + | к0 |~х > iV0, 
ряды теории возмущений, построенные в силу леммы 1.1 (для и0 = 4, Su = 
= и — Е — 4) и ее следствия, равномерно абсолютно сходятся и определяют 
блоховское решение ty(x, у, к0) уравнения (0.2), аналитическое (по х, у, к0) 
и не обращающееся в нуль. 

З а м е ч а н и е . Полностью аналогично предыдущему можно построить 
ряды теории возмущений для формально сопряженной функции г|)+(я, у, к0), 
которая, как и я|>, аналитична в нерезонансной области. 

Рассмотрим теперь к0 £ RNM (или RNM) И | к0 | + | k~l | > N0. В ка
честве множества резонансных индексов выберем v = 0 и v0 такое, что kVo 6 
€ RNM (ИЛИ RNM соответственно). Тогда для w10 6 WNM = W^RNM) (ИЛИ 

w10 6 WNM — wi (RNM)) ряды теории возмущений леммы 1.2 определяют 
двумерное квазиблоховское решение уравнения (0.2). Соответствующая 
матрица Т = T(l2, w10) монодромии определяет двулистное накрытие RNM 

или RNM над областями WNM и WNM. Вновь назовем пару N, М отмечен-
А 

ной, если дискриминант характеристического уравнения для Т имеет дву
кратный нуль. 

Л е м м а 2.2. Для неотмеченных пар N, М блоховская функция я|) про-
A f*bS 

должается на R NM(RNM) u имеет там один простой полюс. 
Для повторения хода доказательства леммы 1.2.3 достаточно вместо 

леммы 1.1.1 воспользоваться следующим утверждением. 
Л е м м а 2.3. Пусть ty(x, у, Q) и ty+(x, у, Q) — блоховские решения 

уравнения (0.2), где Q — неособая точка поверхности ТЕ, тогда имеет место 
равенство 

(2.5) dpx <гМ1+ ~ №)„ + dp у (a|)^+ - г|п|£>я = 0. 

Функции (г|)хг|}+ — г|д|4>*/ и {^у^+ — я|гф+> х не имеют общих нулей в неособой 
части ТЕ. 

Равенство (2.5) доказывается аналогично доказательству (1.1.6). Второе 
утверждение леммы вытекает из того, что при вариации 8и потенциала и 
оператора (0.1) имеем 

(2.6) i8px <г|^4+ - гИ£>у + ibpy (%^+ - ^у)х = <(^+бггг|з». 

Аналогично лемме 1.2.4 строится продолжение ty(x, у, к0) внутрь «цен
тральной резонансной области» R0: | к0 | + | к0 | - х < JV0, которая заме
няется на конечнолистное накрытие R0 области W0 = W^RQ). 

Обозначим через ТЕ риманову поверхность, полученную «вклейкой» 

RNM и R NM вместо вырезанных окрестностей неотмеченных резонансных 
точек и «вклейкой» R0 вместо R0. 
12 УМН, т. 44, вып. 2 
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Т е о р е м а 2.1. Риманова поверхность ТЕ изоморфна «спектральной 
ферми-кривой» оператора (0.1). Блоховские решения ty(x, у, Q), Q £ ТЕ, этого 
уравнения, нормированные условием я|)(0, 0, Q) = 1, мероморфны на ТЕ. 

А / Ч / 

Полюсы г|) не зависят от х, у. В каждой из областей RNMi R NM(N, M — не
отмеченная пара) функция г|) имеет по одному простому полюсу. В области 
R0 она имеет g0 полюсов, где g0 в общем положении, когда R0 неособая, равно 

A A A />w» 

роду R0. Вне R0, RNM-> RNM функция г|) голоморфна. 
Все утверждения теоремы, кроме первого, следуют из самого построения 

ТЕ. Каждой точке Q поверхности ТЕ соответствуют мультипликаторы 
wi(Q)i £ = 1,2. Они определяют отображение ТЕ в соответствующую «ферми-
кривую». То, что это отображение устанавливает изоморфизм, вытекает 
из утверждения следующей леммы. 

Для любого комплексного числа w10 обозначим через Qv £ ТЕ решения 
уравнения 

(2.7) Wl (Qv) = w10, 

а через фу(ж, у) — функции Ц(х, у, Qv). 
Л е м м а 2.4. Если уравнение (2.7) имеет простые корни, то совокуп

ность функций г|)v(x, у) является базисной (в смысле данного в начале § 1 опре
деления) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 2.3 следует, что дифференциал 

(2.8) dQ = - dpx ((%Г - Wv)*)"1 = dpy ((ЦХГ - « , ) - * 

голоморфен на ТЕ и имеет нули в полюсах i|) и г|э+. Утверждение леммы сле
дует из рассмотрения контурных интегралов 

(2.9) S: 

(2.10) S2, 

где СN — это объединение двух контуров, охватывающих точки Р±, кото
рые имеют радиусы порядка N и iV"1 и не проходят через резонансные обла
сти. Эти интегралы при N ->- оо сходятся к нулю и f(x) соответственно. Так 
как вычеты подынтегральных выражений совпадают с членами рядов (1.6) 
и (1.7), то лемма доказана. 

С л е д с т в и е 1. Соответствие 

(2.11) (а;,, ш 2 ) - > « , О 

определяет голоморфную инволюцию о: ТЕ —»- ТЕ ферми-кривых. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Каждой точке Q £ ТЕ отвечает блоховское 

решение г|)(х, у, Q) с мультипликаторами w^Q), w2(Q) и «двойственная» функ
ция ty+(x, у, Q) с мультипликаторами w~l(Q), w'^Q). Так как я|э+ есть бло
ховское решение того же уравнения (0.2), а точки Г^ параметризуют все 
блоховские решения, то пара w~\Q), w~l{Q) принадлежит ферми-кривой и 
лемма доказана. Одновременно мы получаем, что 

(2.12) г|>+ (х, у, (?) = г|>(*, У, °(Q)). 
С л е д с т в и е 2. Если потенциал и(х, у) вещественный, то на кривой 

ТЕ определена антиголоморфная инволюция т, индуцированная соответст
вием 

(2.13) (М74, w2)-+(wx, w2), 

= С da\f(x') *iy*№[*•**<» «fa*, 
cN о 
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при этом 
(2.14) # r , у, (?) = г|>(*> у, t(Q)). 

О п р е д е л е н и е . Потенциал i£ называется конечно зонным относи
тельно уровня Е0, если для него все пары N, М, кроме конечного числа, 
являются при построении ТЕо отмеченными, т. е. когда ТЕо имеет конечный 
род. 

По определению отмеченных пар, для конечнозонных потенциалов от
носительно уровня Е0 поверхность ГЕо вне некоторой конечной области 
| к0 | + | к0 | _ 1 ^ N.{ совпадает с окрестностями точек к = 0жк = ооя& 
обычной комплексной плоскости. Поэтому она может быть компактифициро
вана двумя «бесконечно удаленными» точками Р±. В дальнейшем мы сохра
ним обозначение ТЕо для соответствующей компактной римановой поверх
ности. 

Т е о р е м а 2.2. Елоховские решения уравнения (0.2) при Е = Е0 для 
потенциалов и, конечнозонных относительно Е0, определены вне двух точек 
Р± компактной римановой поверхности ТЕо, на которой существует голо
морфная инволюция о, о(Р±) =Р±. В окрестности Р±эта функция^(х, у, Q), 
Q € Г#0, имеет вид 

(2.15) ц(х, у, Q) = exv((x±iy)k±)yi + % &(х, у) к~А, 

где /с+4 = klt(Q) — локальные параметры в окрестностях Р± (причем 
h±(°(Q)) = —h±(Q))- Вне Р± функция \|) мероморфна, имеет g не зависящих 
от х, у полюсов, где g — в общем положении, когда ТЕо неособая, равно роду ТЕо. 
В этом случае полюсы ys и у* = o(ys) являются нулями дифференциала третье
го рода dQ с простыми полюсами в точках Р± и голоморфного вне них. Если 
потенциал и(х, у) вещественный, то на ТЕо имеется антиголоморфная инво
люция, коммутирующая с о и такая, что %(Р±) = Р+, &±(т(<?)) = &+($). 
При этом набор полюсов г|) инвариантен относительно т. 

Полностью аналогично теореме 1.3.1 доказывается и следующее ут
верждение. 

Т е о р е м а 2.3. При любом Е0 гладкий периодический потенциал 
и(х, у) оператора (0.1), аналитически продолжимый в некоторую окрестность 
вещественных х, у, равномерно с любым числом производных аппроксими
руется потенциалами uG(x, у), «конечнозонными относительно уровня Е0». 

§ 3. Спектральная теория «конечнозонных относительно уровня Е0» 
двумерных периодических операторов Шредингера 

Важным отличием спектральной теории нестационарного оператора 
Шредингера (1.1.1) с а = 1 и двумерного оператора Шредингера в случае 
вещественных гладких периодических потенциалов и(х, у) является то, 
что в первом случае соответствующая спектральная кривая Г всегда неосо
бая, а во втором случае «комплексная ферми-кривая» ТЕо может иметь ко
нечное число особых точек. Полного описания возможных типов особенно
стей пока не получено. 

Мы начнем этот параграф с краткого изложения обратной задачи вос
становления «конечнозонных относительно уровня Е0» потенциалов и(х, у) 
в случае неособых «ферми-кривых» ТЕо ([28, 29]). 

Пусть Г — неособая алгебраическая кривая рода g с двумя отмеченными 
точками Р±, в окрестностях которых фиксированы локальные параметры 
k±(Q), k^}(P±) = 0. Для любого набора g точек уг, . . ., yg общего положе
ния существует единственная функция Бейкера — Ахиезера г|э(#, у, Q), 
12* 
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мероморфная на Г вне Р ± , имеющая полюсы в точках j8 и асимптотики 

(3.1) ф = еМ^1 + | 1 Ь + ( ^ УЖ'}, k± = k±(Q), <?->Р± , 

(3.2) q = ek-4(x, у ) И + 2 £ ( * , У)*ГЧ, z = z + iy, ~z = x- iy-

В работе [27] было доказано, что такая функция if> удовлетворяет уравнению 
(3.3) ЯЧ> = 0, # = - ^ + ^ + 1*, 

где 
(3.4) Л-(;г, y) = dzlnc(x, у), и(х, у) = д-£(х,у). 

Для функции if) и соответственно для А- и и были получены явные тэта-
функциональные формулы. 

В работах [28, 29] были найдены достаточные условия, которым должны 
удовлетворять данные (Г, Р±, к±, ys) для того, чтобы соответствующий им 
оператор Н был чисто потенциальным, т. е. А- = 0. Эти условия таковы: 

1) на кривой Г существует инволюция а: Г -> Г, имеющая две непо
движные точки Р±; 

2) локальные параметры к^} должны удовлетворять условию k±(o(Q)) = 
= -М<?); 

3) точки 7s и Те = cr(7s) образуют дивизор нулей дифференциала третьего 
рода dQ с единственными простыми полюсами в точках Р±. 

Достаточность этих условий следует из того, что если они выполнены, 
то дифференциал (3.5) голоморфен на Г вне Р ± , где он имеет простые полюсы. 

(3.5) dQ = ф(ж, у, <?№+(*> у, Q)dQ(Q), iH* , ». <?) = (̂*> У, <?(<?))• 
Равенство нулю суммы вычетов этого дифференциала приводит к тому, что 
с2 = 1 (т. к. с(0, 0) = 1, то с (Л;, г/) = 1). Последнего достаточно для равен
ства А- == 0. 

Т е о р е м а 3.1. Приведенные выше условия (1—3) на данные обратной 
задачи (Г, Р±, к±, ys) являются необходимыми для того, чтобы соответст
вующий им оператор (3.3) был потенциальным (т. е. имел вид (0.1)), а по
тенциал и(х, у) был гладким. Если потенциал и периодичен, то Г изоморфна 
«комплексной ферми-кривой» ТЕ=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В общем случае оператор Н, соответствую
щий данным (Г, Р ± , k±, Ys), является квазипериодическим. Условия перио
дичности формулируются точно так же, как и для случая конечнозонных не
стационарных операторов Шредингера. Определим дифференциалы квази
импульсов dpx, dpy как дифференциалы второго рода на Г с единственными 
полюсами в точках Р± вида 

(3.6) dpx= — idk±{l+0(k±2)), dpy= ± dk± (1 +0 (Ag?)) 

и однозначно нормированные условиями вещественности их периодов по 
всем циклам на Г. Если эти периоды кратны 2л/1г для dpx и 2л/12 для dpy, 
то оператор Н имеет периоды Zl7 Z2 по х, у соответственно. Для периодиче
ских потенциальных операторов последнее утверждение теоремы доказы
вается точно так же, как и первое утверждение теоремы 2.1. После этого 
необходимость условий (1—3) для периодических операторов вытекает из 
теоремы 2.2. Вещественные матрицы периодов дифференциалов dpx, dpy яв
ляются невырожденными функциями параметров (Г, Р±, fc^i). Поэтому 
множество периодических операторов при Zl7 Z2 —>• оо плотно среди всех ко
нечнозонных относительно фиксированного уровня операторов (отвечаю
щих гладким кривым). Это позволяет завершить доказательство теоремы. 
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Аналогичным образом доказывается, что для вещественности и(х, у) 
необходимо существование на Г антиинволюции т такой, что х(Р±) = Р + , 
k+(r(Q)) = k-(Q), и инвариантность дивизора полюсов уг, . . ., yg относи
тельно т. Инволюция а и антиинволюция т коммутируют между собой. 

В работе [29] были сформулированы достаточные условия на пара
метры (Г, а, т, Р±, к±, ys), гарантирующие гладкость соответствующего им 
потенциала и оператора (0.1). Помимо перечисленных требований, доста
точно, чтобы Г была относительно т Ж-кривой, причем среди ее g + 1 не
подвижных овалов а0, аг, . . ., ag было g овалов таких, что o{at) = %0+* 
(здесь g0 — род кривой Г/а; т. к. а имеет две неподвижные точки, то g = 2g0), 
i = 1, . . ., g0. Если точки 7s выбраны по одной на каждом из овалов 
as, s = 1, . . ., g, то соответствующий потенциал и будет гладким. 

Кроме этих условий имеется и другой тип достаточных условий. Если 
антиинволюция та является антиинволюцией разделяющего типа и диффе
ренциал dQ положителен на всех неподвижных овалах та относительно 
ориентации, заданной на этих овалах как на границе одной из областей, на 
которые они разбивают Г, то потенциал и будет гладким. 

Приведенные два типа достаточных условий аналогичны условиям, 
гарантирующим гладкость конечнозонных потенциалов оператора (1.1.1) 
с а = 1 и а = £ соответственно. Полностью аналогичны и доказательства 
этих утверждений (см. [52]). 

В недавней работе [64] была найдена целая серия достаточных условий, 
среди которых приведенные нами занимают крайние противоположные по
ложения. Метод [64] основан на анализе тэта-функциональных формул для 
и(х, у) и принципиально отличается от развиваемого нами подхода. Пока 
переформулировка всей серии условий [64] в нужную нам форму не полу
чена. Как показано в [64], приведенные условия не только достаточны, но 
и необходимы для гладкости потенциалов и, отвечающих гладким кривым 
r_E=0. Эти потенциалы имеют вид ([29]) 

(3.7) и (я, у)=- 2dzd- In 0 (UiZ + U2z + Jo) + с, 
где константа с зависит от Г, Р± (ее явный вид найден в [65]), а тэта-функция 
6 является тэта-функцией Прима, т. е. построена по матрице периодов, не
четных относительно о голоморфных дифференциалов. При определенных 
типах вырождения кривой Г примиан кривой может оставаться невырож
денным (в отличие от якобиана, который всегда вырождается). Это обстоя
тельство и обуславливает возможность существования гладких квазиперио
дических конечнозонных потенциалов, отвечающих особым кривым. Наи
более интересный случай, дающий основное состояние соответствующего 
оператора Я , приведен в [29, 66]. Более общие примеры можно построить, 
используя хорошо известную технику построения «многосолитонных на 
фоне конечнозонных потенциалов» (см. для случая операторов типа (1.1.1) 
в [52]). Мы опустим детальное описание этих примеров, поскольку нам в 
настоящее время полного описания допустимых типов вырождения не из
вестно. Для получения ответа на этот вопрос требуется более детальное иссле
дование прямой спектральной задачи, которая была рассмотрена в пред
шествующем параграфе. Обратим внимание, что родственный вопрос 
об описании возможных типов вырождений обсуждается в письме Шиоты, 
помещенном в конце русского издания книги [67]. 

Из результатов предшествующего параграфа видно, что потенциалы, 
отвечающие гладким кривым, т. е. имеющие вид (3.7), плотны среди всех 
конечнозонных потенциалов (отвечающих кривым с возможными особенно
стями), поэтому утверждение теоремы о плотности конечнозонных потенциа
лов означает, что плотны и потенциалы вида (3.7). 

В заключение мы отметим, что ограниченность объема статьи застав
ляет нас отказаться от обсуждения приложений спектральной теории пе
риодических двумерных операторов Шредингера к теории нелинейных 
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уравнений. Построение теории возмущений периодических решений уравне
ния Новикова — Веселова, получение уравнений Уизема для них (которые, 
кстати, имеют тот же вид (2.3.8) после замены dp = dpx, dE = dpy) полно
стью аналогично построениям главы II . Аналогично § 5 главы I можно до
казать полноту в пространстве периодических по х, у функций произве
дений блоховских решений i|), г|э+ в резонансных точках и произведений 
лр(х, у, Q), г|)+(#, у, Q), а также ряд других утверждений. 
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