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УДК 517 М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я ФИЗИКА 

В.В. АВИЛОВ, И.М. КРИЧЕВЕР, академик СП. НОВИКОВ 

ЭВОЛЮЦИЯ УИГГЕМОВСКОЙ ЗОНЫ В ТЕОРИИ КОРТЕВЕГА-ДЕ ФРИСА 

В л и я н и е в я з к о с т и . Рассмотрим уравнение Кортевега-де Фриса-
Бюргерса (КдФБ) с малой вязкостью д > 0: 
(1) Щ + иххх + иих + цихх = 0, \цихх\ < \иххх\, \иих\. 
При условиях (1) эволюция осцилляционной зоны описывается в рамках метода 
усреднения Боголюбова-Уитема, используя семейство кноидальных бегущих волн 
уравнения КдФ. Усреднение вязкого члена по этому семейству дополнительно при­
водит к правой части 

(2) + Mr) — 2 1 = Mfc(r), « =1,2,3; bt Ъх 

(3) fa (г) = " ' , ФХ = Е-К, Ф2= E~(l-s2)K, 
ЗФа 

Фз= Е, 
4 \Е~К -Е+ЗК/2 к' 

0 < в - й - 1 — • — ? - • * " ] • 
s2 = (r2 -ri)/(r3 -гх), 

E(s) и K(s) - полные эллиптические интегралы (см. [2]), формулы для va (см. 
[1, стр. 264]). Отметим свойства 
(4) gx < 0, g2> 0, g3 > 0, g(Xr) = X2g(r); 
(5) vx < v2 < 1>з, Гх < r2 < r3, i>(Xr) = \v(r). 

Настоящая работа посвящена численному исследованию эволюции осцилля­
ционной зоны в процессе "распада ступеньки" при наличии малой вязкости. Гранич­
ные условия для уравнения КдФБ (1) таковы: 

и -* А + , х -* ± °°. 
Согласно представлениям, развитым в [3, 4], для /х = 0 этот процесс описывается 
с помощью уравнения Уитема внутри осцилляционной зоны A(f) = [x~(t), jt + (f)], 
сшитого с тривиальным уравнением Хопфа ut + иих = 0 на ее границах х±. В частно­
сти, имеем (см. также (12), (13) ниже) 

и(х~, t) = r3(x'f Г), и(х+, t) = гх(х+, г), 
гх(х', t) = г2(х~, Г), гъ(х\ 0 = г2(х+, г ) . 
Таким образом, для ц = 0 процесс описывался э в о л ю ц и е й много­

з н а ч н о й ф у н к ц и и г(х, t), где г = и вне А и г = \га] внутри А. Это отличает 
круг задач, возникших из дисперсной гидродинамики, от классического случая. 
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Рис.1. Эволюция многозначной функции r{x, t) при и = 0,1. Штриховой кривой показано 
стационарное решение. Здесь и на рис. 2, 4 цифры у кривых обозначают время 
Рис. 2. Эволюция г (х, t) при и - 1 

Уравнение (1) обладает стационарным решением и(т?) = и(х - Vt, ц) таким, что 
(7) и ~* А±, х ±°° . 
При этом если вязкость мала согласно (1), то решение и(х - Vt, ц) бесконечно 
осциллирует с затухающей амплитудой для* 0 0 и стремится к солитону на перед­
нем фронте *">**. При At = 0 уравнение для и(х - Vt) имеет вид и" (yi) = . . . Его 
правая часть на фазовой плоскости (и, и) имеет две особые точки (центр и седло), 
отвечающие константам А±. Сепаратриса седла замкнута и соответствует солитону; 
она содержит центр внутри себя. При фиксированных А ± для ц = 0 имеем семейство 
периодических решений внутри сепаратрисы 

где a = r2 - r l 5 у = г2 +гх - г 3 , 
2 

(9) ЗА+А_ = Агхг2 -(гъ -г2 -г,)2, А_+А+ = - (г, +r2 +г3) = 2V. 
3 

При малом ц> 0 найдется решение и (х - Vt, д) с асимптотикой (7), изображаемое 
спиралью на той же фазовой плоскости, ведущей из центра в седло; параметры га 

медленно меняются при изменении х; величина А± постоянны по своему смыслу 
вдоль этого решения: 

Усредняя решение и (х - Vt, по циклам (8), получим точное стационарное реше­
ние ra (х - Vt,fi) уравнения (2), где следующие величины постоянны: 

3 
(И) 3V = Б ra = — (А+ + Л_) = const, А+А_ = const. 

а 2 

Решение со свойством (11) находится одной квадратурой. График его приведен 
на рис. 1 (штриховая кривая). Если А± = +1, то V = 0, передний фронт г2 (х* ) = 
= г 3 (х* ) находится в конечной точке х+, где г2 = г3 = 1А, а задний фронт г х = г2 
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находится при х = где гх = г2 = — К этой ситуации можно свести общий 
случай изменением масштабов и преобразованием Галилея: х -*х + Ct, га -+га + О, 

Довольно ясно, что эволюционный процесс многозначной функции r{x, t) 
при наличии вязкости д > О, если вообще он корректно определен для данного 
начального условия (в частности, не встречает гидродинамического типа опрокиды­
ваний) , за достаточно большое время t -* 0 0 выведет при граничных условиях (7) 
на стационарное решение, описанное выше (11). 

В работе [4] дано при д = О точное определение эволюции многозначных на­
чальных условий r(x, t), включая эволюцию области А (г), и дана численная реали­
зация этого процесса. Здесь мы развиваем подход [4] на случай д Ф 0. Как ив [4], 
многозначная функция r(x, г) с условиями (6) должна быть один раз гладкой (клас­
са С 1), в том числе в точках х±, г*. Вблизи концов х±

9г± интервала А (г) требует­
ся выполнение асимптотик, аналогичных асимптотикам (10), (11) из [4]: 
(12) хи = (a++b+(r-r+))f(l-s2) + 0((r-r+f)9 

х " = х - х + < 0 , f(y) = у2[\п (16/у) + й]; 

(13) х' = а_(г-Г)2 +Ь_(г-Г)3 +о((г -г")3), х = х - х " > 0. 

Для величин г*(0, **(0 из (12), (13) следуют уравнения 

(14) i+ = -(г+-г1

+)2[(12л+)-1 +16/45], х+ = v+ = (rt + 2r+)/3; 
(15) r'- = -1/(2я_), X" = 2г--гз. 

Сопоставление с (12), (13) из [4] показывает, что наличие вязкости меняет 
только уравнение для г +. При t -* 0 0 величина я+ имеет конечный предел а£> Ф°° 
в отличие от случая д = 0. Внутри интервала А (г) действует уравнение (2), вне -
уравнение ut + иих = 0 для и = г. Геометрия трех семейств характеристик для ве­
личин га(х, г) такая же, как ив [4], в том числе около границ зоны (x±(t)9 t) 
в (х, t) -плоскости. Однако значение га не сохраняется вдоль характеристик, что 
ведет к определенным численным усложнениям. Выбор начального условия при 
t = tQ > 0 таков: в области A(t0) берется автомодельное решение Гуревича-Пи-
таевского (ГП) [1, стр. 275-284] для опрокидывания фронта дисперсной ударной 
волны при условиях rl < А-9Гх > А+. Вне зоны А(г0) берется функция г (х, t0) = 
= м(х), выходящая плавно и монотонно на значения А+ при х ±°° с условиями 
(12), (13) и (6). 

Обсудим теперь ограничения на начальные условия, вытекающие из нашей 
схемы. До "опрокидывания фронта" (t < 0), когда не было осцилляционной зоны, 
выполнено условие применимости уравнения Хопфа 
(16) \иххх\<\шх\, \vux\<\uux\. 

Пусть его решение х = ut + Р(и) таково, что Р(и) меняется на характерных раз­
мерах А. Масштаб характерных изменений х обозначим через В. К моменту t0 обра­
зовавшаяся при г ~ 0 осцилляционная зона успела развиться локально до автомо­
дельной асимптотики ГП. При этом в течение времени до 10 можно было пренебречь 
вязким членом, в силу (1) 
(17) \цихх | < \иххх |, \иих |. 

При t =t0 мы должны иметь внутри А (Г 0 ) 

(18) Аг/го = (гз - rO/fo > д\g a(r)\ ~ д(Дг)2, 

где величины ga(r) имеют порядок (Аг)2 в силу их однородности (4). Необходи-
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Рис. 3. Величины, характеризующие приближение к стационарному решению: кривая 1 - V{x), 
2 - (-А+А-) как функции их при ц = 0,1 и t = 11,9. Штриховые кривые - соответствующие 
кривые при и = 1 и t - 1,45 

Рис.4. Эволюция v2(x,t) при и = ОД. Момент времени t = 2,7, соответствует максимуму 
г + (Г) (стрелка на рис. 1) 

мо также 
(19) Аг <А 
в зоне, где Р(и) аппроксимируется кубической параболой [1, стр. 275]. В зоне 
A(tо) должно укладьюаться большое число периодов функции (8) 

<20) к'т ~т Ы • г* 
Вне Д(г0) следует проверить условия применимости уравнения Хопфа. Кроме (16) 
надо следить, чтобы отброшенные члены не оказывали влияния вне А в течение 
всего процесса. Используя общую группу масштабных преобразований уравнений 
Хопфа и (2), обезразмериваем их обычным образом: 
(21) х = Вх', и = Alt', t = ВА~Ч\ ц = £ ~ V . 

В безразмерных переменных имеем: 
A ' C i ) ~ (f0f2, Ar'-it'o)1'2 

в режиме ГП. Отсюда следует, что все условия (16) —(20) сведутся к неравенствам 
(22) to < 1, Ох'Г 2 / 3 > to > (А^2ВУ^4. 

Далее мы будем опускать штрих над буквами, а величины А, В забудем (они говорят 
о происхождении и выпадают из уравнений Хопфа и (2)). Новая величина ц, теперь 
уже может быть не мала. В новых переменных после преобразования Галилея мы 
имеем А+ = —1, Л_ = 1. Вне A(t0) мы берем в численных примерах функцию 
х = Ш + 3(и - arth (w)). Решение ГП и отрезок А имеют вид в момент t0 (см. 
[1,стр. 283] дляг**): 
(23) ra(x, t0) = (t0 - ^ ) 1 / 2 / а ( г ) + г 0 , 

z" < z < z + , z = ( j c - X i ) X ( f o - ^ i ) " 3 / 2 . 

*Из работы [3] мы знаем, что z~ -1,41, z* ^ +0,117; уточнение численных расчетов показы­
вает, что z ~ — ~\fTc точностью 4 знаков. Методом, развитым И.М. Кричевером, это решение 
можно найти аналитически точно, как "усредненно конечнозонное решение" в терминоло­
гии [5]. 
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Параметры ti9 \, х, г0 произвольны. Их надо выбрать из четырех условий сшивки 
(выше) - значений ^ ( J t * ) , и1 (**). Таким образом, осцилляторная зона в началь­
ный момент tо определяется функцией и (х, г0) • 

Результаты численного моделирования иллюстрируются рис. 1-4. В качестве 
тестов на близость данного режима к конечным и промежуточным асимптотикам 
взяты следующие величины: 

1) К (г) и -А+А- (г) при /I = 0,1 и д = 1 при больших t; должно быть и 
V = 0 и -А+А- = 1 в точном стационарном режиме (11); 

2) величина v2 (x/t) при д = 0,1 и г = 0,03; 2,7; И. В момент времени t = 2,7 
величина г+(г) имеет максимум; величина и2 близка к линейной v2 ~ xt'1 в этот 
момент. Это указывает на реализацию промежуточной асимптотики: для д = 0 та­
кой режим описывал асимптотику при t -> 0 0 в задаче о распаде ступени согласно 
[1, стр. 268]. При д = 1 этот режим не реализуется как промежуточный (заметим, 
что безразмерному д = 1 отвечает малая вязкость в исходных переменных). 

Таким образом, если эволюционный процесс в этом описании определен в 
течение бесконечного времени, то он однозначно при t -> 0 0 выводит на стационар­
ный режим (11). Характер промежуточных этапов эволюции зависит от начальных 
условий и параметра д. При этом использовано предположение, что осцилляция 
действительно возникает. Выход ее на асимптотику ГП к моменту t = t0 исследован 
в [4]. Здесь этот момент мы берем уже как начальный. 

З а д а ч а . Исследовать общие закономерности возникновения осцилляци­
онной зоны из теории КдФ (вязкость существенна позже), где впервые начинают 
действовать уравнения типа Уитема. Пока нет ясности в том, какие классы началь­
ных условий для уравнения Уитема реализуемы. 

Как сообщил авторам Л.П. Питаевский, в самое последнее время им со­
вместно с А.В. Гуревичем независимо получено уравнение (2) и стационарное ре­
шение (11). 

Институт теоретической физики Поступило 
им. Л.Д. Ландау 26 III 1987 
Академии наук СССР 
Черноголовка Московской обл. 
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