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АЛГЕБРЫ ТИПА ВИРАСОРО, РИМАНОВЫ ПОВЕРХНОСТИ 
И СТРУНЫ В ПРОСТРАНСТВЕ МИНКОВСКОГО 

И . М . К р и ч е в е р , С. П. Н о в и к о в 

Введение 

Алгебро-геометрическая модель струны в пространстве Минковского 
(точнее, «диаграмма», около которой струна флуктуирует), в соответствии 
с представлениями работы [1], такова. Задана компактная риманова поверх­
ность Г с двумя отмеченными точками Р+ 6Е Г. Существует единственный 
дифференциал третьего рода dk с двумя простыми полюсами в точках Р+, 
с вычетами 4^1 и чисто мнимыми периодами по всем контурам на Г. Вещест­
венная часть соответствующего интеграла т {z) = Re А: {z) однозначна на Г 
и представляет собой «время». Линии уровня т {z) = const представляют 
собой положения струны в данный момент. Набору т = т_^ -^ т_ струн 
соответствует риманова поверхность Г с двумя наборами точек Р^, t, Р - , ; , 
г = 1, . . ., т^, f = 1, . . ., т_ с дифференциалом dk, с вещественными вы­
четами c^i, c-j во всех точках Р+, с^ > О, с_ < О, и чисто мнимыми периодами 
на Г. Также точно функция т (z) = Re к (z) однозначна и играет роль «вре­
мени». При т -> + ^ контуры т = const распадаются на свободные струны. 
Компоненты связности, сосредоточенные около точек Р+, играют роль асимп­
тотически свободных «in» и «out» струн. В работе [1] был построен богатый 
набор алгебраических объектов, связанных с этой картиной для т = 1, 
которые для рода ^ = О сводятся к теории алгебры Вирасоро и ее представ­
лений. В настоящей работе мы продемонстрируем возникновение этих ал­
гебраических образов в процессе квантования струны на таких алгебро-
геометрических моделях — «диаграммах». Асимптотические «in» и «out» 
состояния соответствуют обычным фоковским пространствам свободных 
струн — малых контуров т == const около точек Р±. Глобальные алгебро-
геометрические объекты на поверхности Г с отмеченными точками Р+ по­
зволяют в принципе, проследить весь процесс взаимодействия. 

Алгебро-геометрические объекты в теории Полякова, Белавина, Книж­
ника и др. струн в евклидовом пространстве-времени, как известно, приводят 
к задачам на пространстве модулей римановых поверхностей. Вводимые 
нами алгебраические образы в этой теории не появляются. 

По мнению авторов, развиваемый нами подход связывает алгебро-гео-
метрическую теорию струн с традиционными идеями операторной квантовой 
теории струн в пространстве Минковского и позволит использовать мате­
матическую технику метода конечнозонного интегрирования в теории соли-
тонов. 

§ 1. Аналоги алгебр Гейзенберга и Вирасоро, 
связанные с римановыми поверхностями 

В этом параграфе мы напомним необходимые для дальнейшего опреде­
ления и конструкции работы [1]. 

Пусть Г — произвольная компактная риманова поверхность рода g с 
двумя отмеченными точками Р±. Через Л = Л (Г, Р^) обозначается ком-
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мутативное кольцо мероморфных функций на Г, голоморфных вне точек Р±. 
В [1] был введен аддитивный базис Л, образованный функциями Aj^ ((?), 
Q ЕЕ: Т, которые при | ^ | > g/2 однозначно определяются своим поведением 
в окрестностях Р± вида' 

А„ {Q) = ahT'"'а + о iz±)), at = l. (1.1) 
Здесь Z+ (Q) — фиксированные локальные координаты в окрестностях Р±. 
(При 1 ^ 1 ^ g/2 определение А^ незначительно меняется (см. подробности 
в [1]). Здесь и далее индексы п пробегают целые значения, если g четно, 

3 i 1 
и полуцелые п = . . ., — j , — Т ' Т ' * * *' ^ -̂̂ ^ g нечетно. 

О п р е д е л е н и е . Обобщенной алгеброй Гейзенберга, связанной с кри­
вой Г и парой точек Р^, называется алгебра, порожденная образующими 
а„ и центральным элементом t с соотношениями 

[а^, ащ] = ynmt, [а^, t] = О, (1.2) 
где числа у^^^ равны 

^J^'^radA^- (1-3) 
Интеграл в (1.3) берется по любому контуру, разделяющему точки Р±. 

Поскольку все такие контуры гомологичны, а Aj^ голоморфны вне Р±, то 
УJ^m не зависят от выбора контура. 

Важным свойством указанного центрального расширения коммутатив­
ной алгебры tA является «локальность» соответствующего коцикла: 

Упт = 0. при2 | n + m\yg, | ^ | , | m | > g/2, (1.4) 
7мт = 0, при |^ + m | > ^ + l, \п\ или \m\^g/2, (1.5) 

Для дальнейшего нам потребуется рассмотреть пространство дифференциа­
лов, голоморфных на Г вне точек Р±, в которых они имеют полюса. Базис 
в этом пространстве образуют дифференциалы d(On{Q), которые при \ п \'^ 
^ g/2 однозначно определяются, исходя из следующего поведения в окрест­
ностях точек Р±: 

d(^rb = whT''^^''^ {i + 0 {z±))dz^. (1.6) 
При 1 ^ 1 ^ g/2 n Ф —g/2, определим dcoŷ  из условий: в окрестностях 

dco, = zT"^ (1 + 0 (z^i) dz^, Q -> P^, (1.7) 
dcô  = Wnz'L''^'"^-^ (1 + 0 (z_)) dz_, Q -^ P_. (1.8) 

Наконец, dco-g/^ определим как единственный дифференциал dk: 
d(i)-g/2 = dk, (1-9) 

имеющий простые полюсы в Р± с вычетами + 1 и чисто мнимыми периодами 
по всем циклам. (Этот дифференциал играет в теории выделенную роль; 
в [1] он обозначался через dp.) 

Из (1.1) и (1.6)—(1.9) следует, что при | /г | > g/2 

-2^д)л^йсо^-=б^^. j (1.10). 

в [1] образующие А^ при \ п | < g/2 определялись с точностью до констан­
ты, которую можно однозначно фиксировать, потребовав выполнения (1.10) 
при всех п, т. 

При g = О, когда Г — обычная пополненная комплексная плоскость, 
а Р± это точки Z = О и Z == оо, функции Aj^ совпадают с 2^, образующими 
лорановский базис в пространстве гладких функций на окружности | z 1 == 
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= const. Оказывается, что функции Aj^ являются «лорановским» базисом 
для кривых произвольного рода на специальной системе контуров Cf Эти 
контуры являются линиями уровня однозначной функции 

С, = {Q^RekiQ) =т]. (1.11) 

При т -> Ч^^ контуры Сх являются малыми окружностями, охватываю­
щими точки Р+. При прохождении нулей дифференциала dk при изменении 
т контуры Сх претерпевают топологические перестройки: они распадаются 
на несвязные циклы, которые затем сливаются. Вне зависимости от т имеет 
место следующая теорема, доказательство которой полностью аналогично 
доказательству леммы 1.2 работы [1]. 

Т е о р е м а 1.1. Для любой непрерывно дифференцируемой функции 
F {Q) на контуре Ст, Q ^ Сх имеет место равенство 

^(^)=-irI]^-(^)$^(^^)^^-(^') (1-12). 
п С^ 

{которое обобщает разложения Лорана на случай произвольных кривых). 
Двойственным является разложение любого гладкого дифференциала df (Q) 
в ряд 

п Сх 

Перейдем теперь к описанию аналогов алгебры Вирасоро. Пусть Х^ = 
= X (Г, Р±) — алгебра мероморфных векторных полей на Г, голоморфных 
вне точек Р±, При ^ ^ 1 базис в этом пространстве образуют поля е^, имею­
щие в окрестностях Р± вид 

e„=:e±4"" ' " " ( l + 0 ( z ± ) ) ^ , ^0 = - ^ . 8 : = 1 . (1.14) 

(Случай ^ = 1 разобран подробно в § 5 работы [1].) В [1] было доказано, 
что ограничения этих полей на любой контур Сх образуют лорановский базис 
в пространстве всех гладких векторных полей на этом контуре. 

Обозначим через d^Q^ образующие в пространстве квадратичных диф­
ференциалов (тензоров типа (2, 0)) на Г, голоморфных вне Р+, где они имеют 
полюсы. При ^ ^ 1 их можно однозначно выбрать так, что в окрестности 
Р± будем иметь 

d'^n = {^Ь-' 4 ' " " " ' (1 + 0 (̂ ±)) {d^±f' (1-15) 
Тогда 

^j)e,d'Q^ = 8,^, (1.16). 
Сх 

Т е о р е м а ! . 2 . Для любого гладкого векторного поля Е (Q) на Сх имеет 
место разложение 

п 

Для любого гладкого квадратичного дифференциала d^f на Сх имеет место 
разложение 

d'f{Q)--4u^^'^-{Q)<^e^{Q')d"i{Q'). (1.18) 
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О п р е д е л е н и е . Аналогом алгебры Вирасоро, связанным с кривой 
Г с отмеченными точками будет называться алгебра X •, являющаяся одно­
мерным «локальным» центральным расширением алгебры Х^, Она порождает, 
элементами Еу^ и t с коммутационными соотношениями 

go 

lE^,t]=0; lEr,,Em]= S clmEn^m-K+Xnmt' (1.19) 
^=-go 

Здесь cJim — структурные константы алгебры X , в которой имеют 
место соотношения [1] 

Числа х„т определяют 2-коцикл на алгебре Х^, который должен удовлет­
ворять условию локальности 

Хпш = о, если \п + т | > 3^. (1.21) 

В силу сходимости лорановских рядов по базису ^^ на любом контуре 
Сх, любой локальный коцикл на Х^ продолжается до коцикла на алгебре 
всех гладких векторных полей на окружности. Так как у последней алгебры 
существует единственный нетривиальный класс гомологии двумерных ко­
циклов [2], то все «локальные» центральные расширения алгебры Х^ изо­
морфны. Точнее, если х^т и %пт — два различных коцикла, задаюш;их по 
формулам (1.19) расширения Ж '̂ и удовлетворяюгцих условию (1.21), то 
найдутся числа s-g^, . . ., %,, с такие, что 

При этом соответствие Еп = Е^^ -|- s^t, I ̂  I < ^о^ t' ~ ct устанавливает 
изоморфизм центральных расширений, заданных коциклами ^^т и у(пт-
В дальнейшем нас будет интересовать не столько сама алгебра X , являю­
щаяся единственным локальным центральным расширением Х^, сколько 
фиксированный в ней базис операторов Е^, t. Поэтому нас будут в дальней­
шем интересовать все локальные коциклы Хп^, а не только их класс гомо­
логии. 

В работе [1] «локальные» коциклы на алгебре Х^ определялись с по­
мощью задания на Г «проективных» комплексных структур. Более эффек­
тивно эти коциклы могут быть определены с помощью задания на Г проек­
тивных связностей. 

Говорят, что на Г задана голоморфная проективная связность i?, если 
для любой локальной системы координат z^ {Q), заданной в области ?7а CZ Г, 
определена голоморфная функция Ra (^а). При этом на пересечении карт 
Ua П и^ соответствующие функции должны быть связаны соотношением 

^Р(̂ Р) (-5i^)' = ̂ «(^«) + §(/ар). (1.23) 

Здесь /ар — функции перехода, 2р = /„р (га); © {h) — производная Шварца 

Имеется несколько канонических проективных связностей — Фукса, Шотки 
и др. [3; 4]. Из (1.23) следует, что разность любых двух проективных связ­
ностей является квадратичным дифференциалом. В дальнейшем мы будем 
рассматривать проективные связности Л, голоморфные на Г вне отмеченных 
точек Р+ , в которых R имеет полюс не выше второго порядка. Любую такую 
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связность можно однозначно представить в виде 

R^B,+ I s^d^-Q„, (1.25) 

если зафиксировать какую-либо голоморфную проективную связность RQ. 
Пусть f ш g — два произвольных векторных поля. Тогда формула 

1 (/, g) = ( 4 - if'S - fg'") - ^ if'g - fg')) ^2' (1-26) 

определенная в каждой локальной системе координат, в которой fug имеют 
вид / {z)dldz, g {z)dldz (штрих означает произвольную по локальному пара­
метру z), корректно задает 1-форму на Г. Если проективная связность R 
имеет вид (1.25), то коцикл 

- § Х К , 0 (1-27) hum— 2Ат 

определяет «локальное» центральное расширение алгебры Х^. 
К вопросу о явном вычислении проективных связностей, отвечающих 

коциклам, которые будут построены в следующем параграфе в процессе 
квантования струны, и связи этой задачи с проблемой «акцессорных» пара­
метров мы вернемся позже. 

§ 2. Аналоги алгебр Гейзенберга и Вирасоро в теории струны 

Стандартно фазовое пространство классической бозонной замкнутой 
струны в i)-MepHOM пространстве Минковского определяется как простран­
ство 2я-периодических функций х^ (а) и 2я-периодических дифференциалов 
р^ (а) со скобкой Пуассона 

{р^ (а ' ) , х^ (а)} = ц^^А (а, а ' ) . (2.1) 

Здесь г]̂ '̂̂  — метрика Минковского с сигнатурой (—1, 1, 1, . . . ) Д (а, а') — 
«дельта-функция на окружности» (точнее Л (а, а') — функция переменной а 
и дифференциал по переменной а ' ) , причем для любой функции на окружно­
сти имеет место 

/ и = I / Ю^ {о, о'). (2.2) 

Такое определение фазового пространства не позволяет наивно вклю­
чить в рассмотрение движения струны, при которых происходят топологи­
ческие перестройки (деления и слияния) в процессе движения во времени. 
Возможный путь преодоления этой трудности подсказывает анализ системы 
контуров Ct, построенных выше на любой римановой поверхности с двумя 
отмеченными точками. 

Реализация двумерной римановой поверхности Г как «мировой линии» 
струны автоматически индуцирует разбиение Г в систему контуров, отве­
чающих положению струны в определенный момент времени. Комплексная 
структура на Г возникает из требования, что время — гармоническая функ­
ция на Г. В роли «диаграмм» выступают лишь такие мировые линии, при 
которых у струны ни в како|[ момент т не появляются и не исчезают новые 
компоненты, а компактификация алгебраична. 

Рассмотрим задачу о квантовании таких диаграмм. Обычные коэффи­
циенты Фурье должны быть заменены на коэффициенты разложений по 
функциям Aj^, которые образуют базис в пространстве гладких функций 
на контурах Сх при всех т. 

Итак, пусть х^ {Q) и р^ {Q) операторнозначные функции и дифферен­
циалы на Г, коммутирующие, если Q я Q' лежат на разных контурах Сх 
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(т. е. в разные моменты времени) и такие, что 
[̂ ^̂  («?), Р" (<?')] = -Щ'^'Ах (<?, <?'). <?, Q' G С„ (2.3) 

где Ах — «дельта-функция» на контуре Сх. Из теоремы 1.1 следует, что 

^̂  (<?' '̂) = i I ] ^» «?) ̂ '̂ ^ (̂ ')- (2.4) 
Обозначим через Хп операторные коэффициенты разложения 

xHQ)^^XUn{Q). (2.5) 
п 

Поскольку р^ является дифференциалом по переменной Q, то его следует 
разложить по базисным дифференциалам йсо̂ ^ 

P4Q) = 2Pndoy,,{Q). (2.6) 
п 

Из (2.3) и (2.4) следует, что Рп и Хш удовлетворяют каноническим коммута­
ционным соотношениям 

[Р1Х1]=^ц^-8„^. (2.7) 

Определим операторы а^ как коэффициенты разложения дифференциала 

пр^ + (x'Y = S Сп ^«п (<?). <? = ("Г' о), ж' t= дх/до. (2.8) 
П 

Имеем 
Sa5:cZ(o,(0 = S ( X i : d 4 , ( 0 + ^K^co,). (2.9) 
п п 

Воспользовавшись (1.13), получим 

dAr,-=-^ynmd^^rn^ (2.10) 
т 

где константы у^щ даются формулой (1.3). Окончательно 

аГ. = яР^^ + 51ТтпХт. (2.11) 
т 

Эти операторы удовлетворяют коммутационным соотношениям 
[а :̂, aJL] = ТдшТ]̂ ^ (2.12) 

и реализуют представление прямого произведения Z> экземпляров Г-аналога 
алгебры Гейзенберга. 

Сопряженные функции А^ {Q) и дифференциалы dcô  {Q) также обра­
зуют базисы в пространствах гладких функций и дифференциалов на кон­
турах Cf Поэтому можно определить операторы Х}^ и Рп из разложений 

xHQ) = 2x^;^An{Q), (2.13) 
п 

p4Q) = ^P^d^n{Q)- (2.14) 
п 

Они удовлетворяют соотношениям 

[XlPl]=-4z-4^'8^rn' (2.15) 
Операторы 

a S = - : x P J i + S7mn^m (2.16) 
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(где у^^гп ~ константы, сопряженные 7nm) являются коэффициентами раз­
ложения 

{х')^ - пр^==^б&^^ ((?). (2.17) 
п 

Они удовлетворяют коммутационным соотношениям сопряженного Г-аналога 
алгебры Гейзенберга 

[d^.dl] = ц^^]^ппг. (2.18) 
Л е м м а 2.1. Имеет место равенство 

[сбп, aJJ,] = 0. (2.19) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Раскладывая 4^ и йсо̂  по базисам А^ и (1щ 
соответственно, получим 

Xu = ^XJ,„ P, = -^Psf,s, (2.20) 
s s 

где 

/.к- = ^ ( | ) ^ . й % . (2.21) 
Отсюда 

=.^(^{dA^A^ + dAr,Ar,) = 0. (2.22) 

При переходе к предпоследнему равенству мы воспользовались (2.4). 
' Операторы а̂ :̂  и а^ с д ^ g/2 будут называться операторами уничто­

жения, а с гг ̂  g/2 — операторами рождения «1п»-состояний. Стандартным 
образом можно ввести фоковское пространство, порожденное операторами 
рождения «1п»-состояний из «вакуума», который определяется соотношениями 

ай 1 Ф̂ >̂ - aJ'a I Ф̂ >̂ - О, д > g/2. (2.23) 
Заметим, что операторы уничтожения коммутируют между собой, поэтому 
условия (2.23) непротиворечивы. 

Подпространства Ji±, порожденные А^ c^n'^g/2, плотны среди 
функций, голоморфных в окрестностях точек Р± соответственно. Поэтому 
определенное нами фоковское пространство in-состояний совпадает с обыч­
ным фоковским пространством, стандартно построенным по разложениям 
х^ ш р^ в ряд Фурье на малом контуре, охватывающем точку Р^, 

Аналогично, если фоковское пространство «out-состояний» определить, 
как пространство, порожденное операторами аЯ, â J с п^ —g/2 из out-
вакуума, удовлетворяющего условиям (2.24), то оно совпадет со стандарт­
ным фоковским пространством малого контура в окрестности точки Р_ 

<фоаг I c,5t _ <oout I alt = О, n<, -g/2, (2.24) 

Из сделанного замечания вытекает, что все ограничения, связанные 
с требованиями положительности нормы физических состояний, замыканием 
лоренцовых соотношений и приводящие в случае ^ = О к выделению крити­
ческой размерности Z) = 26 [5; 6], остаются полностью справедливыми и 
в рассматриваемом нами случае g^ 0. Нашей дальнейшей целью является 
доказательство того, что при любом g возможно построение непротиворечи­
вой теории при Z) = 26. 
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Для классической струны плотность Гамильтониана и импульса явля­
ются полусуммой и разностью выражений 

Т^^{х' + пр)\ Т^-^{х'- пр)\ (2.25) 

которые являются квадратичными дифференциалами на каждом контуре Cf 
Для того чтобы определить квантовые аналоги этих выражений, требуется 
ввести понятие нормального упорядочения операторов рождения и уничто­
жения. Так как операторы aJJ, а^ с \п \, \т \<i gl2 некоммутативны, то 
возможности введения таких неэквивалентных между собой понятий доста­
точно велики. 

Пусть 2± — разбиение множества целочисленных точек двумерной 
плоскости на два подмножества таких, что 2^ отличается на конечное мно­
жество точек от полуплоскости SQ: {п, т), п ̂  т. Для любого такого до­
пустимого разбиения 2± определим понятие нормального произведения 

'•ocj^ocm' = осп^т, (п, ш) ̂  2"̂ ; га^аш: = amo:^, {п, т) ЕЕ 2". (2.26) 
З а м е ч а н и е . Это определение нормального произведения далеко не 

самое общее. В следующем параграфе нам потребуется его расширение 
(см. (3.24)). Поскольку an, а^ коммутируют при выполнении условий (1.4), 
то понятие нормального произведения зависит от разбиения на два подмно­
жества не всей плоскости, а только полосы | /г + m | ̂  ^. Основные примеры 
таких разбиений можно задавать с помощью наборов чисел о-^, . . ., а^. 
При этом будем относить 

{п, т) е 2" ,̂ если п -\- т = s, п ̂  Os-, s = —g, . . ., ^. (2.27) 
При любом выборе понятия нормального произведения определим кван­

товые операторы 

п, т _ 
1 Y-̂  — — (^-^S)' 

T{Q) = — 2_j '^n^rn- d(^n (<?) d(o^ ((?). 
n, m 

Здесь и далее â âm = ^Ц^^оспсс^-
Эти операторы являются квадратичными дифференциалами на С^ 

Поэтому их можно разложить по базисным квадратичным дифференциалам 

T = ^L,d^Q^; T = ^L,d^Q,. (2.29) 

Из теоремы 1.2 следует формула 

~2 L/Ji—^ ~9~ / ''пт'^nP^m'-i -^к '— о / , ̂ ?^^ '^п^ ' ^ т* ' yCi.oV), 
п,т п,т 

где константы 1пт имеют вид 

При этом для \ к \^ go имеем 

llm = 0, если \п + т — к\у>-^, (2.32) 

Для \ к \ ̂  go индексы п, т, для которых могут быть отличны от нуля кон­
станты Inm, удовлетворяют тому же соотношению (2.32), при \ п |, | ̂  l^*-!-, 
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и соотношению \ п -\- т — к \ ^ g -^ s, если одно или два из чисел | п |, 
I m I не превосходят g/2. Здесь s равно 1, 2 соответственно. В любом слу­

чае из определения^нормального произведения и (2.32) следует, что действие 
операторов L]^ и L^ корректно определено в фоковских пространствах 
4<in»- и «ои1»-состояний. В силу (2.32) и (1.4) операторы L^, L^ с | А; | >- ^о 
не зависят от выбора нормального упорядочения и при этом 

L , I Ф^^ > = О = < Oout I L_„ к > go- (2.33) 

Т е о р е м а 2.1 . Операторы L^ удовлетворяют коммутационным соот­
ношениям 

Здесь D—размерность пространства, а 2-коцикл хЬ имеет вид (1.26), где 
проективная связность R зависит лишь от способа нормального упорядо­
чения и не зависит от D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Непосредственно проверяется, что 

[Li, Lj\ = -^ 2 J ^'^^^'^' ^Угп}, '^n^s- + Ins :о^Лп* + 
71, m, }г, s 

где 
jns— 2л y^nm'^'ks— 'кз^пш) Ymfc- ( Z . o O ) 

m, fe 
При этом 

Здесь 

yjj 2~ 2^ ^nmlksFnmks- ( 2 . 37 ) 2 
n , т, К, S 

PnmMs = О, {п, s) ^ 2 ± , {к, т) е 2± , 

Fnmizs = YnsYm, (^,5) е 2-", (i% щ) ^ 2 " , (2.38) 

Рпш]г. = Yn.TmJc, (^ , s) ^ 2 ~ , (А:, ш ) ^ 2 + . ( 2 . 3 9 ) 

Из (1.4), (1.5) и (2.32) следует, что сумма (2.37) содержит лишь конечное 
число ненулевых членов. Поэтому она корректно определена. 

В силу определений (1.3), (2.31) имеем 

m, к m,}^ 

"" T ^ F S ^ ^^^ ̂ ^'^' ^ ^ (d^^nei) Aj,, (2.40) 

Для получения последнего равенства достаточно при взятии первого интег­
рала и суммы по т воспользоваться равенством (2.4). Аналогично из (2.40) 
получим 

^ Inmlisymu = -2^§ (dco.ej) d (йсо^^г). (2.41) 
т, К 

Следовательно, 

й ^ 4 й § '^'^пd^ {[ej, ed) = ^ c%Cr^ (2.42) 
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И равенство (2.34) доказано. Непосредственно из (2.39) следует, что коцикл 
Xij является локальным. Теорема доказана. 

В настоящее время авторами еще не получен полный ответ на важный 
и интересный вопрос о явном вычислении для всех способов нормального 
упорядочения соответствующих проективных связностей В^. В заключение 
параграфа мы приведем выражение в терминах интегралов типа Коши для 
коцикла xfj в случае нормального упорядочения, задаваемого разбиением 
2 следующего вида: 

(п, w) е 2", п:> N, т< N. (2.43) 

Определим для этого необходимый класс мероморфных аналогов ядер Коши, 
которые являются частными случаями общих ядер подобного типа [7]. 

Обозначим для любого целого или полуцелого (в зависимости от чет­
ности g) N, \ N \^ gl2, через К^ (z ,̂ z^dz^ мероморфный аналог ядра Коши, 
который является дифференциалом по переменной z^i имеющим в окрестнос­
тях P-j- вид 

К^ (z„ z,)dz, = zf^^'^-^O (1)&2, ^2 -> Р^, (2.44) 
К^ (zi, z^)dz^ = z^'^'^O (1)&2, z^-^P_. (2.45) 

По переменной Zj ядро K^i является мероморфной функцией, имеющей в 
окрестностях Р± вид 

К^. = z^''-'''О (1), Z, -> Р^, (2.46) 
KN = zf-'^'O (1), z^ -> Р_. (2,47) 

Вне Р± ядро Kjsi голоморфно всюду кроме ẑ  = z^. При этом 

Kr^{z., z^dz,^^= 1-регулярные члены. (2.48) 
Z2 — Zx 

Указанные свойства (в силу тех же аргументов, которые уже неоднократно 
использовались) однозначно определяют ^]у. 

П р и м е р . Приведем явную формулу для К^ {z^, z^) в случае ^ = 1, 

V (. .\— ""^^'^^ (^1 - ^о) ^^ "̂"'̂ ^ ("^ + ^Q) ^ (^1 - ^2 + (2/V + 1) ^о) ,^ 4QV 
^ ^ ^' ''^ " а ((2iY + 1) .0) а (., - .,) â -̂̂ V. (., + ,,) a^^^V. (,̂ , __ ,^) • ^^- ^^ 

(При ^ > 1 аналогичные выражения могут быть получены в терминах тэта-
функций Римана). 

Л е м м а 2.2. Если х {z-^) <С т (̂ 2), то 
оо 

KN {ZV Z2) dz^ = S ^n (̂ i) dcon (̂ 2)- (2.50) 
n=N+l 

При % {z-^ > T (Z2) имеем 

KN {zi, z^) dz^ = — 2J ^n (̂ i) d(i)n {ч)- (2.51) 

Приведем лишь краткий набросок доказательства. Сходимость правых 
частей равенств (2.50) и (2.51) следует, поскольку члены ряда мажорируются 
членами геометрической прогрессии М̂ С̂̂ ^̂ ^̂ ''̂ ^̂ )̂). Из (2.4) следует, что 
(2.50) и (2.51) являются аналитическими продолжениями друг друга и опре­
деляют глобальный аналог ядра Коши К^- Его поведение в окрестностях 
jP-i- легко определить, воспользовавшись асимптотическим видом А-^ и dcOŷ-

Отметим, что формулы (2.50) и (2.51) определяют К^ для всех N. Асимп­
тотики KN ДЛЯ i iV I ^ gl2 незначительно отличаются от (2.44)—(2.47) по-
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добно тому, как отличаются асимптотики А^я dcDn при | ^ | ^ g/2 от общего 
случая. 

Из (2.37), (1.4) и (2.32) следует, что коцикл (̂1? отвечающий разбиению 
(2.43), равен 

К^- гг= 2 Ф d(Dj^ d(o^ ei d) (1щ do^gCj ф dA^A^ ф dA^^A^. (2.53) 

Суммирование в (2.53) идет по п ^ N, s ^ —N, к^ N, т ^ N, Выберем 
контуры интегрирования в (2.53) так, чтобы соответствующие переменные 
%, ^2, Zg, ^4 удовлетворяли условиям т (zi) < т (zg) ^ т ( z j < т (^з). Тогда 
из леммы 2.2 следует 

-̂ij = Ф^^"^ ^^1 <̂ 2̂ ^^3 ^̂ 4̂ [̂ г ih) ^j (Ч) KN {^V ^l) K-N (^3, Z^ X 
X (d^K^ (^3, ^i)) (cẐ iTiv (Z4, z,))]. (2.54) 

Здесь dg и 6̂4 означают дифференцирования по переменным z^ и Z4 соответст­
венно. Стягивая контуры Сх^ и С^^ к точкам Р+, можно получить выражение 
вида (1.26), где соответствующая проективная связность является линейной 
комбинацией первых коэффициентов разложений К+^ в окрестности диаго­
нали Zi = Zg. 

§ 3 . Операторная реализация многопетлевых струнных диаграмм 
и конформные аномалии 

Как уже говорилось выше, фоковские пространства «in»- и «out»-coc-
тояний совпадают с фоковскими пространствами, соответствующими малым 
контурам в окрестностях точек P-j., соответственно. Поэтому физические 
состояния в случае произвольного g определяются условиями 

А | Ф * О = 0, i>g,; L^Jф^,^;>==;гJФ^•;>, (3.1) 

< Ф П ^ 1 = 0 , i<-g,; < Ф Г | Ь - , . = < Ф Г | Л - , (3.2) 
где константы h^ равны 

/̂ ^ = 1, h_ = eZg^, (3.3) 

{Напомним, что в окрестности Р_ поле е-у^ имеет вид el^^z-^— .) Действия опе­
раторов Li с i ^ go на I 0)^"^) и Li с i > —^0 на <Фл^^ | порождают под­
пространства F ÎJ;, Vh^. Как следует из (2.34), соответствия Ei->- Li и Et -^ 
-> —Li определяют представления аналога алгебры Вирасоро на Vh^ и Vh^ 
соответственно. При этом, эти пространства являются модулями Верма 
над Х^. Нашей ближайшей целью будет построение скалярных произведе­
ний между элементами таких пространств 

<Ф I Т> , Ф ^ V'nT, Т е Vil (3.4) 

таким образом, чтобы относительно этого произведения операторы L^ были 
самосопряженными, т. е. 

<Ф I L H ^ > - <ФLi I Т> - <Ф I LiY}. (3.5) 

Для этого нам потребуется реализация модулей Верма аналога алгебры 
Вирасоро, предложенная в [1] и обобщающая соответствующую конструкцию 
[8] для случая g = О, 
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В [1] были определены базисы fj в пространствах F% {х^) тензорных 
полей веса Я, которые голоморфны на Г вне точек Р± и контура а, соеди­
няющего эти точки. При этом предельные значения на а любого поля / ^ 
е F% {XQ) связаны соотношением 

f = у:-̂ 2ЯгХо, (3.6) 

в [1] было показано, что действие et на fj имеет вид 

^ifj= 2J Rijfi+j--k^ (3.7) 

где Rij — константы. В частности, 

Uti'--{±i±x,-S(k) + 'k{±i-g, + 1))-5^ • (3.8) 

Здесь ф* — константы, определяемые видом /^ в окрестностях Р ^ (подроб­
ности см. в [1]), а 

S (Я) = gl2-X{g- 1) (3.9) 

(отметим, что по недосмотру авторов соответствующая формула (2.2) в ра­
боте [1] приведена с опечаткой). 

Обозначим через Яя,^у (^о) пространство, порожденное базисом, состоя­
щим из полубесконечных форм — внешних произведений вида 

AUI^NA'"^ (3.10> 

h<h<- • • < ^ m - l < ^ ' 
где индексы полей / , начиная с некоторого номера, пробегают все значения 
подряд до оо. 

Если определить действие et на формах (3.10) по правилу Лейбница, 
то из (3.7) следует, что это действие корректно определено при \ i \ ^ go* 
Для любого коцикла xtj, задающего локальное центральное расширение 56^, 
существует единственное продолжение действий ei с \ i \ ^ gQ до представ­
ления алгебры Х^. Условимся нормировать коциклы так, что они имеют 
вид (1.27) с с = 1. Тогда оператор t действует на Л х̂, N (^О) умножением 
на число 

D = -2 (6А.2 ~ 6Я + 1), (3.11) 

называемое «центральным зарядом». Вектор 

I Ч'о > = /лч1 л /N+2 Л /iV+3 л • • • (3-12)^ 
удовлетворяет условиям 

^ , I ̂ 0 > = о, / > go; Е,^ I Yo > = - / ^^ I Ч'о). (3.13) 

Старший вес h^ зависит от х^, Я и выбора коцикла Xi}- Если соответствующая 
проективная связность R имеет в окрестности Р^ вид 

R = ^±zt ( 1 + 0 (z±)), (3.14) 
TO 

_ (г- Н= ffo)' - (̂  + go) - 2р + (̂  + go) + + /о . ч̂ 
лг, -г+з^^— J2 Ьг Ь-г+з^- ^^O.lOj 

Вычисляя действие [L -̂, Ь_г+з ]̂ на | Ч̂ о> ^ помощью (3.8) и используя (1.19) 
и (3.15), получим формулу (см. примечание) 

К=\(^Р^ + (7V- 5(л) + z„ + 1)(2^ + N + X, -S(X))) . (3.16) 
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Действие операторов Li на Уд" определяет модуль Верма, порожден­
ный вектором <Ф^"* I, аннулируемым et с i <^ —go- Такой модуль можно 
реализовать, определив действие ei на левых полубесконечных формах. 
Однако нам будет нужна его реализация иного вида. Обозначим через 
ffi,N (-̂ о) пространство, порожденное формами 

/UN Л IUN Л • • • Л 4-Х-^ Л fш^N л /m«.N Л • • • (3-17) 
Здесь /j" — элементы пространства F^^x {~XQ), однозначно с точностью до 
пропорциональности определяемые своим асимптотическим видом в окрест­
ностях Р± 

f] = 2Ti=Fxo-s(̂ )+io {z+) {dzf-^, (3.18) 

Соответствующие константы однозначно можно выбрать так, чтобы выпол­
нялось равенство 

i^/x=:6n.. (3.19) 
Отсюда следует, что действие et на f] равно 

eifj= — Zl Ri,j-i+-kfj-i+li' (3.20) 

Так же, как и в предшествующем случае, можно определить действия 
€i на Нх^г^{хо). При этом вектор 

<Фо I = /iv.i Л /лч2 л • • • (3.21) 
удовлетворяет условиям 

<Фо \Ei==0, i< -g„ <Фо I £-g. = <Фо I h_. 

Соответствующее представление X^ имеет тот же центральный заряд (3.11), 
а старший вес h_ дается формулой 

Л _ = ^ ( 4 Р- + (S (Х) + N + X,) {S {X)+N + Xo + l - 2^)) . (3.22) 

Определим скалярное произведение между элементами HX,N (^о) и 
J^x,N (^о)? задав его на базисных элементах (3.10) и (3.17) 

<7i, . . . , / m - i U i , . . . , im-i> = ^iufihb • • • ^Jm-lim-l ( ^ ' ^ З ) 

И продолжив на остальные по линейности. Относительно этого произведения 
операторы Ei являются, как следует из (3.20), кососимметрическими. Про­
изведение между Hi, N i^o) и Hi, N i^o) определяет произведение между Уд^ 
и Vh^ , причем операторы Li являются относительно этого произведения 
самосопряженными. Важно отметить, что мы определили нетривиальное 
скалярное произведение между пространствами, соответствующими значе­
ниям старших весов h^, h_, которые дают формулы (3.16) и (3.22). Для каж­
дого фиксированного способа нормального упорядочения множество таких 
допустимых пар /г^, h_ однопараметрическое. Поэтому естественно возникает 
вопрос, а могут ли h^, h_ принимать одновременно значения (3.3). 

По-видимому, если ограничиваться лишь нормальными упорядочива­
ниями, введенными в § 2, то ответ на этот вопрос отрицателен. Расширим 
это понятие, определив 

'-^п^т'- = ^п^т + 7 w n - ( 3 . 2 4 ) 

Здесь Ymn —произвольные константы, равные нулю для всех, кроме конеч­
ного числа, точек полуплоскости п ^ т и равные ушп для всех, кроме ко-
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нечного числа, точек полуплоскости п^ ш. Случаю (2.26) отвечают 'утп = 
= О, {п, т) е 2+, угпп = Ушп {^, тп) ^ 2". 

Варьируя расширенное понятие нормального упорядочивания, можно 
реализовать произвольный коцикл %пт- В частности, параметры р+ в (3.16) 
и (3.22) можно считать произвольными. 

Введенное скалярное произведение позволяет определить для любого 
оператора из ассоциативного кольца, порожденного операторами Lf, поня­
тие его среднего 

{Li. . .. Д-̂ >.„= < Ф Г \и,... и^ 1 ФЪ (3-25) 
(индекс х^ мы используем для того, чтобы напомнить, что допустимые пары 
Ifi^, h_ параметризуются с помощью XQ). 

По определению средние ^Liy^^ равны нулю при М1 ^ ^о- Средние же 
Si =- <Li\^, i = —go, . . ., ^0 (3.26) 

являются априори нетривиальными величинами. Поскольку эти средние 
являются коэффициентами разложения среднего от тензора энергии-импульса, 
то эти величины отвечают за так называемую конформную аномалию, при 
которой <Г (z)> Ф 0. 

К сожалению, ограниченность объема статьи не позволяет достаточно 
подробно привести вычисления даже для простейшего после <(Ь+̂ „)> — h^ 
случая среднего (^Lg^^^y.^, Укажем лишь некоторые наиболее существенные 
моменты. 

Имеем 

n=N-\-l n=N4-l 

Здесь Ri] дается формулой (3.8), а для получения Rif^ достаточно прирав­
нять коэффициенты при 2̂ +i-̂ o-'S+i ^ формуле (3.7). Обозначим через ф;, ;̂  
коэффициент разложения {z ->• Р+) 

f. == z^-smx, (1 ^ ф̂ .̂ 2̂ + о {z^)){dz)\ (3.28> 
Тогда 

Rif^ = (/ — S(K) + ^0 + -̂ (̂  — ^0 + 1))(фг, -1 + 9 i , % — 9i+J-^o, г) + Ф.ь >- + >^фг, - 1 -
(3.29> 

Дальнейшие непосредственные вычисления приводят к равенству (/ = 
== ь — go) 
iL,L-i,,g-{> = Фг, -1 [D '^ ' + У / + '̂  + (2/ + 1) к) + 

+ ф_,̂ з̂ _1 [D -^^^ + 21h,) + {N~S{l) + x, + 1) {21 + 1) фл., %, (3.30) 

Из (2.34) вытекает 

aiL^ivsg-i} = (2/ +^l);<L^,-i> + c%lg-i, гК + Dxl -usg-1- (3.31) 
При вычислении коцикла Хг,-г+з̂ -1 необходимо, кроме его определения, 
воспользоваться соотношениями 

hi, -i-n-Vz = 1^ ^п, i~n-V%-l ^^ Ф?г, 1 + фг-'-тг-^А, 1 + фг, -1^ ( 3 . 3 2 ) 

7п, g~n =П — Vs . Уп, g-n-1 = {П — Vs) Ф^-п-1, О + (^ — 7 2 + 1) фп, О. ( 3 . 3 3 ) 

которые являются просто следствиями определений величин 1пт и упгп-
Из равенства (1.10) при т = п + I следует 

фп, в + фп+1,1 = 0 . ( 3 . 3 4 ) 
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Воспользовавшись этим равенством, можно получить, что при Og = g/2 
(в этом случае р+ = 0) и Og-i = g/2 + 1 

Xi, -i+3g-i ~ J2 ^ ' ' ~i "̂  12— Ф-^+3^-1' -1- (о..30) 

Подстановка (3.35) в (3.31) дает {ci'~j^ дается (3.29) при А- = —1) 
<̂ о̂-1>хо -= Мяо-1,-1 + {N- S {К) + х, + 1)ф^,ь (3.36) 

П р и м е р (^ — 1). В этом случае ф̂ _̂1, _i = О, а Ц)мл легко получить, 
разлагая формулу (5.2) работы [1], 

Ф,v,. = ^ {{{2N + хо) + l)z„) - {N + Хо + У^К (2zo). (3.37) 
Уже на этом примере видно, что прямое вычисление средних <[Lj)> весь­

ма громоздко. Авторы предполагают в последующей публикации привести 
инвариантный способ вывода этих средних в рамках построения моделей 
конформной теории поля на произвольных римановых поверхностях рода 

п р и м е ч а н и е . Важно отхметить, что физическим значениям D^l соответст-
1 5i 

вуют комплексные значения X. В частности, при D = 2Ь, h = 1 X = . ' 2 2l/'3 
1 i 

р- = iY + а:о + gl2 (2К — 1) ^ — -тг i = • Любопытно, что при Я = 2 и |л = О получаем 
2 2 / 3 

нефизическую ситуацию D = — 26, h = — 1. 
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