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НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

И ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ 
И. М. Кричевер 

ВВЕДЕНИЕ 

^ За последние 10—15 лет одним из наиболее мощных инстру-
i ментов в исследовании нелинейных явлений стал, так называе-
f мый, метод обратной задачи, применимый к ряду фундаменталь-
I ных уравнений математической физики. Развитие этого метода 

(см. [17, 43, 53]' и цитированные там обзоры) привело к тому, 
* что концепция оолитонов стала одной из основополагающих в. 
•,. современной математической и теоретической физике. 

Начиная с работы С. П. Новикова [401, в рамках метода. 
р обратной задачи, бурно развивались и продолжают развиваться 
г методы построения решений нелинейных уравнений, широко ис-
i пользующие аппарат классической алгебраической геометрии 

римаиовых поверхностей. (Различные этапы развития алгебро-
*• геометрического или «конечнозонного» интегрирования представ-
I лены-в обзорах [13, 15, 25, 351). Методы алгебраической гео-
. метрик ПОЗВОЛЯЮТ естественно ввести понятие периодических я 
•" квазипериодических аналогов солитонных и многосолитонных 
Й- решений и получить для них явные выражения в терминах тэта-

функций Римаиа. 
* Целью настоящей работы является изложение основных идей 
i «конечнозонного интегрирования» в целом и подробный анализ 

приложений развитой техники к некоторым задачам, в основе. 
* которых лежит теория эллиптических функций. 
Ь Центральным звеном алгебро-геометрилеских конструкций. 

решений нелинейных уравнений является построение функций 
* Бейкера—Ахиезера [13, 25, 26, 351 —функций, обладающих спе-
*- пифическими аналитическими свойствами, на римановых по-
,. верхностях. Оказывается, что введенное в работах [27, 37, 35,. 
: 36] понятие векторного аналога функции Бейкера—Ахиезера не-
*" тривиализуется даже на обычной комплексной плоскости (ри-
•f. мановой поверхности рода ноль). Более того, оно позволяет [281 

для уравнений, допускающих представление «нулевой кривиз-
79 



ны» общего положения, строить все решения, не ограничиваясь 
.каким-либо фиксированным функциональным классом (быстро-
убывающих, периодических или других функций). Для этих 
уравнений доказывается аналог представления Даламбера всех 
решений в виде нелинейной суперпозиции волн, бегущих ПО ха
рактеристикам. Роль суперпозиции выполняет вспомогательная 
линейная задача Римана. 

Представление «нулевой кривизны» пучков, рационально за
висящих от спектрального параметра, предложенное В. Е. За
харовым и А. Б. Шабатом [19l, является, пожалуй, наиболее 
общей схемой построения нелинейных интегрируемых уравнений, 
которая включает все известные случаи, за исключением не
скольких изолированных примеров. В первой главе работы вме-
•сте с изложением конструкции упомянутого выше аналога пред
ставления Даламбера решений таких уравнений общего поло
жения приводится общий аизатц, выделяющий конечнозониые 
решения. 

Наряду с общей алгебро-геометричес'кой конструкцией «ко-
нечнозонных» решений нелинейных уравнений, понятие конеч-
.нозонного интегрирования включает и важнейшие элементы 
•спектральной теории Флоке операторов с периодическими коэф
фициентами. В тех случаях, когда вспомогательная спектраль
ная задача для нелинейного уравнения является самосопряжен-
ной, «конечнозониые» потенциалы выделяются условием конеч
ности числа лакун в спектре оператора (что и дало название 
этим решениям). Римановы поверхности возникают при таком 
подходе как поверхности, на которых становятся однозначны
ми блоховские функции —собственные функции лилейного опе
ратора и оператора монодромии (оператора сдвига на период), 
Важным наблюдением современной теории является совпадение 
понятий блоховской функции и функций типа Бейкера—Ахие-
зера. 

Во второй главе излагается алгебро-геометрилеская спект
ральная теория разностного оператора Шрёдингера и уравнения 
Штурма—Лиувилля с периодическими потенциалами. Эта тео
рия, возникшая из нужд теории нелинейных уравнений, за по
следние два года нашла широкое применение в задачах физики 
твердого тела, связанных с теорией квазиодномерных проводни
ков [3—7, 10, 11, 30]. Эта теория обычно строится на основе 
модели Пайерлса [41]. 

Модель Пайерлса описывает самосогласованное поведение 
атомов решетки, характеризуемых положением на прямой хп, 
внутренней степенью свободы vn, и электронов. 

В модели пренебрегают прямым межэлектроиным взаимо
действием. Спектр электронов определяется как спектр £ ,+ пе
риодического оператора Шрёдингера 

Ць, — М' /м + М-в + -Vi%.-i — Е% 
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с периодическими граничными условиями 
%(+л(£*+) —^Ы-V), где с —<Л •*-+., c„+.v = cB. 

Если в системе имеется т электронов, то при нулевой темпера
туре электроны займут т нижних уровней спектра (без учета 
спинового вырождения). Модель учитывает упругую деформа
цию решетки. 

Функционал Пайерлса, представляющий общую энергию 
системы, приходящуюся на один узел, имеет вид 

f ill i v — 1 \ 

. i _ i л .-о 

где Ф (с, v) — потенциал упругой деформации. Задача состоит 
в минимизации этого нелинейного и нелокального функционала 
по переменным г.,,, cn. 

В третьей главе излагаются результаты работ [7, 11, 29, 
30], в которых для некоторых модельных потенциалов (напри. 
мер, Ф=и (с2+ ^г) — Pin с] доказывается, что минимум реали
зуется на конфигурациях, в которых c-=-=/i(n), •»,.==/2 Н , гДе 

/г,2 — эллиптические функции, предъявляемые явно. Найдена 
энергия основного состояния. Рассмотрены возмущения интегри
руемых случаев. 

Глава 1 
НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ И АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ 

§ 1. Представление нулевой кривизны 

Начиная с работы Лакса [6l, показавшего, что в основе ме
ханизма интегрирования уравнения КдФ 

открытого в работе [67], лежит возможность представления 
ЭТОГО уравнения в виде 

Z = [A,L] = AL-LA, (1.2) 
где 

L-Vf + uix, t); - 4 - - ^ + ! « ^ + ! « x . (1-3) 
все схемы построений интегрируемых уравнений и их решений 
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опираются на тот или иной аналог коммутационного представ
ления (Г2). 

Первое и наиболее естественное обобщение уравнения (Г2) 
заключается в том, что в качестве L и A можно выбрать в нем 
произвольные дифференциальные операторы 

л • т 

/ = 0 о х /•=(. о х 

с матричными или скалярными коэффициентами. 
Пусть, далее, для определенности L и А операторы со 

скалярными коэффициентами (матричный случай отличается 
от скалярного незначительными техническими усложнениями). 
Тогда заменой переменной и сопряжениемZ----/L/-1, Л = / Л / 4 , , 
где / — подходящая функция, можно считать, что vm — и„ — 1 , 
~т-1=*й„_1==0. Уравнения (1.2) в этом случае представляют 
собой систему п-\-т — 2 уравнений на неизвестные Ut(x,t), 
/-=0, . . . п — 2; 4)j{x,t), j — 0,...,m — 2. Оказывается, что 
из первых (т—-1) уравнений, полученных приравниванием нулю. 
коэффициентов при —~, k = m-\-n — 3, . . . , п— 1, в правой ох" 
части" (1.2), последовательно находятся w.-(x, / ) , которые явля
ются дифференциальными полиномами от ut(x, t) и некоторых 
произвольных констант hi (см., например, [26]). Подставляя 
полученные выражения в оставшиеся п—1 уравнение, получим 
систему эволюционных уравнений уже лишь на коэффициенты 
оператора L, которые и называются уравнениями типа Лакса. 
Существует множество схем (см., например, [8, 18, 49, 53]),. 
которые тем или иным способом реализуют редукцию общего 
уравнения (1.2) к уравнениям на коэффициенты оператора L. 

Система (Г2) представляет собой пучок уравнений Лакса,. 
параметризованных константами h,. Например, если 

L = <?- + «,- A = d3 + V - H 2 , < ? ~ - ^ , (1.5) 
то 

•Vi — 2" и + h-u ^ 2 = 4 : «л- + /-2, (1.6) 

и уравнение (1.2) эквивалентно пучку уравнений 
4и, = и^.л.+6ииЛ + 4А1иЛГ (1-7) 

(при А] = 0 получим стандартное уравнение КдФ). 
С каждым оператором L связана целая иерархия уравнений 

типа Лакса, которые представляют собой редукции к уравнени
ям на коэффициенты оператора L уравнений (1.2) с операто
рами А разных порядков. Одним из важнейших фактов в тео
рии интегрируемых уравнений является коммутативность всех 
уравнений, входящих в общую иерархию. 
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Для уравнения КдФ соответствующие уравнения называются 
«высшими уравнениями КдФ». Они имеют вид 

и 

«т — 2 C*Q* ("> • • • ' »2*+1) 
и являются условием коммутативности оператора Штурма — 
Лнувилля с операторами-г-А (т. е. уравнения (1.2)), где 
А имеет порядок 2/г + 1, 

ДЛЯ высших аналогов уравнения КдФ в работе [40] было 
впервые введено и активно использовалось другое представле
ние — представление типа Лакса на матричных функциях, за
висящих от дополнительного спектрального параметра. 

Для общего уравнения (1.2) такое Я-представление получает
ся следующим образом. 

Рассмотрим матричную задачу первого порядка 
/ 0 1 0 . . . 0 0 

- _ _ [ - . ° . . ° . 1 : v 0 . 0 
dx I ' о ' о ' 6 . . . 6 i 

\.\ + w0, щ . . . . гг„_2 О 
эквивалентную уравнению 

Ly^ly. (1.9) 
Действуя оператором А на координаты вектора Г, -= 

= —-у и используя уравнение (1.9) для выражения дпу через 
дх1 

младшие производные и параметр X, получим, что на прост
ранстве решений (1.9) оператор щ—А эквивалентен оператору 

Y = (JL + L(X,K))Y^0, (1.8) 

(" 
j; + AQ.,x,tif)Y=°0, (1.10) 

где матрица А полиномиально зависит от параметра X. Матрич
ные элементы А являются дифференциальными полиномами 
от и,{х, t) (полиномами от и, и их производных). 

Из (1.2) вытекает, что 
0 , -г д д т д у [n + L'ii + A -&&-&• L+\LtA\-0. (1.11) 

Для уравнения Kg-Ф матрицы (1.11) Z и А имеют вид 

1 = 
&*)• < U 2 > 

4 ' 
и 

Х+1Г 

к — 2 А~~ 2 ~ 4 ' 4 

(1.13) 
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Таким образом, уравнения типа Лакса являются частным 
случаем более общих уравнений — уравнений, допускающих 
представление «пулевой кривизны», которое было введено в 
[19], как уже говорилось во введении, в качестве общей схе
мы продуцирования одномерных интегрируемых уравнений, 

Пусть U(x, t, X) и V(x, t, X)—произвольные рациональные 
матричные функции, зависящие рационально от параметра X: 

U(x, t, X) ---.. tt0{x,') + 2 21 "**(•*-• ') (b-h)~s, 
. Г:: о.щ 

V(x,t,X)^vQ(x, 0 + _ 2 ««(•«. 0(Я-Цг)--. 
r--l .s=l 

Условие совместности линейных задач 

( g j + £/(.*, t,X))xV(x, *Д) = 0, (1.15) 

( ^ • + V > , ^ ) ) l F ( x , ^ ) = - - 0 (Г16) 
Представляет собой уравнение «нулевой кривизны» 

Ut~Vx + [V, U] = 0, (1.17) 
которое должно выполняться при всех X. Оно эквивалентно 
системе (2^"H"(2-M".~" матричных уравнений на неизвест
ные функции ulls(x, t), vfS(x, t), u0(x, t), v0(x, t). Эти уравне
ния возникают при. приравнивании нулю всех сингулярных 
членов левой части (1.17) в точках Х = Хк и X — [in а также 
свободного члена, равного uQi — Щх + [оо, и0]. 

Число уравнений на одно матричное уравнение меньше 
числа неизвестных матричных функций. Эта недоопределен-
иость связана с «калибровочной симметрией» уравнений (1-17). 
Если g(x, I)—произвольная невырожденная матричная функ
ция, то преобразование 

V~>dtgrr-l + gVg-\ ^ ' ; 

называемое «калибровочным», переводит решения (1.17) в ре
шения того же уравнения. 

Выбор условий на матрицы U(x, t, X) и V(x, t, X), совмест
ных с уравнениями (1.17) и разрушающих калибровочную сим
метрию, называется фиксацией калибровки. Простейшей калиб
ровкой являются условия щ(х, t) ~v0(x, t) =0. 

Как и в рассмотренном выше случае уравнений коммута
ции дифференциальных операторов, уравнения (1-17) являют
ся, по существу, производящими для целого семейства интег
рируемых уравнений. Уравнения (1.17) могут быть редуциро-
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ваны к пучку уравнений, параметризованных произвольными 
константами, на коэффициенты лишь U (x, t, X). При этом, 
меняя число и кратности полюсов V, будем получать иерархии 
коммутирующих потоков, связанных с U(x, t, %). 

Важным при выделении из (1.17) некоторых специальных 
уравнений является вопрос о редукции этих уравнений, т. е. 
описание инвариантных подмногообразий у (1.17). Ограниче
ния уравнений движения на эти подмногообразия, записанные 
в подходящих координатах, приводят часто к уравнениям, 
сильно отличающимся от общего вида. При этом различие про
является не только во внешней форме уравнений, но и в пове
дении их решений. 

Следует отметить, что калибровочные преобразования, пере
водящие одно инвариантное подмногообразие в другое, пере
водят друг в друга соответствующие интегрируемые системы, 
каждая из которых отвечает разным физическим задачам. 

Оставляя в стороне дальнейший анализ вопросов редукции 
и калибровочной эквивалентности систем, который можно най
ти, например, в работах [19, 18, 63], рассмотрим далее урав
нения (1.17) в целом, зафиксировав в них для определенности 
калибровку, в которой u0 = v0 = 0. 

Отметим еще, что вопросы редукции и описания инвариант
ных подмногообразий уравнений (1.17) сводятся к описанию 
различных орбит коприсоединеиного представления алгебры то
ков, в рамках которой естественно вводится гамильтонова тео
рия этих уравнений (см. [57]). 

Пусть х¥{х, t, X) —решение уравнений (1.15, 1.16), которые 
совместны, если U и V есть решения уравнений (1.17). Матрич
ная функция хУ{х, t, X) определена однозначно, если зафикси
рованы начальные условия, например, ¥ ( 0 , 0, -\) = 1. При этом 
х¥ (х, t, X) аналитическая функция % всюду, кроме полюсов Л,», 
]хг функций U и V, в которых она имеет существенные особен
ности, 

Чтобы выяснить вид особенностей х¥ в этих точках, поста
вим следующую задачу Римана: 

Найти аналитическую при всех Хф% функцию Ф„, которая 
в окрестности точки Х=к представима в виде 

ф„{х, t,X) = R«(x,t,X)V(x, t, Я), (1.19) 
где 

00 

RK (х, t, X) = ^ Я« (х, t) (^ - кУ (1 -20) 

регулярная в окрестности Х—к матричная функция. 
Условие представимости Фх в виде (1.19) означает, что на 

малой окружности Г: \Х—.е| = е надо поставить стандартную 
задачу Римана об отыскании аналитических вне и внутри 
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контура функций ФК и /?х, связанных на Г соотношением (1,19). 
Тогда Фи внутри контура, по определению, равна R%4f. 

Из общих теорем о разрешимости задачи Римана [41] сле
дует, что Фи существует и однозначно определяется условием 
нормировки 

ф.,(х, i, оо) = 1. (1.21) 
Решение задачи Римана с любым контуром стандартным обра
зом сводится к решению системы линейных сингулярных урав
нений с ядрами Коши [39]. 

Если х^А./,, X7-.iv то ф„ аналитична всюду и значит 
ф , — 1 . Пусть я совпадает с одной из точек кк или цг. Рас
смотрим логарифмические производные д / ^ Ф й 1 и с^ФкФЙ1-
Они являются регулярными функциями к при к^%.' Из (1.19) 
и из уравнений (1.15, 1.16), которым подчиняется гГ, следует, 
что эти логарифмические производные имеют, полюса при 1=-и 
кратности, равной, кратностям полюсов U и V в этой точке, 
соответственно. Учитывая равенство (1.21), приходим оконча
тельно к следующему утверждению. 

Л е м м а 1.1. Функция Фи удовлетворяет уравнениям 
дхФК(х, t, к) = 

[ = U„(x, t, к)ФК(х, t, Л.) = ( 2 - " ~ (-«.'О'(•- — >-•)"')Фк.' О-22) 

д(Фя(х, t,k) = 

=vK{x, t, х)Ф*(х, t, *,) = ( 2uc-'G*. tH-V~«)-*W, ч--23) 
где h \\ d кратности полюсов U и V в точке ^ — н. 

С л е д с т в и е . Если Я/.=,--[лг для всех k, r, то функции 
Фкк С*. t, Ц =Фяй (x, A,); t/Xft (х, t, Ц = и ч (х, к) (1.24) 

не зависят от t. Аналогично 
%г (х, if, ^) = Фцг (*, к); V»r (х, t, k)=Vp.r (t, к). (1.25) 

Из этого утверждения видно, что в случае несовпадающих 
полюсов задача Римана (1.19) играет роль разделения пере
менных. 

В общем случае совпадающих полюсов Ял и м-,- изложенная 
конструкция сопоставляет каждому решению уравнений (1.17) 
U, V набор функций UM Vx, определенных из (1.22, 1.23) 

UtV^{U„,VK, к - ^ М . (1-26) 
При этом Ux, V„ удовлетворяют тем же уравнениям (1.17), но 
имеют полюсы в отличие от У и У только в одной точке. 

Нашей дальнейшей задачей будет построение обратного к 
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(1.26) преобразования и доказательство эквивалентности 
уравнений (1.17) с произвольными рациональными функциями 
набору уравнений (1.17) с полюсами в единственных точках. 

Итак, пусть имеются решения UKr и V„ уравнений (1.17) 
с полюсами в точках X —%,,' соответственно.'Обозначим через' 
Onr(x,t,h) решения уравнений (1.22), (1.23), нормированные 
условием Фи (0, 0, %) ==1. '. ' 

Обозначим через x¥(x,t,X) функцию, аналитическую по X 
всюду, кроме точек кг, и представшую в • окрестности этих 
точек в виде 

¥ (х, t, %)±>RM'r (x, t, Ъ)ФКг (х, t, К). (1.27) 
Построение XF эквивалентно решению задачи, Римана на на

боре окружностей \К—-к,.! =в :с центрами в точках к,- : .. 
Л е м м а 1,2. Существует единственное решение х¥ постав

ленной задачи, нормированное' условием •AF(x, t, oo) = 1. 
Т е о р е м а 1.1. Функция •Чг(л;, /,X) удовлетворяет уравнени

ям (1.15, 1.16), где U я V имеют вид (1.14) и 

2Uks (**i] (1 ~ Xk)~s s . w i (iTiod °^' 
" l (1.28) 

2-.•„(*• tUb-pr)-s^KHVHR^(mou6.\l))r -
j — i •, • . . . . . . 

где ЯЙ.И-Г —это ТОЧКИ иг, в которых UK/) и V«r имеют полюса, 
соответственно. Кратности hh и йг равны кратностям полюсов 
UK и I/., , соответственно. Все решения уравнений (1.17) 
даются предложенной конструкцией. 

Доказательство теоремы сводится к рассмотрению лога
рифмических производных XF, как и при выводе уравне
ний на Фи. 

Рассмотрим в качестве примера случай, когда заданы 
произвольные функции Uus{x), 1 <А</г , l < s < - V , vrs(t), 
l < r < / n , l < s < d r . Тогда функции 

-А* (*.-"•) = 2 u,!s (л) ^ - х * ) " ' « . 
s~l (1.29) 

dr 

"-=1 

где %k=ji=\i,r—-произвольные наборы точек, однозначно опреде
ляют (1.22, 1.23) функции cD{lambda}/e(x, Ь) и ФМг(г., А.). 

• По лемме 1.2 и теореме \Л перечисленные данные опреде-
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ляют решения уравнений (Г17), в которых полюса U и V не 
совпадают. Кроме того, теорема 1.1 утверждает, что эта конст
рукция дает все решения таких уравнений. 

Простейшим случаем уравнений (1.17) с несовпадающими 
полюсами y U и У являются уравнения главного кирального 
поля 

C / . - ^ l / . C / ] , V^^[U,V], (1.30) 

которые эквивалентны условию совместности уравнений 

(*+£т)*-0 : (*-.-&тт)т-°. <1-31) 
где .е--=л:' — г.', y\=x'-\-t' — конусные переменные. 

Здесь t/(g,T]) и V(g, Л) являются токами кирального поля 
0 ( g , n): U — Gj-G"1, V-^GnG"1. Уравнение (1.30) дает 

2G|T1 = G£Q-IGT, + 0T 10- IO l . (1.32) 
Последние уравнения являются лагранжевыми с лагран

жианом 
L----Sp(G6G--G4G--). (1,33> 

Т е о р е м а 1.2. Изложенная конструкция д а е т все решения 
уравнений главного кирального поля. При этом начальные 
условия «(&) и o(Ti) в (1.29), которые определяют решения 
U(%tt\) и V(|,T]), совпадают со значениями U и V на характе
р и с т и к а х - «(£) = U(|,0) и v(r\) =V{0,r\). 

В качестве второго примера рассмотрим уравнение 
и-.-= 4 sin к. (1.34) 

Оно эквивалентно условию совместности з а д а ч 
_ • 

d64T = | - - J \W, (1.35) 

(1-36> 

Как и для уравнений кирального поля линейные задачи 
(1.35, 1.36) имеют в коэффициентах по одному несовпадающему 
простому полюсу. Однако система (1.35, 1.36) записана в иной 
калибровке и отвечает выделению в общем двухполюсном 
уравнении инвариантного многообразия. Это приводит к не-
значительному изменению общей конструкции, которое для 
полноты мы приведем ниже. 

Пусть и(\, х\)—произвольное решение уравнения (1.34). 
Тогда существует единственное решение уравнений (1.35, 1.36) 
такое , что Ч1" (О, ОД) •= L Функция XY (I, ц, X) при всех £ и ц ана.-
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литична по Я всюду, кроме точек Л=0, A={infty}. Как и ранее, для; 
того, чтобы найти вид существенных особенностей Т в этих 
точках, поставим следующие задачи Римана. 

Найти аналитическую вне .-—оо функцию Фо-(|, ц, Я,).кото
рая в окрестности Л=ОО представима в виде 

Фсо (§, Ti, А.) — У?» (S, 11, Я) Т (g, n , Я), (1.37> 
где ..-?„ — аналитична в этой окрестности. 

Функция ф„ существует и единственна, если наложить на 
нее условия нормировки: Ф„(£, TI, 0) —нижнетреугольная матри
ца с единицами на диагонали, т. е. Фю при Х = 0 имеет вид: 

Ф-(ё,т1,0) = (—[-?). (1.38), 

Это три линейных условия на Фш. Еще одно условие наложим,. 
потребовав, чтобы /?«»(tj. "Л, °°) была верхнетреугольной ма
трицей. Так как d e t ¥ = l , то R-o(.5, т], оо) будет иметь вид: 

Рассмотрим логарифмические производные Фм. Из (1.37) 
следует, что в окрестности %= оо 

1 
1Ч 

(1.40> 

Отсюда д-Фоо-Фо-1 регулярна в окрестности К= оо, а ее зна
чение в этой точке есть верхнетреугольная матрица. Так как 
д̂ Фс-Фш1 регулярна всюду, то она является константой. Кроме 
того, из (1.38) вытекает, что 

-36Ф--Ф.Л-о—(а 0 ) . (1-41> 
Значит д̂ Ф-.--— 0. 

Так как Ф„ не зависит от g, то 
Ф и (л. Ь) — /?„ (0, ц, К) V (0, ть Я). (1.42) 

Функция 4F (0, т], А,) имеет лишь одну существенную особую 
точку X— оо и удовлетворяет условию (1.38). Из единствен
ности Фм следует, что 

«МЧ, Я)=Т(0 , т., Я). (1.43> 
Из (1.36) вытекает, что Ф„(т], X) удовлетворяет уравнению. 

а„Ф„.(°; W (1.44), 
где щ (т)) = и (0, т)). 
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Аналогично рассмотрим функцию• Ф0 (civ Л> ••*•)> регулярную во 
всей расширенной комплексной плоскости, кроме точки %=0, в 

•окрестности которой она представима в виде 
Фо(5. ч- Ь)-=-Яо(§. '.1. tyV(b Л, Я,), (1.45) 

где Яо — регулярна в этой окрестности. 
Условия нормировки, однозначно определяющие Ф0, выбе

рем следующими. Матрица Ф0(£, г], оо)— верхнетреугольна, а 
/?o(g,ri,0) имеет вид (1.38). 

В окрестности А,—0 имеем, согласно (1.45) 

<?ЧФ0Фо~1 = --я/?о-9о-1+/?о\к(3«„ 0 )R« • (1-4-6) 

•Отсюда следует, что дг-ФоФо"1 регулярна всюду, а значит, конс
танта. Из условий нормировки и (1.46) следует, что (ЗпФ0Ф(71|?у=о 
может иметь ненулевым лишь левый нижний элемент. Он равен 
нулю, поскольку Ф0(?;, г), оо)—- верхнетреугольна. Отсюда дТ|Ф0=-=0 
••и.лиф0(§, т], Х) = Ф0(?„ X). Дословно повторяя рассуждения с 
-Ф-о, получим, что Ф0 (.j, X)=XV (•„ 0, X) и 

д-МГ-~«Ь-. (1-47) 
л-де та (Q = ~ Щ (?„ 0). 

Таким образом Доказана 
Лемма 1.3. Решения Фм и Фо поставленных задач Римаиа 

зависят лишь от т) и g, соответственно, Ф„==Ф»(1-, X), Ф0 •---. 
•=Ф0(й> X) и удовлетворяют уравнениям (1.44, 1.47). 

Рассмотрим теперь обратную задачу. Пусть заданы две 
произвольные функции «1 (т|) и w (<,;). Определим Фм(т1, X) и 

•Фо(§> X) как решения уравнений (1.44) и (1.47), соответственно, 
•с начальными условиями Фм(0, А,) = Ф0(0, X) = 1. 

Пусть lF(g, т], Я)—-регулярная вне точек % = 0 и Х== со 
'функция А,, в окрестности которых она имеет вид: 

¥(£, т], Х) == ^ 0 <fj, л, WMS. •-). 
¥(£, п, \ ) = & . ( E , TI, ^Ф„(т1, X), (1-48) 

•тде ^о и R«> регулярные в соответствующих окрестностях мат
ричные . функции, 

Функция ¥ существует и единственна, если дополнительно 
•потребовать, чтобы /?.».*,.---•- и -£?о. {lambda} =-o имели вид: 

~R«,(l г], оо) =- № ё [ \ ЗД;- *Ь 0) = Q °\. (1 -49) 

Т е о р е м а ГЗ. Функция xF(i=, r\, X) удовлетворяет уравне
ниям (1.35, 1.36), где и( |, r\)=ul(v\)—2i\ng&, r\). При этом 
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.«(.!, г\) является решением уравнения (1.34). Все решения 
этого уравнения даются предложенной конструкцией. 

Доказательство теоремы вытекает из уже неоднократно 
использовавшихся соображений, связанных с анализом лога
рифмических производных lF. 

Следует отметить, что построение локальных решений урав
нения sine-gordon, зависящих от двух произвольных функций, 
было предложено в работе "[61]. Решения представляются в 
виде рядов, сходимость. которых доказывается с помощью 
теории бесконечномерных алгебр Ли. При этом первоначаль
но отсутствовала, какая бы то ни было связь фигурирующих 
при таком построении функциональных параметров с началь
ными данными задач типа Гурса. Недавно :[62] этот пробел 
•был частично восполнен. 

§ 2. «Конечнозонные решения» уравнений, 
допускающих представление «нулевой кривизны» 

Целью настоящего параграфа является выделение алгебро-
геометрических или «конечнозонных» решений общих уравне
ний, допускающих представление нулевой кривизны. Как и в 
предшествующем параграфе, мы рассмотрим уравнения (1.17), 
не уточняя калибровки и ,не проводя редукции общей системы 
к тем или иным инвариантным подмногообразиям. 

Сужение системы (1.17) до уравнений, описывающих ко
нечнозонные решения, проводится с помощью дополнительного 
условия, эквивалентно-ю вложению уравнений (1.17) в расши
ренную систему. 

О п р е д е л е н и е . «Конечиозонными решениями» уравнений 
(1.17) будут называться такие решения U(x, t, X) и V(x, t, X) 
этих уравнений, для которых найдется мероморфная по % мат
ричная функция W(x, t, X) такая, что выполнены уравнения: 

[дх-Ц, Г]=0, [dt-V, №]=0. (l-50) 
Рассмотрим, как и ранее, решение W(x, t, X) уравнений 

(1.16, 1.16), нормированное условием XF(0, О, X) = 1. 
Из (1.50) следует, что W(x, t, X) 4f(x, t, X) также удов

летворяет уравнениям (1.15, 1.16). Так как решение последней 
системы однозначно определяется начальным условием, то 

W{x, t, X)W(x, t, X) = x¥(x, t, X)W{0, 0, X). (1.51) 

Отсюда коэффициенты полинома 
Q(X,V) = det(W(x, t,;Л)-Ц-1) (1-52) 

не зависят от x и t. Они являются интегралами уравнений 
<1.50). . ' . 
. В дальнейшем будет предполагаться, что при почти всех X 
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матрица №(0, 0, к) имеет различные собственные значения, 
т. е. уравнение 

Q(k, i*) —О (1.53) 
определяет в С2 аффинную часть алгебраической кривой Г, 
/ — листно разветвленный над .̂-плоскостью, где / — размер
ность матриц U, V, W. Соответствующие решения называются 
конечнозонными решениями ранга 1. 

Замечание. Описание конечнозонных решений рангов. 
выше 1 (при этом полином Q(k, ц)=йг(к, \i), где г — ранг ре
шения) для уравнения Кадомцева—Петвиашвили и связанную 
с этим теорию, опирающуюся на возможности применения ап
парата и языка теории многомерных голоморфных расслоений 
над алгебраическими кривыми, можно найти в работах [35, 
36, 37]. 

Если корни уравнения (1.53) при почти всех к простые, то 
каждому такому корню, т. е. точке 7= (Л, {mu}) кривой Г, отве
чает единственный собственный вектор h(y) 

W(0, 0, Л.) А (-у) ----- I*A (Y). (1.54> 
нормированный так, что его первая координата hi(Y) = l. При 
этом остальные координаты Л. (-у) ЯВЛЯЮТСЯ мероморфными 
функциями на Г. 

Пусть х¥{ (х, t, X) — i'-ый вектор-столбец матрицы \F (х, t, к).. 
Рассмотрим решение i|)(x, t, у) уравнений (1.15, 1.16), задан
ное формулой 

1> (x, *, У) = 2 A/ (Y) V (х, t, Я). (1.55) 

Обозначим через Ра, а—\,..., 1(п+т), прообразы на Г 
точек |хг и kh — полюсов V и 0. Тогда, так как Чг(х, t, к) аиа-
литична вне точек kh, \ir, TO i|)(x, t, у) мероморфна на Г вне то
чек Ра. Дивизор ее полюсов D совпадает с дивизором полюсов 
НУ)-

(Здесь и далее дивизор есть просто набор точек с кратно-
стями). 

Чтобы найти вид особенностей i|)(x, t, 7) в точках Ра, вос
пользуемся тем, что, как следует из (1.51) 

W{x, t, к)лр(х, t, -у) = И-(*. t, у). (1.66) 
Значит, 

У(х, t, y) = / ( x , t, y)h(x, t, Y). (Ь57> 
где f(x, t, у) —скалярная функция, a h (x, t, у) —собственный 
вектор матрицы W, нормированный условием ki(x, t, у) — 1. 
Как и в случае h(y), все остальные координаты ht(x, t, у) 
являются мероморфными функциями на Г. 

Рассмотрим матрицу tF(x, t, к)г столбцами которой являют, 
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ся векторы ty(x, t, Yy), где ?•-=•(-.. цу) — прообразы точки А, 
на кривой Г. Эга матрица определена однозначно с точностью 
до перестановки столбцов . Из (1.57) имеем 

¥ ( x , t, Х) = Н(х, t, X)F(x, t, к), (1.58) 
где^матрица / /построена из векторов h(x, t, у,) так же, как 
и Ч;, матрица F~ является диагональной, ее элементы равны 
/(•ж. ^ Yy)V 

Так как а|, (х, t, у) удовлетворяет уравнениям (1.15, 1.16), то 
U(x, t,X)^Wxf-i=HxH-l + HFxF-iH-1, (1.59) 

V (х, t, X) - Ф-Т-- = HtH-x + HFtF-^H-\ (1.60) 
Следовательно, в окрестности точек Ра функция f (x, t, у) 

имеет вид: 
f(x, t, y) = exp(qQ,(x, t, ka,))fa{x, t, y), (1.61) 

•где q (x, t, k) — полином по k, / a (x, t, у)—-мероморфная функ
ция в окрестности Ра, a k~x (у) — локальный параметр в окрест
ности точек, к~х (Ра) = 0. 

Суммируя, приходим к следующему утверждению. 
Т е о р е м а 1.4. Вектор-функция i|)(x, t, у). 
1°. Мероморфна на Г вне точек Ра. Ее дивизор полюсов не 

зависит от х, t. Если W — невырождена, то в общем положении 
можно считать, что кривая Г неособа. При этом степень ди
визора полюсов i|) равна g+l—1, где g — род кривой Г. 

2°. В окрестности точек Рая)) (х, t, у) имеет вид: 

l|)(x, t, Y)—I{sum}ba(x, t ) ^ - 1 j e x p ^ a ^ , t, ka), (1.62) 

где первый сомножитель —есть разложение в окрестности Р а 
по локальному параметру /г"1 — k~x (у) некоторого мероморф-
иого вектора, a ^«(x* t> k) полином по /г. Если U (или V) 
не имеют полюса в точке X, являющейся проекцией Ра на 
А-плоскость, то qa не зависит от х (или г.). 

Единственное утверждение теоремы, которое не было дока
зано выше, о числе полюсов ip следует из того, что (delЯ)5 яв
ляется корректно определенной мероморфиой функцией X. По
люса этой функции совпадают с проекциями полюсов hOy). 
т. е. с проекциями полюсов г|), а нули с образами точек ветвле
ния Г, т. е. с точками, в которых сливаются собственные зна
чения ЩО, О, X). Имеем 2N=v, где N — число полюсов -|>, а 
-v — число точек ветвления Г (и то, и другое с учетом кратно-
стей). Используя формулу '[46] 

2 g — 2 - v - 2 i , (1.63) 
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связывающую род i-листной накрывающей ПЛОСКОСТЬ С ЧИСЛОМ 
точек ветвления, получим 

.W.---g + i — I. (1.64> 
Аксиоматизация аналитических свойствлр(х, t, у), установ

ленных в теореме 1.4, составляет основу понятия функции Бей-
кера—Ахиезера, пожалуй, центрального понятия в алгебро-
геоиетрическом варианте метода обратной задачи. 

Общее определение таких функций было дано в {26]. 
Зафиксируем в окрестности точек Ри...,Рм неособой 

кривой Г локальные параметры kZ1 (у), /гй!(Ра) = 0- По аналогии 
с'пространством 2(D) мероморфных функций на Г, ассоцииро
ванным с дивизором D: /(y)6SS (•£>), если D + L) / >0 , где Df — 
главный дивизор / , введем пространство A(q, D), где q — 
набор полиномов qa (k). 

Функция cD(q, у) принадлежит A(q, у), если: 
1) вне точек Ра она мероморфна, а для дивизора ее полю

сов Г-ф (кратность, с которой точка ys входит в D, равна 
со знаком минус кратности полюса функции в ней) выполнена 
£ ф + /)>0; 

2) в окрестности Ра функция <D(q, y)exp ( — qa(ka (у)) анй-
литична, kal(Pa) = 0. 

Т е о р е м а 1.5. Для иеспециального дивизора D ^ O степе
ни N^g dim Л (q, D) -N—g+\. 

Напомним, что неспециальными дивизорами, образующими 
открытое множество среди всех дивизоров, называются те ди
визоры, для которых dimi.?(D) = M—g+ 1. 

Впервые доказательство этого утверждения в некоторых 
частных случаях было дано Бейкером и Ахиезером {I, 52}'.. 
Поэтому функции подобного типа называются функциями Бей-
кера—Ахиезера. Использованный в работе '[1] (см. также [14, 
23]) способ доказательства сформулированного утверждения 
основывался на том, что йф/ф является абелевым дифферен
циалом на Г. В значительной степени доказательство повто
ряло ход доказательства теоремы Абеля и решение проблемы 
обращения Якоби '[21]. 

Наиболее простым и в то же время наиболее эффективным 
способом доказательства теоремы является явная конструкция 
Ф(я,£>). 

Зафиксируем на иеособой алгебраической кривой Г рода g 
базис циклов 

ai а/, Ьи . . . , bg 

с матрицей пересечений аг°ау ==-V-V а̂ об —. 6,.. Введем базис 
голоморфных дифференциалов i\ на Г, нормированных усло
виями суQft =-= 6-ft. Обозначим через В матрицу б-периодов,. 

' « / • • 
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But = op йл. Известно, что она симметрична и имеет положи-
ьь 

телы-ю определенную мнимую часть. 
Целочисленные комбинации векторов в ft G координатами: 

б,а и Bik образуют решетку, определяющую комплексный тор 
./(Г), называемый многообразием Якоби кривой. 

Пусть P0 —отмеченная точка на Г, тогда определено 
у. 

отображение А: Г->./(Г). Координаты вектора А (у) равны J Qk, 
По матрице 6-периодов, как и по любой матрице с поло

жительно определенной мнимой частью, можно построить целую 
функцию g комплексных переменных 

0(й1, . . . , itg)= 2 exp (ni (Bk, k) + 2ni(k, a)), 

где (k, и) = А-.Й1 + . . . + kEue. 
Она обладает следующими легко проверяемыми свойствами;. 

6 («1, . . . , йу+ 1, и]+х, ... uR) = Q (и!, . . . , ttj, , . . ug), 
9(tti + 51*, ...,ae + Bek)= (1.65) 

— ехр ( — ni (Б/;й + 2м/.)) 0 (и!, . . . , ug). 
Кроме того, для любого неспециального эффективного диви

зора D =- yi+ . . . +yff степени g существует вектор Z (D) 
такой, что функция б (-А (y) + Z (£>)), определенная на Г, раз
резанной ВДОЛЬ циклов at, bj, имеет ровно g нулей, совпадаю-
ш,их с точками у< (см. [21]), 

Zk{D) = - 2 ^ W + i--j-5** + 2 § I J Q*K' t&aJ-
Для любого набора полиномов qa(k) существует единствен

ный абелев дифференциал второго рода (см. [44]) со (индекс, 
при котором со,- мы для простоты записи опустим), имеющий 
особенность в отмеченной точке Ра на Г вида dqa(ka) в ло
кальном параметре /ей1 и нормированный условиями у со —0. 

Лемма 1.4. Пусть D —- произвольный эффективный, не
специальный дивизор степени g, тогда функция 

* (q, y) — exp (] «>) Q M ( V ) + Z ( 5 ) - + U ) . (1-66) 

где и = (171,...,[/г), а L / / - т - - <jp со является образующей одно-

мерного пространства A. (q,-D). 
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Доказательство леммы следует из простой проверки СВОЙСТВ 
функции i|)(q, у). Непосредственно из свойств (1.65) вытекает, 
что правая часть равенства (1.66) корректно определяет 
функцию на Г, т. е. ее значения при обходе вдоль циклов аи bj 
не меняются. В окрестности Ра функция \\> имеет, как следует 
из определения со, нужную существенную особенность (впер
вые формула подобного рода для блоховской функции коиеч-
нозонного оператора Шрёдингера была получена Итсом [23]). 

Одномерность A (q, D) следует из того, что если ^16A(q, D), 
то tyjty есть мероморфная функция на Г eg полюсами. По 
теореме Римана —Роха и в силу неспециальности дивизора 
получим, что il'i/t];-— const. 

Для завершения доказательства теоремы достаточно заме
тить, что функции i|ii(q,y) вида (1.66), отвечающие дивизорам 
A' = Yi+.{cdot}.+Vi + yff.,/ (^e - — Y i + . - ' + Y y v ) . образуют ба
зис пространства A(q, D). 

В силу теоремы 1.4, каждому коиечнозонному решению 
уравнений (1.17) ранга 1 сопоставлялась кривая Г, которую в 
•общем положении можно считать неособой, набор ПОЛИНОМОВ 
qa(x, t, k) и неспециальный дивизор степени g + l—1, где g — 
род кривой Г. Воспользуемся предшествующей теоремой для 
построения обратного отображения, 

Итак, пусть задан перечисленный выше набор данных. По 
теореме 1.5 dimA(q, D)= / . Выберем в этом пространстве про
извольный базис tyi{x, t, у) (полиномы qa зависят от х и t, как 
•от параметров; от этих же параметров будет очевидно зави
сеть *ф). 

Т е о р е м а 1.6. Пусть \\>(х, t, у) вектор-функция, координа
тами которой являются построенные выше функции ty((x, t, у). 
•Существуют единственные рациональные по % матричные функ
ции U(x, t, X), V(x, t, %), W{x, t, %) такие, что 

дх\\)=Щ), <-ty|)=-.v4|), w\\>=)x\\), y={K |A)er. (1.67) 
Для доказательства теоремы рассмотрим, как и выше, ма

трицу ¥ (х, t, %), столбцами которой являются векторы 
\\)(x,t,yj), где V— (А,, р,у) — прообразы точки % на Г. Эта 
матрица, как функция К, определена с точностью до переста
новки столбцов. Легко видеть, что матрицы 

(<M-")¥-i, (dtW)4r-\ ¥(Л'~- (1.68) 
•определены уже корректно и в силу аналитических свойств i|) 
являются рациональными функциями \. Они обозначаются через 
U, V, W, соответственно. Здесь (j, —диагональная матрица, 
равная JJ,-у-=— \ij8ij. 

Используя ход доказательства равенства (1.64) в обратную 
сторону, получим, что det¥---=0, если %~не есть точка вет-
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вления накрытия T{to}C1. Следствием этого является то, что U 
имеет полюса лишь в проекциях точек Ра (причем лишь в том 
случае, когда зависимость соответствующего полинома qa от 
х нетривиальна). Аналогичное утверждение имеет место и для 
V. Степень полюсов U и V в точке Ра равна максимальной 
степени qa, коэффициент при которой нетривиально зависит 
от х и t, соответственно. Матрица W как функция X имеет по
люса в образах полюсов \i. 

Следствие . Матрицы U, V, W, построенные по формулам 
(1.68), удовлетворяют уравнениям (1.17) .и (1.50). 

В построении вектора ty(x„t,y) no набору данных, приве
денных перед теоремой (1.6), имеется произвол, связанный с 
возможностью выбора различных базисов в пространстве 
A(q,D). 

Этому произволу, при котором ih(x,t,y) переходит в g{x,t)-
- я|) (х, t, у), где g — невырожденная матрица, соответствует ка
либровочная симметрия (1.18) уравнений (1.17) и (1.50), ма
трица W переходит при таком преобразовании в 

W-^gWg-1. (L69) 
Рассмотрим теперь две вектор-функции Бейкера—-Ахиезера 

-])(x, t, y),jij)(x, t, у), отвечающие двум эквивалентным дивизо
рам D и D. Эквивалентность этих дивизоров означает, что 
существует мероморфная функция f (у) такая, что ее полюса 
совпадают с D, а нули с £>. Из определения функций Бейке-
ра —Ахиезера вытекает, что /•ip6A.(q, D). Значит 

1>t*. U y ) -g (x , t)f(i)V(x, t,'y), 0-70) 
функции ij- и -ф определяют калибровочно-эквивалентные реше
ния калибровочно-эквивалентных уравнений. 

Будем рассматривать как уравнения (1.17, 1.50), так и их 
решения c точностью до преобразований (1.18, 1.69). Из (1.69) 
следует, что калибровочные преобразования оставляют инвари
антными кривые Г (т. е. уравнения (1.52, 1.53)). 

Теорема 1.7. Множество конечнозонных решений (опреде
ленных с точностью до калибровочной эквивалентности), отве
чающих неособой кривой Г, изоморофно тору — якобиану кри
вой /(Г). 

Утверждение теоремы вытекает из известного [44] изомор
физма между классами эквивалентности дифизоров и якобиа
ном /(Г). Так как коэффициенты полинома <Э(Я,ц) являются 
интегралами уравнений (1.17, 1.50), то. сформулированная тео
рема означает, что множество уровней этих интегралов является 
в общем положении тором. 

Для специальных значений интегралов, при которых кривая 
Г имеет особенности, соответствующее многообразие уровня 
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изоморно обобщенному якобиану такой кривой. Не вдаваясь в 
подробности этого утверждения (определение обобщенных яко
бианов можно найти в [42]), отметим, что миогосолитонным и 
рациональным решениям уравнений (1.17) отвечают рациональ
ные кривые Г. Причем разным типам особенностей отвечают и 
разные типы решений. Например, в случае особенностей типа 
пересечений получаются многосолитонные решения (см., на
пример, для уравнения КдФ § 10 [17]:), а в случае особенно
стей типа «клюва» получаются рациональные решения [31]. 

До сих пор речь шла об общих уравнениях (1.17). Ограни
чения, которые накладываются на U и V при выделении инва
риантных подмногообразий этих уравнений, приводят к соот
ветствующим ограничениям на параметры конструкции конечно-
зонных решений этих уравнений. 

Рассмотрим эти ограничения на примере уравнения sine-
gordon. Впервые конечнозонные решения этого уравнения, ко
торое имеет, помимо представления (1.17) с матрицами (1.35,. 
1.36), и обычное представление (1.2) с матричными (4X4) опе
раторами, были построены в работе [24]. Впоследствии при
менение общей конструкции конечнозонных решений, предло
женной автором [32], было проведено применительно к урав
нению sine-gordon в работе [22] (см. также [45, 46]) . 

Не ограничивая общности, можно считать, что W(£„r\, X) не 
имеет полюсов в точках Х = 0 и A,=.oo, так как этого всегда; 
можно добиться, домножая W на постоянную рациональную* 
функцию К. 

Так как левые части уравнений 
W^[W,U], W^=[W,V], (1.71> 

совпадающих с (1.50), не имеют ПОЛЮСОВ при Х = 0, А— со , то„ 
как следует из вида U и V (1.35, 1.36), 

W& г], 0). ( у | £ ) ] — 0 ; [Wfa л- -о), ( £ | i ) = 0. 

Следовательно, W (g, т), %) имеет в окрестности этих точек-

вид: 

^(^t1>^—(i
f^|•|4)+o(^,)• (ь73> 

Отсюда кривая Г, заданная характеристическим уравне
нием (1.53), 

ц2-Г1(Я)Ц + Г2(Я)-=0, (1.74) 
= SpW, л — d e t W , имеет в точках Я = 0 и % — оо ветвления. 

Из (1.72, 1.7З) следует также, что 
•М& Ч, --)--=0; Ла(Е.тЬЬ) = 0(А,-1/--), ^ 0 ) ( 1 > 7 5 > 
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где, как и ранее. А, (?j, т), X) —координаты собственного вектора 
W (?,, т]. Л,), нормированные условием hx = 1. 

С учетом этих замечаний теорема 1.4 сопоставляет каждо
му конечнозонному решению уравнения sine-gordon: гиперэллип-
тическую кривую Г (1.74) с двумя отмеченными точками Р0 и 
Рос ветвления, расположенными над Х = 0 и А,— оо, а также 
дивизор DQ степени g. 

Соответствующие функции Бейкера —Ахиезера имеют вне 
точек Po и -°°° g полюсов в точках дивизора DQ. В окрестно
сти Р0 они имеют вид: 

Ч>1 (S. -1, А) -= e« f 1 + ]£ x,i (ё, -П) А-

ЫБ.ч. А)---е«А(-+2x,a(S. *\)k-
(-•76) 

В окрестности Р м имеем 

Ь (g, Л, k) = Cle*n I 1 + 2 d (g, тО А--

Ь (£, Л. А) = са-?*^-11 1 + 2 <-,.- (Е. Л) А-
(1.77) 

где k = Xlf\ Ci --— Ci (f--
Дивизор D степени g + 1 , который фигурировал в теоре

ме 1.4, есть просто D0-\-P0. 
По теореме 1.5 кривая Г и дивизор D0 однозначно опреде

ляют •»]>•. и "Iv Вычисляя логарифмические производные соот
ветствующей матрицы ¥ , можно убедиться, что матрицы U 
и V будут иметь нужный вид (1.35, 1,36). В последнем можно 
убедиться и с помощью следующих рассуждений. 

Из определений -ф-1 и a|)2 следует, что функции дц^ и Щ% 
обладают одинаковыми аналитическими свойствами. Значит они 
пропорциональны. Для вычисления константы пропорциональ
ности нужно сравнить коэффициенты при члене к1/2 в разло
жении этих функций в Р.». Имеем 

Аналогично, 
% = e % . (1-79) 

Таким же образом доказывается, что 

^ - • — 4 . + ^ . (1.80) 
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Равенства (1.78—1.81) являются координатной записью урав
нений (1-35, 1,36). 

Следствие. Функция и, определенная из (1.77, 1.78), яв
ляется, решением уравнения sine-gordon. 

Найдем явный вид конечнозонных решений уравнения sine-
gordon. 

Пусть м0 и сом —нормированные абелевы дифференциалы 
на Г второго рода с единственными особенностями вида dAT,/2 

и dA,I/2, соответственно. По теореме (1.5) 

i|>i (S. Л- У) = г г (ё, 11) ехр [ 8 J --0+-1 $ Ш« I X 
^ Vo YD ' 

. e(U„6 + UeeT| + ..4(Y) + Z) 
X OM(V) + Z) ' ( L 8 2 ) 

где 2я;ио и 2л;им — векторы b-периодов дифференциалов со0, 
сом; Z = Z(D0). 

Нормировочная функция ri(i,T]) определяется из условия 
(1.76), согласно которому значение регулярного множителя при 
экспоненте в точке Р0 равно 1. Имеем 

r i«' t ' -—gM(/» t) + ute + u,Ti + z)- ( 1 , 8 8 ) 

Разлагая (1.82) в окрестности P», найдем, что 
HA(PCO) + V,l + U00r] + Z)Q(A(P0) + Z) 

Сх (6, Л) - о ( л ( Р о ) + U|E + UooT] + Z ) е ( Л (Роо) + Z) • \ -т> 

Явный вид "Ы1. Т1>7) можно было бы найти по общему рецеп
ту, данному в ходе доказательства теоремы (1.6). Однако в 
данном случае это правило и соответствующие формулы можно 
упростить. 

Обозначим через /(у) мероморфную функцию на Г, имеющую 
полюса в точках дивизора D0 и в точке Р0. Условие /(Рсо)=0 
определяет эту функцию с точностью до пропорциональности. 
Нормируем ее так, чтобы коэффициент при Х~1/2 в ее разложе
нии в окрестности Р0 был равен 1. Тогда определена констан
та е'\ равная коэффициенту при АТ1/2 в разложении / в окре
стности бесконечности. 

Функция /-1"ф2(§> ч> Y) обладает теми же аналитическими 
свойствами, что и % с точностью до замены дивизора D0 на 
дивизор D, совпадающий с нулями 4/(Y). отличными от Р^' 
Следовательно, 
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где Z = Z(D). 
Дивизоры D0-\-PQ и D-f-Poo эквивалентны. Поэтому по тео

реме Абеля [44] 
Z+A(P0)^Z + A(P„). 

Из этой же теоремы следует, что вектор Д — А (Р-~) — А (-°о) 
является полупериодом, так как 2Р0 и 2Рта эквивалентны 
(функция % имеет полюс второго порядка в Р„ и нуль крат
ности 2 в Р0). 

Окончательно мы приходим к формуле 

для конечнозонных решений уравнения sine-Gordon. В этой фор
муле W=Z(D0)-\-A(Pa). Однако этот вектор можно считать 
произвольным, так как при изменении D0 вектора W заполнят 
весь якобиан. 

B рамках этой главы мы не затрагивали важный вопрос о 
выделении вещественных конечнозонных решений, не имеющих 
особенностей. B тех случаях, когда операторы, условие комму
тативности которых эквивалентно рассматриваемому уравне
нию, являются самосопряженными, выделение вещественных ре
шений достаточно тривиально. В этом случае на кривой Г ес
тественно определяется антиинволюция и вещественные реше
ния отвечают данным, инвариантным относительно этой 
антиинволюции. 

Для несамосопряженных операторов задача существенно 
усложняется. Условия вещественности решений (1.85) уравне
ния sine-Gordon были описаны в работах [45, 46]. Эффективи-
зация этих условий и завершение вопроса о вещественности 
конечнозонных решений (1.85) были получены в работе [16]. 

§ 3. Представления «нулевой кривизны» 
и эллиптические кривые 

В последнее время предпринимаются активные попытки 
обобщения уравнений (1.17) на случай пучков, в которых ма
трицы U и V являются мероморфными функциями параметра X, 
определенного на алгебраической кривой Г рода, большего ну
ля. (Случаю рациональных пучков отвечает g-=0). Заметим, 
что автоматическому переносу уравнений (1 -17) на кривую ро
да g X ) препятствует теорема Римана—Роха. 

Действительно, пусть U{x,t,%) и ^(x. t> ty — мероморфные 
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функции на Г, ЯбГ, имеющие дивизоры полюсов кратности -У и 

М. Тогда по теореме Римана—Роха [46] число независимых 
переменных равно /2(N—g+1) для U и Р(М—g+1) Для ^ ( г д е 

/—размерность матриц). Коммутатор [U, V] имеет полюса 
суммарной кратности N-\-M. Поэтому уравнения (1.17) эквива
лентны l2(N-\-M—g+1) уравнениям- па неизвестные функции. 
С учетом калибровочной симметрии (1.18) при g ^ - l ЧИСЛО 
уравнений всегда больше числа неизвестных. 

Имеется два пути обойти указанное препятствие. Один из 
них предложен в работе [35], где у матриц U и V допускались, 
кроме полюсов, неподвижных относительно х и t, gt полюсов, 
•определенным образом зависящих от х, t. Было показано, что 
при этом число уравнений (с учетом (1.18)) совпадает с чис
лом независимых переменных, которыми являются сингуляр
ные части U и V в неподвижных полюсах. Так как в этой схеме 
пока не найдено физически интересных уравнений, мы не будем 
останавливаться на ней подробно. 

Второй путь основан на выборе специального вида матриц 
U я V и успешно реализован лишь в некоторых примерах иа 
эллиптических кривых Г (g= 1). Физически наиболее интерес
ным примером таких уравнений является уравнение Ландау— 
Лифшица 

S, — SXSVA. + S x / S , (--86> 
—> —> 

где S — трехмерный вектор единичной длины, | 5 | = 1, а / а р - - " 
— 7абар — диагональная матрица.'Как показано в работах [67] , 
уравнений (1.86) является условием совместности линейных 
уравнений (1.15, 1:16), где 2><2 матрицы U и V есть 

з 

U=-i2 •©«-(*№(л:, 0о-а, (1.87) 
а==1 

3 
l/-=_i{sum} *в(Х)ав5р57Хе«Рг_2г2аи(Л,) SaCTa, (1 .88) 

a,P,Y а-=1 

где 
, р , йпСк, k) вд- = ̂ 1 7 ( Ь г w>-b^-l^Ty (18Q) 

. en (к, k) \ • I 
Тоз —Йз — Р———у; ai-—— wa-raa, a- = — wzwu 

a 3 = — •©-.•и.-; sn (%, к), сп (%, k), dn (к, к) 
— эллиптические функции Якоби [2], аа — матрицы Паули. 

Параметры 1а даются соотношениями 

&=]/"%=&• Р = ¥ ^ 7 З - Г Л - О < * < - . ( Ь 9 0 ) 
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В работах [47, 64] построены многосолитонные решения 
этих уравнений и сделаны попытки построения конечнозон-
ных решений, которые пока не дали эффективного ответа. 

Пара (1.87, 1.88) имеет 4 полюса на кривой Г. Оказывает
ся, уравнение (1.86) можно представить в виде условия ком
мутации «однополюсных пучков», если отказаться в U и V от 
требования мероморфности пучков на всей кривой Г. 

Зафиксируем эллиптическую кривую Г и /-мерный вектор 
z= (zb . . . , г,), z^Zj. Через G(T, z) обозначим бесконечномер
ную алгебру матричнозначных функций U(X) таких, что 

1°. Вне ТОЧКИ Х=0 они мероморфны. 
2°. В окрестности А —О матричный элемент U имеет вид: 

Uu (%) = ехр (*!=£') ( j g EA-) (1.91) 

(далее г.—г} будет обозначаться через z-ц) 
Условия 1°, 2° означают, что матричные элементы являются 
функциями типа Бейкера—Ахиезера. 

Для любого дивизора степени N размерность линейного про
странства матричных функций описанного вида, имеющих по
люса в точках этого дивизора, равна N12. В качестве независи
мых параметров можно взять, как и в случае рациональных 
пучков, сингулярные члены U(k). 

Например, пусть <У(Я) имеет простые полюса в точках 
Яь .. .,!.", тогда 

N 

ии{\)^^и\.Ф{г1р%Л,г), (1 -92) 
/ • = 1 

где 

•-(•-• -• ц - iVl^t)ет' - (гёг+• • •) •"-"• "-93) 
— простейшая функция типа Бейкера—Ахиезера (здесь a, t,— 
функции Вейерштрасса '[2]). 

Для диагональных элементов имеем 

U,-(Я) « и , - +2«#(*• - •*<*) . {sum}^ = 0. '(1.94) 

У т в е р ж д е н и е . Пусть U(g, ц, Я). и V(\, % %) — матрич-
позначные функции, принадлежащие при всех | и т] к G(r, 
z(i-, ti)) и имеющие полюса в дивизорах степени N я М, соот
ветственно, которые содержат точку Я = 0, тогда уравнение 

U^-V^+[U,V]=0 (1.95) 
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эквивалентно системе уравнений на независимые параметры, 
определяющие (У и V, и на функции 2,(.|,т)). Эта система экви
валентна равенству нулю сингулярных членов в (1.95). Число 
уравнений в ней равно, с учетом калибровочной симметрии 
(1.95), числу неизвестных функций. 

Пример 1. Рассмотрим простейший случай: U имеет про
стой полюс в точке 1=0, а V — полюс второго порядка 

Uu-S^iztjA), (1-96) 

Vi} = Stp (z4, к) + *>,/D (zlp Я), (1.97) 
где Ф(2, .•\.)-—<D(2., К] 0) то же, что и в (1.93), а 

если ^(г—а) +£(а) --=0. 
Пусть 2,(1, т]) =z (— есть полупериоды кривой Г (т. е.. 

/=3), тогда уравнения (1.95) эквивалентны уравнению Лан
дау—Лифшица (1.86), где SiS — кососимметрическая матрица, 
отвечающая вектору Sa\ а /а даются равенством 

fa=>Rlj*=<P(Xl-Xj). (1.98> 
Пример 2. В качестве второго примера рассмотрим зада

чу построения эллиптических решений уравнения Кадомцева— 
Петвиашвили и построения переменных типа «действие—угол» 
для системы частиц на прямой с парным потенциалом взаимо
действия, гамильтониан которой имеет вид: 

N 

где <Р (х) — -Р-функция Вейерштрасса. Эта задача была: 
решена в работе '[34], где впервые и возникло представление 
(1.95) с матрицами, элементы которых есть функции Бейкера— 
Ахиезера. 

Не вдаваясь в подробности работы [34], сформулируем ее 
основные утверждения. 

Для уравнения движения системы (1.99) 

Xt^A^V'iXi-Xj) (1.100) 

было известно представление Лакса L = [M, L], не содержащее-
никакого спектрального параметра [54]. Как было показано [65], 
интегралы Ik—— trL* независимы и находятся в инволюции-
Тем самым по теореме Лиувилля система (1.99) является вполне 
интегрируемой. Введение спектрального параметра в Лаксово 
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представление для (1.100) позволяет продвинуться в построе
нии переменных типа углов. 

Определим матрицы 

U, - х ( 8 . ; + 2(1—60)Ф(.*./;, X), (1.101). 

V,J = U-<Pi\) + 2y2l<P{xlh))+2{l-et])<iy(xij, к), (1.102). 
\ k+i 1 

где Ф(х,Х) — то же, что и в (1.93), ф' = - - Ф(х, X). 
Лемма 1.5. Уравнения (1.100) эквивалентны уравнению 

Ut + [U,V] = 0 (1.103). 
(т. е. уравнению (1.95), в котором отсутствует зависимость от 
-ц и £ заменено на t), где U и V имеют вид (1.101, 1.102). 

Утверждение леммы следует из непосредственной проверки. 
Из (1.103) следует, что функция 

R (k, X) = det (2k + U (X, t)) (1Л 04>. 
не зависит от t. Матрица U, имеющая существенные особен
ности при .1=0, может быть представлена в виде 

L(t,X) = e(t,X)L(t,X)g-1(t^), 
где L не имеет существенной особенности в Х—0, a g—диа
гональная матрица gt — 8ijQ.xp((.(X)xi). Следовательно, rt (X) — 
коэффициенты выражения 

п 

R(k, X)=2iri(X)kl, 
1=0 

ЯВЛЯЮТСЯ эллиптическими функциями с полюсами в точке ,\—0.. 
Функции ri(X) представимы в виде линейной комбинации; 
(Р -функции и ее производных. Коэффициенты такого разло
жения являются интегралами системы (1.99). Каждый набор 
фиксированных значений этих интегралов задает уравнением 
R(k, Х)=0 алгебраическую кривую Г„ n-листно накрывающую-
исходную эллиптическую кривую Г. 

Как показано в 1[34], род Г„ равен в общем положении п. 
Якобиан кривой Гп изоморфен многообразию уровней интегра
лов г., а переменные на нем суть переменные типа углов. 

Дальнейшая эффективизация решения уравнений (1.100) ис
пользовала связь уравнений (1.103) с наличием у нестационар
ного уравнения Шредингера с эллиптическим потенциалом ре
шений специального вида. 
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Теорема 1.8. Уравнение 

( ^ - £ + 2 | ( P ( x - - x , ( 0 ) ) ^ = 0 (1.Ш5) 

имеет решение \\> вида 

Ф---2-». (-••'•*' - W x - x * . l)ew, (1.106) 

где 

тогда и только тогда, когда x,(t) удовлетворяют уравнениям 
(1.1-00). 

Функция ty вида (1.106), как функция переменной х, имеет 
простые полюса в точках xt(t). Подставляя ее в (1.106) и при
равнивая нулю коэффициенты при (х—х,)~2 и (х—-х,-)-1, по
лучим, что ф тогда и только тогда удовлетворяет (1.105), когда 
вектор а=(а,\ ап) удовлетворяет уравнениям 

U(t, %)a(t, %, ft)= - 2 t e , 0.107) 
(^ + V-(t, A,))a(^, X, A)==0, (1.108) 

где U и V — те же, что и в (1.101, 1,102). 
Аналогично тому, как это делалось в § 2, выясняются аиа-

.литические свойства a(t, /е, К) на римановой поверхности Г. 
Сформулируем окончательное утверждение. 
Теорема 1.9. Собственная функция нестационарного урав

нения Шрёдиигера (1.105) -ф(х, t, у) определена на /г-листной 
накрывающей Г„ исходной эллиптической кривой. Функция 

-•ф(х, t, у) является функцией Бейкера—Ахиезера с единствен
ной существенной особенностью вида 

exp (пК~1 {х—хх (0)) + п?Ъ-Ч) 
•в выделенном прообразе Р0 на Г„ точки К = 0. 

Координаты x- (г.) системы частиц (1.99) задаются уравнением 
и 

] 6(U;e + Vt+Z) = 0 = n *(*-.*,(..)). (1Л09) 

Здесь 0—-тэта-функция, построенная по матрице ^-периодов 
кривой Г„, векторы U и V —векторы й-периодов абелевых диф-
.ференциалов с полюсами в Р0 второго и третьего порядков, 
соответственно. 

Приведенные примеры показывают широкие возможности 
представлений нулевой кривизны в матрицах, элементы кото
рых являются функциями типа Бейкера—Ахиезера, хотя в 
полной мере эти возможности подробно не проанализированы. 
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Глава 2 

СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ПЕРИОДИЧЕСКОГО РАЗНОСТНОГО 
ОПЕРАТОРА ШРЁДИНГЕРА И МОДЕЛЬ ПАИЕРЛСА 

Первоначальный подход к построению конечнозонных ре
шений уравнений КдФ, нелинейного Шрёдингера и ряда других 
основывался на спектральной теории линейных операторов с 
периодическими коэффициентами. Кратко укажем на взаимо
связь такого подхода с алгеброгеометрическим, который был 
изложен в предшествующей главе-

Пусть U(x, t, X) и V(x, t, X) —решения уравнений нулевой 
кривизны (1.17), периодически зависящие от х. Рассмотрим 
матрицу 

W(x, t, X) = xF(x + T, i, %)xV-i(x, t, X), (2.1) 
где Т — период, a W — решение уравнений (1.15, 1.16), назы
ваемую матрицей монодромии (описывающей сдвиг на период 
решений линейных уравнений (1.15, 1-16)). 

Из того, что xY{x + T, t; X) является также решением урав
нений (1.15, 1.16), следует, что ' , 

.[dx-U, Г]==0; [dt-V, №].= Q, 
и мы приходим к уравнениям (1.50). 

Матрица W(x, t, X) является аналитической вне „полюсов 
U и V, где она имеет существенные особенности. 

Вектор-функция ty(x, Л, у), определенная равенствами 
(1.51 — 1.55), является собственной функцией оператора сдвига 
на период и называется блоховской. Кривая Г, на которой ста
новится однозначной блоховская функция, имеет в общем слу
чае бесконечный род (ее точки ветвления накапливаются к по
люсам U и V), • 

Конечнозонные периодические решения выделяются услови
ем конечности рода поверхности Г, что эквивалентно рацио
нальности по X матрицы монодромии W(x, t, X). 

Таким образом, периодические решения уравнений (1.17, 
1.50) обладают тем свойством, что соответствующая им бло
ховская функция определена на кривой конечного рода и совпа
дает с функцией Бейкера—Ахиезера. 

Ясно, что понятие конечнозониости дословно переносится на 
любой линейный оператор дх—U(x, X) безотносительно к нели
нейным уравнениям. Соответствующие матрицы U называются 
конечиозонными потенциалами. 

Рассмотрим в качестве примера оператор Штурма—Лиувил-
ля с периодическим вещественным потенциалом и(х), L — 
== —«Э^+ы (x) 

Спектр этого оператора в. L2(R) состоит из отрезков ве
щественной оси, называемых разрешенными зонами. Лакуны в 
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спектре называются запрещенными зонами. Концы зон Et яв
ляются простыми точками спектра периодической и антипери
одической задач для оператора L . Они являются точками вет
вления римановой поверхности Г, двулистно расположенной 
над .Е-плоскостью и на которой блохавская функция является 
пероморфной вне бесконечиоудаленной точки. Полюса i|> рас
положены по одному над каждой из запрещенных зон. 

Условие конечнозонности потенциала и(х) означает, что 
все запрещенные зоны, начиная с некоторого номера, исчезают 
и все точки спектра периодической и антипериодической задач 
для L, за исключением конечного числа, E1< . . . <E2n+i, вы
рождены. Кривая Г задается в С2 уравнением 

2/1+1 

у - = И > - ~ ^ ) . (2.2) 
( • = • 1 

Функция о|) является функцией Бейкера —Ахиезера и, следова
тельно, выражается формулой 

*(х v) cxp(xh)B(A(y) + Ux + Z)Q(Z) (23) 
•р {х, у)-ехр ус^ со i е {А (v) + Z)(nUx + Zy (,--•->) 

Разлагая (2.3) в окрестности бесконечности, получим фор
мулу [23] для конечнозонных потенциалов оператора Штурма— 
Лиувилля 

tt(^)=_2~1n0(Ujc + Z) + const. (2.4) 

Изложение этих результатов и спектральной теории ко
нечнозонных операторов Штурма—Лиувилля в целом можно 
найти в книге [17]. 

§ 1. Периодический разностный оператор Шрёдингера 

Метод обратной задачи применим не только к уравнениям 
в частных производных, но к некоторым дифференциально-
разностным системам. Например, уравнения цепочки Года ' [69] 

хп = ё~хп+х>м—е~хп-х+хп (2.5) 
допускают представление Лакса L==[A, L], где 

L^« — MWl+M>« + C«-lV-l> (2.6) 

•Aip„ = ^ | w ~ ' - f - * - - i > (2-7) 

"„—x,., с„2=елг"+"•*•-. Это представление было найдено в ра
ботах [38, 58]. 
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Важным отличием таких систем от непрерывных является 
то, что все периодические решения дифференциально-разност
ных уравнений, допускающих представления типа Лакса, либо 
более общего разностного аналога уравнений нулевой кривиз
ны, являются конечнозонными. 

Явные выражения для периодических решений уравнений 
цепочки Года были получены в работе [33] (см. также прило
жение автора к обзору [13]). 

Целью настоящего параграфа является изложение алгебро-
геометрического подхода к спектральной теории периодических 
разностных операторов на примере разностного оператора 
Шрёдиигера (2.6). Как уже говорилось во введении, эта теория 
играет существенную роль не только при построении решений 
диференциально-разностных систем, но и при исследованиях 
модели Пайерлса. 

Рассмотрим оператор (2,6) с периодическими коэффициен
тами Cn=Cn+N, Vn+N = Vn, 

Основой современного подхода к спектральным задачам для 
периодических операторов является исследование аналитиче
ских свойств решений уравнения 

1>% = ЕУ„ (2.8 
при всех, в том числе и комплексных значениях параметра Е. 

Для любого Е пространство решений уравнения (2.8) дву
мерно. Задав произвольные значения ~ф0 и 'Фь все остальные зна
чения -фя находятся из (2.8) рекуррентным образом. Стандарт
ный базис fn(E) и 0n(E) задается условиями фо=1, Ф1-=0, 
в0---0, 0i = L Из рекуррентной процедуры вычисления фп(--0 и 
вп(Е) следует, что они являются полиномами по Е, 

М £ ) - г - - т - - " -

( л—1 к—2 

2 ^ - 2 с * 2 И + •••]• (2-9) 
0<КГ А = 1 / / 

Матрица Т (Е) оператора монодромии Т:уп-+уп+м в базисе 
"Ф и 0 имеет вид: 

f(F) (V»(E), М-5) ) 2 1 0 ) 
r ( ^ ) = = U-v + i (E ) . Вы+г(Е))' ( 2 Л 0 ) 

Из (2.8) легко следует, что для любых двух решений этого 
уравнения, в частности для ф и 0, выражение (аналог Вронс
киана) 109 



С,i (Ф„0..+1 — Фл+.б,,) 
не зависит от п. Так как C0 = CN, TO 

det Т = qve.v+i — бл-Флч-i = Фо01 — Ф.е0 — 1 • 
Собственные значения w оператора монодромии определяют-

ся из характеристического уравнения 
да2-2Q (£)«,+1==0; Q(E)=--^(9M(E) + QN+1(E)). (2.П) 

Полином Q имеет степень N и его старшие члены имеют 
вид 

vA=0 

\0</<У /.=0 ./ / 

Спектры E'f периодической и антипериодической задач для 
L определяются из уравнений Q(E?)= ± 1, так как при этом 
w= ± 1 . 

Обозначим через Ei, i-=l, • . . , 2.7+2, -7{le}N—1, простые точ
ки спектра периодической и антипериодической задач для L, 
т. е. простые корни уравнения 

Q2(E) — 1, (2.13) 
ДЛЯ точки E общего положения уравнение (2.11) имеет два 

корня w и таг1. Каждому корню отвечает единственный собст
венный вектор {\|)„} матрицы мйнодромии, нормированный усло
вием -г|-0 -== 1, 

L\\)n == Ei,),,, ty,l+N = w\\>n. 
Это решение называется блоховским. 
Т е о р е м а 2Л. Двузначная функция i|,* (E) является одно

значной мероморфной функцией \\>„ (у) на гиперэллиптической 
кривой Г, ygr, отвечающей римановой поверхности функции 

•2*1+2 

#(E)—II(E-E.). (2.14) 

Вне бесконечноудаленных точек она имеет q полюсов Yn • ... Y?-
В окрестности бесконечноудаленных точек 

- ^(.5) = e ± 4 - " 1 + 2 ^ ( f t ) £ " + (2.15) 
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Здесь знаки ± отвечают верхнему и нижнему листам по
верхности Г (верхним будет называться лист, на котором а. 
бесконечности у^~£-з+1). 

Доказательство этой теоремы в значительной мере повторя
ет аналогичные утверждения из теории Штурма—Лиувилля 
[17]-

Елоховское решение, как и любое другое решение уравне
ния (2.8), имеет вид ^ — 'ф-Фл + 'фД-.. Вектор (г|)0, я];.) является. 
собственным для матрицы Т. Значит, Ф0-=1, ib,=—3 ИЛИ 

Од-

^ = Фя(£) + . - ^ - - е в ( Я ) . (2-16) 

Пусть е,, / = 1, . . . , N — а— 1, —двукратные корни уравнения. 
Q 2 (E) -1 , т. е. 

. V - - 7 - 1 

Q-(E)-1 = CV2(E)/?(E), r (E )= П (E-es), 

C-^c0...cN_v (2.17) 
В точках 6j в блоховском базисе матрица оператора Г 

равна ±\. Значит, она равна +1 и в любом другом базисе.. 
Отсюда 

0„(E)-=r(E)~9;v(E), Ч„+1(Е) = г(Е)ч„+1(Е), (2.18> 
cP.v (el) = <Wi (ej) --= a» (ej) = ± - • (2- - 9> 

Из (2.19) следует, что Q (Я) — <fN (E)==r (E) Q(E). 
Здесь ёдм Флг+1> Q —полиномы от E. Подставляя в (2Л6)« 

•w = Q-\-CrYR и используя предшествующие равенства, по
лучим 

Ъ-чнт+ШШШ*ЛЕ). (2.20). 
Это равенство и означает, что двузначная функция г|)± (E)' 

является однозначной, мероморфной функцией точки у£Г. По
люса о|. лежат в точках уь . . . ^ i , , расположенных по одной 
над корнями полинома ~QN{E). Действительно, если QN(E) = 0„ 
то два корня ВУ1.2 равны <9N{E) и QN+l(E). При этом ср̂  ("•)-£ 
¥=®M+I{E)- Следовательно, для одного из корней w (т. е. на 
одном из листов Г над корнем ~0д, (E)-=0) числитель дроби 
в (2.20) обращается в нуль. Полюс i|)„ лежит на втором листе.. 

Для завершения доказательства осталось рассмотреть по
ведение i|)n--(Я) при £{to}oo. Из (2.16) следует, что в Р* "|н(--0 
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имеет простой полюс. Непосредственно из (2.8) получим, ЧТО 
я|)п имеет полюс в Р+ п-го порядка, п>0. Аналогично, a|)_n(E) 
имеет полюс в Р~ п-ого порядка. Из этого и того, что до имеет 
в Р+ полюс N-ro порядка, а в Р~ нуль кратности N, вытекает 
равенство (2.15), где хп таковы, что xo = 0, exp(xn—xn+0 —-'п. 

Параметры уь yq, вернее их проекции на E-плоскость 
(которые в дальнейшем для краткости будут обозначаться так
же), имеют естественный спектральный смысл. 

Лемма 2.1. Набор точек es (двукратно вырожденных то
чек спектра периодической и антипериодической задач для L) 
и Yn •••.Y.7 является спектром задачи (2.8) с нулевыми гра
ничными условиями •фо —i|)jV-=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Кривая Г над точками е, имеет два 
листа, на каждом из которых функция w (Е) принимает одина
ковое значение 1 или - 1 , В качестве тр,, можно взять 

i (gy)-^ / (gy) -%r(g , )— 2C/l("l} М*;). (2.21) 

Нз (2.18) и того, что г(е,)-=0, получим, что %(еу).-=^лг(е.)----0. 
Точки yt являются нулями ~QN(E)- Как уже говорилось 

выше, при E=-=Y( для одного из знаков перед YR В (2.20) 
числитель второго слагаемого обращается в нуль. Значит для 
второго он отличен от нуля. Пусть это, например, знак плюс. 
Тогда 

^n(yj)-(Q + CVR)%(4j) 
•есть нетривиальное решение уравнения (2.8), Е — У), c нулевыми 
'граничными условиями. 

Рассмотрим обратную задачу. Пусть заданы произвольные 
различные точки E,, t=-1, . . . , 2д-\-2, и точки Yi.---.Y<7 на 
римановой поверхности Г функции YR (Е), проекции которых 
иа Я-плоскость различны. В разностных задачах аналог теоре
мы 1.5 есть теорема Римана---Роха [44]. В данном случае она 
утверждает, что существует единственная с точностью до 
пропорциональности мероморфная на Г функция a|>„ (у), имеющая 
полюса в точках Yi>...>Y.7- полюс /i-го порядка в Р+ и нуль 
71-го порядка в точке Р~. Функцию i|)„(y) можно с точностью 
до знака нормировать, потребовав, чтобы коэффициенты при 
Е±п на верхнем и нижнем листах в бесконечности были взаим-
«ообратными. Зафиксировав произвольным образом знаки, обо
значим соответствующие коэффициенты через е±х*. При этом 
%(у) будет иметь в окрестности бесконечности вид (2.15). 

Лемма 2.2. Построенные функции -ф„ (y) удовлетворяют 
уравнению (2.8), где коэффициенты оператора L равны: 
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c„-=exp(x„—x„+1), -э„ = g1+ (л) — gi+ (л +1)., (2.22) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию <pn = Li|.n—• Е\\>п. 

Она имеет полюса в точках yu...,yq. Из (2.15, 1.22) следует, 
что ф„ имеет полюс (п— 1) порядка в Р+ и нуль порядка п в 
точке P~. По теореме Римана—Роха фп=0. 

Метод получения явных формул для г|эп и коэффициентов L 
полностью аналогичен непрерывному случаю, который изла
гался в первой главе. Как и ранее, зафиксируем на Г канониче
ский набор циклов- Обозначим через dp нормированный абелев 
дифференциал третьего рода с единственными особенностями в 
бесконечности 

•7 

Е1 + У.сцЕ<!-1 

Шр= " .dE = ^ i ^ . (2.23) 
Коэффициенты at определяются из условий нормировки 

Е2Ц-1 

§ dp=* \ dp^O. (2.24) 
'al *Zl 

Л е м м а 2.3. Функция г|)„ (у) имеет вид: 

где 2niUk = у dp, rn — константа. 

В окрестности бесконечноудаленной точки на верхнем листе 
имеем 

/у. \ 
==Ee-/o(i _ / , £ - ! + . , . ) . (2.26) 

Из (2.15) следует, что exp(2xn+2/0n) равно отношению зна
чений множителей при экспоненте в (2.25), ВЗЯТЫХ В образах 
Л(Р±).-= ±2°. Из (2.25) и того, что, согласно билинейным соот-. 
ношениям Римана 2z°= —.U, получим. 

с г_ е -2/о e ( u ( « - i ) + Z)8((H + i)U + Z) (й27) 

где Z-=Z(D)-2- . 
В окрестности Р+ имеем 

A(Y) = 2- + VE-I + 0(E-2), 
где координаты Vk вектора V определяются равенством 

Qk=dE-l(Vk+0(E^). 
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Разлагая (2.25) в ряд по E'1, получим из (2.22) 
~, - d in i _ — — ^ : £ ± X £ . I + л . (2.28) 

Т е о р е м а 2.2 Формулы (2.27, 1.28) восстанавливают ко
эффициенты L по параметрам E. и "Уз-

Важно отметить, что формулы (2.27, 1.28) определяют в 
общем" случае квазипериодические функции сп и vn. Для тога 
чтобы сп и i>„ были периодическими, необходимо и достаточно, 
чтобы для соответствующего дифференциала dp были выполне
ны условия: 

Uh = ±;§ dp = 2*-, « f t -целые . (2.29) 

Как следует из определения г|)„, параметры Ei, yj определяют 
их с ТОЧНОСТЬЮ до знака. Изменения знаков при {а|зп} приводит 
лишь к соответствующему изменению знаков при {сп}. Операто
ры, отличающиеся лишь знаками при сп, можно не различать, 
поскольку их собственные функции тривиально переводятся 
друг в друга. (Формула (2.27) согласуется со сделанным заме
чанием, поскольку она выражает через Е{ и у} не сами с„, а их 
квадраты). 

До сих пор речь шла об операторах L с произвольными 
комплексными коэффициентами. Пусть теперь vn и сп вещест
венны, тогда вещественными являются все введенные выше по
линомы 0n(E), 'фп(^), Q(E). Кроме того, периодическая и анти-
периодические задачи для L являются самосопряженными. Зна
чит, имеется N вещественных точек спектра той и другой зада
чи, т. е. полином Q2— 1 имеет 2N вещественных корней. Отсюда 
в экстремумах полинома Q(E), dQ(E) =0 , имеет место 
\Q{E)\>\. 

Отрезки Щц-и -Ei.-. в которых |Q(E)|.-S'l, называются раз
решенными зонами. В этих отрезках | ш | = 1 и, многозначная! 
функция p(E), определяемая из равенства w = eiPN, вещест
венна. Она называется квазиимпульсом. Ее дифференциал сов
падает с (2.23), где в.. (2.24) щ — циклы, расположенные над 
запрещенными.'зонами-[E2.;, E2.+1I •• 

Л е м м а 2. 4. Полюса yt бдоховской функции, tyn(y) вещест
венного оператора. L расположены по одной в каждой из конеч-
иЫх запрещенных зон, E2i--5y,.{le}E2-.+i. - • '• 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1 Полюса yi являются нулями полино
ма 6jY(E). В этих точках 

1 - detT ~Ч„.(У;) 0Л'+, (Yy) •= 1 . ' 
Так как .фдг и ,0-у-и вещественны, то 

| Q (Y;)| - -J" t<P* (V./) +0-V-H. ty)| > 1 
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и yj лежит либо в запрещенной зоне, либо в одной из схлопнув-
шихся зон — точках ву В последних ^п{у), как было показано 
выше, не имеет особенностей. Рассмотрим семейство операторов 
L, с коэффициентами сп —1+ (l—t)cn, vn

l= (1—t)vn. He огра
ничивая общности, можно считать, что с„>0, так как этого 
можно добиться изменением знаков сп, что не сказывается на 
Е{, уj. Так как сГ1'¥-0, то у{

1, непрерывно зависящие от t (как и 
£,•'), при всех t лежат в запрещенных зонах. При t=l все за
прещенные зоны закрываются, т. е. все корни полинома Q2—1, 
кроме первого и, последнего, двукратно вырождены. Следова
тельно, -у,1 лежат в двукратных корнях Q2—1. Деформация по 
t приводит к тому, что часть двукратных корней распадается в 
пары простых, являющихся концами запрещенной зоны. Внутри 
каждой из них из непрерывности по / лежит в точности одна 
точка -у.. ПРИ ̂  —0 получим требуемое утверждение, 

Т е о р е м а 2.3. Если точки. Еи • • •, Е2д+2 вещественны и точ
ки у\, . •., yq соответствующей римановой поверхности лежат по 
одной над каждой из запрещенных зон [E2.> E2>+il, то опреде
ляемые ими, в силу теоремы 2.2, коэффициенты с„ и vn опера
тора L вещественны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость условий теоремы в 
классе периодических операторов дается леммой 2.4. 

Пусть Ег вещественны. Комплексное сопряжение индуцирует 
антиинволюцию т кривой Т:(Е, VR)~>{E, VR). Неподвижными 
овалами этой антиинволюции являются циклы, расположенные 
над отрезками [E2i, E2(+i] и наД бесконечной зоной, соединяю
щей через бесконечность точки Е^^ Ei-

Рассмотрим i|,,, (т(у)). Эта функция обладает всеми аналити
ческими свойствами -ф„. Поскольку i|.„ этими свойствами опре
делена с точностью до знака, то 

%(1(у))=±Уп(у)- (2-30)' 
Из (2,22) следует, что оп вещественны, а сп либо вещественно., 
либо чисто мнимое (т. е. сп

2 вещественно). 
Докажем, что в предположениях теормы спФ0, спфоо. От-

рицаш-ie этого утверждения эквивалентно тому, что один или 
несколько нулей y.(n) функции tyn(y) попадает в бесконечность 
на верхнем или нижнем листе Г. Из (2.30) следует, что на цик
лах, расположенных над [E2i, E2.+i], ipn либо вещественна, либо 
чисто мнимая. На каждом цикле имеется один полюс yt, поэто
му имеется, по крайней мере, и один нуль. Так как-всего нулей 
q, то yi{n) расположены, как и yi, по одному над [Е2и E2i+i] и, 
значит, отделены от бесконечности. 

В силу доказанного, знак сп
2 не меняется при, непрерывных 

деформациях E. и уг, для которых выполнены условия теоремы. 
Продеформируем их так, чтобы все запрещенные зоны закры
лись. При этом легко проверить, что оператор L продеформи-
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руется в оператор Lo, y которого vn — Q, а сп — const>0. Теорема 
доказана. 

В заключение параграфа рассмотрим условия, выделяющие 
операторы L, для которых о, — 0, т. е. 

Di|)„ — с,,а|>,,+1 + с,...^),,.... (2.31) 
С этим оператором .связана задача интегрирования разност

ного аналога уравнения kg<J> 

•V — c,i (c'n+i — си_1). с,/ — с«2- (2.З2) 
Т е о р е м а 2.4. Необходимыми и достаточными условиями 

того, что оператор L (восстанавливаемый в силу теоремы 2.2 
по данным E, и yj) имеет вид (2.31), т. е. ".•„=---О, является сим
метрия точек E- относительно нуля и инвариантность точек у, 
относительно инволюции на Г, 

_ _ " + I 

(я, / - ) - * ( - . £ , К/?), /?(E) = n ( E 2 - E r ) . 
.«л 

Необходимость условий теоремы следует из того, что если 
•фя(\0 — блоховская функция для оператора L (2.31), то для 
.-j5,.=-(-l)'4|,„: 

Цп — — £ % , -ф/i+jv = (— 1 )//о>-ф„ • 
Достаточность условий доказывается аналогично доказательст
ву теоремы 2.3. 

§ 2. «Конечнозонные потенциалы» 
и вариации интегралов Крускала 

Как уже говорилось выше, периодические разностные опера
торы все являются конечнозонными. При этом число зон в об
щем случае имеет порядок периода N оператора. Выделение 
д-зоиных разностных операторов q<N может быть проведено с 
помощью того же алгебраического, анзатца, что и в непрерыв
ном случае. Так для рассматриваемого разностного оператора 
Шрёдингера этот анзатц имеет вид: оператор L является «7-зон-
ным тогда и только тогда, когда найдется оператор 

.7+1 
Li%= 2 йп.ьУп+к (2.33) 

такой, что 
[11, Z] = 0. (2.34) 

Как и в непрерывном случае, уравнения (2.34) представля
ют собой по существу пучок нелинейных уравнений на коэффи
циенты vn и сп оператора L. 
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Все решения этих уравнений даются формулами (2.27, 1.28) 
и являются в общем случае квазипериодическими функциями п-

Целью настоящего параграфа является изложение на этом 
примере еще одного аспекта теория конечнозонного интегриро
вания — связи их с вариационными принципами для функцио
налов типа Крускала. 

Определим функционалы h = hi{cn, vn} формулой 

i/» = in..5--2/*•£-*. (2-35) 

где p(E) — квазиимпульс. Эти функционалы имеют вид: 
-V—1 

где локальные плотности гk— полиномы. Из (2.12) имеем 

м=0 
N—1 

N „.О 
N-1 

1 S? /_п , Vns\ 

/i=77-S't''» 

/2=-r2(c»2+T-)и т-Д-
л-0 

Т е о р е м а 2.5. Оператор L является -̂зонным тогда и 
только тогда, когда его коэффициенты являются экстремалями 

7+1 

функционала / -A -=/-+2+2 a / - jA ' г д е «А—-некоторые константы. 
ft--0 

В силу этой теоремы, уравнения (2.34) дают коммутацион
ное представление пучка уравнений 

•7-И 

бЯ=б/?+2 + 2^б/А-=0; б = 2(^ б с » + ̂ Ч (9-36) 
й=-0 п 

параметризованных константами ак. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала необходимость 

условий теоремы. 
Лемма 2.5. Имеет место равенство 

%? = -—== —•; li = li{tcn, bvu). (2.37) 
У A (-a) 

Доказательство этого соотношения может быть получено 
полностью аналогично доказательству его непрерывного вариан
та [151. 
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Мы его выведем, исходя из других соображений, «которые 
легко обобщаются на случай вариаций, не сохраняющих груп
пу периодов». (О смысле последнего высказывания чуть ниже). 

Рассмотрим произвольную вариацию 6cn, bvn оператора L 
в классе операторов с тем же периодом N. При такой вариации 
спектр оператора L возмутится таким образом, что концы ста
рых зон Ei сдвинутся (обозначим их через E/) , а двукратные 
точки спектра <?,• возможно распадутся в простые е5-± (на месте 
•fij образуются новые лакуны). 

Квазиимпульс является многозначной функцией на Г, кото-
рая при обходе по 6-циклам меняется на целое кратное ^ . 
Отсюда 6p является однозначной мероморфной функцией на Г. 
Из (2.23) следует, что Ыр имеет полюса второго порядка в точ
ках Ei и возможно простые полюса над точками ei. Из одно
значности, бр следует, что вычеты 6dp над ei равны нулю. Сле
довательно, бр имеет простые полюса в концах зон, а так как 
она нечетна, то имеет место равенство (2.37). 

Разлагая равенство (2.37) в окрестности бесконечности, по
лучим 

/0 -=-б/0 , /. — — б/, + %.6/0. 31 = 2 - ? " 

/ 2 = _ б / 2 + ^ 6 / , + ( ^ ! _ ^ 6 / 0 , s2 = 2E ; E y i (2.38) 
ft-i 

/*-=-б/А+2мл-
Из первых <~ + 1 равенства коэффициенты i... выразятся 

через б//., k<q-\-l. Приравнивая коэффициенты разложения 
(2.З7) и (2.35) при Е~ч~2, получим (2.36), где ak являются сим
метрическими полиномами от Et. 

Необходимость условий теоремы следует из того, что по 
формуле же (2.37) для «--зонных операторов коэффициенты lk 
независимы и, значит, независимы дифференциалы Ыk, k<q-\-2. 

Пусть M'i — многообразие упорядоченных наборов £ , < . . . 
. . .<£ ,

2 .+2 . Замыкание MN является стратифицированным много
образием, содержащим Mq£MH, для всех 7<-V. Формула (2.23) 
определяет для любого набора Ei , . . . , EM+i дифференциал dp, 
а значит, и по (2.35) функционалы /Л—/А ({£.}). 

Рассмотрим теперь вариацию (E1,..., E2~+2) в M^. При 
такой вариации, помшо вариации, E., появляются новые лаку
ны й ; -<е/ , у = 1,. . . , N — q. 

Лемма 2.6. Пусть bUk —вариация группы периодов dp, т. е_ 
6Uft = ic$6dp. 

- А 
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Тогда 
.7+1 
S-*.e«+.-* Q r 

ibp = Ь 1 — - — - ь {sum} bUk£ Д > _ ? —--. (2.39) 
УЖЕ) " £ , *flJ "/*(£) (.В-*) V ' 

Доказательство леммы .проводится как и при доказательстве 
предшествующей леммы с помощью сравнения аналитических 
свойств правой и левой частей. 

Заметим, что (2.39) совпадает с (2.37), если 8Uh=0 (соот
ветствующие вариации называются вариациями, сохраняющими 
группу, периодов дифференциала dp). 

Б следующем параграфе нам потребуются формулы для вто
рой вариации квазиимпульса. 

Т е о р е м а 2.6. Для произвольной вариации (E.,..., E27+2) 
в Мм имеет место 

,7-1-1 __ 

-g7,fi«+--* * . dtYwm 

/2-7+2 ЛГ-~ \ 

+ 7 I ( 2 ^ W + 2 T ^ < » 4 р.*) 
где 6E/ = E,' —E;, bej = e]

+ — ef\"P{E) то же, что и в (2.23). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (E-',..., E2.7+2' е*)~вариация 

•(Ei,. . ч E2e+2). Соответствующий этому набору квазиимпульс 
имеет вид: 

ц/>' - Л - : ( £ ) -** с2-41) 
• / .« ' ( .6)1/ П(£-е.+)(-5-бг) 

^ /=1 

Коэффициенты полинома Рм{Е) определяются из уравнений 
Я2;-и 

J dp ' -0 , i = l , . . . , ? , (2.42) 

и 
J 
Jrfp'=-0, У = 1 - V ~ ? . (2.43) 
'Т 

При e+ = ef = ej, Et'=Ei полином P.v(E) равен P(E)II(E-— еу). 
Из этого и того, что 6p не имеет полюсов над е., "получим, 
р-азлагая (2.41), что iS-p имеет вид (2.41) с некоторыми неопре-
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деленными коэффициентами при (6E,)2 и (8е/)2. Для определения 
последних необходимо сравнить главные члены у второй вариа
ции (2.41) и дифференциала от (2.40) в точках Et и ег 

Заметим, что в случае вариации периодических операторов 
соответствующая вторая вариация 62p дается формулой (2.40), 
в которой б2-1/Л=0. Коэффициенты lk связаны с &Ik теми же-
формулами, что и lk и б//. (2.28). 

Следствие. Пусть (с„, t)„) — экстремаль функционала Н 
(2.36). Тогда значение б2Я на вариации (6с„, б'У,.) равно 

2-7+2 N—q 

б 2 Я = 2 - ^ - (6E.)2 + 2 - - г 1 ^У- (2-44> 
( — 1 У---1 

Глав а 3 
МОДЕЛЬ ПАЙЕРЛСА 

§ 1. Интегрируемые случаи в модели Пайерлса 

В этом параграфе мы рассмотрим специальные случаи мо
дели Пайерлса, кратко описанной во введении. 

Энергию деформации выберем в виде линейной комбина
ции интегралов цепочки Тода (2.35). Функционал Пайерлса 
тогда примет вид: 

т ! 

г=1 /.-=о 
где Е{

+ — упорядоченный в порядке возрастания спектр пери
одической задачи для оператора Шрёдингера. 

Наряду с этой моделью (/=2), в работе '[7] была рас
смотрена модель, в которой уп-= 0 (отсутствует внутренняя сте
пень свободы). "Последняя модель в линеаризованном пределе-

х„—па + и„, | и„ | С1 , сп = со (I — а (и,,+1 — «„)) 
совпадает с известной решетчатой моделью Су, Шрифера,. 
Хигера [68], которая интенсивно исследовалась численно. 

В этом же пределе модель допускает континуальное при
ближение [6, 7, 3, 4]. Так, если ()<!, где р — — —плотность 
электронов, то континуальный предел Н имеет вид (г), —0v 

и г 
Н = - - § Edp + щ J и2 (x) dx, (3.2) 

я- о 
где dp—дифференциал квазиимпульса оператора Штурма — 

.Лиувилля £-=-— •—-•+и (x). 
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Теорема 3.1- Экстремали функционала Н (3.1) имеют не 
более 2 I—2 запрещенных зон в спектре соответствующего опе
ратора Шрёдингера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сначала вариацию пер
вой части функционала (3.1). Так как £.-+ есть корни полино
ма Q(E) — \ (2.12), то 

т т 

2 e - , - - 2 ' e s * l 7 - _ T (3-3> 
Введем обозначения: 

Q + \=CR±r\, (3.4> 
где R±{E)—полиномы, корни которых являются простыми 
точками спектра периодической (соответственно, антипериоди-
ческой) задачи для L. Полиномы г±(Е) имеют корни в дву
кратных точках спектра этих же задач. 

Из определения квазиимпульса имеем 
й - . ' « > « L . (3.5> 

Сравнивая эту формулу с (2.37), получим 
/.7 + 1 \ 

~ 6 Q — r+r -VjLhE^-A. (3.6) 

С помощью (3.3) и (3.6) уравнения экстремалей примут видг. 
/•7+1 \ 

0 = т^щЬ1к-%г&вЕ1У=1(Е)г/{Е) , (3.7> 

Предположим далее, что .7 + 1 >/ . Тогда 
к 

4={sum}M-7 (3-8> 
/-о 

В сделанном предположении, вариации б/,,, k^.q+1, неза
висимы. Значит, коэффициенты при 64 в (3.7) должны быть 
равны нулю. Равенство нулю коэффициентов при 64, k = 
= + l -/-И, дает 

| - - , £ 9 f e l § H *-7 + 1 «-И. (3.9> 
Аналогично, равенство нулю коэффициентов при 6/;, / = 0, .. .. 
. . . . I, означает, что 

• 7 + 1 "•• .. 

V Q V EW-kr.(E) , - 1 ( T l 

й-0 i —1 
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Покажем, что при q>2l-~2 уравнения (3.9) не имеют ре
шений. Не ограничивая общности, можно считать, что левее 
;jx=Em расположено не более [ -| ] запрещенных зон (так как в 
противном случае от уравнений (3.9) можно перейти к экви
валентным уравнениям, в которых суммирование ведется по 
От). 

Пусть \xs — произвольные точки (по одной в каждой из 
запрещенных зон левее р.). Тогда 

II (.е-ц,) г-(E) , 

2ге8«| '/М*)МВУ ^°- (ЗЛ1) 

Действительно, полином R+r+ имеет простые корни. Следова
тельно, в соседних точках знаки вычетов (R+r+)_1 противопо
ложны. Из определения разрешенных зон видно, что между со
седними корнями R+r+, лежащими в одной зоне, обязательно 
имеется двукратный корень полинома Q + 1 или корень поли
нома г_, Таким образом, знак вычетов r-(r+R+)-t постоянен 
"внутри каждой .разрешенной зоны и меняется при переходе к 
соседней зоне. Так как \ie лежат в запрещенных зонах, то все 
.вычеты в (3.11) знакопостоянны, а их сумма отлична от нуля. 

Если степень полинома II(E—-р.-) (которая не превосходит 

| - j J меньше либо равна д — I, то (3.11) противоречит (3.9). 
Значит, >q — l или q*c2l — 2. 

Основной интерес представляет термодинамический предел 
в̂ рассматриваемой модели, N-> <х>, т-~> oo , ~ {to}p—-плотность 

электронов. 
В силу доказанной теоремы, при .V{to}oo число разрешенных 

зон у экстремалей Н не превосходит 21—2. Следовательно, точ
ки спектра периодической задачи L плотно заполняют разре
шенные зоны, что позволяет в уравнениях (ЗЛО) перейти от 
суммирования к интегрированию. Из определения квазиим-
• пульса вытекает, что дифференциал (2.23) 

. . P(E)dE 
и VR (В) 

определяет плотность, с которой в разрешенных зонах распо
ложены точки E4

+. 
Вычеты дифференциала 

dQ _dEPr+r. Pr. ,p 
Q—1 CR+r+* ~~ CR+r+

 a c 

во всех двукратных точках спектра равны 2. Значит, .во всех 
-(кроме, не более чем в 4/) точках вычет в (3.10) равен Штт> 
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С л е д с т в и е . В термодинамическом пределе концы зон Et 
функционала Пайерсла определяются из уравнений 

% pq+i-lt 

^-—--^dE — O, i < A < ^ + 1 < 2 Z - 1 . 

Ihmh^-'jjf-Kj' j=-o, . . . . / . (3.12) 

Здесь [х, называемое химпотенциалом, суть последний уро
вень энергии, до которого в (3.1) идет суммирование. Для 
определения ц имеется уравнение 

1 £P(E)dE 

ЦпПГ-?- <злз> 
ft 

.(Знак § означает, что интегрирование ведется по контуру, пе-
а • 

секающему вещественную ось в точках а и Ь). 
Уравнения (3.12), (3.13) были получены в работе [7] иным 

способом. Вместо того, чтобы предельный переход проводить 
для уравнений (3.10), в работе [7] на множестве всех конечно-
зонных потенциалов был определен предельный функционал Зё, 
который затем уже и варьировался. 

Имея в виду исследование термодинамического предела для 
модели Пайерлса, определим более точно этот функционал Ж. 
Пусть Ei,. . . , Е2д+2 — упорядоченный набор различных вещест
венных точек. Формулы (2.23, 2.24) определяют дифференциал 
dp, который, в свою очередь, задает функционалы Ik{Ei}-

Функционал Ж задается формулой 
м. i ' 

^{E^HEdp + ^KiJu, (3.14) 
El ft=0 

где |i определяется из условия (3,13). 
Уравнения (3.9, ЗЛО) являются уравнениями экстремалей Я 

в классе периодических потенциалов. Периодичность потенциа
ла {<-n, оп}> отвечающего набору {Ei}, требует выполнения со
отношений (2.29), которые при периодических вариациях не 
.меняются. Переходя в них к пределу -V{to}oo, получим, что имеет 
место утверждение. 

Теорема 3.2. Уравнения (3.12) являются необходимым и 
достаточным условием экстремальности Ж (при условии р = 
= const) относительно вариаций таких, что Wh = 0, где 

U,, — 2X I V - (3--5) 
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Здесь, как и при выводе уравнений (3.9, 3.10), предпола
гается, что <7+1>i. В этом же предположении из формулы 
(2.39) и (2.35) следует, что 

21, - Л - 1 

.5{cdot}--i7+2 2-=0 

Аналогично выводу (3.9, 3.10), получим 
Теорема 3.3. Необходимым и достаточным условием 

экстремальности Зё (при условии (> = const) на множестве всех 
конечнозонных состояний являются уравнения (3.12) и урав
нения 

Е 
dE 7 Й YR{t)dt „ , , /о 1гч 

Рассмотрим теперь устойчивость экстремалей функционала 
Ж По теореме (3.1) число зон у экстремали !№ ие превосходит 
2/—2. 

Теорема 3.4. В минимумах 36 химпотенциал (j, лежит в за
прещенной зоне. Число запрещенных зон не превосходит I—1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ц лежит в разрешенной зоне 

6-^ = 5 U (--JX)d62p + 2 M 2 / / ,+ (6^)--||- (Ц) — 

- — ̂  6-/НЙ7 + 2 **8VH-(6>)--gr([x). 
Я , й - 0 

Рассмотрим вариацию, при которой раскрывается щель 
в точке [I. Коэффициент при (S|x)2 в 62p имеет вид: 

1 ф ->)-— + 0 ( 1 ) . 

Так как -P(|A) (i?(fx))~1/->0, то первое слагаемое сингулярно и 
обращается в —oo, что доказывает неустойчивость любой эк
стремали, в которой ц лежит в разрешенной зоне. 

Если (х лежит в запрещенной зоне, то Um=p (где E2m{le}{mu}{le} 
{le}E2m+0. При э т о м относительно допустимых вариаций Um=' 
=ip = const. Следовательно, соответствующие экстремали опреде
ляются из уравнений (3.12) и (3.16). B последней системе урав
нение с индексом т должно быть опущено. 

Докажем последнее утверждение теоремы. Пусть q^l, 
Л ем м а 3.1. Вторая вариация 36 равна 

2.7+2 N-q 

W = 2 A (£*) (w+T 2 А (ej) (Sgy)2' ( З Л 7 > 
А - 1 У - 1 
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где 

л ч р («) ЕТ dE 
Че)=-Щ~ ф - / -ГЩ(£_. , - (ЗЛ8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и при доказательстве следствия 
теоремы (2.6), заметим, что коэффициенты полинома 7 и вели
чины 82Uft, фигурирующие в формуле (2.40), связаны с 62/у 
теми же формулами, что и //, и 8U,, в (2.39) с первыми вариа
циями б/у. Отсюда, в силу уравнений (3.12, 3.16),. имеем 

•i-i 1 [•'" T{E)dB 

+ш 2 № $ dE $ УТЗГНЕ-Ъ -°- (З Л 9) 
Подставляя выражение (2.40) в 

. "an I 

J?! ft —0 

и учитывая (3.19), получим утверждение леммы. 
Так как в минимумах все Л(е) должны быть положитель

ны, а Р(Е) меняет знак при переходе через запрещенную зону, 
то менять знак должен и второй сомножитель (если контур 
интегрирования не пересекает эту зону). 

Значит, существуют точки E2fc{le}Hfc{le}.--Wi. -кфт, такие, что 
л. 

| v m ^ - - <8-20> 
Вычет на бесконечности подынтегрального выражения в 

(3.20) равен нулю. Поэтому 
я. 
$ 
~'+г dE 

У/цщв-\1,У = 0. (3.21) 

Не ограничивая общности, можно считать, что т-^ .7+1—т, 
так как в противном случае в последующих рассуждениях надо 
от интегралов (3.20) перейти к (3.21). 

Пусть vs, s<.m,— произвольные точки, лежащие по одной 
в каждой запрещенной зоне с номерами меньшими т. Тогда 

в,т ир n<.e-v*) 
I g f _ -±2L-- ;-£0, (3.22) 

IVR(E) П(.в—Ц*) 
s>m 
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так как подынтегральное выражение вдоль всех разрешенных 
зон, расположенных внутри контура, знакопостоянно (при пе
реходе от зоны к зоне знак У R меняется, но также меняется 
и знак числителя второго сомножителя в подынтегральном вы
ражении). Разлагая подынтегральное выражение на простей
шие дроби, получим, что если m < g + l — m, то (3.22) есть 
сумма выражений вида (3.20), а значит, обязано равняться 
нулю. Если m = q-{-\— m, то (3.22) аналогичным образом све-

ЕТ clE 
дется к ф : - , что также равно нулю, в силу уравнений 
самосогласования (3.12), при q^t. Полученное противоречие 
между (3.22) и (3.12, 3.20) доказывает теорему. 

Рассмотрим в качестве основного примера модель, иссле
дованную в работе [7], в которой 1=2. Изложенные выше ре
зультаты в этом частном случае дают, что минимум Ж реали
зуется на однозонном состоянии. Концы зон Е\, Е2, Ез, Ец, отве
чающие минимуму, определяются из уравнений 

x^|w (3-23) 
0==§(2Я--..)--||--, S1 — 2 E , , (3-24) 

£ • • V « t~l 

-ШГ \/Ъ ^ * - 2 З Д . (3.25) 

(3.26) 1 е (E+a)dE 
' 2ni J у $ 

Константа а находится из условий нормировки (2.25) 
я» 
ф~|±«_- dE==0. (3.27) 

Как показано в [7], уравнения (3.23--3.26) существенно 
упрощаются после перехода к эллиптической параметризации. 

Функция 

- S ав' 
VR(E')' (3.28) 

Е, 

отображает эллиптическую кривую Г функции VR,. 

R==ll (E — E;), на тор с периодами 2со, 2со< 
ы\ 
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c o - ( — — U co' — f Д _ . (3.29> 
l У R (E) I VR (.5) V y 

Обращение эллиптического интеграла (3.29) дается фор
мулой 

E(Z)-C(2 + 2.0)-C(2-Z0) + h, (3.30), 
где Z,{z) =£,(z\a,a') -функция Вейерштрасса. (Все необходи
мые сведения об эллиптических функциях можно найти в [2]'),. 
Параметры со,'о/, z0, h заменяют Еи Е2, Еъ, E4- В этих пара
метрах уравнения (3.23-3.26) приобретают вид: 

20-=-(р — 1)со', (3.31)-

х2-= — ш, (3.32> 

тег + 2rjz0 =•= со (2С (2г0) -+ К), (3.33> 

-Хо = |-(т1 + Ф(2г0))ш. (3.34) 

Соответствующие значения с„ и vn даются формулами (2.27)> 
и (2.28), в которых тэта-функция определена одним параметром: 
5п-=т=—---- , U=p, V = I. В [7] приведена формула и для 
энергии основного состояния Зё (p) — min3^, которую здесь мьи 
опустим, ввиду ее громоздкости. Там же исследована и модель,.. 
описанная во введении (в которой ©„-—О). 

§ 2. Общая модель Пайерлса 

С физической точки зрения, важными являются следующие-
два утверждения, вытекающие из результатов предшествующе
го параграфа. Во-первых, основное состояние системы вырож
дено. Сдвиг на вектор Z в формулах (2.27, 2.28) не меняет зна
чения Ж, так как 2/ё зависит лишь от концов зон Е{ и не за
висит от YJ- Подобное вырождение отвечает за так называ
емую фрелиховскую проводимость и проявляется в наличии: 
дополнительных звуковых (бесщелевых) ветвей спектра воз-' 
буждений над основным состоянием системы. Вторым след
ствием является то, что 2@{рУ — энергия основного состояния 
является гладкой функцией, плотности электронов.. 

Ниже будет рассмотрена общая модель Пайерлса 

и 
3% = ~§Edp + K2I2-KaI0 + gW, (3.35V 

где 
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. V - l 

w=-— w 2 (ф- ю + ф - (c«2))- 3-36) 
'Оказывается, что энергия основного состояния <Э#„(р) при {̂ne} 
-7--0 становится в общем случае разрывной в рациональных 
точках p = r/q. Величина скачка имеет порядок ~gехр (—aq). 
Ряд физических соображений и результаты машинного счета 
1[9, 50] указывают на то, что с вопросами соизмеримости 
(которым в последнее время уделяется большое внимание в 
физической литературе (см., например, обзор [51]) связано и 
вырождение основного состояния. Мы докажем, что для ирра
циональных р при 0{le}g{le}g'p основное состояние действительно 
вырождено. 

В дальнейшем функционал (3.35) при g = 0 (и который 
рассматривался в качестве основного примера в предшеству
ющем параграфе) будет обозначаться через Жй. 

Обратим внимание на то, что в окрестности основного со
стояния 5&о и е является гладкой функцией, так как в этом со
стоянии —2{le}{mu}{le}~3. Функционал Жа является гладким отно
сительно вариаций, при которых 

g^^dp — U—const. (3.37) 

Обозначим через 2№0 (Р> U) минимум 5$0 на множестве одно-
зонных состояний при фиксированном р и U в (3.37). Концы зон, 
отвечающие этому минимуму, определяются из уравнений (3.23-• 
3.26). При этом если U>p, то E 1 < n < E 2 , а если Л/<р, то 
.E3<|J.<E4. Производная у-г •• разрывна в точке U —р. 
Из (2.39) следует, что она имеет правые и левые пределы 
.h(E3)>0 и A(E2)<0, соответственно, где 

Фунйция h(e) монотонно убывает на отрезках [E1, E2] 
и [E3, E4]. При этом h(Ei) = h(E,\)=0. На отрезке [E2, E3] она 
линейно растет от A(E2)<0 до A(E3)>0- Следовательно, 
в окрестности U—р. 

3e0(C/,p) = 5»0(p).4-A1|£/--p| + A2(U-p) + O((U--p)-), 
Л^Аа —А(Яз), А2 —А- —A(E2). (3.38') 

З а м е ч а н и е , В том определении химпотенциала, которое 
давалось выше, его значение внутри запрещенной зоны было 
неоднозначно. ЕСЛИ доопределить |х в этом случае с помощью 
соотношения 

11 др~' 
то из (3.38) ц будет удовлетворять равенству h(|x)==0. 
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При малых g система (3.35) может рассматриваться как 
возмущение интегрируемой модели с g' = 0. Для того, чтобы 
применять обычные в таких случаях соображения, нам при до
казательстве основной теоремы этого параграфа потребуются 
формулы для второй вариации 2feQ и для первой вариации W. 

Подставляя (2.27) и (2.28) в (3.36), можно считать, что W 
есть функция 

W^W({Et}, Z) 
наборов {£|}=(£„. . . , £2.7+2), Z = (zu..., zq). 

Рассмотрим характер зависимости W от Z. 
Формула (2.29) сопоставляет каждому набору {E,} <7-мер-

ный вектор U({Ej}) с координатами 0 < Ux < . . . < £/„ < 1. Набор 
{Ei} называется нерезонансным, если не существует целочис
ленного вектора г = (/"!,..., г,,) такого, что 

(г, U({E.})> =r 0 , (3.39) 
где г0 —целое. Для резонансных наборов через /?({£,}) будет 
обозначаться группа, образованная теми rQR({Et}), для которых 
имеет место (3.39) при некотором целом г0 

Лемма 3.2. Функционал W равен 

W({Eit Z}) = 2 ^ fexp(2ni<r, Z>+rtirob (3.40) 
геЛ1вд) 

где 
0 " , . - j j . . . ^ ( г , . , . . . , zq]e-*4<m.r>dzi... dzq 

— коэффициенты Фурье функции 
F (Z) = Ф: (-о (Z)) + Ф2 (С2 (Z)), 

c2=,0(Z—t/)G(Z+t/)g_2/O| ц ^ и ^ ^ (3.41) 

t>rZ) = - I n B(Z+U) 
V^> dtLnQ(Z+U+Vt) ( = 0 

/ 1 . (3-.42) 

Из (2.27, 2.28) следует, что 

Предел 

Ф1 Ы + -А. (с»3) = Р (nU - j + Z 

^^(nU-V + z) 
-V-»----y л=0 

легко находится, если воспользоваться разложением Фурье для 
F (2). 

С л е д с т в и е 1. Для нерезонансных наборов {Et} W не 
зависит от Z и равен 
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W0 ({Ei}) = jj • •. J -F (2)rf2i • • • d^(/ (3.43) 
Следствие 2. Если не все частоты Uk рациональны, то,. 

соответствующий уровень функционала W вырожден. 
Доказательство . В предположении следствия все ре

зонансные соотношения зависимы. Значит, найдется вектор Z. 
такой, что <r, Z») = 0. Из (3.40) тогда следует, что W({E,}, Z+ 
+ tZt) не зависит от t. 

Формула (3.43) определяет «непрерывную» часть функцио
нала W, который для общих Ф, и Ф2 разрывен во всех резо
нансных наборах. Если |г| — минимальный порядок резонанса,. 
1Г| = |/-!| Ч- . . . -| - |г-7|, reR({Ei}), то величина скачка 

\W({E,}, Z)-WQ({Ei})\ 
имеет порядок Эг

т и убывает с ростом |г| для аиалитичных' Ф,; 
как ехр ( — а |г|), а — некоторая константа. 

Обозначим через №... ({E.}) ==min W({Et}, Z). По следствию 1 
она почти всюду равна W0. Из (3.40) следует, что 

\...\W({E,}, Z)dzl...dzQ = W0({Ei}). 
Значит 

^J{£,}) <«/-({£,}). 

Рассмотрим произвольную вариацию (E./,..., £,•', е*) одно-
зонного состояния Ei , . . . , E.|. 

Лемма 3.3. Вариация W равна 

\6W\ < \W:l: ({E/}) - W,({Et})\ + 2 / (еу)6^. (3.44) 
/.=1 

/(ey)<Cexp( —/у*,), C —const, (3.45) 
где /-—минимальное из целых (положительных) чисел таких, 
что 

i§dp-rjU + r/, U = iz§dp (3.46) 
ir, я, 

для некоторого целого г / . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Q — нормированный дифферен

циал на поверхности Г функции УН(Е) 
clE E- Е.~ 

- . , • . . . .У .. , .ц, Ь , 

Нормированные абелевы дифференциалы Q, и й2 на поверх
ности Т' с.точками ветвления (£,,. ,. , ЕА, е~, <?+) с точностью 
до членов порядка (бе)2-= (е —е~)~ равны: 
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Qj-Q, -0, = —.---М---- dE. (3.47) 
Константы а. определяются тем, что вычет й2 в точке E — g 
равен 1 (равен интегралу по стянувшемуся циклу а2), а я. 
| Q —0. Матрица ^-периодов кривой Г' равна: 
я* 

.SJ! = .611 + О «бе)-), (3.48) 
с 

5;0 = 2 С Й, (3.49) 

ехр (го522)= Л (в) бе + О ((бе)2). (3.50) 
Разлагая соответствующую 0-функцшо, получим 

О (21, 22) = Q (21) + е"'в» 2 [exP (2™ (m0i + 22) + 

+ ш (2512m+Enm2)) + exp (2JU (ягг, —г2) + лг (Вит2 — 2E12/n))]j+ 
-|- О ((бе)2) - е (21) + Л (е). be [0 (г1 + 512) е^*> + 

+ 6 (21 - Д12) е-*"--] + О ((бе)-). (3.51) 
Следовательно, 

0^(21, 2.,) = F(21) + 6e(E+(21)e2ll^ + E_(21)e-2,,;^)- (3-52) 
Здесь F±(zt) — периодические функции 21, аналитически за
висящие от В и [е]. Подставляя (3.52) в (3.40), получим, что 

" |6^|<nV-!l({E1'})—^il:({Ei})J + 
i V - 1 / °о \ 

+ S 6е< Ui I^HlH-IF^wl + 0((6e)2), (3.53) 
где г (е) —целое число такое, что 

г {с) 

ф dp --s 2w (e) U (m od 1) , 
я, 

a Em—-коэффициенты Фурье функций -^±(2,). Лемма доказана. 
Объединяя полученные результаты, мы приходим к следую

щему основному утверждению: 
Теорема 3.5. Пусть Ф1 и Ф2 аналитичны в некоторой 

окрестности вещественной оси, на которой они положительны, 
т а 

и пусть (> удовлетворяет условию р >—-- при /г>/г0, где 
no и а—-некоторые константы. Тогда существует gP>0 такое, 
что при g<gP энергия основного состояния а^^.(р) = ттЖ 
удовлетворяет неравенству 
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!^(!')-^((--'})|<f, 
где Яг*—-основное состояние для иевозмущенного функционала 
<Э̂ о. которое дается (3.23 — 3.26), Л > 0 равно minA(e) в (3.18). 

Кроме того, 
1. Спектр оператора L, отвечающего основному состоянию 

системы, имеет щели в точках es, определяемых из условия 

—- J d/7.= s | t (mod l ) . 

2. Ширина щели имеет порядок 
, s | .. яСс.кр ( — sa,) , ,-. , ,,, 
| бе, | «. i LA 4 _|. о (gJ). 

3. Основное состояние дается формулами (2.27) и (2.28), в 
которых все частоты имеют вид: 

UA = /-*.> + / У , 
•fn> г / —целые. 

4. Если ft иррационально, то основное состояние вырождено. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через VkcM окрестность 

{Е*}, состоящую из таких наборов ( E / . pj), что 
•V—1 '1 

2(»y) + 2 l - - / | = e<:A, (3.54) 
а через V\ дополнение к этой окрестности. 

В силу того, что Убй
 и е имеет экстремалей, кроме {E.*}, и 

Ф1 и Ф-2 положительны, для достаточно малых h имеем 
m_in Ж.^ > mjn ЗЮ0 > Звй ((>) + ~ /г2. 

vh vh 

Если gW% ({Ei}) < •-- /г2, то минимум <Ж 

^ ( ( » ) < ^ o ( P ) + g^({E/}) 
достигается в окрестности Vh. 

Пусть р такое, как в условии теоремы, тогда W дифферен
цируемо в {Е*} относительно всех вариаций, в том числе и 
относительно вариаций, изменяющих период 

±§dp-U. 

Действительно, если | U — p | < e , U—~, то n > у ~&-
Следовательно, 
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| r , ( { E / } ) - W 0 ( { E i } ) l < G i e X p ( — / ^ a 1 

и W{{E,}) имеет производную по U, равную производной IV,,. 
Пусть g удовлетворяет условию 

g - • t<min(Ai±A2) , 
V - ' J 

где /г, определены в (3.38'). Тогда из (3.38') вытекает, что 
min Sffi достигается при U = p. 

Пусть (E/ , <з:у) —основное состояние системы. Так как оно 
принадлежит Vh, то можно воспользоваться результатами 
лемм 3.1 и 3.3. Имеем 

5»„ + g ^ > 5 » 0 ( p ) + ^ e - + g^({£1 '}) .— gCe> 

>-»oO>)+g^({^*})-ir. 
где е определено в (3.54). Из «диагональности» Ь2Ж0 можно 
получить более точную оценку на ширину каждой новой щели 

i 2 Л ( е . ) ^ 6 2Л "•• s 2Л 
Тем самым все пункты теоремы, кроме последнего, доказа

ны. Вырожденность основного состояния при иррациональных р 
дается следствием 2 леммы 3.2. 

Отметим, что зонная структура разностного оператора Шрё-
дингера, отвечающего основному состоянию модели Найерлса 
(которое, по доказанному, является квазипериодическим с дву
мя периодами p и 1), полностью аналогична структура спектра 
оператора Штурма-Лиувилля с почти периодическим потен
циалом, кото пая была получена в работе [56] (о приложении 
результатов 56] в континуальных приближениях в. задаче 
Пайерлса см. [51]). 
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