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Введение 
Уравнение КП впервые рассматривалось в [5] как естественный с фи­

зической точки зрения двумерный аналог известного уравнения КдФ при 
изучении устойчивости солитонов и других решений уравнения КдФ 
относительно возмущений, поперечных к распространению волны. Сте­
пень универсальности физического вывода уравнения КП для волн 
в средах с дисперсией такая же, как и уравнения КдФ. 

Уравнение КП допускает коммутационное представление типа Лак-
са (см. [3], [4]) 

д , д дЬ г . -Г-. Г д 

ще L = J-, + и {х, у, t), A = —^ + ^U + W (х, у, t), и имеет вид после ис­
ключения W {х, у, t) 

Это — частный случай уравнений Захарова — Шабата вида (1). Полной 
теории этого уравнения не существует. Известен целый ряд серий его 
конечномерных классов точных решений, обладающих замечательными 
математическими свойствами (см. [1], [4], [6] — [8]). Однако еще при обсуж­
дении работы [4] С. П. Новиковыми В. Е. Захаровым было высказано 
предположение, что уравнение КП обладает «алгебро-геометрическими» 
точными решениями, обобщающими известные конечнозонные или многосо-
литонные решения уравнения КдФ (см. [2]) и при этом зависящими от не­
которого числа произвольных функций одной переменной. Это предпо­
ложение возникло в связи с тем, что в [4] было найдено частное — в неко­
тором смысле «солитоноподобное» — решение, содержащее функциональный 
параметр. Нахождению решений, зависящих от произвольных функций, 
посвящена данная работа. Мы существенно используем здесь технику, 
развитую И. М. Кричевером в его работе [9] о коммутирующих обыкно­
венных дифференциальных операторах не взаимно простого порядка. 

§ 1. Матричный аналог многопараметрической функ1,ии 
Бейкера — Ахиезера. Стабильные расслоения 

над ри?дановыми поверхностями 
Напомним, что скалярная функция Бейкера — Ахиезера г]) (х, Р\ х )̂ 

определялась на римановой поверхности Г рода g, Р ^ Г, с отмечен­
ной точкой PQ = оо ж локальным параметром z == к~^ около PQ требо­
ваниями: 
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a) г|} мероморфна на Г \ PQ, имеет g полюсов у^,. . ., у̂ » ^^ завися­
щих от х; 

b) ij) имеет асимптотику i|) = ехр [ ^ Л:̂  [щ — -̂ го) J \1 + ^ ŝ (^) ^''7 °Р^ 

/с -> оо или Р -> Ро (см. [6], [10]). 
Определим матричный (некоммутативный) аналог этой функции. 

Рассмотрим первоначально матричную Z X Z функцию Ч̂ о (̂ » ^' ^о)? где 
X •= (xi, . . . , â s), обладающую следующими свойствами: 

1) ¥о (хо, Л; Хо) - 1; 
2) матричные функции Ai = - ^ То = ^i (х, к) не зависят от XQ И ЯВ-

ляются полиномами по к, они удовлетворяют соотношениям 
дА, дЛ. 

^-±==[А,,А^]. (3) с'̂ г. дх-

Следующее утверждение очевидно: если заданы величины ^^ (х, к), 
удовлетворяющие уравнениям (3), то однозначно определена матричная 
функция WQ (Х, к; XQ) такая, что YQ ^ 1 при х == XQ и At = %х.^о^. 
Пусть всюду далее х^ =:= (О, . . ., 0) и YQ (х, к; 0) = WQ (Х, к). Пусть те­
перь задана произвольная (неособая) риманова поверхность Г рода g 
с отмеченной точкой PQ? обозначаемой часто через оо = PQ, Локальный 
параметр на Г около PQ обозначим через z = к~^. Зададим на Г неупоря­
доченный набор {у) различных точек (YI, . . ., 7̂ )̂ ^ набор (а) комплексных 
(Z — 1)-векторов а ,̂ . . ., а̂ ,̂ где а̂  = ( а ^ ь . . ., osi, z-i). 

З а м е ч а н и е . Известна связь такого набора параметров с теорией 
голоморфных расслоений. Полный набор (у, а) мы назовем «параметрами 
А. Н. Тюрина», так как, согласно [И], они определяют стабильное (в смы­
сле Мамфорда) Z-мерное векторное голоморфное расслоение степени Ig 
над Г вместе с «оснащением», т. е. с набором голоморфных сечений T]I, . . . 
. . ., Г] ь который определен с точностью до умножения на постоянную мат­
рицу А (ir]i, . . м i1z) -^ {Цъ • • -.Цг) А. Точки 7i, . . ., yig — это точки 
линейной зависимости сечений т]/, в каждой точке у г мы имеем 

1-1 
^i{yi)= ^^i,j^j{yi)' (^) 

3=1 

При I ^ 1 эти параметры сведутся к набору (YI, . . ., 7 )̂ ^ *5'̂ Г :^ / (Г). 
Поставим теперь следующую задачу: найти вектор-функцию (размер­

ности I) я|) (х, Р) на римановой поверхности Г, мероморфную на ней вне 
точки PQ =z оо, со следующими свойствами: 

1. Полюсы я]; имеют порядок 1, не зависят от х и лежат в точках 7i» • • • 
• • •? 7/̂ » требуется, чтобы вычеты ф̂ , j (х) функций '^j, \f ^ (г])., . . ., г|)̂ ), 
в точках 7i были связаны соотношением 

ф£, 7 (Х) = «г, 7 фг, I (х ) , (5) 

где а̂ -, у — константы, не зависящие от х. 
2. В окрестности точки Р^^ оо вектор-функция i^x , Р) должна пред­

ставляться в виде 

1|) (х, Р) = ( | I, {х) г») То (х, к\ (6) 

где|о = (1,0, . . . ,0), А =к{Р), 
Следуя схеме работы [9], основанной на технике Коппельмана [13] 

(см. также [14]), мы получаем следующее утверждение: 1) вектор-функция 
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if С требуемыми свойствами, которую в дальнейшем мы будем называть 
вектор-функцией Бейкера — Ахиезера, всегда существует и единственным 
образом определяется матрицей ¥о (х, к) и параметрами Тюрина (7, а); 
2) нахождение г|р сводится к сингулярному интегральному уравнению ти­
па Мусхелишвили [15] на окружности 6*̂  (малой окружности на Г — гра­
нице малой окрестности Р^ с ядром типа Коши, которое можно эффектив­
но вычислить, зная риманову поверхность Г и точку PQ. В гиперэллипти­
ческом случае формулы оказываются наиболее простыми. Интегральное 
уравнение решается отдельно при каждом х; требование 1) на полюсы и 
вычеты of однозначно выделяет решение и тем самым определяет зависи­
мость г|) от X. 

З а м е ч а н и е . Можно построить целую матрицу Ч'* (х, Р), где tj) 
это первая строка ^^ = -ф. Другими строками являются векторы, получае­
мые аналогично if после замены вектора |Q = (1, О, . . ., 0 )= ^i на вектор 
е̂  zzrr (О, . . ., 1, . . ., 0) для 4i в формуле (6). При Р -> Р^ имеем 

оо 

* - = 1 + S l s ( x ) H % ( x , A : ) . 

Кроме параметров Тюрина {у, а), произвол нашей конструкции сводится 
к выбору матрицы ^о или, что то же самое, к набору матриц At (х, к), 
полиномиальных по Л и удовлетворяющих уравнениям совместности 
(3). Рассмотрим интересный для нас случай, когда имеется три пара­
метра х^ =^ X, х^ = г/, х^ = t. Для нас будут важны следующие при­
меры. 

П р и м е р 1. Пусть I = 2 и матрицы Ai (х, к) ищутся в виде 
/ О 1\ . /О 0\ 

^̂  = и + ^ oj = ^ + U oj' ^-^(^'2/,0. 
/к 0\ ^ ^ 

'^[о J + V==^' + T, (7) 

/О к\ 

где U, 7, р, q зависят априори от х, у, t, Pi Я.-, у — матрицы 2 X 2. Из 
уравнений совместности (3) вытекают следующие соотношения: 

Tl2 = Т21 = Р12 = О, ТП = Т22, РИ = Р22, 

и =и{Х, t), J^ii :::.. ^ Ц (О» ^21 = P^l (^, t), ^12 = ^12 (^, t), 

Qll,y = ^22, у = T i l , ^ 7 l l = 7 l l (У^ ^)» Р2'ЬХ = 422 — Чи = fe,oci 

(^11 + ^22) = О, — ^11 ,^ = д21 — ^^^12, (8) 

Щ — 42UX = и ( д ц — ^22), Р21 = Яп + ^ . 

Из этих соотношений легко выводятся следующие: 

'д^^11=—~д^ ^12' 1̂1 = ^ (^. t) + b {у, t) + С (О, 

q22 = — ci {х, t) + b (г/, t), 2̂ 12, х = — и^^. 

Накладывая дополнительные соотношения на WQ, МЫ можем удалить 
«несущественные» функциональные параметры: можно считать, что у ^ О, 
Рп ^ 0. 



44 И. М. Кричевер, С. П. Новиков 

Во всех случаях из уравнений (8) мы получим 

— ^12 = - у - + ф (О» ^t = ^21. X + Щ12, X -= 

= {Щ12 — gii, х)х + Щ12, X = — — {^ххх + бггм̂  + Ф (О ^х)' (9) 

В частном случае ф (î ) ^ О мы имеем важный вывод: если у = рц = О, 
то матрица ^о (х, к) определяется одной функцией и {х, t), удовлетворяю­
щей уравнению КдФ (Кортевега — де Фриза) 

Щ== —— {бии^ + и^^;^). (10) 

функция UQ (Х) — и {х, 0) определяет и {х, t). Именно этот частный слу­
чай нам потребуется для построения решений уравнения КП, поэтому 
в дальнейшем будет предполагаться, что ф {t) ^ 0. 

П р и м е р 2. Пусть Z = 3 и матрицы Ai (х, к) ищутся в виде 
/ О 1 0\ /о о 0\ 

А^ = \ о o i U ^ x + o o o , 
\k-\-u V О/ \ii V О/ 

/О О 1\ //с О 0\ 
^2 = U О О + 5 - Х2 + 5, А^=\0 к o\ = yi\ 

\0 к о) \0 О к) 
где d (х) — матрица 3 X 3, и (х) и i; (х) — функции, х = {х, у, t). Из со­
отношений (3) мы получаем набор уравнений 

di2 = dis = ^23 = о , dii^x =и — C^2i, di2,x =V — d22 + ^11 = 0 , 

— ^21, X = <̂ 31> ^22, X— ^21 — ^32» ^23, x = ^ 3 3 — ^ 2 2 = 0 , Uy — dsi^x= ( H ) 
= и (<^11 — ^Зз) + Vd2u Vy — 6^32, X = V {d22 — Й33) — dgi .= — d g i , 

— d33,x = и — ds2' 

Из этих уравнений вытекают уравнения 
йз2 = гг + - ^ , 3̂3 — dii -- и, d-31 ^ — Ui+ — и^^^ = — 6̂ 21, х, 

2 2 '̂  
^11, X -= — у î x, с̂21 = ^ + — г;̂ , Тг с/ ;= Sdu + 2v = Ц) (у). 

Таким образом, мы получаем уравнения 
2 2 л 

Uy =, —и^^ — — v^^^ + — vv^, Vy = 2M ,̂ + г;̂ ^ = — (2м + i;^). (12) 

Введем функцию w {х, у), где Wx = и, Wy = 2и + v^. Из уравнений (12) 
получим 

pi 

3î W = - ^ (— "̂ :х:хх + 2i/;|). (13) 

Для и =:z Wx получаем уравнение Буссинеска: 

Зг̂ уу = - ^ (— î xxx + ^i^Vx)- (14) 
Уравнение (14) вполне интегрируемо методом обратной задачи рассеяния 
и обладает большим запасом точных решений. Это уравнение имеет поря­
док два (по у), где у играет роль времени. Мы имеем две произвольные 
функции W {х, 0), Wy {х, 0), полностью определяющие матрицу WQ, если 
Ф ̂  Тг J ^ 0. 

file:///k-/-u
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Итак, в данном случае класс матриц Ч^п определяется решениями уравне­
ния (13). 

П р и м е р 3. Пусть I >> 3. Интересный для нас класс матриц 
Ai (х, к), где X = {х, у, t), мы будем искать в виде 

. 0 . . . О х . 0 1 О . . . О О 
/ • ' \ / 0 0 1 . . . 0 0 

Аг=^к+\ 6 О . 1 i , _ : : j ^ (15) 
\ / l o o 0 1 
у/о» ^'ъ • • • ? ^7 с> О / \ 

-^2 -- Й̂  + Ъ ^ 3 -= Й̂  + Р, 

где ^̂% р — матрицы {1x1), функции. UQ, . . ., Ui^2 зависят от х, г/, t. 
Заметим, что матрица й обладает свойством й̂  = fe-l. Для Z ^ 3 среди 
матриц х^ и к^ нет скалярной матрицы (случаи Z = 2, 3 в этом смысле были 
особыми). Для построения матрицы WQ необходимо найти классы решений 
уравнений совместности (3). Мы рассмотрим это более детально в следую-
ш,ей работе. Здесь мы отметим лишь, что «тривиальный» случай Ua = р = 
= у = О приведет нас к нетривиальным решениям уравнения КП, зави­
сящим от конечного числа параметров: римановой поверхности Г, точки 
Ро ^ Г и параметров Тюрина {у, а) , определяющих голоморфное расслое­
ние над Г. 

З а м е ч а н и е . При 1=1 имеем ii = к и функциональные пара­
метры несущественны. В этом случае мы получаем классическую скаляр­
ную функцию Бейкера — Ахиезера; соответствующие решения уравне­
ния Кадомцева — Петвиашвили см. в [6], [7]. 

§ 2. Решения уравнений^КП 

Нас будут интересовать особо те случаи, когда вектор-функция Бей­
кера — Ахиезера i|) (х, Р) аннулируется линейными операторами в част­
ных производных с коэффициентами, не зависящими от точки римановой 
поверхности Г. Оказывается, это свойство зависит лишь от выбора матри­
цы WQ (Х, А) И не зависит от Г, PQ И параметров (7, а ) . По-видимому, наша 
конструкция при выборе различных классов матриц ^ i = - ^ Г ^ ^ о Дает 

возможность найти широкий класс таких матриц WQ, приводящий, вооб­
ще говоря, к матричным линейным дифференциальным операторам Гд, 

q =1,, . ., S, таким, что Т,^ = О (или Т,У^ = X, {РЩ, ^̂ ^ = J ^ ^?а ̂  » 
к, а ^>^ 

v% (х) — матрицы 1x1, где Xq (Р) — алгебраическая функция точки 
Р е Г. 

Задача о нахождении решений уравнения КП требует выделения того 
случая, когда при х := (х, у, t) имеются два скалярных оператора Ti, Т2 
вида, не зависящего от Z и WQ, 

?'i = - ^ - ^ = 4 - ^ rU{x,y,t)^-W\{x,y,t), 

такие, что Ti'\^ = Гг^ = 0. В этом случае из уравнения [Г^, Гг]̂ !? = О 
при всех Р е Г вытекает, что коэффициенты операторов Г^, Гг удовлет­
воряют уравнению КП 
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ИЛИ после исключения W 
А. ^IL л- -L 1^ _L J_ (an - ^ ^ .^^W = о 
4 ду^ ^ дх \ dt '^ 4: [ дх "^ дх^ jj 

Имеет место следующая 
Т е о р е м а 1. Пусть х = {х, г/, t) и набор матриц At (х, к), полино­

миальных по к и удовлетворяющих уравнениям (3), выбран в виде, указан­
ном в примерах 1,2,3 из § 1. Тогда вектор-функция Бейкера— Ахиезера 
•ф (х, Р), определенная по «данным обратной задачи»: матрице WQ (х, к), 
алгебраической кривой Г, точке PQ ^ Т и параметрам (^i,. . ., yig, aij) 
(i = 1,. . ., Z ,̂ 7 = 1,. . ., I — 1), удовлетворяет уравнениям 

' '' 4-u4r-Wix,y,t)]^^0, dt dx^ 2 dx 
где и {x, i/, t) — некоторая скалярная функция x, у, t. Следовательно, она 
удовлетворяет уравнению КП 

Ъ дЮ , д I dU , \ f^rr dU , д^и + 1в^^+щ= 0. 4 ду^ ' дх \ dt 

С л е д с т в и е 1.а) При 1=2 каждое стабильное голоморфное рас­
слоение, т. е, набор параметров Тюрина (у, а), над кривой Г с отмечен­
ной точкой Ро = оо вместе с произвольным решением уравнения КдФ 
и {х, t) порождают решение уравнения КП (см. пример 1 из § 1). Ь) При 
Z = 3 каждый набор параметров Тюрина (у, а) над кривой Г с отмечен­
ной точкой PQ = оо и произвольное решение w {х, у) уравнения Буссинеска 
(14) порождают решение уравнения КП (см. пример 2 из § 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Рассмотрим вектор-функ­
цию Бейкера — Ахиезера г|) {х, г/, t, Р) и найдем операторы Т^ и Т2, ан­
нулирующие \f. По определению в окрестности Р^ с локальным парамет­
ром Z = к"^ (Р) вектор-функция if имеет вид 

л|)(х,Р) = ( | 1 | Л х ) И Т о ( х Д ) , 
\s=0 

где |о = (1, О, . . ., 0). Для величин -^ , -^^ , - ^ > "аГ ' "а^ ^^^^^ 
^х ̂ о ' = (1о + Ы'^) Аг + 0 {к-% 
^«Ч'о' = (1о + liA;-i) А, + 0 (А-1), 
^То ' = Но + hk~^ + hk~') As + 0 (Г1), (17) 

%х%' ' = do + Ы-^){Аг,с + АЬ + 2|i=c^-Mx + 0{к~^), 
г^ххх^о' = do + lik~^ + hk-"-) {Al + 2Аг^Аг + A^A^^ + A^^^) + 

+ ?>lvcAlk-^ + 3|i,,A-Mi + 0 {k-^). 
Из формул (17) вместе с видом матриц Ai, г= 1, 2, 3, извлекается прямым 
вычислением, что разности 

\ду дхЧ " ' \dt дхЧ ^'> 
представляются в виде 

ще и = и {х, у, t), W = W {х, у, t) — скалярные функции. 
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Функции 

имеют те же полюсы у^,. . ., yig, что и г|?; вычеты их компонент ф; в полю­
сах связаны соотношением (5) с теми же константами a^-j. Асимптотика 
Фд (q = 1 , 2) при к -^ оо имеет вид (6) для |о = О- Отсюда немедленно сле­
дует, что ф1 ̂  О и ф2 ^ О, по аналогии с [4]. Тем самым теорема доказана. 

Для потенциала U {х, г/, t) имеют место формулы: 

I =2: и {X, y,t)==-(u + 2Ш), l i = {t\ t'^), 
I =3: и (x, у, t) = -2^1 1г = {1\г), gf, i f ) , (18) 
Z > 3: и {X, у, t) = -2tl li = {^\. . ., If) . 

Далеко не все параметры — произвольные функции, входящие в матрицу 
WQ (Х, к), — являются «существенными» в том смысле, что при их изме 
нении потенциал U {х, у, t) изменится. Мы заведомо можем утверждать, 
что те параметры, которые указаны в следствии 1а) и Ь), все являются 
«существенными». 

Мы оставим до следующей работы общий вопрос об аналитическом 
виде наших решений при Z> 1. Здесь мы рассмотрим простейшие случаи, 
в которых кривая Г вырождается в рациональную кривую с особенностя­
ми и все может быть вычислено до конца. 

П р и м е р 1 (рациональная кривая Г с набором «двойных» точек 
и параметром z = к~^ около Р^ = оо). 

Пусть задан набор точек 7i,. • •, JNI И матрица Ч̂ 'о ищется в виде, не 
зависящем от функциональных параметров А^ = WQ^WQ^ = К, А^ = 
= Woy^o^ = й^, As = ^ot^o^ = й .̂ Вектор-функция Бейкера — Ахие-
зера -ф ищется в виде 

N1 
^ - 1о + S а, {х, у, t) {к - у,)-Л То, 

где BQ = (ttqi,. . . ,aq;), lo = ( 1 , о,. . ., 0). Эта функция однозначно опре-
деляется условиями (5) и равенствами в «двойных» точках: 

I , I 

1 

2. "^ {x, г/, t, x,i) ^ If (a:, z/, t, х^з) 

. ' (19) 

BO всех точках ^^ц, Xi2» 2̂1? ^чг-,- • •? ^NI, >̂ /V2 (точки Xj^i/^ X 2̂ «двойные»). 
Набор параметров (у, а) и двойных точек определяет вектор 

ij) {х, г/, t, Р), Для потенциала имеем, используя (18), где к заменено на ~к 
в матрице х, 

N1 
U{x,y,t)=-2^[Yj^n). 

В случае 1=2 мы получаем 

/ cos 9 —7=-sinG\ ,— 
'^o{x,y,t,k)^ е-^у\ Vk , Q=:Yk{x + kt), 

\ — V"ksmQ cose / 
Выбирая вещественные 7, a, x, получим вещественные решения уравне­
ния КП, где и {х, у, t) рационально выражается через коэффициенты мат-
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рицы ^1^ {х, у, t, к) в точках к^ ={Уа-, >«ГЕ}, Т. е. через экспоненты е'^^^, 
cos iVkm (^ + krat)), sin (Ykj^, {x + kmt)) для всех этих точек km-

В простейшем случае N = 1, I = 2 получаем 

^ 0 - « Д о - ] / V, s m е^ - а^ cos 9^ 

. 9^1 ,2 , е, - / ^ (X + 7s0-
Если положить as = —Ys? то будем иметь Xg == —аГ^ = const. 

Пусть ^11 = Xi и Xi2 == Xg. Решим теперь уравнение ij? (х, Кх) = 
= If (Х, Хз). Пусть Эз -= y^Xi (Х + > îOr 04 = У"^2 (^ + >«20» 

j^ , . . { COS 03 - - г г ^ 8 Ш е з \ / COS 04 — - 7 : = ^ S i n e 4 ' \ 

\ — )/";<i sin O3 COS 03 / \ Y%^ s in ©4 cos Э4 / 

Положим X = Xi — X2, 6ij = l/(Xi —7j), i, 7 .= 1, 2. Для потенциала 
U{x,y,t) = — 2 -^(^12 + 2̂2) из уравнения ^ (x, x )̂ = ̂  (x, Xg) получаем 

где 
^ 1 = ^ 1 1 — ^12» ^1 = ^21 — ^227 ^ 2 = (^2 — ^ l ) ^11612 , C2 ==--

= (Я2 — Я1) 621622, 

b i (a:, t ) = d i i (612 - б ц ) + di2 (621Я1 — 611Я1 + 612Я2 - 622Я2) + 

+ ^22 (622 — 621); 
62 (^, 0 = ^11 (Sl2S21?^l — 6226ii>t2) + (^21 — ^1^2^12) X 

Х(б11^22 — Й21622) + ^22 (622^11^1 — 621612Я2). 

Числитель и знаменатель выражения (20) для частного решения урав­
нения КП (под знаком производной) являются линейными комбина­
циями с постоянными коэффициентами функций е~'^У, е^^, cos 83 cos 64, 
sin Эзсоз 04, cos 63 sin 64, sin 63 sin Э4, если X^ = —cc7̂  и oss =- — Vs- Если 
все A,s, 7s <C О и Xs вещественны, то мы имеем вещественные решения 
с асимптотикой U {х, у, t) -^ О, у -^ ±: оо. Возможны тригонометрический 
случай (Xs > 0) и гиперболический (Xg < 0). 

2 

Если 11 dij < 0 , то при фиксированных XQ, t^ особенность в решении 

(20) обязательно имеется, и при этом только в одной точке i/* {х^, t^), 
2 

В тригонометрическом случае (х^ > О, Х2 > 0) мы имеем всегда П ^ц > О-

Наличие особенности при данных х, t зависит от разрешимости уравне­
ния 4а2С2 ̂  bl (х, t) при дополнительном условии Ъ^ (х, t)/c2 < О, где 

2 

ЛгСа == (А,1 — 'к^У И ^ij > 0. Можно показать, что в тригонометрическом 

случае для этих частных решений особенности всегда возникают, нахо­
дясь при этом в области i ̂  | < const, равномерно ограниченной при 
всех X ж t. 

П р и м е р 2 (рациональная кривая Г с более сложными выроячде-
ниями). Пусть задан опять набор точек 7ь • • •, Ут и часть нар точек x ĵ 
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и %12 слились: Кц -> х̂ 2? i = ii, . . ., ip. Функцию i|) мы ищем в виде 

If {х, у, t, к) = ilo+ 2i (^q (̂ » У^ i) (^ — 7q)"M 'f'o (^, 2/, ^ *). 
1 = 1'. 

Sa,,TJ^ = a,J3a,,YJ^)l , 1 < / < Z - 1, 1 < g < Ж 
2->2' . 

Опять мы имеем решение U {x,y,t) :=^ — 2-j-(\ ajA . 

В простейшем случае N = i, I =2, p == 1, x̂ ^ =̂  Xi2 = ^ мы получим 
рациональное по х, г/, ^ решение уравнения КП, если х = О, а^ = — YS> 
fl^si = — «52̂ 5, где Яз = —0:7 ,̂ как и в примере 1. Уравнение 2' приобре­
тет вид 

('С ai 2̂ \ / Э% ^ - i \ 

= (1о ^̂  

у\ У1 

Yi 

где — 7s == ^^^ ŝ = (— >̂ sflsi, ^.2), ?о == (1.0)» 
U{x,y,t)=: —2-^ (ai2 + ^22). 

Это рациональное решение не убывает при х-^оо, у z==yQ, t=tQ ж поэ­
тому не содержится среди известных рациональных решений (см. обзор 
[10], [8]). 

У т в е р ж д е н и е . Рациональные решения получаются при всех 
N ^ 1, если накладывать вместо условия 2' условие 2" в точке х = 0. 

2". ^ ^ 0 , . . . , ^ = 0 . 
dk ' dki 

Г и п о т е з а . 1) Эти решения исчерпывают все рациональные реше­
ния уравнения КП, не убывающие при а;->-оо. 2) При всех четных N 
среди этих решений имеются решения без особенностей. 

§ 3. Многопараметрические вариации оснащенных расслоений. 
Решения уравнения КП рода д = 1^ 1 — 2 

В случае I = i для уравнения КдФ была известна роль динамических 
систем по о: и if на параметры у^,. . ., yg, через которые просто выражался 
конечнозоиный потенциал и {х, t) (см. [2], гл. II, §§3,4). Однако в случае 
Z = 1 использование этих уравнений можно было элиминировать, опи­
раясь на явные формулы для скалярной функции Бейкера — Ахиезера, 
через 6-функцию Римана (см. [2], [10]). В данной работе видно, что при 
Z ^ 1 ситуация резко усложняется: вычисление вектор-функции Бей-
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кера— Ахиезера if) (х, Р) не ДОВОДИТСЯ до конца, а сводится к решению 
системы сингулярных интегральных уравнений на окружности, следуя 
методу [9] (см. §1). Вместе с тем для наших целей нет нужды знать весь век­
тор if (х, Р), достаточно знать лишь один коэффициент разложения вели­
чины if TQ^ В точке PQ, через который выражается функция U {х, г/, t) 
(см. формулы 18)). Надеясь на большую эффективность ответа для 
и {х, у, t), мы обратимся здесь к вычислению х, у, t — динамики парамет­
ров Тюрина (у, а) модулей голоморфных оснаш,енных расслоений, обоб-
ш;ающей на Z > 1 уравнения Дубровина на параметры 7i» • • •? 7^ ^^^ 
I = i в теории КдФ. 

Рассмотрим вектор-функцию Бейкера — Ахиезера if (х, Р), опреде­
ленную по следуюш;им данным: алгебраической кривой Г рода g, набору 
параметров Тюрина (у ,̂ . . ., yig, а ,̂ . . ., Щд), отмеченной точке JPQ = 
= оо ^ Г и «затравочной» матричной функции WQ (х, к) (см. § 1), х = 
= {^1 г/, t ) . 

Обозначим через W матрицу Вронского вектора if. Имеют место сле­
дующие элементарные свойства матрицы Вронского: 

а) ^зс^~^ — рациональная матричная функция точки PQ е Г, имею-
ш;ая вид 

О 1 0 . . . 0 о 
о о 1 . . .0 о 

т.т-1 = 

о о . . . . о 1 
Xl %2 Xl 

-Xi^.P) 

(т. е. скалярные функции %а рациональны); 
Ь) при X z= Хо == О полюсы матрицы ¥зс¥"^ = X (О, Р) совпадают 

с 7i?- • -т Уы-, а отношения вычетов функций yj в точках yt совпадают с 
параметрами aj,^: atj = %ф^ |P=Y.. 

О п р е д е л е н и е . Зависимость от х полюсов матрицы % и отноше­
ний вычетов функций Xj ^ этих полюсах называется ^-динамикой пара­
метров Тюрина (у, а). 

Рассмотрим вектор-функцию Бейкера — Ахиезера, соответствующую 
выбору матриц Ai в виде Л^ = >с\ i == 1, . . ., Z (g + 1) — 1 ^ N. Она 
определяет многопараметрическую вариацию параметров Тюрина. Та­
ким образом, имеет место 

Т е о р е м а 2. Существует коммутативная I {g -\- i) — 1-мерная 
группа преобразований пространства модулей оснащенных 1-мерных век­
торных голоморфных расслоений степени Ig над неособой алгебраической кри­
вой рода g. Ее генераторы задаются мероморфными векторными полями. 

Заметим, что это пространство модулей /^^-мерно. Для I == 1 оно сов­
падало с тором Якоби / (Г), который сам и являлся этой группой. При I [> 
^ 1 все пространство модулей уже не является группой. На этом про­
странстве действует группа GL (Z, С), переставляющая оснащение. Важ­
но отметить, что действие построенной нами группы размерности 
I {g -\- i) — 1 не коммутирует с действием GL (Z, С) и тем самым не опре­
делено на пространстве модулей расслоений без оснащений. 

Заметим, что для одной переменной х эта динамика обсуждалась в 
[9] (§3), и там был найден алгоритм вычисления правых частей уравнений 
Yix = • • •? ^гх == . . . В этой работе мы получим для рода g =. i ж I = 
= 2 своеобразный аналог «тождества следов», связывающий -у, а с ин­
тересующим нас потенциалом U (х, у, t), позволяющий замкнуть уравне-
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ния {х, у, ^)-динамики параметров у, а. Следует отметить, что явного вы­
ражения и {х, у, t) через у̂  (х), а̂  (х) и и {х, t) пока не получено. 

Для матрицы Вронского W (х, Р), вектор-функции Бейкера — Ахие-
зера -ф (х, JP), введенной для построения решений уравнений КП для I = 
= 2 (см. теорему 1 из § 2 и пример 1 из § 1), мы получим 

В, = Т„Y-1 = (J;̂  2) + о (Г^), V, = t l (21) //с 0\ 

г/ 

Вз = Т , Т - 1 = | j ^ ^ | + 0 (Г1) . 
А ; 2 — - ^ + ^3 0)4 

Методом [9] мы из формул (21) извлекаем уравнения для 7i? Y2? ^ъ ^г 
fY,. = ( - l ) 4 a 2 - a i r S 
la.^ = a f - f7 + ( - l )4S(T2-Yi)+e( / 'o-Y2)-£(Po-Ti)) , ^ ^ 

I ^'"" ̂ ' (23) 

[ У и = ( - 1)' («la^ + - ^ ) («2 - ai)-\ 

aj, = Oi ((О4 — ©1) Ч 2 <^з— !? (^0—Yi)+ 

+ ( - l )^ (a f + -^)(C(Yi-Y2) + a i ' o - 7 i ) - S ( n - Y 2 ) ) . (24) 

Здесь по определению —^~- — — !? (2)? где 1? — функция Вейерштрасса 
(см. [12]). 

В работе [9] с одним параметром х можно было считать IJ (а:. О, 0) 
произвольной функцией от х, что заменяло функциональный параметр 
и {х) в матрице А^ = Ч '̂ох̂ о̂ . В нашем случае необходимо вычислить 
именно и как функцию 7» о̂  и коэффициента и {х, t) матрицы Yox^o^ = 
= А^. Для этого мы используем коммутирование потоков (22) — (24) по 
переменным:г, г/, t. Из совместности (22), (23) по переменным х, у получаем 

52Х - В^у = [^1, ^2] =^v^=. (ai - а^)-^ ЩР, - 7i) - ^ ( ^ о - Y2)), (25) 
Uy - - (а? + al)y или U=~ (а' + al) + щ {х, t). (26) 

Используя совместность потоков по парам переменных х, t ж у, t, мы полу­
чим связь UQ {Х, t) М. и {х, t), где и {х, t) удовлетворяет уравнению КдФ 

1 /^ ди , д^и \ 

(см. пример 1 из § 1). Вид уравнения на щ типа КдФ ввиду громоздкости 
формул мы здесь не приводим. 

Остальные параметры, входящие в уравнения (24), приобретут вид 

(04 - соа = -4-— [W (Ро - 7i) - ^2 (̂ 'о - Y2)] + Т ' (27) 

ГУ и^ 1 
0)3 = / а - - 2 - - X ZJ2 • 

+ (а , -а , )2 (2^' (71 - 72) - Г (Ро - 7i) - Г (Ро - 72)], (28) 
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где Zi =Z {Уг- Y2) + П^^о - Ti) - U ^ o - Y2), Z, = ^ {Р, - у,) -
—If (Р о — Тг)- Если функциональный параметр UQ {Х, t) обращается 
в нуль, то уравнения (22) — (24) станут автономной системой на парамет­
ры Тюрина 7i, 72̂  С61, «2- Во всех случаях, подставляя (25) — (28) в урав­
нения (22) — (24), мы получим набор коммутирующих потоков по всем 
переменным для х, у, t, где в правые части явно входит щ {х, t). 

В ы в о д . Каждое решение уравнений (22) — (24), из которых ис­
ключены и, Vi, (01 — (04, (03, в силу формул (25) — (28) порождает решение 
уравнения Кадомцева — Петвиашвили. Тем самым элиминировано ис­
пользование сингулярных интегральных уравнений для g = 1, I =^ 2. 
В принципе эта процедура автоматически обобщается на все Z > 2, ^ > 1, 
хотя формулы становятся громоздкими. 
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