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КОММУТАТИВНЫЕ КОЛЬЦА ОБЫКНОВЕННЫХ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

И. М. К р и ч е в е р 

В современной теории точных решений уравнений Захарова—Шабата, 
среди которых содержится ряд фундаментальных уравнений математи­
ческой физики, большую роль играют коммутативные кольца линейных 
обыкновенных дифференциальных операторов. 

Коэффициенты операторов такого кольца образуют инвариантное 
конечномерное пространство, на котором ограничения исходных урав­
нений могут быть проинтегрированы с помощью методов алгебраической 
геометрии (см. обзор [101). 

В работах [11] — [13] была получена классификация коммутативных 
колец дифференциальных операторов от одной переменной, содержащих 
пару операторов взаимно простых порядков. В последнее время стали 
известны замечательные работы [2] — [4], забытые в течение длительного 
времени, в которых уже была (локально по х) получена упомянутая клас­
сификация. Однако восстановление коэффициентов коммутирующих опе­
раторов было недостаточно эффективным. Например, узловой результат 
современной теории о том, что уравнения коммутативности являются 
вполне интегрируемыми гамильтоновыми системами с набором полино­
миальных интегралов и коэффициенты операторов колец общего положе­
ния являются почти периодическими функциями, был неизвестен. Связь 
коммутативных алгебр со спектральной теорией операторов и с теорией 
Флоке линейных уравнений с периодическими коэффициентами также це­
ликом является достижением современной теории. 

Абстрактно-алгебраическое изложение конструкции автора, предло­
женное Дринфельдом [5], позволило ему получить интересные результа­
ты, к сожалению, неэффективные,— в проблеме классификации комму­
тативных колец дифференциальных операторов не взаимно простого по­
рядка, геометрический смысл которых был указан Мамфордом [14]. 

В обзоре [10] (§ 2, стр. 191—193) была указана идея эффективного 
аналитического построения коммутирующих обыкновенных дифферен­
циальных операторов произвольных порядков. Сама идея остается верной, 
но ее реализация в обзоре [10] (стр. 192) содержит существенные ошибки. 
В настоящей работе они исправляются, и тем самым завершается решение 
задачи классификации коммутативных колец дифференциальных опера­
торов от одной переменной, отвечающих неособым римановым поверх­
ностям («кольца общего положения»). 

В § 1 мы подробнее остановимся на сопоставлении двух подходов к 
описанию коммутативных алгебр'— автора и работ [5], [14]. 

Методы настоящей работы имеют и другие приложения. Напомним, 
что для построения точных решений нелинейных уравнений в частных 
производных требуется не решение задачи классификации коммутативных 
колец обыкновенных дифференциальных операторов порядков, кратных Z, 
а построение матричного (Z X I) аналога многопараметрических функ­
ций Бейкера — Ахиезера (см. [10], § 1). 
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Соответствующие построения были предприняты С. П. Новиковым и 
автором. Они дают широкий класс решений уравнений Захарова — Шаба-
та, зависящих от функциональных параметров, в частности, уравнения 
Кадомцева — Петвиашвили 

[w-^'^-^] = 0' 
где 

L=^, + u{z,y,t), A = ^ + -jU — + w{x,y,t). 

Эта работа С. П. Новикова и автора будет опубликована вскоре в 
журнале «Функциональный анализ и его приложения». 

§ 1. Алгебраические «спе^ктральные данные» 
для коммутативных колец дифференциальных операторов 

Рассмотрим систему уравнений Новикова, т. е. систему уравнений 
на коэффициенты операторов 

dx^ 
г = 0 г = 0 

эквивалентную условию коммутации операторов [L^, L^l = 0. 
Условимся, для определенности, что коэффициенты операторов яв­

ляются скалярными функциями. Кроме того, пусть Vm = Щг ~ "^^ ^n-i — 
= 0. Последние ограничения не являются существенными, поскольку 
их выполнение можно всегда обеспечить с помощью замены переменной 
х и подходящего сопряжения L^ = и {x)L^u~^ [х), Ь^ = и {x)L2U~'^ {х). 

В основе применимости методов алгебраической геометрии для ре­
шения уравнений Новикова лежит следующее утверждение. 

Т е о р е м а 1.1 (Бурхнал и Чаунди [4]). Существует полином от 
двух переменных Q {w, Е) такой, что Q (Lg, L^) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор L^ на пространстве X (Е) 
решений уравнения Z/jZ/ = Еу задает линейный оператор Ь^ (Е). Его 
матричные элементы V^ {Щ в каноническом базисе Cj {х, Е\ х^), 
-^r-Cj(x, Е; Xo)L^ = 6ij, О ̂  i, j ^ п — 1, являются полиномами по Е, 
dx^ |х—хо 
Пусть Q {w, Е) = det {w-i — Ll^ (Е)) — характеристический полином 
L^ (Е). Ядро оператора Q (L^, L^) содержит X (Е) при всех Е, поэтому 
оно бесконечномерно. Следовательно, сам оператор нулевой. 

Чтобы выяснить вопросы, связанные с компактификацией афинной 
кривой, заданной уравнением Q {w, Е), и поведением совместных собствен­
ных функций операторов L^ и L^ на бесконечности, введем для каждого 
оператора росток формальной блоховской функции. 

Л е м м а 1.2. Существует единственное решение уравнения 
Ljil) {х, к) = к^ур (х, к) (1.1) 

в пространстве формальных рядов вида 

s=N 

{N — целое) с условиями «нормировки» ^̂  = О, 5 <^ О, io (^) = 1, Is (̂ о) = 
= 0 , 5 ^ 1 . Обозначим его через '^ {х, к; XQ). Любое другое решение такого 

оо 

вида равно г]) {х, к) = А {k)^p {х, к; Хо),А{к) = ^ А,к~\ 
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Доказательство этого предложения и ряда его важных следствий, 
которые мы опускаем, содержится в работе [13]. 

Оператор Z/g оставляет инвариантным пространство решений урав­
нения (1.1), поэтому в силу сформулированной леммы Ь,^}^ {х^ к; XQ) = 

оо 

= А {Щ {х, к; хо), где А{к) = /Г+ ^ AJi''. 
s=—m-f-1 

Функции/ф {х, kj] XQ), Щ = Е, образуют базис в пространстве X (£"), 
собственный для оператора Ь^ (Е). Пространство X (Е) порождено 
'[р (х, kj; XQ) над полем лорановских рядов по переменной А:""̂ . В этом про­
странстве матричные элементы в соответствующем каноническом базисе те 

П—1 

же, что и в пространстве X (Е). Следовательно, Q {w, Е) ^ Д (i^ — Л (kj)). 
0=0 

Если значения ряда А (к) различны для различных корней степени 
п из Е, то кривая Э1 пеприводима, пополняется в бесконечности одной 
точкой PQ, В окрестности которой локальным параметром является 
£'-1/п (р)^ Кроме того, это означает, что при больших, а значит, и при почти 
всех Е собственные значения оператора L^ (Е) различны. Поскольку этот 
случай подробно излагался в предшествуюш,их работах [10], [13], то сра­
зу перейдем к обш;ему. 

У ряда А (к) совпадают значения в некоторых корнях степени п 
из Е тогда и только тогда, когда найдется ряд Ж (к) такой, что А (к) == 
= Л (к^). Поскольку старший член А (к) равен к^, то I является обш;им 
делителем пит. 

В этом случае 
П—1 П'—1 

Q{w,E)=]l{w-A {ki)) = Il(w-I(kj)f = Q\w, E), 
3=0 j = 0 

где Щ = E, k^ = E^ nl = n. 
Сохраним обозначение 9? для кривой, заданной уже неприводимым 

уравнением 
П'—1 

Q{w,E)== П {w-l(ki)) = 0. 
3=0 

в бесконечности 3J пополняется единственной точкой PQ, В окрестности 

которой локальным параметром является Е"^' (Р). 
Каждой точке Р кривой Ы, т. е. паре Р = (ш, Е), Q (w, Е) = О, 

отвечает Z-мерное подпространство собственных векторов L^ (Е) с соб­
ственным значением w = w (Р). Выберем в этом подпространстве базис 
с условиями нормировки 

Л 
-JJ ^p. {х, Р; Хо) |̂ _̂ ^ = 6ф О < i, 7 < ^ — 1-

Все остальные координаты этих векторов в каноническом базисе X (Е) 
являются мероморфными функциями %} (Р; XQ) на кривой 9J. Их полюсы 
совпадают с PQ и нулями определителя диагонального минора матрицы 
w-i — Z/2 (£"), образованного элементами с индексами I ^ i, j ^ п — 1. 

Вектор-функции Xj (Р; XQ) С координатами %] {Р; XQ) задают в триви­
альном Z-мерном расслоении над Ш алгебраическое подрасслоение т) (XQ) 
размерности I. Оно является, по суш;еству, отправной точкой абстрактно-
алгебраического подхода [5]. Как найти зависимость т| (:Го)? При I = i 



Коммутативные кольца дифференциальных операторов 23 

она определялась дифференциальными уравнениями, и ее свойства игра­
ли важную роль в работах [6], [7], [16], [10], [И] . При Z > 1, как указа­
но в [14], ситуация усложняется. «Возможные» перемещения г], оказыва­
ется, накрываются неинтегрируемым Z-распределением на пространстве 
модулей Z-мерных пучков над Ш с фиксированным флагом в точке PQ, 
Вариация точки XQ определяет касательный к этому распределению путь. 
На этом исследования работ [5], [14] завершаются. 

Метод автора [10] состоит не в описании XQ вариаций пучка, а в на­
хождении самих собственных функций гр; {х, Р; XQ), XQ = const, обобща­
ющих функции Бейкера — Ахиезера (см. [1], [2], [12], [10], [6]). 

Так как базисные функции Ct (х, Е; XQ) ЯВЛЯЮТСЯ целыми функциями 
Е, ТО 

п—1 
г1)у {х, Р; хо) -= S Х- {Р\ ^о) ^г (̂ » Е; Хо) 

2 = 0 '' 

мероморфны вне PQ С дивизором полюсов D, не зависящим от х, (Вообще 
говоря, D зависит от XQ.) 

Рассмотрим матрицу Вронского W (х, Р; XQ) ДЛЯ функций'ф^- {х, Р; XQ), 
Матричная функция ( з ^ ^ ) ^~^пе зависит от выбора базиса ij);, поэтому 
ДЛЯ ТОГО чтобы найти ее поведение в окрестности PQ , можно воспользовать­
ся формальными рядами ip {х, kj\ XQ), к] = к, к~'^ = к~^ (Р) —локальный 
параметр в окрестности PQ. 

Так как 'ф(̂ ) (х, kj\ XQ) однозначно представимо в виде 

я))̂ ^̂  (х, kj\ XQ) = 2 J ( " ^ ^ (^' ^ i ' ^о)j К (^. к). 
5 = 0 

где Xs (̂ ^ к) — ряды по переменной к"-^, XQ = к -\- UQ (х) + О {к~'^), Х^ = 
= Us (х) + О (й-^), 1 < 5 < Z - 2, Яг_1 = О (fc-i) то 

О 1 О . . . О 

а )̂ ̂ " 
о 1 

о 
Ui 

о 1\ 
о 1 

+ 0 (Г1) . (1.2) 

UI-2 о 
функции Ug (х) являются дифференциальными полиномами от ко­

эффициентов исходного оператора Li. 
Вернемся вновь к исследованию дивизора D полюсов % {х, Р ; XQ), 

Для почти всех решений уравнений Новикова, т. е. для почти всех ком­
мутативных колец дифференциальных операторов кривая di является 
неособой. Пусть Р^, . . ., Рп' — прообразы точки Е при проекции 
Е:Ш-^С, Е (Pi) = Е, Для почти всех Е они различны. Построим матрицу 
Вронского F (х, Е; XQ) ПО функциямi|)y (х, Pt; XQ). Функция g (х, Е; XQ) = 
— (det F)^ не зависит от порядка нумерации точек Pi и, следовательно, 
корректно определена как функция переменной Е, 

По условию предпоследний коэффициент оператора L^ u^-i = 0. 
Значит, вронскиан для любого базиса в X (Е) не зависит от х, поэтому 
g (Е; XQ) = g (х, Е; XQ) также не зависит от х. Значения всех производных 
a|jy (х, Р; XQ) В X = XQ ЯВЛЯЮТСЯ рациональными функциями на 91. Следо­
вательно, g (Е; XQ) — рациональная функция переменной Е, Ее нули 
совпадают с точками Е, для которых собственные значения ^2 (Е) слива-
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ются. При этом порядок нуля равен Zv, где v — кратность точки ветвления 
кривой 31. (Кратность точки ветвления — это число листов Ш, сливаю­
щихся в точке, минус 1; для кривых общего положения v = 1.) 

Будем предполагать, что все полюсы '\pj (х, Р; XQ) простые, т. е. 
D — набор несовпадающих точек 7i, . . ., Ум- Обозначим через ф^^ (х) 
вычет функции % (х, Р; XQ) В точке Уг- Тогда полюсы g (Е; XQ) совпадают 
с образами полюсов 7̂  и с бесконечно удаленной точкой. При этом крат­
ность полюса g {Е; XQ) в образе yt равна 2>с̂  — удвоенному числу линейно 
независимых функций ф ,̂ j- (х). Равенство числа нулей и полюсов g {Е; х^) 
дает соотношение 

N 

г=1 

Используя (1.2), найдем кратность N^ полюса g (Е; XQ) в бесконеч­
ности. Она равна I {п' — 1), где п' — число листов fR над С. 

Обычное выражение рода кривой через кратности точек ветвления 31 
N 

дает равенство 2 г̂ = Igi где g — род кривой 31. 
Далее мы будем рассматривать случай «общего положения», отвеча­

ющий так называемым «стабильным расслоениям», при котором все 
Xf = 1, т. е. степень дивизора D равна Ig, а среди функций ф ,̂ j {х) при 
каждом i лишь одна линейно независимая. Значит, для каждой точки 
7г найдутся Z — 1 констант at^j таких, что ф -̂,; {х) = oCf^jCpi^i^i (х), 
О ^ у ̂  Z — 2 (для дополнения к замкнутому множеству можно считать, 
что фг, г-1 (х) Ф 0). Общность положения здесь означает, что указанная 
компонента имеет максимальную размерность l^g. Для произвольных 
наборов %i решение обратной задачи может быть получено абсолютно 
аналогично нашему дальнейшему построению. Покажем, что размерность 
соответствующей компоненты будет меньше. Соответствующие парамет­
ры — это коэффициенты разложения I — х̂  функций по х^, базисных 
среди ф1,у. Размерность равна 

N iV 

S (Z^xOx, + iV = П - 2 Kf + iV <Z2g, 
2=1 i = l 

если хотя бы одно из чисел %( ф I. 
Набор точек 7г ^ приписанными векторными кратностями Uj = 

= (а̂ -̂  j) является характеристикой так называемых «матричных дивизо­
ров», задаваемых пучками общего положения с фиксированным «оснаще­
нием», т. е. набором базисных сечений [17]. 

Л е м м а 1.3. Матричный дивизор DM = (Тм ^ij) и функции UQ (Х), 
Wj (х),, , ., и 1^2 (̂ ) однозначно определяют собственные функции операто­
ров ipj- {х, Р; XQ) для почти всех наборов aij {принадлежащих дополнению к 
замкнутому множеству). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы Римана — Роха вытекает, что 
для любого набора полиномовдд (А:), . . ., qi-.^ {к) существует единственная 
вектор-функция Хо (Р)^ • • •? X/-i (Р) такая, что все координаты ее имеют 
простые полюсы в точках 7ь причем их вычеты Хь/ связаны соотношением 
%ij — atj, t%,i-i-> а в окрестности PQ имеют место сравнения Xj (Р) ^ 
^ qj (/с) (mod О (Л:~̂ )). Действительно, размерность пространства вектор-
функций, ассоциированных с дивизором/) и имеющих заданную сингуляр­
ность в окрестности PQ, равна I {I — 1) ^, что равно числу уравнений на 
вычеты, которые для открытого множества наборов а/,/ можно считать 
независимыми. 



Коммутативные кольца дифференциальных операторов 25 

Таким образом, каждая вектор-строка м а т р и ц ы - ^ ^^ Loc^однознач-

НО определяется своими сингулярными частями в окрестности PQ, где 
W (х, Р; XQ)—матрица Вронского функции гр̂  {х, Р; XQ). Используя равенство 

(1.2), искомые сингулярные части—^ Т | ^ ^ н а х о д и м последовательно, что 

и завершает доказательство леммы. 
Обратным образом из полученных сингулярных частей матриц 

d^ 
T's ^ 1х=х находятся производные, а следовательно, и функции VQ (Х), .,. 
. . . , ^1-2 (^) такие, что будет иметь место следующее утверждение. 

Л е м м а 1.4. В окрестности PQ вектор-функция ij; (х, Р; XQ) = 
~ {% {^1 Р\ ^о)? . • -1 'Ф^-! {^1 Р\ ^о)) представила в виде 

i|) {х, Р\ х^) ^y2i 1в и ^"') ^ 0 (^, А:; х^\ к = к (Р), 

где Т"о {^1 k\ XQ) — решение уравнения 
О 1 . 

~77 ^^ о {х^ к] XQ) •• 

о 

о 

О 1 

О 

iYo{x,k;xo) (1.3) 

^Z-2 О 

С нормировкой WQ (XQ, к; XQ) = i — единичная матрица. 
Значения векторов Is (^) в точке XQ равны 5о (^о) "= (1^ О, . . ., 0), 

L,(^o)-=0, 5 > 1 . 
Кривая di называется спектром коммутативного кольца А, содержа­

щего операторы Z/̂ , Lg. Функции ipj (х, Р; XQ) ЯВЛЯЮТСЯ собственными для 
всех операторов из А, Совокупность 9?, PQ, матричного дивизора DM = 
~ (Ть ^ij) И функций 1̂0 (х), . . ., Vi^2 (^) назовом «алгебраическими спект­
ральными данными», однозначно определяющими кольцо А, Задача вос­
становления А по ним решается в следующем параграфе. 

§ 2 . Восстановление коммутативных колец 
дифференциальных операторов 

по «алгебраическим спектральным данным» 

Рассмотрим пространство X вектор-функций ф {х, Р; XQ), имеющих 
полюсы в произвольном наборе точек 7м 1 ^ ^ ^ ^̂ > неособой комплек­
сной кривой Ш рода g и представимых в окрестности выделенной точки PQ 
в виде 

ф (.X, P;Xo)={^ls (^) к"')) То {Х, к] XQ), 

где к-'^ = к~^ (Р) — локальный параметр. Здесь WQ (Х, к; XQ) — матрица, 
определенная в предшествующем параграфе по функциям VQ (х), . . . 
. . .,Vi.2 ( ^ ) . 

Л е м м а 2.1. Размерность пространства X равна I {I — i) g -{- 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Г — граница малой окрестности PQ. 

Обозначим через 91+ и З?" внешние и внутренние области, на которые раз­
бивает Г кривую 9t. Вектор-функции ф+ (х, Р; XQ) = ф {х, Р; XQ), если 
Р ^ 3i+, и ф- {х, Р; XQ) = ф {х, Р; XQ) T Q " ^ {Х, к (Р); XQ), если Р е 31-, 
являются мероморфными функциями в Э1+ и SR~ соответственно. Следова-
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тельно, ф+ и ф*̂  являются решением классической краевой задачи Римана 
Ф+ {х, t; Хо) = ф- (х, t; XQ) Ч̂ О (^, ^ (0 ; ^о), t е Г, (2.1) 

(Ф,) + D > 0. (2.2) 
Условие (2.2) означает, что полюсы всех координат ф; {х, Р; XQ) ле­

жат в точках Y .̂ 
Верно и обратное утверждение о том, что каждое решение краевой 

задачи (2.1) — (2.2) дает функцию ф (х, Р; XQ) ^ X. 
Изложим алгоритм решения поставленной краевой задачи, следуя ра­

боте [9] (см. также [18]). 
Рассмотрим функцию / (Р) с полюсами в точках 7i и с нулем порядка 

Ig — S ^ точке PQ. Такая функция существует и единственна с точностью 
до пропорциональности. Обозначим через Q+ и Q~ функции 

Q^{x, Р; Хо) =f-'{P) Ф М ^ , Р; ^о), 
Q~ {X, Р; х,)= к-^ (Р) ф- {х, Р; Хо), 

Эти функции являются решением краевой задачи 
Q+ {х, t; Хо) = а - {х, t; Хо) ^о (^, ^ (0; ^о) ^ (О / " ' (О, 

(Qj) > Д. 
Последнее условие означает, что полюсы координат Qj лежат в точках 

^1, ..., qg, являющихся отличными от PQ нулями / (Р), и Qj обращаются в 
нуль в PQ. Дивизор А = q^+ . . , + qg — PQ. 

Обозначим через А (р, q) dp мероморфный аналог ядра Коши на Ш, 
обладающий следующими свойствами. Это абелев дифференциал по пере­
менной р и функция по переменной q с полюсами в точках q^, . . . qg и ну­
лем в Ро-

При р -^ q выполняется соотношение 

г , (2.3) 
(2.4) 

А{р, q)dp]= —^ 1- регулярные члены. (2.5) 

bg ка-Для построения А (р, q) dp введем базис а-^, , . ., ag, Ъ-^, . 
ионических циклов на Э1 с матрицей пересечений ai о bj = б^у, а̂  о а̂  = 
= biobj = 0. Пусть dwqq^ (р) — аболсв дифференциал третьего рода с 
нулевыми а-периодами, j d(d)qq^{p) == О, с двумя простыми полюсами в точ-

ках p = qHp = qoC вычетами в них + 1 и — 1 соответственно. Этот диф­
ференциал является многозначной аналитической функцией q. Зафикси­
руем какую-нибудь ее ветвь на 91, разрезанной вдоль циклов а^. Если 
dwi — базис голоморфных дифференциалов на Ш, нормированных усло­
вием J do:>]^ = 6i]^y то искомый дифференциал-4 (р, q)dp дается^ формулой 

(см. [8]) 
1 ^^QQ. ( Р ) 

d'^m. (^i) 

1 d^qq^ (qg) 

йщ{р) . . 
d^{qx) . . 

rfcoi {Qg) . 

• ddig (p) 1 
, d(i)g{q^) 

. . dcOg{qg)\ 
d(D^(qi) . . . d(Og(qi) 

d^(qg) . . . d(Sig{qg^ 

(2.6) 
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Из соотношения (2.5) вытекают формулы Сохоцкого — Племеля для 
предельных значений интегралов типа Коши: 

^{q) = ^,\^{t)A{t,q)dt, 

Ф+ {t) + ф- (̂ ) ̂  -L ^ ф (т) А (т, t) dx, (2.7) 
г 

Ф + ( ^ ) - ф - ( 0 - ф ( ^ ) . (2.8) 

Пусть Й {х, Р; XQ) является решением краевой задачи (2.3) — (2.4), 
тогда 

Q{x, Р; хо) = 2^5 ф(^. t; Xo)A{t, P)dt, (2.9) 
г 

где ф (х, t; Хо) == Q+ (х, t; XQ) — Q" (х, t; XQ). ИЗ формул (2.7) и (2.8) 
и краевого условия (2.3) вытекает, что ф {х, t; XQ) является решением сис­
темы сингулярных уравнений 

Ф(х, t; Хо) [-^-Y^-] + [gJai^^^^ ^' ^о)А{х, t) d t ] ^ ^ = О, (2.10) 
г 

G = ¥„ (X, t; Хо) /-^ (О к (t). 

Наоборот, каждому решению системы (2.10) по формуле (2.8) соответствует 
решение краевой задачи (2.3) —- (2.4). Покажем, что оно единственно. 
Если QjL («̂5 ^5 ^о) — другое решение с тем же скачком Q^ {х, t;xo) — 
— Q7 (х, t; Хо) = ф (х, t; XQ), ТО вектор Q {х, Р; XQ) — Q^ {х, Р; XQ) 
уже непрерывен на контуре Г, а следовательно, является мероморфной 
функцией на 3i, каждая компонента которой имеет g полюсов и обращ;ается 
в нуль в точке PQ, И З теоремы Римана — Роха следует, что каждая ком­
понента ее обязана быть нулевой, т. е. Q (х, Р; XQ) = Q^ {х, Р; XQ). 

Таким образом, число линейно независимых решений краевой зада­
чи (2.3) — (2.4) равно числу линейно независимых решений системы 
уравнений (2.10). В силу неспециальности исходных дивизоров оно равно 
индексу системы уравнений 

X = [arg det G]^^ 

т. е. прираш;ению аргумента det G при обходе кривой Ш. 
Так как det 4̂ 0 = 1̂  то х = Z [arg, к (t) — arg / (^Ir- Каждый член 

суммы равен разности числа нулей и полюсов к и /"^, т .е . % — I {I — 1)^+ 
+ /. 

Методы решения системы сингулярных уравнений излагаются в [15]. 
С л е д с т в и е . Существует единственная вектор-функция 

г() {х, Р; XQ) е Z , вычеты координат которой ^t, j (х), O^j ^ I — 1, в точ­
ках у1 связаны соотношением ф̂ у̂ = atj фг,г-1, О ^ / ^ ^ — 2, i: 

^P {х, Р; Хо) ^ о ' (^, f^ {РУ, Ч) \Р^Р. = (1, О, . . ., 0). 

Здесь at J — набор комплексных чисел общего положения. 
Обозначим через % (91, Ро) кольцо мероморфных функций на 91, име­

ющих единственный полюс в PQ-
Л е м м а 2.2. Для любой функции Е (Р) ^% {Ш, Ро) существует 

единственный оператор L степени In, где п — порядок полюса Е (Р) в 
Ро, такой, что !/% (х, Р; Хо) = Е (Р) г|)̂  (х, Р; XQ). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Y {х, Р; XQ) — матрица Вронского 
для функций '\pi (х, Р; XQ), В окрестности PQ она представима, как следует 
из определения я|)̂  {х, Р; XQ), в виде 

оо 

Y {X, Р; хо) = ^ I, {х) И То {х, к; Хо). 

Существует единственный оператор L с матричными коэффициентами 
п лаг 

а=о 
такой, что 

(1Ч^)Т-1 _ ^ (р) . I (ĵ Q J Q ^j^.x>^y (2.11) 

Если определить матричные функции %rn,j (^) из равенства 
N0) 

ТО коэффициенты оператора L находятся из системы уравнений s = 
= — п, . . . , 0 

п al N(j) ^ п 

2 J "̂"̂  2 J ^ ^""^ \"^?^ ^'^Ч '̂''' ̂  ^ 2 J ̂ â s+â  
а=о j = om=o а=о 

п 
^ ( ^ ) = 2 Ea/i;"(modO(ri)). 

а=о 
Рассмотрим оператор со скалярными коэффициентами 

a = o j = l 

По построению L функции L^pi — Eypi удовлетворяют всем требованиям, 
которые определяли грь кроме одного. Разложение в окрестности PQ ре­
гулярного вектора [{L — Е (Р)) ij? (х, Р; XQ)] '\ро^ {х, к (Р; XQ) начинается с 
членов порядка О (А:""*). Из единственности ij; (х, Р; XQ) следует, что срав­
нение (2.11) является точным равенством, т. е. Lypi {х, Р; XQ) = 
= Е (Р)Ь (^, Р). 

По доказанной лемме каждый набор функций UQ (Х), . . .,i;;_2 (х) 
и матричный дивизор DM == (Vb ^tyj) с помощью соответствующих им 
функций iĵ j (х, Р; XQ) задает гомоморфизм Я из кольца 31 (3t, PQ) В кольцо 
линейных дифференциальных операторов. 

Суммируя результаты, получим следующую теорему. 
Т е о р е м а 2.3. Для любого коммутативного кольца А дифферен­

циальных операторов найдется кривая di с отмеченной точкой PQ такая, 
что % (^, PQ) изоморфно А, Для почти всех колец А кривая Ж неособа. При 
этом существуют матричный дивизор (yt, o:̂ -,j), i ^ i ^. Ig, О ^ j ^ I —2, 
где g — род кривой 31, и набор функций VQ {х), , . ., г;̂ _2 {х) такие, что об­
раз определенного по ним гомоморфизма К совпадает с А с точностью до 
замены переменной х = f {х') и сопряжения некоторой функцией А ~ 
= и (х) 1тХи~'^ (х). Число I является наибольшим общим делителем поряд­
ков операторов из А, 
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§ 3. Индуцирование деформации векторных пучков 
над алгебраическими кривыми 

Выше уже говорилось о том, что наш подход к классификации комму­
тативных колец дифференциальных операторов, в отличие от метода работ 
[5], [14], не использует вычисления деформаций по XQ векторного пучка 
т] (XQ), заданного координатами совместных собственных функций опера­
торов Ẑ i и L^ в каноническом базисе Ct (х, Е; XQ) пространства решений 
уравнений L^y = Еу (см. § 1). Тем не менее сама динамическая система 
с «управляющими параметрами» UQ (Д:), . . ., и̂ _2 {х) представляет интерес. 

В работах [5], [14] найдено неинтегрируемое слоение (при Z > 1) 
на пространстве модулей стабильных пучков ранга I с фиксированным фла­
гом в точке. Следует отметить, что само построение пучка г] {XQ) фиксирует 
в нем не флаг, а оснащение, т. е. базис сечений. В пространстве «стабиль­
ных» пучков ранга I с фиксированным оснащением существует простая 
параметризация с помощью матричных дивизоров, т. е. в общем положе­
нии — это набор точек 7i с приписанными «векторными кратностями» 
aj , 7 ̂  С, О ^ 7 ̂  Z — 2 (см. [17]). В этой параметризации мы найдехМ 
слоение, накрывающее слоение на пространстве модулей пучков с флага­
ми, построенное в [5], [14]. 

Пусть il̂ s (х, Р\ XQ)^ О ̂  5 ̂  Z — 1, как и раньше, совместные функции 
операторов Ь-^ ж Ь^, отвечающих неособой кривой 9i. Эти функции меро-
морфны вне PQ С постоянными полюсами в точках 7г («̂ о)? 1 <^ ^ < Ig-

Из (1.2) следует, что существует набор рациональных на Ш функций 
5(у (д:, Р) таких, что 

-^р-фДд;, Р\ XQ) = ^Х^(^ , Р) -^"^Л^^ ^; ^о). (3.1) 

В окрестности PQ эти функции имеют вид 
Хо {X, Р)^к (Р) + щ (х) + О (к-^), 

X, {х, Р) = и, {х) + О {к-^}, 1 < S < г - 2, (3.2) 
Х,-1 (X, Р), = О (к-^). 

Вне PQ полюса %j {х, Р) совпадают с нулями yi (х) определителя мат­
рицы Вронского Т {х, Р; XQ). 

Заметим, что из леммы 1.4 и того, что при I > 1 det TQ {Х, к; XQ) = I, 
следует, что det W {х, Р; XQ) — рациональная функция с полюсами в точ­
ках Yi(̂ o) и нулями в точках уфс). Таким образом, дивизоры /)(^о) = 3 7i (̂ о) 

г 

'и D{x) = ^У;^{х) эквивалентны. Дивизор Z) (а:) ] определяет одномер-
i I 

ный пучок-детерминант пучка т] (х). Значит, det г] (х) не зависит от х. 
Обозначим через а^ (:г)отношения вычетов функций Xj {х, Р) в точ­

ках Yi (̂ )> т. е. 
Cij = oci.j Ci^ ^_1, о < у < Z — 2 , 

Xi (̂ ' ̂ ) - J'l'y%) + di. Л^) + 0 {к -^ у. {X)), (3.3) 

где к — Уг (х) — локальный параметр в окрестности yi (х). 
Так как F (х, Р; Xj) = W{x, Р; Xo)W'~^ (^i, Р;хо), то искомая зависимость 

от л̂о пучка т] (XQ) дается зависимостью от х наборов Уг {^)i ^"tj ^), если по­
ложить X = XQ. 
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Из равенства (3.1) вытекает, что Хг-i i^i Р) ^ (^^* 4P*)7det Ч*", поэтому 
соответствующие вычеты Cj j _ i {х) равны с ,̂ ^̂ ^ (д;) = — yi (х). Так как ле­
вая часть равенства (3.1) при Р = yt (х) не имеет особенностей, то atj (х) 
являются решениями системы уравнений 

j = 0 

5 ^ 0 , . . ., Z~- l . 
Знак 3/5а: означает, что при дифференцировании Р = yt {х) считается 

постоянным. 
Продифференцируем эти равенства по х: 

2 j « i , j ( ^ ) ^ - ^ ^ s ( ^ . ^ ; - ^ о ) + - ^ ^ s ( ^ , î r ^ о ) + 

1—2 . . ^ 

+ У'г (̂ ) ( S ^̂ . i (̂ ) -^7^ ^̂  (̂ ' '̂ (̂ )' ̂ '̂о) + ^;рг^ ̂ 3 (̂ , ̂  (̂ '); о̂)) + 

+ Z i « u ( - ) ^ % ( ^ . i ' ; ^ o ) = 0; т: = ^ . (3.5) 
j = 0 

Равенства (3.1), (3.3) дают, что 

- ^ г))з {х, Р; Хо) = ^ <ii, j (^) - ^ ^s (̂ 1 ^ ; ^о) + 
0 = 0 

+ ^ й, i (^) - т ; - ^ ^s (^, А:(Р); Хо). 
;=о 

Подставляя это выражение в (3.5) и используя то, что с ,̂у 
- y'i ^г, J, О < / < Z — 2, И Сг, г-1 == — 7i ^ 7 имеем 

5х̂ -

Следовательно, из того, что решения последней системы пропорцио­
нальны исходным решениям atj (х) системы уравнений (3.4), получаем 

Щ, о (^г, г-1 + Cti, 1-.2) = d i , о + "ТГ ^г , Oi 

(3.6) 

1 < / < ^ - 2. 
Эти уравнения позволяют построить (Z — 1)-мерное распределение на 

открытой части пространства наборов 7м ^zj» т. е. на открытой части 
произведения S^^ SR X С^"^ симметрической степени кривой и линейного 
пространства С^-^, 

Каждый такой набор по теореме Римана — Роха однозначно опреде­
ляет набор рациональных функций ху {Р) с полюсами в точках у^, имеющих 
в окрестности PQ ВИД 

Хо {Р) = к{Р) + щ + 0 (к-^), ь (Р) = Щ + 0 (к-^), 1 < S < Z - 2, 
%1-г{Р} = 0{к-^) 
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И отношение вычетов которых Ci^ в точках ^i равно atj {а^ — обш,его 
положения), 

^i.j ^id-i = ^uh о < 7 < г — 2. 
Здесь UQ, . . . , Ui^2 — произвольные числа, которые параметризуют 
слоение. При их фиксированных значениях определим вектор с координа­
тами у'г = — ^гл-1 И a'i^j, которые дают равенства (3.6). 

Набор функций UQ (х), . . . , Ui^2. (^) определяет касательный путь 
к построенному слоению. Наоборот, каждый такой путь с начальной точкой 
Тм ^ij позволяет восстановить коммутативное кольцо дифференциальных 
операторов. Действительно, по этим данным строятся функции yj {х, Р)^ 
а затем функции iĵ s {х, Р; XQ), являющиеся решениями уравнения (3.1) с 

л 
условиями нормировки —-'фз(.г, Р; Хо)\ _ = 6is. 

^^г \х—Хо 
Эти функции являются совместными собственными функциями иско­

мых операторов. В рамках этого параграфа мы не будем останавливаться 
на построении по iĵ g {х, Р; XQ) самих операторов. 
Московский государственный Поступила в редакцию 

университет 15 февраля 1977 г. 
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