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О БОРДИЗМАХ ГРУПП, СВОБОДНО ДЕЙСТВУЮЩИХ НА СФЕРАХ 

И. М. К р и ч е в е р 

Целью настоящей работы является получение инвариантного доказательства неко­
торых соотношений между элементами бордизмов конечной группы G, возникающих 
при полусвободном действии G на компактном многообразии с изолированными особыми 
точками. Искомые соотношения в случае циклической группы для классических линзовых 
многообразий были получены в работах [1], [3], [4]. Для групп Цессенхауза, используя 
теорему классификации, при помощи ограничения на силовские подгруппы вопрос был 
решен в работе [4]. 

Мы рассматриваем такие унитарные представления группы G, ограничение которых 
на единичную сферу является свободным действием G. Пусть A (G) — аддитивная полу­
группа этих представлений. Действие G на £2п~г, полученное ограничением д-мерного 
представления Д £ Л ( £ ) , также обозначим А. Это действие определяет элемент а(А) 
бордизмов группы G. £ 2 п - 1 /Д — многообразие, полученное из S 2 n _ 1 факторизацией по ука­
занному действию G. Рассмотрим два ?г-мерных представления А и А из A(G). Основным 
результатом является следующая 

Т е о р е м а 1. Для любых n-мерных представлений A, A cz A(G) существует 
элемент 7(А> А) 6 U°(BG) такой, что а(А) = у(А, A) f| a(A). Кроме того, о*п(А) —-
= Y(A, А) *ап(А), где оп(А) — старший класс Черна пучка над BG, полученного при гомо­
морфизме g : A(G) -+ Vect (BG). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В дальнейшем мы будем представлять BG как прямой 
предел вложенных многообразий *S2rife_1/A:A. Пусть #д—отображение A (G) -> Vect (£ 2 п _ 1 /Д^ 
ставящее в соответствие любому представлению пучок, ассоциированный с каноническим 
главным расслоением над £ 2 п - 1 /Д. Из соображений размерности следует, что в пучке 
£д(А) имеется ненулевое сечение, т. е. отображение в ассоциированное с этим пучком 
расслоение на сферы. Легко видеть, что пространством этого расслоения является про­
изведение сфер S2n~x X £ 2 п - 1 , профакторизованное по следующему действию G: на первом 
сомножителе действует А, а на втором —А. Очевидно, что это же пространство является 
расслоением на сферы, ассоциированным с #д (А). Таким образом, имеет место коммута­
тивная диаграмма: 

S™/S -Л- sZn-1xs2n-1/$*u-^sZn-% 

s2n'r/2 S2"-7U 
где si ж pi (£ = 0, 1) — ненулевые сечения и проекции соответствующих пучков. Легко 
проверяется, что главное расслоение над £ 2 п - 1 /Д, индуцированное каноническим главным 
расслоением над £2 п - 1 /Д и отображением p\-s2, является каноническим. Тогда по опре­
делению получаем, что [52 n _ 1/A, i-pi-s2] = а(А), где i — вложение £ 2 п - 1 /А в BG, а для 
любого многообразия М и отображения /: М -*- X [М, /] обозначает соответствующий 
элемент бордизмов пространства X. По двойственности существует единственный элемент 
у4(А, А) е U^S2^-1/!) такой, что 

[S*n-i/Ai Р1.*2] = 7 1(Д, A)n[^ 2 n -VA, id]. 

Рассмотрим элементы [£2™-i/A, s2], [*S2^~VA, /0] из U* (Eg-- (А)), где /0 —нулевое сечение 

пучка g~ (A), a Eg-(А) —пространство этого пучка. Тогда [£2™-1/Д, s2] = pfy1(A, A){) 

П [£2 п _ 1/А, /о], так как при изоморфизме 

Pi*: CMEgx(A))-*tf*(S2n-i/£) 
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мы получаем предыдущее равенство. Пусть D — изоморфизм двойственности D: 
U* (Eg— (А)) ->• £7* (Mg~ (А)) (как обычно, Щ — пространство Тома пучка | ) . Тогда 

t(2V = Ptyi№, Д)-*!1*» где t[u=D[S2n-i/A, s2], а ^>=2?[^2п-1/д, / 0 ] . Повторяя изложен­
ную выше конструкцию для представлений А-{-(га — 1)А, гаА, получим аналогичное 
равенство 4W ) ==P*?m (А, Д)-*{т) в ^7* Mg^~ (А + (га —1) А). Из конструкции кобордизмов, 

предложенной Квилленом в работе [2], легко вытекает, что /*7& (A, A) = Y/(A» A), 
/ — вложение £2n*-1//A в iS^wfe-i/AA. Тем самым определен элемент у (А, *А) £ UO (BG) 
такой, что а (А) = у (A, A) f| а (А). Заметим, что нормальный пучок к S2n~yA при 
вложении 52 есть пучок gA (А). Действительно, из диаграммы (1) видно, что s2—вложение 
в пространство расслоений на сферы. Значит, нормальный пучок в E g - (А) есть сумма 

одномерного тривиального и нормального в пространстве расслоения на сферы; отсюда 
следует, что он изоморфен нормальному пучку к ненулевому сечению в пучке #д (А). 
Аналогично для представлений А-]-(га— 1)А и гаА соответствующий нормальный пучок 
в Eg ~ (A-f(ra — 1) А) есть gA t л~(тА). Существует изоморфизм тД ' ' Д + (т—1)Д ' г^ 

ф т : ^*(Mgm^(A))->C/*(Mgm^(A + ( m - l ) A ) ) , 

порожденный умножением на класс Тома пучка g ~ ((га — 1) А). Тогда Ф т 4 т ) = = 

~р*Ут(А, Д)Фт*1 т ) ' Если взять теперь ограничение этого равенства на базу, то из 
замечания о нормальном пучке легко получить, что /J (ц>т11т)) = °п (ё т'(А))» 

/о ^m4m)) = s*p*on(g^+ ^(A))==Gn(g^ (А)). Перейдя к пределу по га, получим 

доказываемое равенство: 

огд(Д) = у(Д, А)оп(А). 
П р и м е ч а н и е п р и к о р р е к т у р е . В последнее время автором получено 

доказательство соотношений, аналогичных соотношениям теоремы 1, для неподвижных 
подмногообразий. 

Т е о р е м а 2. Для элемента а(Х, £) £ U*(BG), определяемого G-пучком над три­
виальным G-пространством X, выполняется равенство: 

а(Х, £) = /, ( ^ У ) П [̂ *-»/ЛГА, I]. 

где А £ -4(G) является ограничением действия группы G на слой, к = dim^ ^,fliV произволь­
ное такое, что Nk >- /с -j- dim^X. Кроме т,ого Г] = g(A), а 5с образ пучка \ при естествен­
ном гомоморфизме Vect-G (X) -> Vect (X X i?G), / — проекция X X BG ->• BG. 
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