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Bull. Soc. math. France,
95, 1967, p. 243 à 309.

FONCTIONS DE WHITTAKER
ASSOCIÉES AUX GROUPES DE CHEVALLEY

PAR

HERVÉ JACQUET (*).

Introduction.

Soient k un corps de nombres et G un groupe algébrique semi-simple
défini et déployé sur k. Soient A un tore maximal de G décomposé sur k
et P un Â'-sous-groupe parabolique minimal contenant A. Soit N le
radical unipotent de P. On désigne par W le groupe de Weyl de G par
rapport à A et par A l'anneau des adèles du corps k. Le groupe adé-
lifié G (A) est donc un groupe localement compact. On choisit un sous-
groupe compact maximal M de G (A) « adapté )) à A (cf. § 7). En par-
ticulier, on a G(A)=MP(A).

Soit X* l'espace des caractères généralisés du groupe P(A), c'est-
à-dire des homomorphismes continus de P(A) dans CT, qui sont triviaux
sur P(Â-) et N(A). Un ÀeX* est déterminé par sa restriction à A (A),
et en particulier W opère sur X\ De plus, X* est muni d'une structure
complexe naturelle. Soit î) une représentation unitaire de dimension
finie du groupe compact M. On désigne par P(î), ^) le projecteur ortho-
gonal sur le sous-espace des vecteurs v de l'espace de î) tels que

î) (m) v = À-1 (m) u pour m e P (A) n M,

et l'on pose

L(g, À) = î) (m) À-1 (p) P(î), /) pour g = mp.

On définit ainsi une fonction holomorphe de À, et la série d'Eisenstein

£(^)= ^ L(^y,À)
fi^/p^

(*) Thèse Se. math., Paris, 1967.
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converge absolument pour ^ dans un domaine convenable et se pro-
longe en une fonction méromorphe de ;L De plus, elle vérifie une équa-
tion fonctionnelle de la forme

E(g. ̂  + p) ==E(g, wA) + p)A(w, ?.),

où, pour chaque wçW, A(w, À) est un opérateur fonction méromorphe
de ^, et où p désigne le module du groupe P(A).

Soit Ç un caractère de module i du groupe localement compact N(A)
qui soit trivial sur le sous-groupe discret N(A-). Comme le quotient
N(A)IN(k) est compact, l'intégrale

^(g, ^)= 1 E(gn, A)^(n)dn
^N^iNdc)

est absolument convergente et définit une fonction méromorphe de ^
Pour tout weW, on désigne par N^ le groupe (wNw-')nN. Avec cette
notation, le théorème de Bruhat permet d'écrire

E(9^)== 2 2 L^^^
wç.îV N{k)/N^,(k)

et l'on a donc, dans le domaine de convergence de la série d'Eisenstein,

^^^ ( ^(n)dn V L(gn^w,'>)
^ç^^NWiNdO ~

(n)dn ^ L(gn^w,
N{k)/N^(k)

= 2 / L(gnw, r)^(n)dn
^Ç^^^Wf^W

= 2 / ^^(^w, ^) Ç(7ï) dn f :(u) du
.,, e w l/^(A)/^(A) ^ (A)/^ (̂

puisque L(gw, À) est invariante à droite par N^(A). Si Ç est « géné-
rique », i. e. n'est trivial sur aucun des groupes N«,(A) ̂  { e ;, on voit que

/ ^(u)du=o,
* - T V f A "\ / Tir /7,\'^(A)/^^)

sauf pour l'unique élément Wo e W tel que N..,,== { e j . On a w^Nw^= N-,
où N- est le sous-groupe unipotent « opposé » à N. On désigne par ^
le caractère n\->'^(wonw-,1) de JV-(A). On voit que

<î»(^o1, À) = f L(^n-, À) Ç(n-) dn-.
^-(A)
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Cette intégrale converge donc absolument dans le domaine de conver-
gence des séries d'Eisenstein et se prolonge en une fonction méromorphe
de ^ vérifiant la même équation fonctionnelle que les séries d'Eisenstein.

On donnera une démonstration directe de ce résultat ne faisant pas
intervenir la théorie des séries d'Eisenstein. D'autre part, il est naturel
de chercher à remplacer î, par un coefficient d'une représentation uni-
taire irréductible de N-(A) contenue dans ^[^-(A)/^-^)]. Une telle
représentation est induite par un caractère de module i d'un sous-
groupe de la forme V(A), où V désigne un sous-groupe algébrique
de N-, ce caractère étant trivial sur V(k). Il revient donc au même
d'étudier l'intégrale :

<Ï) (^ ,À) :=f L(gu,A)^(u)du
ty V CA')^(A)

pour tout caractère ^ de module i du groupe Y (A). On étudiera effec-
tivement de telles intégrales pour une classe assez étendue de sous-groupes
de N~, les sous-groupes « hémicycles ».

D'autre part, on peut se poser des problèmes tout à fait analogues
dans le cadre local. Si G désigne maintenant un groupe semi-simple
de Chevalley, i. e. déployé, sur un corps localement compact K, on
peut étudier sur le groupe G{K) des intégrales analogues. C'est ce
problème qu'on abordera d'abord. Le paragraphe 1 est consacré au
cas crucial du groupe G=SL(2,K). Au paragraphe 2, on étudie la
convergence des intégrales précédentes, et au paragraphe 5, on en fait
le prolongement analytique. On a renvoyé dans les paragraphes 4, 5, 6
des calculs et des vérifications explicites. Enfin, au dernier paragraphe,
on indique comment il convient de modifier les résultats et démons-
trations du cas local pour les adapter au cas global.

Pour terminer cette introduction, il me reste à remercier R. GODEMENT
pour l'aide, les encouragements et les critiques qu'il n'a cessé de me
prodiguer. Je remercie également G. SCHIFFMANN qui a aidé à éliminer
du texte nombre d'erreurs matérielles ou autres. Enfin, je dois beau-
coup de reconnaissance à R. P. LANGLANDS pour les commentaires qu'il
a faits sur ce travail et qui permettront sans doute d'avancer dans une
voie non encore défrichée.

1. Cas du groupe SL (2, K).

Dans le présent paragraphe, on désigne par K un corps localement
compact commutatif, non discret, de caractéristique quelconque.

Si K est le corps R des nombres réels, on désigne par \x\ la valeur
absolue usuelle d'un élément xçB. et par dx la mesure de Lebesgue du
groupe additif.
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Si K est le corps C des nombres complexes, on désigne par dx la mesure
de Haar du groupe additif qui est deux fois la mesure de Haar usuelle.
Pour x ç. G, on désigne par x === x x le carré de la valeur absolue usuelle.

Si K est un corps non archimédien, on appelle 0 l'anneau des
entiers, p l'idéal maximal de 0, Uy ou simplement v la valuation norma-
lisée, N(p) ou simplement N le nombre d'éléments du corps résiduel
fini 0/p. On désigne par x ==N - ( ' (^) la valeur absolue normalisée et
par dx la mesure de Haar du groupe additif K pour laquelle l'anneau 0
est de mesure i.

Dans tous les cas, on a d(yx) == \ y \ dx, et la mesure d^x==—x-
est une mesure de Haar du groupe multiplicatif K\

Pour tout entier n, soit ^(K") l'espace des fonctions de Schwartz-
Bruhat à valeurs complexes sur K11.

Si K==R, un élément de '^(R^) est donc une fonction indéfiniment
dérivable à décroissance rapide.

Si K= G, on a K^= R2", et les éléments de ^(K^ sont de même
nature que dans le cas précédent.

Si est K un corps non archimédien, eS(K72) est l'espace des fonctions
complexes localement constantes à support compact.

Dans tous les cas, on définit sur eS(K^) une topologie d'espace loca-
lement convexe. Dans la suite, par ensemble borné dans cS(J^), on
entend toujours un ensemble borné pour cette topologie.

Soit T un caractère de module i, non trivial, du groupe additif K.
Le groupe K est mis en dualité de Pontrjagin avec lui-même par
(x, y) \-> r(xy). La transformée de Fourier d'une fonction cpecS(K) est
définie par la formule

^(u)=f^(x)^ux)dx.
J K

L'application Q h-> 0 est un homéomorphisme de l'espace ^(K) sur
lui-même. Dans la suite, on supposera T choisi de façon que la formule
de réciprocité de Fourier s'écrive

f Ç(u) T(— uv) du = cp(y).

On considère le groupe G=SL(2,K) comme groupe algébrique
défini sur K, et l'on note B, N, N~, A les sous-groupes algébriques
de G formés respectivement des matrices triangulaires supérieures,
triangulaires strictes supérieures, triangulaires strictes inférieures, diago-
nales. On voit que A est un tore maximal de G décomposé sur K et B
un sous-groupe de Borel de G contenant A. On définit un caractère
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rationnel A de A ou de B par la formule

, fa x/ a x \A . ) == a.\ o a-1 /

L'unique racine positive correspondant au choix de ce groupe de Borel
est le carré de ce caractère. La symétrie par rapport à cette racine
change A en son inverse.

On choisit de la façon suivante un sous-groupe compact maximal M
de G(K) : si K=R, on prend M=SO(2, R); si K=C, on prend
Af= SU (2, G); si K est un corps non archimédien, on prend
-M=SL(2, 0). Dans tous les cas, on a la décomposition d'Ivasawa :

G(K) = MA (K) N(K) = MB(K).

Soit î) une représentation unitaire de M dans un espace hilbertien ^e(î))
de dimension finie et soit y un caractère de module i du groupe K\
Soit, d'autre part, s ç. G. On définit des caractères des groupes A (K)
et B (K) au moyen des formules suivantes :

(1.1.1) si b=(^ ^J, ^)=^{a)=^\b)\ <^>=|^.

On désignera par P(î), /J le projecteur de l'espace ^C(Î)) de la repré-
sentation sur le sous-espace ^(T), -/) des vecteurs u tels que

(1.1.2) î)(an)u=='/^d)u pour aeA(K)nM, nçN(K)r^M.

Si g = man avec m e M, a ç. A (X), n ç. N (K), on peut poser

(1.1.3) L(g, î), y, s) = î) (m) y (a) < — s, a > P(î), y),

car le second membre ne dépend que de g et non de la façon dont on
décompose g. Si K est un corps non archimédien, le sous-groupe M
est ouvert dans G(K), et la représentation î) triviale sur un sous-
groupe ouvert de M. En particulier, la fonction précédente, comme
fonction de g, est localement constante. Si K = R, on a, en dési-
gnant par A+ la composante neutre de A (R) pour la topologie ordinaire,
G(R) ==MA+N(R). De façon plus précise, l'application (m, a, n) h> man
définit un isomorphisme de variétés analytiques réelles de M x A-^ x N (R)
sur G'(R). La fonction L(g, î), y, s) est donc fonction analytique de g.
Enfin si K = C, on a G(C) ==MA+N(C), où A+ désigne l'ensemble
des points de A(C) sur lesquels les caractères rationnels de A prennent
des valeurs réelles > o. La fonction L(g, î), y, s) est donc fonction
analytique de g pour la structure réelle sous-jacente de G(C). Dans tous
les cas la formule (1.1.3) définit une fonction continue du couple (g, s)
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et holomorphe en s. Si. î) et % sont triviaux, la fonction précédente est
scalaire, et l'on écrira simplement

(1.1.4) L(g,s)=L(g, i, i, s).

On a toujours
(1.1.5) LQ7,Î),^) ^LQ7,^).

(On désigne par cKs la partie réelle d'un nombre complexe s.)

LEMME (1.2). — Soit V un sous-espace de l'image zïC(î), /) du projec-
teur P(T), ^). Si Î)(M)V engendre X(î)), on a y=x(î),y). En par-
ticulier, si î) es^ irréductible, on a dim^C(î), '/)^i.

La deuxième assertion est bien connue et du reste prouvée aux para-
graphes 4, 5, 6, cas par cas. La première s'en déduit. En effet, écri-
vons ^e(î)) comme somme directe de sous-espaces orthogonaux inva-
riants ^i sur chacun desquels î) induit une représentation irréductible.
Il est clair que ^C(Î), ^) est la somme de ses projections ^ i ( ' / ) sur les
divers sous-espaces ^C,. Soit Y/ la projection de V sur X,. Alors X,
est encore engendré par î)(m)y/. En particulier, V^o et comme Vi
est contenu dans ^(%) qui est au plus de dimension i, on a Vi== ^Cc).
D'où notre assertion.

Soit fJ-eK. On se propose d'étudier l'intégrale suivante :

(1.2. i) E(g, î), %, s-, p) = f L(gn-, î), %, s + i) Ç(n-) dn-,
^A-W

où ron pose ^(n~) == T(X[J) et dn~==dx si n - = ( 1 ° ]. On posera
\ ^ /

(1.2.2) E(e, î), %, s; ^)=£(î), %, s; ^L).

Si î) = i et ^ == i, on écrira simplement

(1.2.3) E(g, s) == CL(gn-, s + i) dn-.

LEMME (1.3). — Soient t2ç un compact de G(K) et ^R un compact
de R^L; il existe deux constantes A et B >o telles que

(1.3.i) A L(^,5) ^|L(c^,5) ^B\L(g,s)\

pour CX)€^G, gç.G(K), ôisç^R.

Cela résulte aussitôt de ce que le rapport ] L(wg, s) ] / | L(g, s) ne
dépend que de la classe de g dans l'espace homogène compact
G(K)IA(K)N(K). En particulier, comme \ L ( g , î ) , ^ s ) ^L(g, ^s),
on voit que si E(e, s) converge normalement pour (Xsei^, il en est
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de même de l'intégrale E(g, î), %, s; p.) pour gç^o, dsç^n et p.eK.
Pour étudier la convergence de l'intégrale E(e, s), introduisons les nota-
tions suivantes : soit ei, e.^ la base canonique de K2; pour tout vecteur
v= xe^-{-ye-i, on pose

(1 .3 .2)

(1.3.3)

(1.3.4)

^ 1 = ( r r p+ l yp ) 2

v\= x \ + \ y \

v\=s\ip(\x , y \ )

si K = R ;

si K = C ;

si K est non archimédien.

(On rappelle que si K = G, on a posé x = xx.)

On en tire aussitôt pour uçK2, mçM, aç.A(K), nçN(K) :

(1.3.5)

En particulier :

m(v) ==\v , a(e,) i, a |n(ei)|=i.

LEMME (1.4) :

(i) On a
L(g,s)==\g(e,) -s;

(ii) Si

n"= I

on a

L(n-, s)=(i+ |rr |2) ^ si K=R;

L(n-, 5) = (i + ^ | )-6 si K = G,
L(n~, s)==sup(i, \x\)~s si K est un corps non archimédien.

On en déduit aussitôt la convergence de l'intégrale (1.2.3), puis de
l'intégrale (1.2.i). D'où la proposition suivante :

PROPOSITION (1.5). — ^L'intégrale E(g, î), %, s; p) converge absolu-
ment pour ^s > o. La convergence est normale pour g dans un compact
de G(K), ois dans un compact de R^ et ^.eK. En particulier pour ois >.o,
l'intégrale est une fonction continue du couple (g, s), holomorphe en s.

Le résultat essentiel de ce paragraphe est que, si .̂ 7^ o, l'inté-
grale E(g, î), %, s; [j.) se prolonge en une fonction entière de s se trans-
formant simplement par la substitution s H^—5, ^.^%. Au contraire,
si ^ = o, l'intégrale se prolonge seulement en une fonction méromorphe
de s et il n'y a plus d'équation fonctionnelle simple. Pour établir ce
résultat, nous allons adopter un point de vue quelque peu différent.
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Considérons la forme bilinéaire antisymétrique
(1.5.i) (uei+ ve.z, xei+ ye^) ̂  (xu—yu)

sur l'espace K\ Elle est invariante par G(K). En particulier :

LEMME (1.6). — Pour cpe^(X2), la transformée de Fourier

(1.6.i) ^(xei+ye^== ^(ue,+ve^^(xv—yu)dudu?(/ASJ K S

est dans ^(K2). On a (^==9. -Si gç. G(K) et cp^) == ^(g(u)), on a
^(v)==^(g(v)).

PROPOSITION (1.7). — Soient cpCeS(X2), se G, et % un caractère de
module i de K*. L'intégrale

(1.7.i) L^g, 1, s)= [ ^(tg(e,))^(t) t ^ d ' t
^ K*

converge absolument pour Rs > o. La convergence est normale pour g
dans un compact de G(K), Rs dans un compact de R^, cp dans un borné
de ^(K2). En particulier, l'intégrale est une fonction continue de (g, s),
holomorphe en s.

Les assertions précédentes se ramènent aussitôt à la convergence de
l'intégrale

^ \t ' d ^ t pour B.S > o.

Comme, il est bien connu (cf. par exemple [17]), l'intégrale précé-
dente se prolonge en une fonction méromorphe de s. Il est clair qu'on a
[a priori dans le domaine de convergence de (1.7. i) et par prolongement
analytique pour toutes les valeurs de s] la formule
(1.7.2) L^(gan, '/, s)==/(a)<—s, a>Ly(^, %, s)

pour a<=A(K),nç=N(K).
Bien entendu, les résultats précédents s'étendent aussitôt à des fonc-

tions cp à valeurs dans des espaces vectoriels de dimension finie. En par-
ticulier, si î) désigne une représentation unitaire de dimension finie du
groupe compact M, nous dirons qu'une fonction de Schwartz-Bruhat cp
définie sur K\ à valeurs dans l'espace des opérateurs de ^e(î)), est
de type î) si l'on a
(1.7.3) îp(m(P))== î)(m)o(v) pour me M, vçK2.

Pour une telle fonction, il vient donc
(1.7.4) Lo (man, %, s) == î) (m) ̂  (a) < — s, a > Lç (%, s),
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en désignant par Lç(%, s) la valeur de l'intégrale à l'origine. En particulier,
on a donc
(1.7.5) L^,s)==P(^,^)L^,s)
et
(1.7.6) Lç (g, j, s) == L (g, î), %, s) Lç (y., $).

On peut donc remplacer les fonctions L(g, î), ^, s) par les fonc-
tions L^(g, /, s), et cela d'autant plus qu'on a la proposition suivante
qui est démontrée, cas par cas, dans les paragraphes 4, 5, 6 :

PROPOSITION (1.8). — Supposons P(î), %) == o et la représentation î)
irréductible. Il existe une fonction de Schwartz-Bruhat cp, à valeurs dans
l'espace des opérateurs de ^e(î)), qui est de type T) et telle que

(1.8.i) L^,5)=£(î),^)P(î),;c),

où £(T), ^, 5)~1 est une fonction entière de s, à valeurs complexes.
Dans la suite, on supposera choisie, pour toute classe de représen-

tations irréductibles D et pour tout % tel que P(î), ^)^o, une telle
fonction « privilégiée ».

THÉORÈME (1.9). — Soient ^çK et Ç le caractère de N~(K) qu'il
détermine.

(i) Pour tout cp€^(K2), l'intégrale

(1.9.1) E^g,-)c,s',^)= ( L^(gn-,^s+i)ï:(n-)dn-
^N—iK)

converge absolument pour ôis>o. La convergence est normale pour g
dans un compact de G(K), ois dans un compact de R^, cp dans un borné
de '^(K2). En particulier, l'intégrale (1.9.i) définit, pour ces valeurs
de s, une fonction continue du couple (g, s), holomorphe en s.

(ii) Pour [J.Ç.K\ l'intégrale E^(g, %, s; ^) se prolonge en une fonc-
tion entière de s, continue en (g, s),

(iii) On a, pour ^çK\

(1.9.2) E^,%,s;^)=^) ^£$(^,z,— s; p).

Prouvons d'abord (i); en fait, nous allons montrer que l'intégrale
double
(1.9.3) E^g,^,s;^== ( fcp(^-^)Ç(n-)%(0 t ^ ' d n - d ' t

JN—(K) ^K*

converge normalement pour (Ks dans un compact de R^, g dans un
compact de G(K) et co dans un borné de ^(K2). Pour cela, quitte à
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remplacer la fonction cp par ^(g(u)), on peut se borner à étudier (1.9.3)
pour g = e. Nous écrirons simplement

(1.9.4) E^,s;^=E^e,^s;^.

L'intégrale (1.9.4) se met encore sous la forme

(1.9.5) E^^s;^==tT ^(te,+txe,)^(t)\t\s+lT(xp.)dxd^.
^KXK*

La convergence de cette intégrale est évidemment équivalente à celle
de l'intégrale obtenue en changeant x en xt~\ c'est-à-dire de l'intégrale

(1.9.6) E^^s;p)== (î ^(te,+xe^^(t)\t\ST(x^t-i)dxd't,
^ KxK*

et notre assertion est alors immédiate.
Prouvons maintenant l'assertion (ii). Pour cela, introduisons la trans-

formée de Fourier partielle de c? :

(1.9.7) ^(xe,+ye^)= f ^(xe^+ ve^i:(yv^)dv.
^K

II est clair que c p ^ Ç est un homéomorphisme de ^(K2) sur lui-même,
si ^7^0, comme on le suppose. Avec cette notation, l'intégrale (1.9.6)
s'écrit encore

(1.9.8) £,(x,s;^)= f^+f-1^)^) t ^ d ' t .
' ' K^

Nous allons voir que cette dernière intégrale est normalement conver-
gente pour 9 dans un borné Bc^(K2) et ois dans un compact de R.
Notons que si cp décrit B, la fonction Ç décrit un borné B.

Si K est archimédien, on voit que, pour tout entier N > o, il existe
une constante C telle que

j^(^-)^-i^) ^c(I+\t\N+\t[-N) pour tout cpeB

et notre assertion en résulte aussitôt.
Si K est non archimédien, pour cpeB, le support de ^ reste dans un

compact fixe et le module de ^ reste borné par un nombre fixe. Alors
la fonction t ^> ̂  (têi +1-1 e.^) reste bornée par un nombre fixe et à
support dans un compact fixe de K\ A nouveau, notre assertion s'en
suit immédiatement.

Nous avons donc déjà obtenu le fait que £©(^, s; ^) se prolonge en
une fonction entière de s. Comme toute forme linéaire bornée sur ^(K2)
est continue, l'application (cp, s) ^£ç(%, s', fJ.) est continue. Enfin si
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^s(u)==^(g(u)), l'application g\->^g est [continue, et il en est de même
de l'application

(g, s) [-> E^(g, %, s; p) == £^(x, s; ^).

Prouvons maintenant la dernière assertion. Là encore il suffit de
l'établir pour g == e. Changeons t en t-1 dans l'intégrale (1.9.8). Il vient

(1.9.9) £,(x, s', ^)= f f(te,+t-^e^^t) t - d-t,
J K^

où l'on a désigné par f l'élément de ^(K2) défini par

(1.9.10) f(xei+ y 62) ==^(ye,+ xe,).

Il est clair que f est de la forme !p pour un ^e^(K2) convenable.
On a donc

(1.9.ii) £ç(%, s; ^)=£^,—s; fJ.).

Il suffit maintenant de calculer ^ à partir de la formule

(1.9.12) ^(xei+ ye.) = ̂ (yei+ xe^

qui s'écrit encore (on remplace y par u)

f ^(xei+ue.î)T(uup)du= f 9(uei+ veî)^{xv[J)du.
J K ^ K

La formule de réciprocité de Fourier donne

| ̂  -^(^i+y^)^ ^ T ( — y u p ) d u ^(xei+ ve^^(uu\^)du

ou encore

^(a;ei+y^) ̂  p-1 ^ ?(u^i+ ue^T(xu^—yu^)dudu,

c'est-à-dire
(1.9.13) ^(^- l^ ^).

On en tire immédiatement, pour ois < o,

(1.9.14) L^,;c,—5+i)= ^x(^(^,—5+i),

puis
(1.9.15) ^(^ %, -5) = | ̂ l^^)^^, z, -s),

d'où enfin, en rapprochant de la formule (1.9.n), la relation (1.9.2).
BULL. SOC. MATH. — T. 95, PASC. 3. 17
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Du théorème précédent, on déduit aussitôt le résultat suivant :

COROLLAIRE (1.10). — Soit î) une représentation irréductible de M
et ^ un caractère de module i de K tel que P(î), •/) = o. Soit 9 la fonc-
tion privilégiée relative à î) et %. Soit enfin p.çK\

(i) La fonction E(g, î), %, s; ^) se prolonge en une fonction entière
de s continue en (g, s).

(ii) On pose

( 1 . 1 0 . l) ^(î), %, S) =L$%, —S+l) [S(î), ̂  s+ l)]-^P(î), yj.

Cef opérateur de l'espace ^e(î)) esf une fonction méromorphe de s et holo-
morphe dans le demi-plan ^s<i.

(iii) Pour tout s, on a
(1.10.2) E(g, î), %, 5; P-)=W\lJ•SE(g, î), %, —s; ^)H(Î), %, 5).

En efîet, si cp désigne provisoirement une fonction quelconque de type î),
on a toujours, pour dis > o,

(1.10.3) L,Q7, ^, s)=L(^, î), ^ s)L^ s).

D'où, toujours pour ôis>o,

(1.10.4) £(^, î), %, s; ^)Ly(%, s+ î)==E^g, %, s; ^).

Supposons maintenant que cp soit la fonction « privilégiée ». Comme
L(g, î), %, s)P(î), %)=L(^, 2), %, s), on a aussi

£(^, î), %, s; ^) P(3), )̂ = E(^ D, %, s; p),

et la relation (1.10.4) peut encore s'écrire

(1.10.5) E(g, 2), %, s; ^)=[£(î), ̂ s+i^E^g, ̂  s; ̂

et comme [î(î), %, s+i)]-' est une fonction entière de s, la première
assertion est démontrée.

D'autre part, dans la formule qui définit H(î), %, s), le facteur
^(X» — 5 + i ) est donné par une intégrale qui converge pour
^(—s+i)>o, c'est-à-dire pour ôis<i. D'où la deuxième assertion.

Enfin, appliquant la relation (1.10.4) en remplaçant 9 par 9, % par %
et s par — 5, on voit que l'équation fonctionnelle (1.9.2) peut encore
se mettre sous la forme

(1.10.6) E(g, î), ̂  s; ^).(î), %, s+i)
=%(p.)!^ ^E^g, î),x,—^)Lç(^—s+i),

d'où la relation (1.10.2).
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REMARQUE (1.10.7). — D'après la formule (1.7.5) appliquée à o
et %, on voit que

P(î), %) H(î), %.. 5)P(Î), %) = H(î), x, 5).

Comme E(g, î), ^, 4- s; fJ.) n'est pas nulle comme transformée de
Fourier, on voit d'abord que P(î), ̂ )^ o, et que H(î), %, s) est l'unique
homomorphisme et même isomorphisme de ^C(î), ^) sur ^C(Î), y) satis-
faisant l'équation (1.10.2). D'autre part, si ^ est une fonction de type î)
quelconque, d'après (1.10.4), l'équation fonctionnelle (1.9.2) peut se
mettre sous la forme

E(g, î),%,s; ̂ )L.^,s+i)
=|^|^)£(^ S,^,—s;^)L^,—s+i).

En rapprochant de (1.10.2), il vient donc

(1.10.8) Ls(x,—5+i)==^(î),%,5)L^,s+i).

En raisonnant de la même façon, et en appliquant deux fois la rela-
tion (1.10.2), il vient

(1.10.9) H(î), %, —^(î), /,, s)=P(î), %).

Il est clair que les résultats précédents s'étendent au cas d'une repré-
sentation unitaire T) de M qui n'est plus nécessairement irréductible.
De façon précise, soient î) une telle représentation, % un caractère de
module i de K* tel que P(î), -/) ̂  o. Alors il existe une fonction méro-
morphe H(î), %, s) à valeurs dans l'espace des opérateurs de X (î))
telle que, pour toute fonction, cp de type î), on ait

H % —s + i) ==: H(î), %, s) Lç(%, s + i);

cette fonction est holomorphe pour ôis<ï, et l'intégrale E(g, 1), ^, s; p.)
se prolonge en une fonction entière de s vérifiant

E (g, î), ^, s; p) = ̂ ) .̂ j^E^, D, ^, —5; ^) H(î), %, 5).

Dans la suite, nous aurons besoin de majorations de l'intégrale (1.2. i).

LEMME (1.11). — Soit cp€cS(K2). Dans toute bande ôis\^m, la
fonction E^(g, %, s) est bornée, et Von a

(1.11. i) sup | £o (g, %, s) [ == sup | E^ (g, ̂  s) [.
| (% ,s- I ̂  m ' | ̂ . ,s- | = /n

Si JC est un corps non archimédien, E^(g, ^, 5) ne dépend, comme
fonction de s, que de N(p)\ En particulier, elle admet un groupe de
périodes imaginaires, et notre assertion est donc une conséquence du
principe du maximum.
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Si K est archimédien, nous allons voir que, pour s=a+i i3 , et
ae[—m, m], la fonction E^(g, %, s) tend vers zéro lorsque (3 tend vers
l'infini et cela uniformément en a. Notre assertion sera à nouveau une
conséquence du principe du maximum. On peut supposer g == e. Alors,
en utilisant la notation introduite en (1.9.7), il vient

^ (X> 5) = / î (̂ i + t~1 e.) %(Q 1 1 \^ d^t.
JK*

Soit T le sous-groupe de K formé des u tels que [ u | = = = i . Alors, on a
K*=R^T, et l'on peut supposer ^ trivial sur R^. Posons

(1.11.2) (S)(y^y.)== ^ ^(ï/luei+i/au-1^,)^)^ pour ^eR.
JT

Ceci définit une fonction de ^(R2) et 2?cp(%, s) s'interprète comme la
transformée de Fourier de la fonction

(1.11.3) f^^e^^^e—).

En effet, on a (avec s --== a + 113 si K = R et 2 s = a 4- i p si K = G)

(1.11.4) ^ofc 5)== ff^e^dx.
^R

II suffira donc de prouver que f est une fonction indéfiniment dérivable
à décroissance rapide de x et que cette fonction décrit un borné de eS'(R)
lorsque a décrit l'intervalle (—m, m). Or ^(e', e~'1') est o^^ 1 ^ ) pour
x H^±OO et tout N> o. La fonction fa(^) est donc rapidement décrois-
sante uniformément par rapport à a. On raisonne de même pour la
dérivée de fv.(x) :

<)d) rî(b
/•a (x-) = 6(a+l) - ̂  (e-, e—) + e^-1) •r ̂  (c-, e- -) + a /a (̂ ).

et de proche en proche pour les dérivées successives.

COROLLAIRE (1.12). — Soient î) une représentation de dimension finie
de M et % un caractère de module i de K*. Il existe une fonction continue
positive C(s) possédant la propriété suivante : Pour tout compact i^ de K*,
tout m> o, il existe B>o tel que, pour ^el2, | Ois ^m, on ait

(1.12.i) | E(g, D, ^ s; ^) | ̂ B C(s) E(g, m).

Il suffit de prouver notre assertion pour une représentation irré-
ductible telle que P(î), •/) 7^ o. Soit 9 la fonction « privilégiée » de la
proposition (1.8). En vertu de la relation (1.10.5), le lemme (1.11)
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permet d'écrire qu'on a, pour ôis\^m,

(1.12.2) | E(g, î), %, s; .̂) ^ C(s) sup £ç(^ %, s; ^),
I (îî. s ' 1 == /»

où l'on a posé C(s)== s (2), %, ;? + i) -1.
Il suffira donc de prouver l'existence de B > o telle que

(1.12.3) \E^(g, %, s; ^j.)\^BE(g, m) pour \iKs\=m et ^.e^.

Or, vu la relation (1.10.4) et l'équation fonctionnelle (1.9.2), on a,
pour c^s == m > o,

(1.12.4) £^,%, +s;^)=£(^, î),%,s;^)LyCc,s+i);
( 1 . 1 2 . 5 ) E^(g, % ,—s; ^.)==%(^) îJ-^EÇg, î), 7,5; ^)L$(%, s + i).

Pour ces valeurs de s, l'intégrale E(g, î), ^, 5; ^) converge et l'on a
donc, en tenant compte de (1.1.5),

E(g, î), %, s; .̂) | ̂  jF L(gn-, m) dn-== E(g, m).
^N-(K)

De même,
|E(^, î), ̂  s; |JL) |^£'(^, m) pour cRs=m.

Compte tenu des relations (1.12.4) et (1.12.5), il nous suffira de prouver
que, pour toute fonction de Schwartz-Bruhat ^ et tout m > o, la fonc-
tion L^(y, 5 + i) est bornée sur la droite <-^s=m. Mais si f^o est
une fonction de Schwartz-Bruhat telle que |^|^/, on a, pour <-Rs==m,

L,̂ , 5 + i) ^ f f(^) 1 1 m+[ d^t== Ly(i, m + i).JA:*

D'où notre assertion et le lemme (1.12).

2. Convergence des intégrales pour G de rang quelconque.

Dans ce paragraphe, on désigne encore par K un corps commutatif
localement compact non discret, et par G un groupe algébrique semi-
simple, simplement connexe, défini et déployé sur JC. Il existe donc un
tore maximal A de G déployé sur K. On désigne par X*(A) l'ensemble
des caractères rationnels de A, i. e. l'ensemble des morphismes de groupes
algébriques A->K\ Si K* désigne le dual de Pontrjagin du groupe
localement compact K*, le dual du groupe localement compact A (K)
s'identifie au produit tensoriel

A(KY==K^z^(A)



258 H. JACQUET.

l'élément % @ ) ^ de K*(g)X*(A) définissant l'homomorphisme a h^ %(/(a))
de A(K) dans le groupe T des nombres complexes de module i. De la
même façon, on désigne par F^ et F les espaces vectoriels

(2.1.i) FR=R(g)zX*(A), F=C(g)zX*(A).

Tout élément À e F (ou F^) définit un caractère généralisé a \-> < ^, a )>

c'est-à-dire un homomorphisme de A(K) dans G*. Si /==V^A.;, on a

<À,û>=^|A,(a)]^.
;

On désigne par W le groupe de Weyl de G par rapport à A, par R c X*(A)
l'ensemble des racines de G par rapport à A. A toute aeJ? est donc
associé un sous-groupe radiciel Na défini par la condition suivante :
II existe un K-isomorphisme 3£a de K sur Na tel que

a.X^t).a-i==X^(d)t], açA, tçK.

Pour toute partie close ^ de jR (i. e. telle que les relations a e ̂ , (3 € ^,
a + p e - R entraînent a + p e ^ p ) , on note G,^ le groupe algébrique
engendré par les Na, us e ̂ . On choisit un sous-groupe de Borel B de G
contenant A. Le radical unipotent N de B est donc de la forme N= Gp^.,
où R+ désigne un système de racines positives de R. On notera A l'en-
semble des racines simples correspondantes. Si ^ est une partie de R
contenue dans R+ ou plus généralement dans un conjugué de jR+ par W,
le groupe G^ est unipotent, et on le note alors N,p. La relation NaCN,^
(qui est équivalente à a ç ̂ ) est souvent notée a e N^ par abus de langage.
Le groupe N_^ est souvent noté N,^.

Soit 0 une partie de A; on note [6] l'ensemble des racines combinaisons
des a€ 0. Tout transformé ^ de [6] par W est clos et symétrique (i. e. égal
à son opposé). Il est faux qu'une partie close et symétrique soit toujours
de cette forme. Si ^ est de cette forme, le groupe G^ est semi-simple,
et la composante neutre A-p de A n G^ en est un tore maximal décomposé
sur K, et B,^ = A^N^j^u+} un sous-groupe de Borel. En particulier,
si ^ est de la forme i p = = { a , — a } , on écrira simplement G^, A3', B7-.
Comme G est simplement connexe, le groupe Gy. est isomorphe à SL (2, K).
D'ailleurs, en général, le groupe G^ est simplement connexe.

Un K-sous-groupe parabolique P de G contenant A est un sous-
groupe défini sur K contenant le groupe de Borel B=AN ou l'un de
ses conjugués par W. Un tel sous-groupe est donc engendré par A et
un groupe G.b, où ^ est une partie parabolique de R, c'est-à-dire une
partie vérifiant les conditions équivalentes suivantes :
(2.1.2) ^ est close et J?=^u(—^);
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(2.1.3) II existe une partie 6 de A telle que ^ soit conjuguée de .R+u[6]
par un élément de W;

(2.1.4) II existe un demi-espace fermé L de Fn tel que ip == -R n L.
(L'équivalence des deux premières conditions est connue, et il est

clair que la troisième entraîne la première et la seconde entraîne la
troisième.)

Si ^ est une partie parabolique de jR, on pose

(2.1.5) ^=^n(_^ ^^—^,.

On voit que 4^ et ^n sont closes et ^s symétrique. Le groupe Gip, est
donc semi-simple. Nous dirons souvent que c'est la partie semi-simple
du sous-groupe parabolique P engendré par A et G^. Le groupe uni-
potent V==N^i est le radical unipotent de P. Soit T la composante
neutre de l'intersection des noyaux des ae ip.,. Le groupe P s'écrit comme
produit semi-direct P=Z(T).V de V par le centralisateur Z(T) du
tore T. On appellera horicycle de G relatif à A un sous-groupe de la
forme N.^, et partie horicyclique de R une partie de la forme ^«, où ^
est une partie parabolique de R. D'ailleurs, si ^ est une partie para-
bolique, il en est de même de ^f =—^, et l'on peut donc encore carac-
tériser les parties horicycliques comme les complémentaires des parties
paraboliques. Vu (2.1.4), on peut encore caractériser les parties hori-
cycliques cr par la condition suivante :

(2.1.6) II existe un demi-espace ouvert L dans FM tel que o-==Ln.R.

Gardons les mêmes notations, et soit toujours V==N^ un hori-
cycle où ^ est une partie parabolique. Nous dirons que le groupe V n N~
est un hémicycle de N~ (relatif à A) et que r]===R_r\^u est une partie
hémicyclique de J?_. On peut donc encore caractériser une partie hémi-
cyclique par la condition suivante :
(2.1.7) II existe un demi-espace ouvert L dans Fn tel que Yî=LnjR.

Par exemple N~, et plus généralement tout horicycle de G contenu
dans N-, est un hémicycle. Il en est de même de tout groupe de la
forme N~^\(wNw~[), où w est une représentante du groupe de Weyl,
De même, soit Oc A et soit ri l'ensemble des racines négatives combi-
naisons des aç0. En utilisant par exemple la dernière condition (2.1.7),
on voit facilement que Y] est un hémicycle. Il est évident que tout hémi-
cycle contient au moins une opposée d'une racine simple.

On choisit maintenant un produit scalaire symétrique positif et inva-
riant par W sur l'espace vectoriel jF^. A tout a e A est associé un élé-
ment \aeX*(A) caractérisé par les relations

(2.1.8) (Aa ,P)=o pourp€A, (3^a; 2 (A a, a) = (a, a).
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D'ailleurs soit X,(A) l'ensemble des morphismes de K* dans A. Les
groupes X*(A) et X^(A) sont en dualité, ainsi que les espaces vectoriels
FR=X*(A)(g)R et FR=X,(A)(g)R. Pour chaque açT?, il existe
un unique SeFR tel que

(2.1.9) MU=^—<^>a et ^a)^^^

où Wa est la symétrie par rapport à a. Les a sont les coracines, et pour a e A,
les Aa sont les poids dominants fondamentaux. Pour y. et (3 simples, on
a donc
( 2 . 1 . 9 . 1 ) <(A-a, j§)>==ôa{3 et WaAp=Ap—Ôaga.

Les Aa forment une base du Z-module X*(A) et des espaces F et Pp.
Soit cp une partie close et symétrique de -R. Les conditions suivantes

sont équivalentes :
(2.1.10.1) Soit V l'espace vectoriel engendré par cp, on a J ? n V = = c p ;
(2.1.10.2) II existe un hyperplan H de F^ tel que Jîn-R==9;
(2.1.10.3) II existe 9cA et wçW tel que cp=w[6];
(2.1.10.4) II existe une partie parabolique ^ telle que 9=^.

(L'équivalence de la première et de la deuxième condition et de la
troisième et de la quatrième condition est immédiate. Il est clair que
la troisième entraîne la première. Si la deuxième est vérifiée, et L est
un demi-espace fermé limité par H, on a la quatrième avec ^ == L n -R.)

Supposons ces conditions vérifiées ou, comme nous dirons aussi,
supposons que cp soit une bonne partie close symétrique. Soit G''= G©
et A / =(G / nA) o . Alors la restriction d'un caractère du tore A au
tore A' définit des hornomorphismes de restriction

(2.1.11) X'(A) -.X^A'), F^X\A) (g) R.

De même, l'injection de A' dans A définit des homomorphismes
d'injection

X*(A') -> X'(A) et X*(A') (g) R ->• FR.

En particulier, l'ensemble co des restrictions des aço au tore A' est le
système des racines de G' par rapport à A'. De plus, pour chaque a €9,
la coracine a est en fait dans l'espace X*(A') (g) R et s'identifie à la coracine
du système 9 associée à la restriction de a au tore A'.

En particulier, si À e FR et a e cp, on a donc

(2.1.12) < ^ , a > = < À , S >

en désignant par À la restriction de 7, c'est-à-dire son image dans
Fp^X^A7) par l'homomorphisme (2.1.n).
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La référence générale pour tous ces résultats est [2] et [4].
On choisit maintenant un sous-groupe compact maximal M de G (K)

adapté au tore A :
Si K=R, on choisit d'abord un R-automorphisme involutif de G

tel que o•(a)=a-l pour açA (R), et l'on prend pour M l'ensemble
des xç G(R) tels que (j(x)==x;

Si K= G, on désigne par A(R) l'ensemble des açA tels que À(a)eR*
pour tout ÀeX*(A), et l'on choisit un automorphisme involutif o- du
groupe algébrique réel sous-jacent tel que o-(a)== a"' pour tout aeA(R),
et l'on prend pour M l'ensemble des xç. G (C) tels que <j(x)=x;

Si K est non archimédien, on choisit une base de Chevalley de l'algèbre
de Lie^ de G, relative à la sous-algèbre de Cartan t), algèbre de Lie du
tore A, et l'on prend pour M l'ensemble des points qui conservent le
réseau engendré par cette base dans la représentation adjointe
(cf. [5] et [11]).

On a la décomposition d'Ivasawa

(2.1.13) G(K)==MA(K)N(K).

Pour chaque bonne partie close et symétrique ^ de R, l'intersection

(2.1.14) M.j,==MnG^(K)

est encore un sous-groupe compact maximal de G^(K) « adapté » au
tore A-p. En particulier, pour chaque aeJ?, il existe un isomorphisme

(2.1.15) X a : SL(2,K)-^G^

qui transforme le groupe des matrices triangulaires en le sous-groupe
de Borel B^, et le sous-groupe compact maximal de SL(2, K) du § 1
[SO (2, R), SU (2, G), SL (2, £))] selon le cas en le groupe

(2.1.16) M^MnG^K).

Les éléments du groupe de Weyl admettent des représentants dans le
groupe M.

Notons le lemme suivant :

LEMME (2.2). — Soient ^, Y}, o- des parties closes de R contenues dans
un même système de racines positives et telles que

^=.r]\ja, y}no-=0.

Alors, tout point de N^(K) peut s'écrire d'une façon unique sous la forme

(2.2.i) n=uu, avec uçN^(K) et uçN^(K).
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De plus, on peut choisir les mesures de Haar, dn, du, du des groupes loca-
lement compacts N^(K), Nr^K), N^(K) de façon que dn=dudu.

La première assertion est un cas particulier de 3.11 dans [2] et la
seconde une application de la proposition 13, chap. VII, § 2 dans [3].

On se donne maintenant une représentation unitaire î) de M dans
un espace hilbertien de dimension finie ^C(Î)) et un caractère y
(démodule i) de A(K). On désigne par P(î), %) le projecteur ortho-
gonal de ^€(î)) sur le sous-groupe des vecteurs yçX(î)) tels que

(2.2.2) T) (an) v ==%(«) v pour aç.A(K)r\M et nçN(K)r\M.

Soit À un élément de F; on définit une fonction sur G(K) à valeurs
dans l'espace des opérateurs de ^C(Î)) par la formule

(2.2.3) L(g, î), y, })=î)(m)%(a)<-À, û>P(î), %),

où g==man désigne une décomposition d'Ivasawa de g. (Comme au § 1,
le second membre ne dépend en fait que de g.) On définit ainsi une fonc-
tion continue du couple (g, s) qui est holomorphe en s. D'ailleurs, si K
est archimédien, cette fonction dépend analytiquement de g. Si, au
contraire, le corps K n'est pas archimédien la fonction précédente est
localement constante.

Soit Y un sous-groupe hémicycle de N~. On se propose d'étudier
l'intégrale

(2.3) Er(g, 3), %, ?.; Ç) == f L(gu, î), %, 7 + p) ̂ )du,
^ ï \K}

où Ç désigne un caractère de module i de V(K) et p la demi-somme
des racines positives. On a désigné par du une mesure de Haar du
groupe Y (K) choisie une fois pour toutes. Lorsque le caractère Ç est
trivial, nous écrirons simplement

(2.3.1) Er(g, S, x, ^) = f L(gu, 2), 7, À + p) du.
J F ( K )

Dans ce cas, il sera utile d'observer qu'on peut écrire l'intégrale (2.3. i)
sous la forme

(2.3.2) E^(g, î), /, /)= f L(gu, T), y,, 7 + p) dû,
^U{K)/UWr\N(K)

où U est un horicycle de G relatif à A qui rencontre N~~ suivant Y,
et du une mesure invariante sur le quotient U(K)IU(K)r\N(K). En effet,
d'une façon générale, si f est une fonction sur U(K), invariante à droite
par U(K)c\N(K), on a

U(K)= V(K).(U(K)r\N(K))
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et

(2.3.3) f f(v)dv= f f(u) du,J j [i^ ^UW/UW^NW

et il suffit donc d'appliquer cette formule à la fonction

u^L(gu, î), 7, ^ + p )

qui est définie sur U(K) [cf. lemme (2.2)]. Du reste, si t est un carac-
tère non trivial de V(K) qui se prolonge en un caractère de U(K),
trivial sur U(K)r\N(K), on a encore une formule analogue à (2.3.2).

D'autre part, nous écrirons simplement :

J £^(î), 7, À; S) = E, (e, î), 7, ^; Ç),
v / ( E^(®,7,À)=^(6,Î),7,À).

Plus particulièrement, si î), 7, Ç sont triviaux, on écrira simplement

(2.3.5) E^g, À) == f L(gu, À + p) du.
^r(K)

Comme au § 1, on a la majoration suivante :

(2.3.6) \L(g, î), 7, ^)\^L(g, ̂ ).

où l'on désigne par cUÀ la partie réelle d'un À e F par rapport à la forme
réelle FR de F. (On a .F=FR+I'FR et tout /eF est de la forme
^==^4- /^, où /.j et À2€jFR; on pose (X},==/i.) De plus, on a égale-
ment le lemme suivant :

LEMME (2.4). — Soient I2/, un compact de FR et I2ç un compact de G(K).
Il existe deux constantes A et B> o telles que

(2.4.i) A L(^À)|^|L(c^,^À)|^5L(^,7)

pour dUe^r, c^e^, gç.G(K).
Comme au § 1, le lemme (2.4) permet de ramener la convergence

de l'intégrale (2.3) à celle de l'intégrale E(e, À) pour /.€FR, qui est
l'intégrale d'une fonction positive. De façon plus précise, avec les nota-
tions du lemme (2.4), si E(e, /) converge normalement pour }e^2/,,
il en est de même de l'intégrale E(g, î), 7, À; Ç) pour gç^c, ^/.e^/',
Ç quelconque.

D'autre part, le calcul de l'intégrale Ej (g, î), 7, ?) se ramène à celui
de l'intégrale Er(^, 7, ^). En effet, il est clair que ET (g, 1), 7, /) se
transforme à gauche par la représentation î) du groupe compact M.
Choisissons, d'autre part, un K-sous-groupe parabolique P contenant A
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dont le radical unipotent U coupe N- suivant V. Alors, en écri-
vant Ef(g, î), %, ^) comme intégrale sur ï7(K)/[7nN(K), on voit
aussitôt que E^(g, 3), /,, ^) est invariante par U(K) à droite. D'autre
part, il est facile de voir que E^(g, 3), y, À) se transforme à droite par
un caractère (généralisé) de A(K). On a, en effet,

(2.4.2) E,(ga, 3), %, À) = /—^—p—^ a, a\^(a)E^, 3), ̂  À).
\ a e /- /

Comme on a P(K) ^MG^K) A(K) U {K\ où G^ désigne la partie
semi-simple de P, on voit que l'intégrale est déterminée par sa restriction
à G'(K). Cette dernière est encore une fonction qui se transforme à
gauche par une représentation d'un sous-groupe compact maximal
de G ' ( K ) et à droite par un caractère généralisé d'un sous-groupe de
Borel de G'(K). De façon précise, on a dans G ' ( K ) une décomposition
d'Ivasawa « induite » par celle de G(K)

(2.4.3) G' (K) === M'A^K) N 1 (K),

où l'on a posé

(2.4.4) M'= G'{K)r\M, A'^G'nA)0, N'-G^nN.

Soient p' la demi-somme des racines positives de G' (i. e. appartenant
à N ' ) et P ' ( î ) , ^) le projecteur de ^C(Î)) sur le sous-espace des vecteurs u
tels que

(2.4.5) î)(an)u=^(a)u, açA1\K)c\M', n ç N ' ( K ) ^ M ' .

Considérons la fonction définie sur G'{K) par la formule

(2.4.6) U(g, 3), %, À)= î)(7n)^)<—/., a)?^®, %),

où g=man est une décomposition d'Ivasawa de g dans G'(K). Avec ces
notations, on a la proposition suivante (qui est en fait bien connue) :

PROPOSITION (2.5). — Pour tout gç G'ÇK), on a

(2.5.1) E,(g, î), %, A)=U(g, î), %, /+ p^^^î), %, À).

On a seulement à prouver, pour gç G'ÇK), aeA'(K), n ç . N ' ( K ) ,
les relations suivantes :

(2.5.2) E^ga, 3), x. ^=<—^—p / , a^^(a)E^g, î), %, À);

(2.5.3) E,(gn, 3), %, ^) =^(</, 3), %, ^).

Prouvons (2.5.2). Comme P est un sous-groupe parabolique de G,
toute racine a de G par rapport à A est, soit dans G', soit dans U, soit
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dans le sous-groupe unipotent opposé U~. En particulier, on a, pour la
demi-somme p des racines positives, la relation

(2.5.4) P=P '+^ 2 a-^ 2 P'
1 ^ 1

2 2^ ^a^ç.ur\N ^ç.ur\N-

ce qui s'écrit encore, puisque V == Ur^N-,

(2.5.5) ^^a^p^-^ où ^-S^-
a e f" a e ̂

Or la restriction de À à A' est égale à la restriction du module algébrique
de groupe P. Comme A' est dans la partie semi-simple de P, cette restric-
tion est triviale, et la formule (2.5.2) apparaît comme un cas particulier
de la formule (2.4.2).

Prouvons la formule (2.5.3). Comme n est dans P(K)r\N(K), il
normalise U, N et U n N. Il définit donc un automorphisme du quotient
U(K)^U (K)c\N(K) qui laisse évidemment stable la mesure inva-
riante. En écrivant E^ comme intégrale sur ce quotient, on a aussitôt

(2.5.6) E^(gn, î), %, À) == f L{gnun-\ î), ,̂ À + p) dû
^UW/U^NW

= Er(g, î), %, ^).

D'où la relation (2.5.3) et la proposition (2.5).
Si Ç est un caractère de module i du groupe V(K), on a seulement

la proposition moins précise suivante, dont nous laisserons la démons-
tration au lecteur :

PROPOSITION (2.5.7). — On utilise les notations précédentes. Soient
m G M, gç. G(K), uçV(K), aeA(X). On a, dans le domaine de conver-
gence de l'intégrale,

(2 .5 .7 .1 ) E^mg, î), %, ^; Ç) == î) (m) Er(g, î), %, ^; Ç);

(2.5.7.2) E^gu, 2), ̂  À; S) =£^, î), %, ?.; ^(u);

(2.5.7.3) E^( ,̂ î), %, À ; 0 == Er(g, î), z, ?. ; ̂ )

X / — ^ — P — ^ a,a\%(a),
\ ae^ /

où Z'on désigne par ^a le caractère de V(K) défini par

^(y)=Ç(o[-jya).

Dans un autre ordre d'idées, supposons que P soit un sous-groupe
parabolique standard, c'est-à-dire contenant le sous-groupe de Borel B
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choisi. La partie semi-simple G' de ce parabolique est donc de la forme
G' = G[6], où 9 c A. Gardons les notations de (2.4.3) à (2.4.6). Le radical
unipotent U de P est donc engendré par les Na pour a > o, a$[0],
et le groupe N ' par les Na pour a > o, ae[9]. Soit N ' ~ le groupe uni-
potent opposé à N\ Comme on l'a déjà remarqué, c'est un groupe hémi-
cycle de G. Alors, on a la proposition suivante :

PROPOSITION (2.6),. — Pour gç. G'(K), on a

(2.6.1) L(g, î), 5c, À + ̂ =U(g, î), %, À + p^î), %).

Pour gç. G(K) et uç.U(K), on a, dans le domaine de convergence de
F intégrale,
(2.6.2) E^-(gu, ̂ , %, /; Ç) = E,v/-(^, î), %, /; Ç).

L'assertion (2.6.1) est immédiate si l'on remarque que

(2.6.3) P ^ + H 2^
aet/

et que le caractère rationnel V a a une restriction triviale à A^. L'asser-
OLÇ.U

tion (2.6.2) se prouve ainsi; on écrit

(2.6.4) E^-(gu, î), %, ^; Ç)= f -L(^^, î), X, ^ + p)Ç^)^,
^N'-W

où u'^u-^uv est un élément de U (K), Comme UcN et que la fonc-
tion à intégrer est invariante par N, la relation cherchée est immédiate.

Pour étudier la convergence des intégrales (2.3), nous aurons besoin
du lemme suivant :

LEMME (2.7). — Soit V un hémicycle contenant au moins deux racines
(on rappelle que R est un système de racines réduit). Alors il existe un
sous-groupe parabolique P de G contenant A et V dont le radical uni-
potent U coupe N~ suivant un sous-groupe propre de V.

Raisonnons en termes de racines. Soit 'n une partie hémicyclique
de J?_ contenant au moins deux racines. Il suffit de prouver l'existence
d'un hyperplan H de F^ délimitant un demi-espace ouvert L tel que :

(2.7.i) ncL, .R-nLcïî, 0^Lr\R-^r].

Pour cela choisissons des hyperplans Ho et Hi limitant des demi-espaces
ouverts Lo et Li tels que

R-,==R n Li et ^ =R_ n Lo.
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Quitte à modifier Hi, on peut supposer que -n n'est pas contenu dans
un hyperplan du faisceau linéaire engendré par Ho et Hi. Soit alors êo
et Cy des vecteurs issus de l'origine, orthogonaux respectivement à Ho
et Hi : On suppose eo dans Lo et — C i dans Li. Pour o^t^i, on pose
^ = = ^ i + ( i — O ^ o . Vu le choix de eo et 61, on a

(eo, a) > o et (ei, a) < o pour tout açrî.

Il existe donc un t tel qu'on ait
(d, a) ̂  o pour tout a e Y} et (e/, (3) = o pour un p e Y] au moins.

Soient alors Jf l'hyperplan issu de l'origine et orthogonal à Ci et L le
demi-espace ouvert délimité par lî et contenant e/. Il est clair que L
convient. En effet, on a ncL; si une racine négative a est dans L, on a
(Ci, a) < o et (ei, a) > o, d'où a fortiori (êo, a) > o et açyî . On a, d'autre
part, Lr^R-y^n puisqu'une racine au moins de -n est dans H. Enfin,
si Ln-R- était vide, l'ensemble /i serait contenu dans H qui appartient
au faisceau linéaire engendré par Ho et JZj. On voit que -n satisfait (2.7. i).
D'où le lemme.

THÉORÈME (2.8) (GINDIKIN et KARPELEVIC, cf. [6]). — Soient V == N-r^
un hémicycle de N~ et Ç un caractère de module i du groupe V(K).
L'intégrale

(2.3) E^g, î), %, À ; Ç) = / L(gv, î), %, À + p) ÇO;) dy
J-F(A')

converge absolument pour À dans Ze /uôe -B(V) défini par les inégalités

J <^U,a>>o pour—a e-^
( (Soit encore (ôt À, a) > o pour —a e -/y).

Soient ^2ç un compact de G(K), ^p un compact de F^ contenu dans B(V);
la convergence est normale pour gç^c, (^Àeî2^. En particulier, l'intégrale
précédente définit une fonction continue du couple (g, À) holomorphe en À
sur G(K)xB{V).

Comme on l'a déjà dit, on peut se borner à démontrer le théorème
pour î) = i, % = i, Ç == id, À e F^ et g = e. Par récurrence sur le nombre
d'éléments de -n, nous allons prouver que, pour tout ^çB(V)r\F^, on a

(2.8.2) L{v, À) ̂  i pour y e V(K) et / L(v, À + p) dy < + oo.
^^(A-)

Si TÎ contient une seule racine, c'est l'opposée d'une racine simple a.
En vertu de la proposition (2.6), pour tout v ç. V (K), on a

( L (V, À) = L (̂ , ̂  Aa), L (y, ^ + p) == L (V, A a + Sa A a)

<2-8-3) si ^2^.
l i3eA
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En d'autres termes, à condition d'identifier le groupe SL(a, K) au
groupe G01 au moyen de l'isomorphisme Xa, la fonction L(u, À) n'est
autre que la fonction notée L(v, Sa) au § 1. Il suffit donc d'appliquer
les formules de la proposition (1.4) (ii) pour voir que si 'kç.B(y)r\F^
c'est-à-dire si Sa>o, on a L(u, ^)^i. De même, la proposition (1.5)
montre que

f L(u, À + p)dy<+oo.

Nous pouvons donc supposer que ri contient p^2 éléments et que
nos assertions sont établies pour p ' < p . Il existe alors, en vertu du
lemme (2.7), un sous-groupe parabolique P de G contenant A et Y
dont le radical unipotent U coupe N~ suivant un groupe Y"'== U(^N~
qui est un sous-groupe propre de V. Désignons par Gr la partie semi-
simple de P et par B ^ A ' N ' le sous-groupe de Borel B' = (B n G')0

de G'. Notons que, si G'= G^, la trace d'une partie parabolique (resp.
horicyclique, hémicyclique) de B sur ^ est une partie parabolique (resp.
horicyclique, hémicyclique) de ip. En particulier, le groupe Y^== YnAT7"
est un hémicycle du groupe Gr contenu dans N ' - . D'autre part, en vertu
du lemme (2.2), on a

VW^V'WV'^K).

En effet, si une racine a e V n'est pas dans U, elle est dans la partie
semi-simple de P, donc dans Nr OVL N1-. Mais comme Y est contenu
dans N~, on a nécessairement açA^".

Écrivons donc tout point v ç. Y (K) sous la forme

(2.8.4) v = = v ' v " , avec i/eV(K), v"^'l(K).

Écrivons une décomposition d'Ivasawa de v ' dans le groupe G'

(2.8.5) v'=man, mç:M'=.Mr\ G'(K\ aç:A'(K), nç.N'(K).

On peut écrire

(2.8.6) L(u, 'k)==L(anv"n-{, À) =L(anuffn-la-l, À).L(a, À)
=L(anu"n-Ya-Y, À).L(t/, ^).

D'autre part, en vertu du lemme (2.2), on a U (K) = V " {K).U c\N (K).
En particulier, anu"n~1 a~1 est dans U(K) et égal module N(K) à un
élément Vi de V^. D'où

(2.8.7) L (u, F) = L O/, ^) L (d, 7).

Si À et? (Y), À est a fortiori dans JE^V^), et la restriction de À au tore A'
est dans le tube B ( y ' ) de l'espace X*(A') 0 G associé à l'hémicycle V
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de G^. Nous pouvons donc appliquer l'hypothèse de récurrence aux
groupes V et Y " . Nous avons donc

(2.8.8) L((/,À)^I et L(d,À)^i.

D'où, en vertu de (2.8.7), l'inégalité cherchée L(u, ^)^i.
Utilisons toujours le lemme (2.2). Nous pouvons écrire

(2.8.9) f L(v, 7 +p)rfy= [ dv' f L(u1v\ \ + ̂ )dv\
^r(K) ^ ^ ' ( K ) ^ ^ " ( K )

ce qui peut encore s'écrire en vertu de la proposition (2.5),

(2.8.10) f L(p,À+p)^= f L(i/, À+p^di/
^^(K) ^ r ' ( K )

X f L(v\-k+^)dv\
J F " { K )

où ^ désigne la demi-somme des racines açAT7.
Comme plus haut, si À est dans J8(V), on peut appliquer l'hypothèse

de récurrence aux groupes V et Y " et les intégrales

(2 .8 .11) f L(i/.À+pW et f L ( v " , ' k + ^ ) d v "
^ F ' [ K } ^ r " ( K )

sont finies. Il en est donc de même de l'intégrale (2.8. i o).
Notons que si À est de la forme 7 = À o + ?ii, où ^içB(V)(^F^, on a

(2.8.12) L(u, À + p^)=L(y, ̂ + p)L(i/, ÀQ

et donc, en vertu de (2.8.2),

(2.8.13) ÇL(U, ̂ -\-^)àv^ÇL(p, Ào+p)^<+oo.

A fortiori, l'intégrale f L (u, À + p) dy converge normalement pour À

dans un compact de B(V)r\F^.
La démonstration précédente fournit en fait un moyen de calculer

les intégrales E^(î), %, ^) par récurrence sur le nombre de racines
contenues dans V. De façon précise, soient toujours V un sous-groupe
hémicycle de N~~ et P un sous-groupe parabolique de G contenant A
et V dont le radical unipotent U coupe N~ suivant un hémicycle V"
contenu dans V. Soit G' la partie semi-simple de P et soit V = Vn G'.
Le groupe Vr est un hémicycle de G'. Utilisons encore les notations (2.4.3)
à (2.4.6).

BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASC. 3. 18
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PROPOSITION (2.9). — Soit Ç un caractère de module i du groupe V(K),
trivial sur V " ( K ) .

(2.9.1) Pour g^G(K), uçU(K), ÀeB(V), on a

Er(gu, î), ^, ^; 0 == E^(g, î), x, À; Ç).

(2.9.2) Pour gç.G'(K), on a

Ep{g, î), z, ̂  Ç)== f ^(^ 3), X, A + p^O/^E^Î), /„ /).
ly^' (AT)

En utilisant à nouveau le lemme (2.2), on peut écrire

(2.9.3) Er(g^, %, A; 0= f Ç0/)di/ f L(̂ , î), %, ^ + ?)dv\
^ r ' ( A ' ) ^ ^ " { K }

c'est-à-dire

(2.9.4) Er(g, î), %, À; ç) = r ^^(^, 3), x» ^ S(^) ̂ ^•
•//^' (AT)

Alors l'assertion (2.9.2) est seulement une conséquence de la propo-
tion (2.5). Quant à l'assertion (2.9.i), on remplace g par gu dans la
formule précédente. Il vient ainsi

(2.9.5) E^(gu, 35, x^; 0= / E^gv'u', î), %, ̂ ^(v')du\
^ r'w

où u'=-(u')^ uv' est encore un élément de U(K). Comme la fonc-
tion E r , ' ( g , î), x» ^) est invariante par U (K) [puisqu'on peut la définir
par une intégrale portant sur un quotient de U(K)], la relation (2.9.i)
est établie.

REMARQUE (2.9.6). — Par récurrence sur le nombre de racines
contenues dans V, on ramène facilement l'intégrale E^(3), %, ?i) à un
produit d'intégrales analogues pour un groupe G de rang i, i. e. iso-
morphe à SL(2, K). Une telle intégrale se prolonge analytiquement en
une fonction méromorphe, comme il est facile de le voir [cf. § 4,
remarque (4.5)]. D'autre part, on a déjà vu que l'intégrale Er(g, D, x» À)
se ramène à l'intégrale £^(î), %, >.) [cf. proposition (2.5) et les remarques
qui la précèdent]. En combinant ces résultats, on obtient le fait
que Er(g, î), x» ^) se prolonge en une fonction méromorphe de la
variable 7.

(2.9.7) Soit Ç un caractère de module i de l'hémicycle V. On peut
appliquer la proposition précédente en prenant pour V " un hémicycle
contenu dans V sur lequel Ç soit trivial, maximal pour cette propriété.
Avec les notations de la proposition (2.9), dans l'étude de l'inté-
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grale E p ( g , î), ^, ^; Ç), on peut se borner aux ^e ^CFQ puisqu'on connaît
le comportement de l'intégrale lorsqu'on remplace g par mg, par ga
[cf. (2.5.9)] ou par gu [cf. (2.9.i)] et qu'on a G(K) == .M ̂  GK) A (JT) U (K).
Comme E, -"(î), %, À) admet un prolongement analytique méromorphe
d'après la remarque (2.9.6), la formule (2.9.2) ramène le prolongement
analytique de Er(g, î), %, À; Ç) à celui de l'intégrale

(2.9.8) f L'(gv, î), %, À + pW) ̂ '.
^^(/n^'(/a

En d'autres termes, pour faire le prolongement analytique de l'inté-
grale E r , on peut remplacer le groupe G par le groupe G ' . De proche
en proche, on est ramené au cas où Ç est « générique », i. e. n'est trivial
sur aucun des hémicycles contenus dans V. Comme un hémicycle contient
toujours l'opposé d'une racine simple et que, pour toute racine simple a,
le groupe Na est un hémicycle, cette condition signifie encore que Ç
n'est trivial sur aucun des groupes Na, açz\, contenus dans V.

REMARQUE (2.9.9). — Les résultats précédents s'étendent au cas
d'un groupe semi-simple réel quelconque, non nécessairement déployé.
Ils s'étendent aussi au cas d'un groupe déployé mais non nécessairement
simplement connexe, sur un corps K localement compact quelconque.

3. L'équation fonctionnelle des fonctions de Whittaker.

Les notations sont celles du § 2; on se donne en particulier une repré-
sentation unitaire î) du groupe M dans un espace hilbertien de dimen-
sion finie ^C(Î)), un caractère de module i ^ du groupe A(K), un élé-
ment À de F. On pose

( 3 . 1 . 1 ) / = ̂  53 Vp, X(^) -H%a(Aa(û)).

P e A p < = A

Pour chaque açA, on choisit un isomorphisme

(3.1.2) 3^: SL(2,K)-^Ga

transformant le sous-groupe compact maximal Mo de SL(2, K) déjà
introduit au § 1 (resp. le sous-groupe de Borel £?,,=AoNo des matrices
triangulaires) en M'^MnG^K) (resp. en le sous-groupe de Borel
B^^AWa). Soit maintenant î)a la représentation 1) o 3^ de Mo
dans le sous-espace ^y. engendré par les vecteurs de la forme î) (m) u,
où meM^ et u est dans l'image 30 (î), ^) du projecteur P(î), %). Vu le
lemme (1.2), la restriction de P(î), ^) à ̂  est le projecteur P(î)a, %a)
de ^a sur le sous-espace des vecteurs ye^a tels que

(3.1.3) î)^(an)v=^(a)y pour aeAo(K)nMo et neNo(K)nMo.
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Il en résulte que, pour tout gç. G^(K), on a
(3.1.4) L(g, î), ̂  ^ + p) ==L(ïa1^), Da, %a, Sa+ l),

où le second membre désigne la fonction introduite sous cette notation
au § 1. Soit, d'autre part, Ç un caractère de module i du groupe No,(K)
ou plus généralement d'un groupe V(K) contenant Na(K) et ^çK
le scalaire déterminé par la relation

(3.1.5) ç[XaQ ^)]=.(^a).

D'autre part, le groupe Ny, est, comme on l'a déjà dit, un hémicycle
de G, et l'on notera simplement E^(g, î), ̂  ; Ç) l'intégrale correspondante.
Alors, pour tout gç G^(K), on a

(3.1.6) E^g, î), ̂  À; ?)==£(ïa1^), î)a, Xa, 5a; ^a),

où le second membre désigne la fonction introduite sous cette notation
au § 1. Enfin, nous désignerons par Ha CD, %, s) l'opérateur de S€(î))
qui est nul sur l'orthogonal de 9€^ et se réduit sur S€ à l'opéra-
teur H(î)a, Xa, s) [cf. form. (l.lO.i)].

Supposons maintenant ^07^0. Le corollaire (1.10) implique que
^a^, î), ^, ^; 0 se prolonge en une fonction entière de À lorsque g
est dans G^(K). Ce même corollaire implique aussi la relation

(3 .1 .7 ) E^g, T), %, À; 0 = ^a(^a) | ̂ a '-E^g, î), WaX» ^a^; 0 ̂ a(î), X, Sa)

toujours pour gç. G^(K). Enfin le corollaire (1.12) entraîne l'existence
d'une fonction continue C(s)^o possédant la propriété suivante :
Pour tout compact ^S de K* et tout b > o, il existe une constante B > o
telle que
(3.1.8) ]£a07, 35, %, ^; 0 ^BC(s)E^ À,)

pour ^ael2, ^e G^(K\ | ̂ Sa ^6 et où l'on pose

(3.1.9) À6= ̂  À — J (^Sa— b) a.

En effet, la restriction de À/, au tore A est égale à celle de bAy. de sorte
que £'a(^, ^)=^(3Êal(^), &). L'inégalité (3.1.8) se réduit donc à
l'inégalité (1.12.i).

Ces résultats s'étendent au cas d'un élément g quelconque dans le
groupe G(K). De façon précise, on a la proposition suivante :

LEMME (3.2). — On suppose le caractère Ç non trivial.
(^L'intégrale Eo,(g, î), ^, À; Ç), pour ge G(K), se prolonge en

une fonction holomorphe de À.
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(ii) Pour gç. G(K), on a
(3.2. l) E^g, î), ̂  7; Ç)==^a) ^a h^a(^, D, ^a%, "U; 0 ̂ a(î), %, Sa).

(iii) 5'oi7 ^ > o ^ fJia € ̂ *. ^ m^e une constante B telle que

(3.2.2) \E^(g, î), ^, ^; Ç)|^5C(s)Ea(^, ^)

pour |<^Sa|^^ et À6===(^À—-((^Sa—&) a.
2

(iv) Le prolongement E^(g, î), %, À; Ç) esf une fonction continue du
couple (g, À).

Soit U le groupe horicyclique engendré par les racines positives dis-
tinctes de a. La fonction E^(g, î), ^, À; Ç) est invariante par U(K) à
droite [c/'. (2.6.1)]. Elle se transforme à gauche par la représentation î)
de M. Or, on a
(3.2.3) G{K)^M.G^(K)A(K)U(K\

II suffit donc de prouver les assertions (i) à (iii) du lemme (3.2), pour
un gç. Gy.(K)A(K). Désignons par T la composante neutre du noyau
de a dans le tore A. Il existe un ensemble fini ^cA(K) tel que

(3.2.4) A(K)=A-(K)^T(K).

Comme t e T (K) commute à G3'., on a

(3.2.5) E^(gt, î),%, À ;Ç )= f L(^,î),^+pK(n)rfn
^.^(A:)

ou encore

(3.2.6) E^gt, î), Ï, 7; Ç) = ^ ( / ) < — ^ — p , Q£a(^ T), %, ^ 0.

On a, de même,

(3.2.7) £a(^, T), Wa%, Wa^; S)

=X( w a(0)<——P—— w a^ 0£a(^, S, Wa^, Wa^; 0;

(3.2.8) £a(^, ^ )=<——P——^, Q^a^, )̂.

Comme f est par hypothèse dans le noyau de a, on a

(3.2.9) w^^ et <^,0=<^U>.

Les relations (3.2.7) et (3.2.8) se réduisent donc simplement à

(3.2.io) E^gt,î),w^w^; Ç) == ^(0<—p—^, Q£;a(^, 3), ̂ z, Wa^; Ç);

(3.2.H) £^,^)=<_p_^,/>j^(^).



274 H. JACQUET.

Les relations (3.2.6), (3.2. i o) et (3.2.11) montrent qu'on peut se
borner désormais à établir les assertions (i) à (iii) du lemme (3.2) pour g
dans un ensemble de la forme G2 (K) i2 y.

Soit donc <x>e^/. Désignons par Ç^ le caractère de Na(K) défini par
(3.2.i2) - 'C(^n^)=^(n).

Il est de paramètre a (w) ̂ a. On a [cf. (2.5.7.3)]
(3 .2 .13) £a(^), î), ̂  À; Ç)=^)<a—p—À, c.)>Ea(^, î), x, À;^).

Cette formule achève de prouver la première assertion.
On a, de même,

(3.2.14) E^(gw, î), Wa%, iv^; Ç)==Wa^(co)<a—p—Wa^, c^>

X£;a(^, î), Wa%, Wa^.; S(o).

D'autre part, supposant gçG^ÇK), l'équation fonctionnelle (3.1.7)
pour le caractère ^ s'écrit
(3.2.15) E^g, î), %, À; ^^Zaï^aa^)] ^a(^) ^

X£a(^, 2), WaZ, Wa^; ̂ ^(ï), %, ^a),

soit encore
(3.2.16) Ea(^, Î),X» ^; ^-Xala^KSaa, ^>Xa(^a)i^a|^

X£a(^, 3), Wa^, Wa^; Ço)) ̂ a(î), Z, a).

Compte tenu des relations (3.2.i3), (3.2.i4) et (3.2.i6), la rela-
(3.2.i) pour un élément de la forme gw avec gç. G^(K) et wç.^4 se
ramène à l'égalité :

%(o))<a—7, co)%a[a(co)]<5aa, ût)> = Wa %(^) < ̂ —Wy,\ ^ >,

formule qui résulte simplement de la définition de Wa.
Prouvons maintenant l'assertion (iii). Soit b > o. Il existe une cons-

tante B telle que, pour tout w e i^ et tout g e G3' (K), on ait
(3.2.17) |£a(^, î), %, ^; ^) ^BC(s)E^(g, À,)

chaque fois que | c^Sy. ^b.
On a déjà vu que

(3.2.i3) £a(^, î), ̂  À; Ç)=^(c. )<a—p—À, co>£a(^, î), %, ^ Ç").

De même, on a
(3.2.i8) ^a(^o, ^)=<a—p—^, c^>£a(^ )̂.

Or le quotient
| ^ (G))<a—p—À, & j> | /<a—p—À/ , , &j>== / — ^(<^Sa—^)a, GJ )

\ 2 /
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reste borné pour cKs^\^b. Q'uitte à changer la constante B, on a
donc encore
(8.2.19) £a(^, T), x, À; Ç)|^BC(5)£a(^, À,)

pour gç. G^(K), ûoç^ et cRsa |^&. Ceci achève la démonstration de
l'assertion (iii) du lemme (3.2).

Il reste à prouver la dernière assertion. Elle est évidente si K est
non archimédien, car la fonction Ey,(g, î), ^, À; Ç) se transforme par
une représentation fixe du compact maximal M et est donc invariante
par les translations à gauche par les éléments d'un sous-groupe ouvert
de G (K). Si, au contraire, K = R ou G, appelons A+ et T+ les points
de Aa(K) et T(K) sur lesquels les caractères rationnels de ces deux
tores prennent des valeurs réelles > o ; en transformant la décompo-
sition d'Ivasawa par un représentant de Wa» on obtient que
(3.2.20) G(K)=MA+T+Na(K) V(K)

et même le fait que l'application (m, a, t, n, u) \-> matnv est un homéo-
morphisme du produit MxA+x T+xNa(K)x V(K) sur G(K). Compte
tenu des formules qui précèdent, l'assertion (iii) se ramène aussitôt
à la continuité de Ey.(a, î), ^, S a \ a ; Ç) sur A + x C qui est déjà connue
d'après le § 1.

Nous allons en déduire le résultat fondamental de ce paragraphe.

PROPOSITION (3.3). — Soient V un sous-groupe hémicycle de N~, et a
une racine simple dont l'opposé est dans Y. Soit Ç un caractère de module i
de V(K) qui soit non trivial sur le groupe N^(K) (i. e. tel que le para-
mètre (Ut-a soit non nul). Alors l'intégrale Er(g, î), ^, À; Ç) se prolonge en
une fonction holomorphe à l'enveloppe convexe D de B(V)uWy. B(V).
On a, pour tout ÀeD,
(3.3.1) E,(g, î), ̂  À ; Ç) = ̂ a (Fa) | ^a |̂

X E f ( g , î), Wa%, MU; 0 Ha(î), %a,Sa).

Soit ^ l'ensemble des |3 e Y et soit r\ c ̂  l'ensemble des (3 e ̂  distincts
de —a. Comme ^ et •n sont des ensembles clos, on voit qu'en posant
U==N-^ tout point vç.V(K) s'écrit de façon unique
(3.3.2) v==un, uç.U(K), nçN^(K)
et l'on a
(3.3.3) Ç(y)==Ç(u)Ç(n) et dv==dudn.

Pour À dans le domaine de convergence de l'intégrale Er, i. e. ÀeB(V),
on a donc

(3.3.4) Er(g, 3), %, ^; S) = f f L (̂ un, î), x, À + p) Ç(iz) Ç (n) du dn,
J U ( K } JN^(K)
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(3.3.5) E,(g, î), ^, À ; Ç) = f E» (gu, î), ̂ , ï ; Ç) Ç (u) du.
^^/nU(K)

De manière plus précise, il résulte du théorème de Lebesgue-Fubini
que, pour À dans B(V)r^F^

(3-3.6) f E^u^)du
^U(K)

(qui est l'intégrale d'une fonction positive) est finie. Si, de plus, ̂  est
un compact de G(K) et ^ un compact de B(V)r\F^ il existe un
ÀoeB(V)nFRtel que ^CÀo+-B(V) et une constante A > o telle que

(3.3.7) \L(gh, î), À+p)|^AL(/i, ^U+p)^AL(/i, Ào+p)

pour ^€^7, hçG(K), ^Uel^, [Cf. lemme (2.4) et formule (2.8.2).]
Cela montre que, pour gç. G(K), ^Ue^, uçU(K), on a

(3-3-8) l^a(^, î), ̂  ̂  0|^A£a(u, ^o)

et l'intégrale (3.3.5) est donc normalement convergente pour gç^a
et ^Uet2^.
Soit maintenant D1 l'ensemble des ÀeF qui vérifient la condition
suivante :

(3.3.9) II existe b>o tel que | <^Sa | < b et ^çB(V).

(On pose ^=(^7—^( l î l ^a—^a .^

Il est clair que D' est un tube ouvert, c'est-à-dire l'ensemble des À e F
dont la partie réelle est dans un ouvert de FR. De plus, il est clair que D'
est. convexe. Enfin D' contient B(V) et Wa^(V). En effet, si 7eB(V),
on a en particulier (<-RÀ, a) > o, donc <^5a>o. Prenant 6 > i^a et
assez voisin de <^Sa, on a encore ̂ e^V). Doncû' 3B(V). Si w^ eB(V),
on a ^Sa<o et en prenant 6 > — ( ^ S y . et assez voisin de —^Sa, on
prend ^ assez voisin de À_^^==^(w^) pour que ^çB(V). Donc, on
a aussi D'^>Wy.B(V) et finalement D'^>D.

Soit ^eû'. Il existe donc un b > o tel que b> | ̂ Sa | et ^e5(V).
Il existe donc un voisinage compact ^p de c^ dans F^r^D' tel que,
pour Àe^, on ait encore b> \ ôis^ et À6€B(V). Soit i2^ un compact
de D' tel que <^(I^)c^. Il existe, d'après (3.2.2), une constante B
telle que

(3.3.io) \E^(gu, î), %, À; Ç)|^5^a(^, ^)

pour Àe^/, gçG(K), uçU(K).



FONCTIONS DE WHITTAKER. 277

L'intégrale (3.3.5) est alors dominée par l'intégrale

(3.3.ii) f E^(gu,^)du.
^ U [ K f

Si g est dans un compact fixe ^r: de G(K) et Àe^/j , a fortiori ^ est
dans un compact de B(V), et l'intégrale (3.3.ii) est normalement
convergente. Ainsi, pour tout compact ^ de G(K) et tout compact
assez petit ^î/y de D ' , l'intégrale (3.3.5) est normalement convergente
dès que gç^o et Àe^/^. Cette intégrale fournit donc un prolongement
holomorphe de Er(g, î), %, ^; Ç) au domaine D ' ^ D , et ce prolongement
est fonction continue du couple (g, À).

Quant à l'équation fonctionnelle, elle résulte simplement du
lemme (3.2) (ii).

THÉORÈME (3.4). — Soient V un hémicycle et Ç un caractère de module i
du groupe V(K). Soit 0 l'ensemble des racines simples a dont l'opposé —a
est dans V et qui sont telles que Ç soit non trivial sur Na(K). Soit W le groupe
engendré par les symétries pour ae6. Alors la fonction Ej (g, î), %, 7; Ç)
se prolonge en une fonction holomorphe de À à l'enveloppe convexe de la
réunion des wB(V) pour wç.W.

On notera qu'on peut toujours se ramener au cas où Ç n'est trivial
sur aucun des groupes Ny.(K) contenus dans V(K), pour a simple.
[Cf. remarque (2.9.7).]

Rappelons qu'on appelle longueur d'un élément w e W le plus petit
des entiers q tels que w soit produit de q symétries par rapport aux
racines simples. On a également le résultat suivant que nous rappelons
sans démonstration (cf. [4] par exemple) :

LEMME (3.4.i). — Soit w=w^w', où w' est un élément de longueur q
et y. une racine simple. Alors si w est de longueur q + i, la racine w'-1^)
est une racine positive.

Appliquons ces résultats au groupe de Weyl W du système de
racines [6]. Nous noterons l(w) la longueur dans W (ou dans W cela
revient au même) d'un élément wçW.

LEMME (3.4.2). — Soit w= w^w', où w et w' sont dans W et a dans 0,
et où l(w) = q + i, l (w ' ) = q. Alors, pour tout À dans Fadhérence de wB(V),

on a ôisy.^o (on pose À ^Vs^ApV
\ A /

En effet, soit À=w^., où p.çB(V). Alors

^S - 9 ̂  a) - o (̂ a^ ^) _ „ (^W-^)L"' ° a — ^ / \ — -4 ———7———s;^——— — —— ^ ———7———^—— *
(a, a) (a, a) (a, a)
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Comme M/-'a[9] et est une racine positive, on voit que — w ' - ^ y . est
dans Y, de sorte que, par définition du tube B(V), on doit avoir

(<^, w^a) > o ou <^-5a <o.

Si maintenant 7 est dans l'adhérence de wB(V), on a aussitôt d^Sa^o
par continuité.

D'autre part, appelons tube diédral tout sous-ensemble H de F défini
par des inégalités (^ À, ;ji) > o, où ^ est un élément convenable de FR.
En particulier, si H est contenu dans le demi-espace ouvert (cîU, jj.) > o,
on dit que Fhyperplan L d'équation (c^ À, ^) === o est un mur de Jî
si H r ^ L est d'intérieur non vide dans L. Cet intérieur est la face de H
relativement à L.

En particulier, posons B==B(V). Alors, pour tout ae0, l'hyperplan
d'équation (cR7., a) == o est un mur de B (car cet hyperplan est déjà
un mur de la chambre de Weyl positive qui est contenue dans £?). D'une
façon générale, nous appellerons face spéciale d'un transformé wB de B
par W, toute face de wB relative à un hyperplan défini par une racine
ae[0]. Il est clair que B et Wy,B ont une face spéciale commune si aç9.
Il en résulte que, pour tout wçW, les tubes diédraux wB et wiVy.B
ont une face spéciale commune. Du reste, écrivons tout wç.W sous la
forme d'un produit de générateurs w = Wi w ^ . . . w,y. Alors dans la suite
(3.4.3) B, WiB, WiW^B, ..., w^w^... w^B== wB

deux tubes consécutifs ont une face spéciale commune. On a aussi

(3.4.3.i) Si WiBr\w.,B^0, où w,eW, o n a w i = = W 2 .

En effet, soient G'= G^, A'^G'nA)0 et À ^ X la restriction
d'un À à A' [cf. (2.1.n)]. Le groupe de Weyl de G' s'identifie à W
et si À == Wi^i = ^2^2, où [J-i^B, on a

^ =Wipi ==Wî]j.î,

où pi; est dans la chambre de Weyl positive de A\ D'où Wi == w^. Soit,
d'autre part, By la réunion des wB, pour wç.W et l(w)^q, et de leurs
faces spéciales communes. On a :

(3.4.4) L'ensemble Bq est un tube et en particulier un ensemble
ouvert et connexe dans F ,

(3.4.5) Pour q>o, on a J3y+i3jBy;
(3.4.6) La bande B^ contient la réunion des w^B^uB^ pour ae6

et est contenue dans l'enveloppe convexe de cette réunion;
(3.4.7) Pour q>o et ae6, l'intersection Bq(\w^B^ est connexe

et contient Buiv^B; en particulier, la réunion BçUWyB^ est un tube
connexe;
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(3.4.7.i) Pour a et peô, l'intersection [Bq\jWy.B^}r\[B^\jw^Bq\
est connexe.

En efîet, il est clair que si deux tubes diédraux ont une face commune,
la réunion de ces tubes et de leur face commune est encore un tube
connexe. Cela montre déjà que B,j est un ouvert, et (3.4.3) montre qu'il
est connexe. D'où la première assertion (3.4.4). L'assertion (3.4.5) est
immédiate. Quant à l'assertion (3.4.6), il suffit d'observer que si deux
tubes diédraux ont une face commune, l'enveloppe convexe de leur
réunion contient certainement cette face. En particulier, la réunion
des w^B^\jB,, pour ae9 admet une enveloppe convexe qui contient
tous les ensembles wB pour l(w)^q-{-ï et toutes leurs faces spéciales
communes. En particulier, cette réunion contient B^i. Prouvons main-
tenant l'assertion (3.4.7). Comme B^r\Wy.B,, est un ouvert, il est évident
que cette intersection est la réunion de certains transformés de B par W
et des faces spéciales communes à ces transformés. Nous allons voir que
les transformés de B par W qui sont contenus dans B^r\Wy.B,j sont
exactement les ensembles de la forme wB et Wy.wB pour l(w)^q—i.
D'après (3.4.3), la réunion de ces tubes diédraux et de leurs faces
spéciales communes est connexe, et cela prouvera (3.4.7).

Soit donc wB un transformé de B par un élément wç.W de lon-
gueur q—i. On a donc wBcB^cB^ et l'on peut écrire w == Wy.(Wy.w},
où l(Wy,w)^q. On a donc wB = w^(w^wB)cwy.B^ Ainsi wBcBqC\Wy.B,i
et il en résulte aussi que w^wBcB^c\Wy,B^

En sens inverse, soit wB un transformé de B par un élément de lon-
gueur ^q. Supposons wBciVy.B^ soit encore Wy.wBcB,,. Cela signifie
que w^w est au plus de longueur q [cf. (3.4.3. i)]. Il n'y a alors que deux
possibilités : Ou bien l(w)^q—i, ou bien l(w)=q et l(w^w)=q—i.
Mais alors, on peut écrire Wy.==w^(w^w), où Wy.w est de longueur au
plus q—i. Notre assertion est donc démontrée. On prouve de
même (3.4.7.1). Notons aussi que :

(3.4.8) Si ÀoêWaÂ/ et >o^B^, le coefficient <^Sa reste <i au voisi-
nage de ?io.

En effet, s'il en est ainsi, le point Ào est nécessairement dans l'adhé-
rence d'un ensemble de la forme Wy.wB avec l(Wy,w) == q + i et l(w) == q.
Au point 7o, le coefficient ôis^ est ^o en vertu du lemme (3.4.2).
D'où notre assertion

Nous allons maintenant prouver, par récurrence sur q, que la fonc-
tion Er se prolonge en une fonction holomorphe de ?i à B^+i.

En vertu de la proposition (3.3), pour chaque aç0, nous avons déjà
montré que Er se prolonge en une fonction holomorphe à l'enveloppe
convexe de Buw^B, donc a fortiori à la réunion de B, Wy.B et de leur
face commune dans l'hyperplan défini par a. L'intersection de ces diffé-
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rents ensembles, pour a ç. 9, est évidemment B qui est connexe. Il en
résulte que Ey se prolonge en une fonction holomorphe à Bi.

Nous pouvons donc désormais supposer q > o et notre assertion
établie pour les q' < q. Prenons maintenant un a e 0. Nous allons voir
que E^ se prolonge analytiquement à la réunion B,/uwa&/.

Si Àewa-By, on a w^lç.B^ D'après l'hypothèse de récurrence,
E / ( g , î), Wa%, ^a^; Ç) est déjà définie et holomorphe au voisinage de À.
On peut donc poser provisoirement

(3.4.9) ^(À) == %(p.a) | ̂  [ ̂ ( ,̂ î), Wa, X, "U; Ç) ^aCS, %, Sa)

et cela définit une fonction méromorphe de À, dont les seules singu-
larités sont les pôles de ^(î)? T., s a), donc sur des hyperplans, s y. = Cte.
Regardons maintenant ce qui se passe si À est dans l'ensemble connexe
ByUWaB^. Cet ensemble contient Buw^B. D'après la proposition (3.3),
si 7 est dans Buw^B, on a

(3.4.io) £^,2),^,À;0=^(À).

Par conséquent, la fonction ^p(À) coïncide avec Er(g, D, %, ^; Ç) sur
tout l'ensemble B^r\Wy.B^ Ainsi E^(g, î), %, À; Ç) admet un prolon-
gement, a priori méromorphe à l'ensemble B^r\Wy,B^ Montrons que
ce prolongement est en fait holomorphe.

Il suffira de montrer que la fonction ^(7) est holomorphe au voisi-
nage d'un point Ào de Wy^B^ n'appartenant pas à fiy. Mais d'après (3.4.8),
au voisinage d'un tel point <^5a reste <i et, d'après (l . lO.i) , le fac-
teur Ha(î), %, Sa) reste holomorphe au voisinage de Ào. Donc ^(À) est
holomorphe au voisinage de Ào. Ce qui prouve notre assertion.

D'après (3.4.7.1), l'intersection de B^uw^B^ et de B^uw^B^ pour a
et (3 e 6 est encore connexe. Il en résulte que Ej/ se prolonge analyti-
quement à la réunion des B,,\jWy,Bcf pour aç6. Appliquant le théorème
de Hartogs, on obtient le prolongement de Er à l'enveloppe convexe
de cette réunion et a fortiori à B^+i.

Ainsi Ey se prolonge à tout ensemble B,/. Soit m la borne supérieure
des longueurs des weW; la bande B,n contient la réunion des wB
pour wç.W. Il suffit donc d'appliquer une nouvelle fois le théorème de
Hartogs pour obtenir le théorème.

COROLLAIRE (3.5). — Soit Ç un caractère « générique » de N~(K) (i. e.
pia^o pour toute racine simple a). Alors EN-(K)(^, î), ^, ^; 0 se prolonge
en une fonction holomorphe de 7 sur F.

En effet, dans ce cas, le tube B(V) est la chambre de Weyl positive
définie par les inégalités

<^Sa > o pour tout a ç A.
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II existe un élément Wo de W qui transforme B(V) en —B(V). L'enve-
loppe convexe de WB(V) est donc l'espace F tout entier.

REMARQUE (3.5.i). — Le domaine D du théorème (3.4) n'est pas
toujours l'espace F tout entier comme le montre l'exemple suivant.
Soit G = SL (4, K). Le système de racines simples A est formé de trois
racines ai, 0.2, a:3. Prenons pour V le groupe unipotent horicyclique
engendré par les racines négatives qui contiennent — as. Le domaine B(V)
est défini par les inégalités

CKSî+ ôiS.î>0, ^S2+^Sy>0, ^-(Sl+S.2+S3)> 0, <^52>0;

le groupe W se réduit à l'identité et w^. Le transformé de B(V) par w-,
est défini par les inégalités

<^Si>0, ÔiS.,<0, ^S,>0, <^(Si+S.2+S.3)>0.

L'enveloppe convexe de la réunion est contenue dans le demi-espace
^0?1+S.2+53)>0.

4. Le groupe SL (2, R).

Dans les § 4, 5, 6, on se propose d'étudier plus en détail le cas du
groupe SL (2, K). On rappelle la nature des représentations du compact
maximal M, et l'on exhibe une fonction cp « privilégiée » au sens de (1.8).
On calcule 9, Lç, L^ et l'opérateur H(î), %, s).

Dans ce paragraphe, le corps K est le corps R des nombres réels.
On a posé
(4.1. i) r(.r) ==exp(2i7r:r).

Les caractères multiplicatifs de module i de R* sont donnés par

(4.1.2) x \-> sgn^)51 x i(J,

où s == o, i et (T G R.
On prend comme sous-groupe compact maximal de G le groupe

abélien S0(2, R) formé des matrices de la forme

(4.1.3) (cosb -sine), 9eR.v / \sm6 cos6/

Les représentations irréductibles de M sont donc de dimension i; ce
sont les caractères

/cos9 —sin6 \ . n _
(sin9 coso)^6""9' mez-
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Si î) est le caractère de paramètre m et % le caractère de R* de para-
mètre (s, o"), le projecteur P(î), 7) se réduit au scalaire i si m et £ ont
la même parité et à o dans le cas contraire.

On suppose désormais m et £ de même parité en sorte que P(3), %) = i.
Une fonction privilégiée de type î) (par rapport à %) est donnée par

(4.1.4) cp (xe^ + ye.,) == [x + iy. sgn (m)] lm l e- ̂  (Y2 +r2) •

II est clair que c'est bien une fonction à décroissance rapide.

PROPOSITION (4.2). — Avec les notations précédentes, on a

(4.2.1) ^(^)^-^---r^(im +5-^)];

(4.2.2) $ (xei + ye-z) = îp (xe, + !/^) [— sgn (m)]"1 ;

r l 'dm +i—s+^)1
(4.2.3) ^(î), %, ^[-sgn^)]^-^)12———————————1.

F I(\m\+I+s-ia)\
L 2 J

La première assertion est immédiate. Il suffit de prouver la seconde,
car la troisième s'ensuivra aussitôt. Comme $ est aussi de type 3), il
suffit de calculer

(4.2.4) ?0/^)== r?(^i+ ue^e-'^^^dudu,

ce qui donne, en passant en coordonnées polaires,
,,+oc 27:

(4.2.5) $(y^)= ^ p'^^e-^dp ^ ^môg-^rpcosO^o
^ O ^0

ou encore, en introduisant la fonction de Bessel J\,n\,
^ -

(4.2.6) ^O/eO^-aTr i '7" ! \ p'^l-'^-^Vj^^—^Tryp) dp.
^0

Cette dernière intégrale se trouve, par exemple, dans [1], vol. II, 7.7.3 (24).
Il vient ainsi, mettant fin à la démonstration de (4.2.2),

(4.2.7) cp (ye.^ == (-- 01 m ' y } m ! e- riyî = [— sgn (m)]- cp (ye^

Remarque. — La formule (4.2.2) résulte aussi des propriétés des
polynômes harmoniques.

Nous allons maintenant calculer l'intégrale E(g, î), •/, s; p) en fonc-
tion des fonctions hypergéométriques confluentes. La proposition (2.5.7)
montre qu'il suffit de calculer E(î), %, s; ^) [on a, en effet,
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G(K)=MA(K)N-(K)}. Le calcul qui suit reproduit un travail dû
à Christian HOUZEL et resté impublié.

Pour n == ( I ° ), on a sans peine\ x i j

(4.2.8) L(n, î), ,̂ s + i) = (— iy^—x + 0" ^ + 1l-^-1-5,

d'où
/,+-

(4.2.9) E(î), ̂  s; ^)== (— i)7» | x + 1|-/"-'-^(_^ ̂  ^m^-Ti.qi ̂

II est très facile de prouver que l'intégrale précédente est fonction méro-
morphe de s pour ^ = o. Pour ^ ̂  o, on peut écrire

(4.2.10) £(Î),^,S; ^)=:(^f)- 27:^ ̂ "^^^f 2^ ^(s+i)^,

où l'on a posé, pour u > o et À: demi-entier,

.,+=0

(4.2.11) Wk(u,s)=ils t + fu ^-^ (/ + fu)-^ e-^ ̂

et où Y}=—sgn^j.). De plus, on a supposé o-== o (pour passer de là
au cas général, il suffit de changer s en s—io- dans les formules qui
suivent).

L'intégrale (4.2.n) converge pour ôis> ^. On pose maintenant

u=it—u. Alors, l'intégrale (4.2.n) prend la forme

(4 .2 .12) Wk(u, s)=^-si-:lk-^ul-e-u f (—v)-s-k(ï+-v-\^k e-du,
J j ) \ 2 U /

où D désigne la droite cKu =—u, orientée comme l'axe imaginaire, et

sur laquelle on choisit les arguments de — y et 14--^- tels que
2U ^

| a rg (—y) | ^ - , arg i +
2U

On peut maintenant transformer (4.2.12) en une intégrale sur le
contour C de la figure i, portant sur la fonction

(4.2.i3) u ^> (— u)-^ ( i +
2U
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où les arguments sont choisis de façon que

(4.2.i4) arg(—y)|^7r, arg i+
2U,

^7T.

Les pôles de (4.2.i3) sont o et —211; ils sont à l'extérieur du
contour (abcdca) de la figure 2. Comme ôis'> -, on vérifie que Finté-

2

^

Fig. i.

Fig. 2.

grale sur le demi-cercle tend vers zéro lorsque son rayon tend vers + °°
On peut donc écrire
(4.2. i5) Wk(u, s) =— 2^i-^-1 u^-u f(_ ̂ -s-k ^ i ^_ v.^ e-" du,

Je \ ^
les arguments étant définis par (4.2.i4). Cette intégrale converge pour
tout s, d'où le prolongement analytique de Wk. On pose maintenant

(4.2.i6) W^)=-^^UT(k-^+ï^

r+k-xf^""'•(•+^ e-^ du
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si k est demi-entier et re G tel que k—r + ï- n'est pas entier négatif.
Il vient

(4.2.17) w^u, s) == 2^7: (- i)^ ^ W^_^ u)

si s + k n'est pas entier négatif.
Transformons l'intégrale (4.2.i6). Le contour C se déforme en le

contour formé de la demi-droite (+ oo, ô), du cercle de centre 0 et de

rayon ô et de la demi-droite (ô, +00). Si ^ ( - + r — Â - ) > O , l'inté-

grale sur le cercle tend vers 0 avec ô, d'où, pour ^ ( r + - 1 —Â')>o,
\ 2 7la relation

(4.3) Wk,r(u)==e~2Iluk '

^^-^

p-s-(,^)-^.
C'est là une expression connue des fonctions de Whittaker. (Cf. [l],
vol. I, chap. 6, p. 274-275 et [20], chap. 16, 16.12 à 16.40.) Il est connu
que, pour tout A-, les fonctions de Whittaker se prolongent en fonctions
entières de r avec la relation fondamentale

(4.3.i) W,..=W,,-..

Compte tenu de (4.2.17) et (4.2.10), on a

(4.4) E(î),^s;^=^{s+ï)\^

x —.—><-^————-T^-^l^r ^(s+i+ïim)
L2 J

et la relation (4.3.i) redonne l'équation fonctionnelle déjà établie pour
l'intégrale E(î), %, s; p).

REMARQUE (4.5). — La relation (1.10.5) du §1 fournit donc une
représentation intégrale des fonctions de Whittaker Wk,r pour k demi-
entier. Du reste, la même intégrale fournit le prolongement analytique
de E(î), %, s) (c'est-à-dire de l'intégrale relative à un caractère trivial)
en une fonction méromorphe.

En efîet, revenons pour un instant à la situation générale du § 1,
et utilisons les notations de (1.10). Vu la relation (1.10.5), qui est vraie
a priori pour c^s > o, on peut se borner à établir que, pour toute fonc-

BULL. SOC. MATH. — T. 95, FASO. 3. 19
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tion cpe^(K2), l'intégrale Ey(g, %, s) se prolonge en une fonction méro-
morphe de s. Or la relation (1.9.6) peut encore s'écrire

(4.5.1) E^(e, ̂  s)= fj cp^+^O^Om^^.
d K*XR

Mais il est clair que la fonction

(4.5.2) ^(y)= f ?( î +^2) dx

est encore dans ^(K) et la formule (4.5.i) s'écrit donc

(4.5.3) E^e, %, s)= f +(0z(0 | t^d-t.
J R*

Notre assertion est donc encore une conséquence des résultats de [17].

5. Le groupe SL (2, C).

Dans ce paragraphe, K est le corps G des nombres complexes et G
le groupe SL (2, C). Le module de G est le carré de la valeur absolue
ordinaire. Le caractère additif T est donné par
(5.1.1) r(z)==exp^inôiz

et la mesure de Haar du groupe additif est la mesure

(5.1.2) dz=2dad[3 pour z=a+i (3 , a e t ( 3 e R .

Les caractères de module i du groupe multiplicatif G* sont donnés par
(5.1.3) z \-> z711 z [^-^

où n e Z et o- e R.
On prend comme sous-groupe compact maximal de G le groupe

M == SU (2, G). Les représentations irréductibles du groupe M sont
paramétrées par les entiers m^o. La représentation de paramètre i
est la représentation naturelle de M dans G2, la représentation î) de
paramètre m est la puissance symétrique m1^6 de la précédente. En
d'autres termes, si l'on désigne par X, Y la base canonique de G2, la
représentation î) est la représentation naturelle de M dans l'espace des
polyômes homogènes de degré m en X et Y. Une base de cet espace
est formé des monômes
(5.1.4) X^PYP, o^p^m.

Ce vecteur est dans l'image du projecteur P(î), %), où ^ est n'importe
quel caractère multiplicatif de paramètres (m—2p, o-). En particulier,
l'assertion du lemme (1.2) est évidente.
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Dans ce qui suit, la représentation î) de paramètre m et le caractère %
de paramètres (n, o-) sont choisis une fois pour toutes de façon que
P(^9 x)7^o. On a donc n==m—2p. On supposera également cr=o
pour simplifier. (Il suffira de changer s en s—lo- dans les formules qui
suivent pour retrouver le cas général.)

On désigne par cp la fonction de type î) qui est définie par la formule
suivante :

(5.1.5) cp(y)=î)((7)^exp(—27^)P(3), yj,

où uçC2, u==t.g(ei), t>o, gçM.

On définit ainsi une fonction à décroissance rapide qui est même indé-
finiment dérivable à décroissance rapide [il est clair que cp est à décrois-
sance rapide et la proposition (5.2) va montrer qu'il en est de même
de$].

PROPOSITION (5.2). — On utilise les notations précédentes et Von pose
w= ( } • Alors on a

\i o )

(5.2.1) ^(te,)=imfS(w)^(te,), />o;

(5.2.2) L^s)=(^m~ST(I-m+s}p(^^',
\2 /

r^+i-.)
(5.2.3) M(î), ̂ ^r'^^-^-————(PC?), x) î)(ro)P(D, ^).

^( /?+ I+S)

II suffit de démontrer la première assertion, les autres en étant des consé-
quences immédiates.

Notons d'abord que cp étant de type î) et e.2=w(ei), la relation (i)
peut s'écrire aussi bien

(5.2.4) ? (ye,) = (— 0- cp (ye,), y > o.

Notons maintenant que tout point vç. C2 peut s'écrire

(5.2.5) v=t.g(e^\ g^M, t>o,

et qu'on a, pour toute fonction f continue à support compact sur C2,

(5.2.6) lTf(ae, + ^2) da db = 8 7r2 (T f[t.g (e,)] /3 dt dg,
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où dg désigne la mesure de Haar normalisée du groupe compact M.
D'autre part, tout point gçM peut s'écrire sous la forme du produit

^=eCK)u(6)e(^),

avec 0^^i^27r, 0^d^27T, 0^9^^,
2

où l'on a posé

(5.2.8) e^)=(^ °.\ ^O)^00'6 lsm^/ v- \ o e-^j9 "^ ^sin6 cos9;-
On a alors

(5.2.9) C F(g)dg=:^7:2)-1 (fÏ F[e(^)u(6)e(^,)]sin26d^^,d0.

Appliquons ceci au calcul de

(5.2.io) $ (y^) == (T ? (aei + 6^) T < aei + 6^, y^ > da db,

où l'on pose
T < ae, + 6e,, a;ei + ye, > = exp [4 I;TZ- ̂ . (a; 6 — y a)].

Nous avons donc

(5.2.H) $(^)= STi2^ ^dt^[tg(e,)]T^tg(e^ ye,^ dg.

On a d'abord

(5.2.i2) 4 ̂  ?[^(ei)] T < tg(e,), ye, > d^
7:

== f ^^(^i)] ̂ i f ^["(ô)] sin2 9 d9 ̂  e-2^2

^o ^o
^2H;

x / x(e^^)T<^e^^+^u(6)e„ e,>d^P(î), ^)
^o

7t

= 2 7rP(î),^) F î) [u (6)] sin 2 6 d6 ̂  e,-^/2

^u
/,-2T:

x ^ e^^ exp (— 41 TT î/Ï cos 6 cos ̂ ) d^ P (î), 7).
^o

On change ^2 en (^2—^i)» et l'on remarque que

P(î), x) == (2 7r)-i f î)[e(^)] ;c(e^ ) d^. 1
•^ft 1



FONCTIONS DE WHITTAKER. 289

L'intégrale en ^2 fait apparaître une fonction de Bessel, et l'on obtient

(5.2.13) ^Q/^STr2^! f e-^^FÇyt)^ dt,
^0

où l'on a posé

F(yf)= f P(î>, x)u(6)P(î), %)sin26Ji,i(—47Tï/cos6)d6.
^0

On a sans peine

(5.2.14) P(î),^)u(6)P(î),x)

= 2 (m^p)(^(-I)•<cos-—Ôsin-9P(î),,).
O^s^p, m—f)

Pour calculer l'intégrale F(yt), on développe le fonction J\n\{— 4^ cos 6)
en série entière, et l'on intègre terme à terme. Les intégrales en 0, qui
apparaissent alors, se ramènent sans peine à des facteurs T et l'on
obtient ainsi le développement en série entière de F(yt) :

(5.2.15) F(yt)= ^ (-ly^^yO2^'-'/^-77^^)!
/^^—LU.

x,/^+/+7n^W,x).

La dernière intégrale en / se calcule terme à terme.
On peut calculer l'intégrale -E(î), %, s; |JE.) au moyen des séries hyper-

géométriques iF, (cf. [l], vol. I, chap. IV et V). En efîet, cette intégrale
s'interprète comme la transformée de Fourier d'une fonction définie
sur N-(C)=R2. Cette fonction est matricielle, et ses coefficients par
rapport à la base (5.1.4) se transforment chacun par un caractère du
groupe MnA(C) opérant dans N-(C) par la représentation adjointe.
Lorsqu'on identifie N-(C) à R2, ce groupe s'identifie au groupe des
rotations dans R2. La transformée de Fourier d'un tel coefficient se
calcule au moyen d'une intégrale de Fourier-Bessel. On obtient ainsi
une intégrale de la forme

(5.3) ^wf(t)(l+t^~{m~s~ÏJp^\^\t)tdt,
^ 0

où f(t) est un polynôme, et l'on peut maintenant calculer cette inté-
grale au moyen de la méthode exposée dans [19], 13.6, c'est-à-dire en
remplaçant J p par son développement en série entière ou son intégrale
de Barnes-Mellin.
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6. Le groupe SL (2, K) pour U non archimédien.

Dans ce paragraphe, on désigne par K un corps localement compact
non archimédien de caractéristique quelconque. L'anneau des entiers
de K est 0, l'idéal maximal de ce dernier p. Le groupe G est le
groupe SL(2, K) et le sous-groupe compact maximal de G est le groupe
M=SL(2,0).

Pour chaque entier n^o, on désigne par Dn l'anneau quotient O/p",
par £)/*, le groupe des éléments inversibles de ce dernier et par p l'image
de p dans Dn' Ainsi pour m^n, à un isomorphisme près :

(6.1.i) D.=DA

De même, i + P" est un sous-groupe multiplicatif de O* et i 4- P7' un
sous-groupe multiplicatif de D^ et à des isomorphismes près, on a

(6.1.2) 0^=0/1+p^=o^/i+p».
Soient T le caractère de K choisi une fois pour toutes et TZ- une unifor-
misante. Alors, pour xçQ, le scalaire T^TT-^) ne dépend que de la
classe x de x dans Dn, ce qui autorise à le noter simplement ^(xn-^.
Alors le groupe additif On est mis en dualité avec lui-même par
(x, y)\^r(xy7^:-ï^).

D'autre part, un caractère % généralisé du groupe K* est de la forme

(6.1.3) •y^x)=\x\i(7^[x7:-^],

où crçC, où %o est la restriction de % au groupe £>* des unités et u(x)
désigne la valuation normalisée de x. On dit que % est ramifié si ^o est
non trivial. Dans ce cas, il existe un plus petit entier m > o tel que ^o
soit non trivial sur i + P^. Nous dirons que p^ est le conducteur de y.

Comme au § 1, on désigne par G (resp. B, A, N) le groupe des matrices
carrées 2 x 2 de déterminant i (resp. triangulaires supérieures, diago-
nales, triangulaires supérieures strictes). Pour chaque entier n, on
note Gn (resp. Bn, An, Nn) le groupe des points à valeurs dans O/,. Ainsi
la réduction module p" définit un homomorphisme surjectif de M sur Gn
dont le noyau est le groupe In formé des matrices ( , ) à coefficients
dans D et telles que

(6.1.4) ad—6c==i, a ,dE=imodp^ , 6 ,c^=omodp^.

Soit î) une représentation irréductible de M. Pour n assez grand, la
représentation î) est triviale sur In et provient donc d'une représen-
tation encore notée î) du groupe Gn. Soit n le plus petit de ces entiers.
Nous dirons que p71 est le conducteur de î). Soient ^ un caractère de
module i de K\ et p^ son conducteur. On suppose que le projec-
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teur P(î), %) n'est pas nul. Alors m est inférieur à n et la restriction de ^
à O* définit, par passage au quotient, un caractère encore noté % de D^
ou encore un caractère (toujours noté •/) du groupe B,;, à savoir

(6.1.5) (; ^)^(«).

Montrons que l'espace des vecteurs u de la représentation tels que

(6.1.6) î)(b)v=^(b)u pour tout bç Bn

est de dimension i. Cela entraînera que l'image de P(î), %) est cle dimen-
sion i. Or vu l'hypothèse P(î), -y) -^- o, la représentation î), considérée
comme représentation de Gn, est contenue dans la représentation de Gn
induite par le caractère % du groupe Bn. Il suffira donc de prouver le
lemme suivant :

LEMME (6.2). — Le commutant de la représentation de Gn induite par
le caractère ^ de Bn est une algèbre commutative.

Ce résultat est bien connu. Pour la commodité du lecteur, nous en
donnerons la démonstration. Ce commutant s'identifie à l'algèbre Hn^
des fonctions f sur Gn qui se transforment à droite et à gauche par ^
le produit étant la convolution

(6.2. i) /•* cp(A)== ̂  f(g)^(g-lh).
G../B,

Nous utiliserons le lemme suivant :

^ o —iLEMME (6.2.2). — Soit w = = ( ). Un système de représentants

des classes à droite GnIBn est formé des matrices suivantes :

(6.2.3) f 1 °) pour^D; et (I y} w pour yeD^.o^
\X l / l""- " - - / l \ 0 I,

Observons que l'ensemble des matrices g=[ ,) pour lesquelles c\c d/
est inversible est une réunion de classes à droites de Bn. Si c est inver-
sible, on peut écrire g de façon unique sous la forme

g=[ ï/ ) wbn avec bn e Bn.

Au contraire, si c n'est pas inversible, l'élément a est inversible, et l'on
peut écrire g de façon unique sous la forme

g==[ )bn, avec ï/^D; et bn^Bn.
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De façon précise, on a les relations suivantes :
/c o / \ /û b\ / i ac"^ fc d\ . .„(6.2.4) , == w . pour c inversible."7 \c à) \o i ) \o c-V r

/^ o /-\ /^ ^\ / I o\ / a b \ - . .„(6.2.5) , == , , pour c non inversible;v / \c d ) \ccr1 î ) \o cr1) A

Ces assertions entraînent aussitôt le lemme (6.2.2).
Ce lemme entraîne en particulier que G^est réunion (non disjointe)

des doubles classes des éléments suivants :

(6.2.6) w, Q ^ pour^O;.

En particulier, pour prouver le lemme (6.2), il suffit de prouver que,
pour f et 9 dans Hn('y), les produits fiç cp et 9 ̂  f prennent les mêmes
valeurs sur chacun de ces éléments. On a

(6.2.7) ^*?(w)= ^f(w)^w-^^ ~^)^\
XçQn

, v ,/i o \ r/ î o\ î+ 7. n ? }w\'1 ^ 'Y!/ I^LV—!/ î / J
rC^;

Soit encore

(6.2.8) f*cp(^)= ^ f^)^^ î
o^

a; î /
^e-o;

, v^ - / î o\ / \ , x^ / î o\ /., v+l/(y J^)+2 ^^ z)^)-
^^•o; reo;

Mais si xçD^ on a en vertu de (6.2.4),
/c o \ f1 ° \ [ î xr^ (x i \(6.2.o) = \w[v y/ \X î ) \0 ï J \0 X-^)
et, par conséquent,
(6.2.10) ^ cpQ ^=cp(^)^ ^( .̂

A'e.0; ^e-oî

Cette dernière expression est d'ailleurs nulle si % n'est pas trivial. En tout
cas, on a toujours une expression de la forme

(6.2.11) f*^)== 2 ^G ?)^
^eoî

+ 2 f(1 °,}^)+Af(w)^w),^ î.
re-o;
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Cp.qui est symétrique en f et cp, i. e. ne change pas si l'on intervertit f et cp.
De même, pour z^D^ on a

(6.2.,.) ̂  ̂  2«")»H: :)C :)]
1 ° = y^)4^f1 ^V1 °'\z ï j ^J / v / • 1 \o iA^

xeo.

, ^i / . / I 0\ / I 0 \
+ 7 . 7 <P^ ' V i / 1; '{z—y i )

reo.

Dans cette expression, la deuxième somme s'interprète comme un produit
de convolution sur le groupe additif des éléments singuliers de JO,,, et
est donc symétrique. Évaluons la première. On a facilement

(6.2.z3) ^-Y1 ^t f1 °)
\o i l \ z i/

^/i —2(I+rKz)- l \ /—(I4-a;2) —x \
\o i } \ o —(,+xz)-ir

Car z étant singulier, i + xz est inversible. Sur l'élément (6.2.i3),
cp prend la valeur co(w)^[—(i+a^)]. On a donc, en définitive,

(6.2.i4) f *c?Q °^=f(w)^w)^^[-(i+xz)]
XçCn

+ v yf1 °W ' °^r .^/\î/ i } ^ \ z — y i ) '
r<î0;

Cette dernière expression est symétrique en fet 9. D'où le lemme (6.2).
Nous choisissons maintenant de la façon suivante une fonction de

type T) privilégiée par rapport à ^ :
— Si î) est la représentation unité (ce qui entraîne que le carac-

tère % est non ramifié), cp est la fonction caractéristique des entiers
dans K2;

— Si î) est non triviale, cp est définie par

(ft(u)==o si y^M^i,

cp(y)=î)(m)P(î), %) si u=me,, mçM.

Alors :

PROPOSITION (6.3). — On a
(6.3.1) L ,̂ 5)=[i—iV(p)^]P(î), %) si î) ̂  non fri'yiaZe;

(6.3.2) Lç(%,s)=[I—N(p)-•][I—%(p)N(p)-ç]-lP(î),^) dans le cas
contraire.
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En effet, tout kçK s'écrit de façon unique :
(6.3.3) k^^u, où n==v(k) et U€D\
La mesure de Haar d^t du groupe multiplicatif est donnée par

(6.3.4) ffWd^Çi-NÇp)-^ f f(^u)du,-1)
nezJ ^^-o*

où du est la mesure de Haar de masse i du groupe compact O*.
Appliquons cette formule au calcul de l'intégrale Lç(%, s), il vient

(6.3.5) L^Cc, s)=(I—N(p)-ï)^^^ue,)^u)^)N(p)-nsdu.

Supposons î) non triviale. Alors, pour n ̂  o, le vecteur T^uci n'appar-
tient pas à Mci, et 9 (TT" u^i) == o. L'intégrale (6.3.5) se réduit donc au
terme n==o, d'où (6.3.i).

Supposons î) triviale. Alors (6.3.5) se réduit aux termes n^o.
Ainsi :
(6.3.6) L,(x,s)=[i-iV(p)-']^[N(p)-x^)]".

n^O

La formule (6.3.2) en découle aussitôt.
PROPOSITION (6.4). — Si î) est la représentation unité (et % non ramifié),

on a
( 6 4 l) H(i y s}-1^^^^-( ) ^X^)- ,_^)N(P)^ ^
(6.4.2) £(i ,^,s;^.)=o si p.^0;

, £(„ „ ,; .^-^••^^-^•(.-.(rtN^-.)
(6.4.3) i_^(p)iv(p)-5

si p.e0 et ^7^0;
(6.4.4) E(i, i, 5)= [i-x(P)N(p)-]-1.

La première assertion est immédiate, car on a dans ce cas 9 == cp.
Pour prouver les autres, on peut se borner au cas où % est trivial. Alors,
on a
(6.4.5) £(i,i ,s;^.)= / sup( i , y\)~'~^(y^)dy

^A

= ^^y)dy+2N<P)-/'l'+"f ^^y)^.
0 ^i ^r.-PO*

= f T^y) dy + V N(p)-/-^" [ f r^y) dy^ ~ L'""''0
—r ^y)*/i.

•'^:-/l+'o J
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Si ^ n'est pas entier, il définit un caractère non trivial y ^ ^ ( y p ) des
groupes TT-^D pour p^o, et il vient ainsi E(i, i, s; ^)== o. Si, au
contraire, ^ est entier, le caractère y ^ ^ ( p - y ) est trivial sur les
groupes TT^O, avec o^p^u(^), et non trivial sur les groupes TZ—^D,
avec p>u(p). L'intégrale (6.4.5) se réduit donc à l'expression

-/,(,s-+l)(6.4.6) i+ ^ N(p)-/̂

X [ f ^— ( dy^ —A^p)-^^^4-1)-4-1^),
L-TT-PO ^TT-V^-O J

soit

(6.4.7) i + (i—N(p)-1) ^ ^^-^^—^(p)-^4-1)^1^^))4-^^,
i^^^.-;a)

ce qui se laisse facilement mettre sous la forme (6.4.3).
Enfin si [J. est nul, l'intégrale se met sous la forme

(6.4.8) i +^ N(p)-^^1) f dy—N(p)-^^ f dy\
^i _ "T.-PG ^Ti-^+i-O J

-p^} t rfï/—N(p)-^-1)^1)
_ ' r.—p 0 ly 71— P+1 -0

soit

(6.4.9) i +^[N(p)-/-—N(p)-^-1)--],

et ceci se ramène à (6.4.4).
Nous n'aborderons pas, dans le cas général, le calcul de cp et de l'opé-

rateur ^(î), %, s). Il est évident que ^î(î), %, s) est connu à un scalaire
près, puisque c'est un isomorphisme de l'image de P(î), %) sur celle
de P(î), %). Le problème est de déterminer ce scalaire. Par exemple,
si î) et % sont de même conducteur ?"', on a

(6.4.10) ^(î),%,5)=N(p)—-1^^) ̂  î)(^ ^î)(^)P(î),x),
A-e-o,

où ^(%) est la somme de Gauss

(6 .4 .11) 9(7)=y,7.(a)r(^-md).

De plus, on peut voir que l'équation fonctionnelle se réduit essentiel-
lement à la relation bien connue

^(^(yJ^—iWp)"-
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7. Le cas global G == SL (2, A).

Dans ce paragraphe, k désigne un corps de nombres, c'est-à-dire une
extension finie du corps Q des nombres rationnels. On désigne par A
l'anneau localement compact des adèles de k et, pour chaque place p,
par ky le corps localement compact correspondant. En tant qu'en-

semble, A est défini comme le sous-ensemble du produit FT ky, formé

des éléments x == (x^) tels que Xy e Dy pour presque tout p fini.
On désigne par ^(A^) l'espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur A^.
C'est donc l'espace vectoriel, engendré par les fonctions de la forme

(7.1.1) cp (x) == j[ J cpp (a;p), où (^ € ̂  (ky) pour tout p

et où, pour presque tout p fini, cpy est la fonction caractéristique de Op
dans k7^

On désigne par dx la mesure de Haar du groupe additif A qui est le
produit des mesures de Haar dyXy des corps ky, introduites au § 1 et
aux § 4, 5, 6. On désigne par A* le groupe des idèles, c'est-à-dire le
groupe des éléments inversibles de A. Pour toute place p, désignons
par ôp^p la mesure de Haar de ky définie par

(7.1.2) ^p^p== |^p -1 dyXy si p est à l'infini;

(7.1.3) ô^==(i—N(p)-1)-1 x^d^ si p est fini.

Alors le produit de ces mesures est une mesure de Haar d*x du groupe
multiplicatif A*. Pour tout ï/eA*, on a d'autre part

(7.1.4) d(yx)=\y\dx, où \y\=[^\y^ s i ï /=(^) .

Pour chaque place p, soit T? le caractère additif choisi au § 1. Alors la
formule

(7.1.5) ^(^n^p) P0111' x={xp)
définit un caractère du groupe additif A satisfaisant aux conditions
suivantes :
(7.1.6) Le groupe A est mis en dualité avec lui-même par (x, y) \-> T (xy) ;
(7.1.7) Le sous-groupe discret À- de A est son propre orthogonal;
(7.1.8) La transformation de Fourier

^(x)== I ^ ( y ) r ( x y ) d y{X)== t cp(y)T(
^AJ A
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définit une bijection de ^(A) sur lui-même, et la formule de réciprocité
s'écrit

J ^(—x)r(xy)==^(y).

On considère le groupe G == SL (2, k) comme groupe algébrique défini
sur k, et l'on note G (A) = SI. (2, A) le groupe des points adèliques
de G. On considère les sous-groupes A, N, N- de G, introduits au § 1,
et l'on pose

M=JjM,,

où, pour chaque place p, My est le sous-groupe compact maximal de
Gp=SL (2, ky) introduit au § 1. Il est clair que M est un sous-groupe
compact maximal de G (A), et qu'on a la décomposition
(7.1.9) G(A) = MA (A) N(A).
On pose
/rj i \ . [ CL X \(7.1.io) A(^ ^_,)==a,

et, pour tout seC, bçB(A),
(7-l.n) ^.^^A^)]9.

Tout caractère % de module i de A* définit un caractère de module i
de B(A) ou A (A) auquel on l'identifie, à savoir ai-^(A(a)). Le carac-

tère 7. est de la forme ^(x) ="j^J^^), où, pour tout p, ̂  est un

caractère de module i de ky supposé non ramifié pour presque tout p
fini. Dans la suite, on suppose que % est trivial sur k*, c'est-à-dire que ^
est un caractère de Hecke.

Soit î) une représentation unitaire irréductible du groupe M. Alors î)
est un produit tensoriel
(7 .1 .12 ) î)-(g)î)p,

où Dp, pour chaque place p, désigne une représentation unitaire irré-
ductible de Mp qui, pour presque tout p, est triviale. Soit P(î), ^)
le projecteur orthogonal de l'espace de la représentation sur le sous-
espace H(î), %) des vecteurs v qui vérifient
(7.1.13) ^(b)v=^{V)u, bçB(A).

Dans la suite, on suppose P(î), ' / ) ^o . On a

(7-1• I /^) ^^^(î^p),
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et en particulier l'image de P(î), -/) est de dimension i. Si g==man
avec me M, aeA(A), neN(A), on peut poser

(7.2) LQ/, î), y,, 5)= î)(m)y(a)<—5, a>P(î), yj.

Cette fonction est évidemment le produit de ses composantes locales;
celle-ci sont les fonctions introduites au § 1; si g == ( g ), on a

(7.2.1) L(g, î), y, ̂ -{"ppO/p, î)p, %p, s).

Soit maintenant ^JL un élément de A. Il détermine un caractère

(7.2.2) ,:Q ^)^T(^)

du groupe AT-(A). On se propose d'étudier l'intégrale

(7.2.3) E(î), y, s; )̂ == f L(^n-, ̂  y, s + i) dn-.
^N-(A)

II est clair que cette intégrale est le produit de ses composantes locales.

PROPOSITION (7.3). — L'intégrale (7.2.3) converge absolument pour
cRs>i. Elle définit une fonction holomorphe et continue en (g, s). Pour
tR.5>i, elle est égale au produit infini convergent

(7.3. i) E(g, 3), %, s; p) =\\E,^ î^, ̂  s; ̂ ),

où 9={9p), ^=(^p)> X-^p)' î)=0î)p.

Comme dans le cas local, il suffit d'étudier l'intégrale pour g = e,
î) == i, % = i , seR, /j. = o. Alors les fonctions à intégrer sont positives,
et l'on a (avec les mêmes notations qu'au § 1)

(7.3.2) E(e, s) = ]"[ £, (,, 5) "[~[ E^ (e, s),
pflni p infini

les deux membres étant simultanément définis. Si dls>i, tous les
facteurs locaux sont définis, et l'on a en particulier, pour toute place
finie p [cf. proposition (6.4.5)],

£,(e,5)=(i-N(p)-0-'.

Vu les résultats connus sur la convergence des produits eulériens, on
voit que le produit infini converge, et il en est donc de même de l'inté-
grale E(e, s).
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Du reste, on a, de façon générale, si p. = o,

(7.4) E(î), ̂  s) =f[E,(^, ̂  s)f[E^ ̂  .),
pe^ v(£s

où l'on désigne par S l'ensemble formé des places à l'infini et des places
finies où î)p est non triviale. Pour p ^ S , on a

(7.4.1) £^, ̂ . 5) = [i-^p)iV(p)-]-'.

Désignons par Ç(%, s) la fonction de Hecke ([8], [9], [16]) :

(7.4.2) Ç& s)= ]̂ [ [i-^(p)N(p)-]-i,

le produit étant étendu aux places finies où % n'est pas ramifié. Nous
désignerons par Ç^(%, s) la fonction « incomplète » définie par le même
produit étendu seulement aux places finies où î) est triviale (ce qui
entraîne y non ramifié). On a donc

(7.4.3) ^ (ï, s) = Ç (;(, s) Y[ [i - -̂  (p) N(p)-J,
pe-y'

où -S7 désigne l'ensemble fini des places finies où % est non ramifié
et î) non triviale. Avec cette notation, on a

(7.4.4) E(î), ̂  s)=^E^^, ̂ , s) Ç^fe s).
pçs

Cette formule met en évidence le prolongement analytique de E(î), %, s).
Gardons les mêmes notations et supposons que ^ soit un idèle de A.

Alors pour ois > o, on a

(7.4.5) £(î), x, s; ̂ JJE ,̂ y^, s; ̂ ) |~ĵ (î  ̂ , 5; ̂ ).
pçs p^s

Nous avons calculé les facteurs relatifs aux places p^.S dans la propo-
sition (6.4.4). Il vient, en utilisant ce résultat,

(7.4.6) £(î),^;^)= Y[E,^,^s;^—————
pes ^a^+i}

x i—x(p^p)^(p)~' ^pnp^, i—x(p)^(p)-'
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pourvu que ^y soit un entier de ky en toutes les places p^-S. Sinon,
on a £(î), %, s; ^)==o.

On sait que ̂  est de toute façon une unité pour presque tout p et
que, par conséquent, dans l'expression précédente, il n'y a qu'un nombre
fini de termes de la forme

i—x(P^p)^(p)~^lp
i—x(p)^(p)~'

On remarquera que, dans un tel facteur, | ̂  |p est en fait une puissance
négative de N(p), et en conséquence un tel facteur est en fait une fonc-
tion entière de s.

En particulier, on voit que le produit E(î), y, s; ^) Ç^ (y, s 4- i) ^se
prolonge en une fonction entière de 5. Introduisons maintenant l'opérateur

(7.4.7) W, x, .) =11 ̂ P' ̂  ̂ t^y-
pçs

On a aussitôt l'équation fonctionnelle

(7.4.8) £(î), y, s; ^)==x(^)| ̂ (3), x, —s; ^)H(3), ̂  5).

On peut aussi retrouver ces résultats directement en raisonnant comme
au § 1. Pour cela introduisons les notations suivantes : pour cpe^(A2),
posons

(7.4.9) L,(g, y, s) =^ ?[tg(^)] x(0 11 \8 d-t;

(7.4.10) E^(g, %, s;p)== Ç L^(gn, 7, s + î)î,(n)dn.
^jy-CA)

Ces intégrales convergent pour ^s>i. Posons aussi

(7.4.11) 9 (rcd + ye-î) == jj 9 (uei + PCa) T (o;y — yu) du du.

THÉORÈME (7.5). — Si ^ est un idèle, la fonction E^(g, %, s; ^) se
prolonge en une fonction entière de s. Soit m ̂ > i; on a

(7.5. i) sup E^(g, %, s; ^) === sup E^(g, %, s; .̂).
\<Rs\^m \ûis\=m

Pour tout s, on a

(7.5.2) E^(g, %, s; ^) = %(^.) | ^ |^ç(y, %, —s; .̂).
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En effet, pour ôis>i, on peut mettre E sous la forme d'une intégrale
double convergente

(7.5.3) £ç (%, s; ^) == jfpp (te, + a^,) %(Q 1 1 \^ d ' t r ( x ^ ) dx,

ce qui s'écrit encore, en changeant x en xt~1 :

(7.5.4) E^ s; ^)= f ^(te,+t-^e,)i(t) f ^<,
./A«

où l'on a posé

(7.5.5) cp (ue, + ̂ 2) = jf 9 (ud + xe^) T (rw pi) dx.
^A

Comme cpe^(A2), ces assertions seront conséquences du lemme suivant :

LEMME (7.5.6). — Soit /'e^(A2). L'intégrale

(7.5.7) ffde^t-^e^^d^
^A

est absolument convergente. Posons s == a + i(3. £Z/e fend yers zéro lorsque (3
fend yers +00, uniformément pour a dans un compact.

On peut supposer /'(a;) = | | /"p (rc^), où /p^o et est égale pour presque
tout p fini à la fonction caractéristique de D2 dans A:2. Soit T l'ensemble
formé des places à l'infini et des places exceptionnelles. On a alors
(les deux membres étant définis simultanément) :

(7.5.8) f f(te, + t-^ e.) 11^ = [J f ^ (te, + t-^ eQ 1 1 1 - ̂ t.
Av p ^P

D'après le § 1, on sait déjà que le produit (fini) des facteurs précé-
dents pour p e T est défini et tend vers zéro à l'infini, uniformément
pour (RS dans un compact. Le produit des facteurs précédents pour p^ T
est convergent et borné dans toute bande. Or, si f est la fonction carac-
téristique de Op dans ky, la fonction t^f (te, + /-1 €2) est la fonction
caractéristique de O? dans ky. Tous les facteurs relatifs à des places p e T
sont donc égaux à i dans le produit (7.5.8). Le lemme est donc démontré.

La première assertion de (7.5) est donc établie. La seconde résulte
de ce qui précède et du principe du maximum. La dernière se prouve
comme au § 1.

Remarque. — Les résultats précédents, en particulier l'équation (7.5.2)
se rattachent à la théorie des séries d'Eisenstein. Ils se déduisent par
la méthode exposée dans l'introduction des résultats exposés dans [8]
[yofr(3.11)à(3.14),Zoc.ci7.].

BTJLL. 800. MATH. — T. 95, FASO. 3. 20
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Posons maintenant

(^s-e) ^(^n^p)5 où ^(^p)
en désignant, pour toute place p, par cp^ la fonction « privilégiée » du § 1.
Comme dx est le produit des mesures à x , introduites en (7.1.3), on a

(7.5.io) L^s)=f]-^^L^,s)Y[L^,s).
V fini p infini

Posons C=TT[I—^(P)"1]"1 et appliquons la formule (6.3.2), il vient
pflni
pe-y

(7 .5 .H) LçCc, s) = C\~[L^ (^, s) ^Oc, s),
pe^

où S est, on le rappelle, l'ensemble des places infinies et des places finies
où î)p est non triviale et % non ramifié et où Ç^(%, s) est la fonction
déjà introduite en (7.4.3).

Dans le domaine dls>i, on a

(7.5.12) E^(g, %, s; p)=E(g, î), ,̂ s; ^)L^(%, s+i).

D'autre part, l'opérateur H(î), ^, s) déjà défini par (7.4.7) vérifie

(7.5.13) L ,̂ —5 + i) = ̂ (î), ,̂ 5)L ,̂ s + i).

THÉORÈME (7.6). — Le produit E(g, î), ^, s; ^) ̂ (^, s +1) se pro-
Zon^e en une fonction entière de s. On a

(7.6.i) E(g, î), %, s; ^) = %(^) | ̂  I^E^, î), %, —s; ^) H(î), %, s).

Il existe une fonction continue C(s), possédant la propriété suivante :
Pour tout b > i et tout compact ^ de A\ il existe une constante C(b, t2)
telle que pour \^s\^b et ^eî2, on ait

(7.6.2) \E(g, î), ̂  s; ̂ (%, s + i) \^C(b, ̂ )E(g, b).

En effet, pour chaque place peS, on peut écrire

(7.6.3) L,(:̂ , s) = s(î),, ̂ . s) P(î),, ̂ ),

où s~1 (î)p, ^p, s) est une fonction entière de s à valeurs complexes.
La formule (7.5.ii) peut encore s'écrire

(7.6.4) L^, s) == C^Qc, s) s(î), %, s)P(î), %),
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où Fon a posé

(7.6.5) £(^%^)=[j£(î),,^,5).
pe*y

Alors la formule (7.5.12) s'écrit encore

(7.6.6) CE(g, î), %, s; )̂ ̂ (%, s + i) =E^g, ̂  s; ^) ̂ (î), %, 5 + i),

et ceci donne le prolongement analytique du produit E^. L'équa-
tion (7.6.1) s'établit comme au § 1. Quant à la dernière assertion, on
écrit pour b > i et | ô^s \ ̂  b, en tenant compte de (7.5. i),

(7.6.7) C|E(y,î),^5;^)^(%,s+I)|^^-l(î),z,s) sup £ç(ff,%,s; ̂ ),
1 1 \ûî.s\=b

et l'on achève alors la démonstration comme dans (1.12).

Notons maintenant que si % n'est pas une puissance (imaginaire pure)
de la norme, la fonction ?^(%, s) est entière. Au contraire, si -/(x) = | x ]"7,
on a î^(%, s) = Ç^ (i, s—l'o"), et cette fonction admet un pôle pour
s == l'o- +1, d'ailleurs simple. En tout cas, la fonction

(7.6.8) ^(X,5) =^(%,s).(s—iŒ—i)

est entière. On en déduit aussitôt le lemme suivant :

LEMME (7.7). — Désignons par S^(%, s) la fonction précédente si ^
est une puissance de la norme, et la fonction Ç^(%, s) dans le cas contraire.
Alors le produit

(7.7.1) H(3),%^)^Cc,5+i)

est holomorphe pour ^s<i.

En effet, dans la formule (7.4.7) qui définit HCS, %, s), les fac-
teurs ^(Sp, %p, s\, pour pe-S, sont holomorphes dans la bande ^s<i.
Le lemme (7.7) résulte donc simplement des assertions qui le précèdent.

Lorsque î) est une représentation quelconque non nécessairepent
irréductible, mais encore écrite comme produit tensoriel (g) T)p d'une
famille de représentations î)p de My, triviales pour presque tout p,
on peut encore définir la fonction Ç incomplète

(7.7.2) ç^,5)=Ç(^)n[i-^],
per
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où T est l'ensemble des places finies où % est non ramifié et Dp non
triviale. Alors si î)o est une représentation irréductible contenue dans î),
on peut écrire

<7.7.3) ^,5)=^(^)]^[,-|^],
per'

où T ' est l'ensemble des places finies p telles que % ne soit pas ramifié
en p, la représentation (î)o)p triviale et la représentation T)p non triviale.
€e dernier produit est d'ailleurs fonction entière de s, bornée dans toute
bande bornée. On voit que les résultats précédents s'appliquent encore
au cas d'une représentation non irréductible telle que î) et, en particulier,
on a encore le lemme (7.7).

8. Cas global pour un groupe de rang quelconque.

Dans ce paragraphe, le groupe G est un groupe algébrique semi-
simple, simplement connexe, défini et déployé sur le corps de nombres k.
Il existe donc un tore maximal A de G déployé sur Â-. Le dual de
Pontrjagin du groupe A (A) n'est autre que le groupe

<8.1 . i ) Â*(g)zX*(A),

l'élément % (g) 7, définissant l'homomorphisme

<8.1.2) a^^(Ua))

de A (A) dans T. De même, on désigne par F et FR les espaces

<8.1.3) FR=R(g)X*(A), F=C(g)X*(A).

Tout élément ÀeF définit un caractère généralisé a ^ < À , a > . Si

^=^j^(g)^, on a

<8.1.4) <^ay=Y[\W\^

On désigne toujours par W le groupe de Weyl, par R le système des
racines de G par rapport à A. On choisit un Â-sous-groupe de Borel
B = AN, et l'on désigne par R+ le système de racines correspondant.
On utilise les notions introduites au § 2, horicycles, hémicycles, etc.
On choisit un sous-groupe compact maximal de G (A) adapté au tore A.
De façon précise, on choisit une base de Chevalley de la Â-algèbre de
Lie de G et, pour chaque place p, on désigne par Mp le sous-groupe des
points de G ( k ) qui conserve le réseau engendré sur Dp par cette base.
D'autre part, pour toute place à l'infini p, on choisit un sous-groupe
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compact maximal My de G(k^ adapté au tore A (k ). Alors le produit

M == | | M? est un sous-groupe compact maximal de G (A). Pour chaque

racine a, il existe un isomorphisme

(8.1.5) X^:Sï.(2,k)->G^

qui transforme le sous-groupe des matrices triangulaires en le sous-
groupe de Borel A'^Na de G^ et le compact maximal Mo de SL(2, A)
introduit au § 7 en le groupe M^=Mr\ G3'(A).

On choisit maintenant une représentation î) = (g) 2) y de M et un
caractère ^ de module i de A (A). On suppose ^ trivial sur A (/c). On intro-
duit, comme au § 2, un projecteur P (î), x) et une fonction L(g, î), %, À),
notée simplement L (9', À) si î) et ^ sont triviaux. On se propose d'étudier
l'intégrale

(8.2) E^(g, î), x, À; 0 == f L( ,̂ î), x, ^ + p) Ç(y) dy,
^(A)

où V est un hémicycle de N~ et Ç un caractère de module i du groupe V(A),
Lorsque î) et x sont triviaux et Ç= i , on écrit simplement Ef>(g, À)
pour l'intégrale précédente. On a sans peine les analogues des propo-
sitions du § 2. En particulier, la convergence de (8.2) est donnée par
le théorème suivant :

THÉORÈME (8.3). — Pour tout hémicycle Y, l'intégrale (8.2) converge
absolument dans le tube défini par les inégalités :

(8.3.i) (<^U, a )>i pour tout a tel que —açV.

Soit B^V) le tube précédent. La convergence est normale pour g dans un
compact de G (A) et <^À dans un compact de ^(V). En particulier, l'inté-
grale (8.2) définit une fonction holomorphe en À et continue en (g, À) sur
G(A)xB'(V).

Lorsque Y contient une seule racine, on est ramené au cas de SL(a, A).
Alors la condition précédente est bien celle du § 7. Dans le cas général»
on procède par récurrence sur le nombre de racines contenues dans V.

REMARQUE (8.3.2). — Au moins lorsque V = N~, on peut déduire
ce résultat du théorème de Godement sur la convergence des séries
d'Eisenstein (cf. Introduction).

Le prolongement des intégrales (2.8) se fait alors comme au § 3»
Soient a une racine simple et î) a la représentation T) o 3£a du compact
maximal Mo de SL(a, A) dans l'espace engendré par les vecteurs de
la forme î) (m) v, pour m e M^ et v dans l'image de P (î), ^). Désignons
par ^ïa(3)î X» s) l'opérateur qui se réduit à H(î)aî Xa»5) sur 1e sous-espace
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précédent et à zéro sur l'orthogonal. Soient enfin \ un caractère de
module i du groupe N~(A), et ^eA le scalaire défini par

(8.3.3) ^f^f1 ^l-^a).
L V*^ I/ J

PROPOSITION (8.4). — Soit

(8.4. i) E^g, î), %, À; 0= F L^n, î), x, À + p)^(n)dn.
^-(A)

(8.4.2) Aycc Zes notations de (7.4.3), le produit

E(g, î), %, ^ ;O^Oca,Sa+i)

se prolonge en une fonction holomorphe de À.

(8.4.3) On a, en posant À=^spA.p et %(a) ==]^[%p(Ap(a)),
A A

^a(ff, î), %, ^ 0=%a(^a)|^ah£a(^ î), WaX» ^a^; 0 Ha(2), Xa, Sa).

(8.4.4) JZ existe une fonction continue C(s) possédant la propriété
suivante : Pour tout b > i et tout compact ^2 de A\ il existe une cons-
tante C(b, Î2) telle que, pour \(KSy\^b et p.e^, on ait

(8.4.5) \E^g, î), ̂  À; OÎD,(%a, Sa+l)^C(Sa)Ea(^ )̂ C(6, )̂,

où Von a posé ^==^—-(^Sa—b) a.

On déduit ceci de (7.6.2) en remarquant qu'on peut écrire
A (A) = ̂  T(A) A0'(A), où ^/ désigne un sous-ensemble compact de A (A)
et T la composante neutre du noyau de a dans A. Bien entendu, on
raisonne comme dans (3.2).

En raisonnant comme dans (3.3), on en déduit le théorème suivant :

PROPOSITION (8.5). — Soient V un sous-groupe hémicycle de N~, a une
racine simple dont l'opposée est dans V, et ^ un caractère de module i
de V(A) tel que le paramètre .̂a soit un idèle. On désigne par D V enve-
loppe convexe de la réunion .B'^uWaCB^V)). Alors le produit

(8.5.1) E^(g, T),%, ^;OS^(Xa,5a+i)

se prolonge à D en une fonction holomorphe. Pour À e 35, on a

(8.5.2) E^(g, î), %, À; E) = ;Ca(^a) | ̂  \^E,(g, î), Wa%, Wa^; 0 Ha(î), %, 5a).
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En fait, on prouve que le produit (8.6. i) se prolonge au domaine D'
des À satisfaisant à la condition suivante :

II existe b > i tel que

|^Sa| <b et ^==^U— ^-(^-Sa—&)aeB'(V).

Si ^çB'(V), on a en particulier ^lSa= (<^U, a) <i et, en prenant
b>ôiSy. et assez voisin de ^lSa, on a À6€jB'(V).

Si ÀeWaC^y)), on a <^-Sa<—i et, en prenant b>—ois y et
assez voisin de —(^-Sa, on a ̂  assez voisin de Wy.ôi^ pour que À6eB'(V).
ainsi -D' est un tube ouvert et convexe qui contient B'ÇV) et Wy,B'(V).

Gardons les mêmes notations, et appelons 6 l'ensemble des racines
simples a dont l'opposée est dans V et pour lesquelles le paramètre /jt.a
soit un idèle. Soit W le groupe engendré par les Wa pour ae6. Avec les
notations de (7.7), on pose

(8.5.3) A(^7)=]^^(%)a,5a+i).
aet^

Par récurrence sur l'entier q>o, on définit Ay(%, À) :

(8.5.4) AoCc, ^)=A(%, À), Ay+i(%, À)=Ay(%, ^riA^Wa^, Wa^).
aeô

Les fonctions ainsi définies sont holomorphes en À.

THÉORÈME (8.6). — Avec les notations précédentes, le produit

(8.6.1) £^,Î),^;OA^_^,À),

où Uon désigne par m le maximum des longueurs des éléments de W, se
prolonge en une fonction holomorphe à l'enveloppe convexe de la réunion
des wB'(V) pour wçW.

En vertu du théorème de Hartogs et de la proposition (8.5), le produit
E^(g, D, ^, À; Ç)Ao(%, ^) se prolonge en une fonction holomorphe à
l'enveloppe convexe C de la réunion de B^V) et de ses transformés
par les Wa, où açO. Posons I?=CnB(V). C'est un tube polyédrale
(i. e. l'ensemble des À dont la partie réelle est dans un polyèdre convexe).
Chacun des hyperplans < a, <^À > = o, pour a e 6, en est un mur. En par-
ticulier, B et Wy.B ont une face commune dans ce mur. De façon générale,
soit B' un transformé de B par W. Nous appellerons face spéciale de B'
toute face de B' définie par une ae[9],

Pour tout entier q > o, soit Bc, la réunion des wB, pour wçW et
l(w)^q, et de leurs faces spéciales communes. On a l'analogue des
propriétés (3.4.4) à (3.4.8) et, en particulier, le fait que Bq soit un
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tube ouvert et connexe. Par récurrence sur q, nous allons voir que le
produit E^(g, î), ^, À; E) Aq(^, À) se prolonge en une fonction holo-
morphe à By+i. Il suffira de faire q = m — i et d'appliquer le théorème
de Hartogs pour obtenir (8.6).

Comme Cr>Bi, notre assertion est établie pour q=o. Nous pouvons
donc supposer q > o et notre assertion établie pour les q ' < q. L'hypothèse
de récurrence entraîne a fortiori que le produit Er(g, D, ^, ^; 0 A^(%, À)
se prolonge en une fonction holomorphe à B^ Le tube B^\jWy,B,, est
connexe et la fonction

(8.6.2) ^W=E^(g, î), WaX, "U; 0|^a I^XaO^^aCî), Xa, Sa) Ay(%. À)

est une fonction méromorphe sur w^B,, qui coïncide avec £'^.Ay(%, À)
sur By n Wa&y (qui est connexe) en vertu de (8.5). Mais si /o est dans Wy.B^,
et non dans By, le coefficient Sa==(^o ,a ) est de partie réelle ^o
[cf. (3.4.8)]. Alors le produit ^ïa(î), x» S^Ao^ /) est holomorphe au
voisinage de Ào en vertu de (7.7). D'autre part, on a w^ç.B^ Donc
le produit

E^(g, î), WaX' w^; OAy_i(Wa%, "U)

est holomorphe au voisinage de 7o en vertu de l'hypothèse de récurrence.
Par définition, A^(^, À) est égal au produit de Ay_i(Wa%, Wa^)Ao(^, A)
par une fonction holomorphe. Il en résulte que ip(À) est une fonction
holomorphe sur Wy,Bq. Ainsi E^ admet un prolongement à tout ensemble
Bq\jWy.Bq pour aeQ, donc aussi à Bç+i que contient leur enveloppe
convexe.
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