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FONCTIONS DE WHITTAKER
ASSOCIEES AUX GROUPES DE CHEVALLEY

PAR

Herve JACQUET (*).

Introduction.

Soient k un corps de nombres et G un groupe algébrique semi-simple
défini et déployé sur k. Soient A un tore maximal de G décomposé sur k
et P un k-sous-groupe parabolique minimal contenant A. Soit N le
radical unipotent de P. On désigne par W le groupe de Weyl de G par
rapport & A et par A l'anneau des adéles du corps k. Le groupe adé-
lifié G(A) est donc un groupe localement compact. On choisit un sous-
groupe compact maximal M de G(A) « adapté » & A (c¢f. § 7). En par-
ticulier, on a G(A)=MP(A).

Soit X* l’espace des caractéres généralisés du groupe P(A), c’est-
a-dire des homomorphismes continus de P(A) dans C*, qui sont triviaux
sur P(k) et N(A). Un i€ X" est déterminé par sa restriction a A(A),
et en particulier W opére sur X*. De plus, X* est muni d’une structure
complexe naturelle. Soit ® une représentation unitaire de dimension
finie du groupe compact M. On désigne par P(D, 4) le projecteur ortho-
gonal sur le sous-espace des vecteurs v de I'espace de D tels que

D(m)yv=21r""(m)v pour mePA)nM,
et T'on pose
L(g, ) =D(@m)»'(p) P(D,7)  pour g=mp.

On définit ainsi une fonction holomorphe de 2, et la série d’Eisenstein

E(g )= Y L{gv»

G (k)P (k)

(*) Thése Sc. math., Paris, 1967.
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converge absolument pour 2 dans un domaine convenable et se pro-
longe en une fonction méromorphe de 4. De plus, elle vérifie une équa-
tion fonctionnelle de la forme

E(g, 2 +p) = E(9, w?) +p) Aw, 7),

ou, pour chaque we W, A(w, 4) est un opérateur fonction méromorphe
de 2, et ou p désigne le module du groupe P(A).

Soit { un caractére de module 1 du groupe localement compact N (A)
qui soit trivial sur le sous-groupe discret N (k). Comme le quotient
N(A)/N (k) est compact, l'intégrale

®(g, 1) = E(gn, ) t(n) dn
N (AN (k)

est absolument convergente et définit une fonction méromorphe de 2.
Pour tout we W, on désigne par N,, le groupe (wNw—')n N. Avec cette
notation, le théoréme de Bruhat permet d’écrire

E@ =Y Y Lyw,

welW N(k)/Ngl(k)

et 'on a donc, dans le domaine de convergence de la série d’Eisenstein,

®(g, 1) = ' n L(gnyw,
@Gn="23 jN ey SO Yy Lgnyw, %)

wew N (k)/N o (k)

=¥ f L(gnw, 2 ¢(n) dn
N (AN, (k)

wew

-y fN (A)/N"(A)L(gnw, %) ¢ (n) dn f £ (u) du

wew Nw(A)/Nw(k)

puisque L(gw, %) est invariante a droite par N, (A). Si 7 est « géné-
rique », i. e. n’est trivial sur aucun des groupes N, (A) = { e}, on voit que

j z(u)du = o,
N, (A)/N,, (k)

sauf pour I'unique élément w,€ W tel que N,,,= {e|. On a w;' Nw,= N—
o N— est le sous-groupe unipotent « opposé » a N, On désigne par
le caractére n > {(w,nw;') de N—(A). On voit que

SYY -

®(qw,', )= L(gn—, »)g(n~)dn—.
N-(A)
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Cette intégrale converge donc absolument dans le domaine de conver-
gence des séries d’Eisenstein et se prolonge en une fonction méromorphe
de 4 vérifiant la méme équation fonctionnelle que les séries d’Eisenstein.

On donnera une démonstration directe de ce résultat ne faisant pas
intervenir la théorie des séries d’Eisenstein. D’autre part, il est naturel
de chercher a remplacer ¢ par un coefficient d’une représentation uni-
taire irréductible de N—(A) contenue dans L*[N—(A)/N—(k)]. Une telle
représentation est induite par un caractére de module 1 d’un sous-
groupe de la forme V(A), ou V désigne un sous-groupe algébrique
de N—, ce caractére étant trivial sur V (k). Il revient donc au méme
d’étudier l'intégrale :

®(g, )= | Ligv, 1):()dv
7V (4)

pour tout caractére - de module 1 du groupe V(A). On étudiera effec-
tivement de telles intégrales pour une classe assez étendue de sous-groupes
de N—, les sous-groupes « hémicycles ».

D’autre part, on peut se poser des problemes tout a fait analogues
dans le cadre local. Si G désigne maintenant un groupe semi-simple
de Chevalley, i.e. déployé, sur un corps localement compact K, on
peut étudier sur le groupe G(K) des intégrales analogues. C’est ce
probléme qu’on abordera d’abord. Le paragraphe 1 est consacré au
cas crucial du groupe G = SL(2, K). Au paragraphe 2, on étudie la
convergence des intégrales précédentes, et au paragraphe 5, on en fait
le prolongement analytique. On a renvoyé dans les paragraphes 4, 5, 6
des calculs et des vérifications explicites. Enfin, au dernier paragraphe,
on indique comment il convient de modifier les résultats et démons-
trations du cas local pour les adapter au cas global.

Pour terminer cette introduction, il me reste a remercier R. GODEMENT
pour l'aide, les encouragements et les critiques qu’il n’a cessé¢ de me
prodiguer. Je remercie également G. ScHIFFMANN qui a aidé & éliminer
du texte nombre d’erreurs matérielles ou autres. Enfin, je dois beau-
coup de reconnaissance a R. P. LANGLANDS pour les commentaires qu’il
a faits sur ce travail et qui permettront sans doute d’avancer dans une
voie non encore défrichée.

1. Gas du groupe SL (2, K).

Dans le présent paragraphe, on désigne par K un corps localement
compact commutatif, non discret, de caractéristique quelconque.

Si K est le corps R des nombres réels, on désigne par |z| la valeur

absolue usuelle d’'un élément x€ R et par dr la mesure de Lebesgue du
groupe additif.



246 H. JACQUET.

Si K est le corps G des nombres complexes, on désigne par dx la mesure
de Haar du groupe additif qui est deux fois la mesure de Haar usuelle,
Pour xe€ G, on désigne par | x| = z & le carré de la valeur absolue usuelle.

Si K est un corps non archimédien, on appelle © I'anneau des
entiers, p I'idéal maximal de O, v, ou simplement » la valuation norma-

lisée, N(p) ou simplement N le nombre d’éléments du corps résiduel
fini O/p. On désigne par |x|=N—") la valeur absolue normalisée et
par dr la mesure de Haar du groupe additif K pour laquelle I’anneau O

est de mesure 1.

Dans tous les cas, on a d(yxr)=|y|dz, et la mesure d*x:—‘(—%-

est une mesure de Haar du groupe multiplicatif K*.

Pour tout entier n, soit $(K”) I'espace des fonctions de Schwartz-
Bruhat & valeurs complexes sur K"

Si K=R, un élément de S(R") est donc une fonction indéfiniment
dérivable a décroissance rapide.

Si K=0GC, on a K*=R*, et les éléments de S(K") sont de méme
nature que dans le cas précédent.

Si est K un corps non archimédien, $(K") est I'espace des fonctions
complexes localement constantes & support compact.

Dans tous les cas, on définit sur $(K") une topologie d’espace loca-
lement convexe. Dans la suite, par ensemble borné dans $(K"), on
entend toujours un ensemble borné pour cette topologie.

Soit = un caractére de module 1, non trivial, du groupe additif K.
Le groupe K est mis en dualité de Pontrjagin avec lui-méme par
(@, y) > 7(xy). La transformée de Fourier d’'une fonction ¢ € $(K) est
définie par la formule

JOBS [ 9() = (ua) d.

L’application o©i>% est un homéomorphisme de l'espace S(K) sur
lui-méme. Dans la suite, on supposera < choisi de facon que la formule
de réciprocité de Fourier s’écrive

f@(u) o (— w) du = o (o).

On considére le groupe G = SL(2, K) comme groupe algébrique
défini sur K, et 'on note B, N, N-, A les sous-groupes algébriques
de G formés respectivement des matrices triangulaires supérieures,
triangulaires strictes supérieures, triangulaires strictes inférieures, diago-
nales. On voit que A est un tore maximal de G décomposé sur K et B
un sous-groupe de Borel de G contenant A. On définit un caractére
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rationnel A de A ou de B par la formule

\,(a v \l=a.

o aty

L’unique racine positive correspondant au choix de ce groupe de Borel
est le carré de ce caractére. La symétrie par rapport a cette racine
change A en son inverse.

On choisit de la facon suivante un sous-groupe compact maximal M
de G(K) : si K=R, on prend M= SO(2, R); si K= C, on prend
M=8U(2, Q); si K est un corps non archimédien, on prend
M = SL(2, O). Dans tous les cas, on a la décomposition d’Ivasawa :

G(K) = MA (K) N(K) = MB(K).

Soit © une représentation unitaire de M dans un espace hilbertien #¢(D)
de dimension finie et soit y un caractére de module 1 du groupe K*.
Soit, d’autre part, s€ G. On définit des caracteres des groupes A (K)
et B (K) au moyen des formules suivantes :

1) sio=(0 T @=z@=z(A®). s b =lal

On désignera par P (D, y) le projecteur de I'espace 3¢(D) de la repré-
sentation sur le sous-espace #¢(D, y) des vecteurs v tels que

(1.1.2) D(an)v=y(a)v pour a€A(K)nM, neN(K)nM.
Si g =man avec me M, ae A(K), ne N (K), on peut poser
(1.1.3) L(g, D, 7, 8) = D(m) x (@) {—s, a> P(D, 7),

car le second membre ne dépend que de g et non de la facon dont on
décompose ¢g. Si K est un corps non archimédien, le sous-groupe M
est ouvert dans G(K), et la représentation D triviale sur un sous-
groupe ouvert de M. En particulier, la fonction précédente, comme
fonction de ¢, est localement constante. Si K=DR, on a, en dési-
gnant par A. la composante neutre de A (R) pour la topologie ordinaire,
G(R) = MA.N(R). De facon plus précise, I'application (m, a, n) -> man
définit un isomorphisme de variétés analytiques réelles de M X A. X N (R)
sur G(R). La fonction L(g, D, v, s) est donc fonction analytique de g.
Enfin si K=GC, on a G(C)-==MA,N(C), ou A, désigne I'ensemble
des points de A(C) sur lesquels les caractéres rationnels de A prennent
des valeurs réelles >o. La fonction L(g, D, y, s) est donc fonction
analytique de g pour la structure réelle sous-jacente de G(C). Dans tous
les cas la formule (1.1.3) définit une fonction continue du couple (g, s)
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et holomorphe en s. Si D et i sont triviaux, la fonction précédente est
scalaire, et I’on écrira simplement

1.1.4) L(g, s)=L(g, 1, 1, 5).
On a toujours
(1.1.5) |L(g, D, ¢, 5)| < L(g, RS).

(On désigne par ®s la partie réelle d’'un nombre complexe s.)

LemMmE (1.2). — Soit V un sous-espace de I'image 3¢(D, y) du projec-
teur P(D, y). St D(M) V engendre #(D), on a V=u(D, y). En par-
ticulier, si ® est irréductible, on a dime(D, y) 1.

La deuxieme assertion est bien connue et du reste prouvée aux para-
graphes 4, 5, 6, cas par cas. La premiére s’en déduit. En effet, écri-
vons 4¢(®) comme somme directe de sous-espaces orthogonaux inva-
riants J¢; sur chacun desquels ® induit une représentation irréductible.
Il est clair que #¢(®, ) est la somme de ses projections C;() sur les
divers sous-espaces ¢, Soit V; la projection de V sur 4¢;,. Alors 4¢;
est encore engendré par D (m) V. En particulier, V,>20 et comme V;
est contenu dans #;(y) qui est au plus de dimension 1, on a V= 4¢;(y).
D’ou notre assertion.

Soit € K. On se propose d’étudier l'intégrale suivante :

o

L2 E(@Dzsw=[ LgnDys+0i@)d,
N

N—(K)

O\

ou lon pose {(n)=r7(xp) et dn-=dr si n-= (; 1)' On posera

(1.2.2) E(e, D, y 85 1) =E(D, 3, $; ).
Si D=1 et y =1, on écrira simplement
(1.2.3) E(g, 3) =fL(gn—, s+ 1)dn-.
LemME (1.3). — Soient Q; un compact de G(K) et Qr un compacl
de R’ ; il existe deux constantes A et B > o lelles que
(1.3.1) A|L(g, )| =| L(»g, s) | = B|L(g, 3) |
pour w €8, g€ G(K), Rs€Qp.

Cela résulte aussitot de ce que le rapport | L(wg, s)|/| L(g, s)| ne
dépend que de la classe de ¢ dans l’espace homogéne compact
G(K)/A(K)N(K). En particulier, comme |L(g, D, ¥, s)| <= L(g, Rs),
on voit que si E(e, s) converge normalement pour Rse&p, il en est
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de méme de lintégrale E(g, D, y, s; ) pour g€Q;, Rs€Qy, et pe K.
Pour étudier la convergence de I'intégrale E(e, s), introduisons les nota-
tions suivantes : soit e,, e, la base canonique de K?*; pour tout vecteur
V= xe, -} ye,, on pose

(1.3.2)  Je[=(lz]*+[y|*)* si K=R;
(1.3.3)  |o|=|z|+]y] si K= C;
1.3.% lv|=sup(lzl|, |y|) si K est non archimédien.
(On rappelle que si K= G, on a posé |x|=zZ.)

On en tire aussitdot pour ve K?, meM, ac A(K), ne N(K) :
(1.3.5)  Im@)|=lv|, Jale)|=<{1ad |n()|=1

En particulier :

LemME (1.4) :
(i) On a
L(g, s)=1lg(e) ™
(ii) Si
=z 1)
on a

L(n-, s)=(1+{x|2)‘5“ si K=R;
Lin—s)=G+|z|) si K=G,

L(n—, s)=sup(s, |xz|)* si K est un corps non archimédien.

On en déduit aussitot la convergence de l'intégrale (1.2.3), puis de
lintégrale (1.2.1). D’ou la proposition suivante :

Prorosition (1.5). — 'L’intégrale E(g, D, y, s; o) converge absolu-
ment pour ®s>o. La convergence est normale pour g dans un compact
de G(K), ®s dans un compact de R} et p.€ K. En particulier pour ®s >.o,
Uintégrale est une fonction continue du couple (g, s), holomorphe en s.

Le résultat essentiel de ce paragraphe est que, si @320, l'inté-
grale E(9, D, ¥, s; |+) se prolonge en une fonction entiére de s se trans-
formant simplement par la substitution s+>—s, ¥ +>y%. Au contraire,
si p. = o, l'intégrale se prolonge seulement en une fonction méromorphe
de s et il n’y a plus d’équation fonctionnelle simple. Pour établir ce
résultat, nous allons adopter un point de vue quelque peu différent.
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Considérons la forme bilinéaire antisymétrique
(1.5.1) (ue,+ ve,, xe,+ yes) > (xv—yu)
sur 'espace K*. Elle est invariante par G(K). En particulier :

LemMmE (1.6). — Pour ¢ € $(K?), la transformée de Fourier

(1.6.1) b(xeit+ye)= | o(ue,+ ve)) t(xv—yu)dudy
K2

est dans $(K*). On a (3)"=9. Si ge G(K) et 9,(v) =9(g(v)), on a
s (0) = 2(9(v))-

ProposiTiON (1.7). — Soient 9€'S(K?), s€C, ef y un caraciére de
module 1 de K*. L’intégrale
(1.7.1) Ly(9, %, 5) = | o(tg(e))x (@) [t d't
Kﬁ'

converge absolument pour Rs>o. La convergence est normale pour g
dans un compact de G(K), Rs dans un compact de R, ¢ dans un borné
de S(K?*. En particulier, U'intégrale est une fonction continue de (g, s),
holomorphe en s.

Les assertions précédentes se raménent aussitét a la convergence de
Pintégrale

/ 'tI'd't pour Rs> o.
Jay <1

Comme, il est bien connu (cf. par exemple [17]), I'intégrale précé-
dente se prolonge en une fonction méromorphe de s. Il est clair qu'on a
[a priori dans le domaine de convergence de (1.7.1) et par prolongement
analytique pour toutes les valeurs de s] la formule

(1.7.2) Lo(gan, ¢, 8) = 7.(a) {—$, @) Ly (g, %, 8)

pour a€ A(K), ne N(K).

Bien entendu, les résultats précédents s’étendent aussitot a des fonc-
tions ¢ a valeurs dans des espaces vectoriels de dimension finie. En par-
ticulier, si ® désigne une représentation unitaire de dimension finie du
groupe compact M, nous dirons qu'une fonction de Schwartz-Bruhat ¢
définie sur K2, a valeurs dans I'espace des opérateurs de #(D), est
de type D si l'on a

(1.7.3) o(m(v)) = D(m) ¢(v) pour meM, veK:.

Pour une telle fonction, il vient donc
1.7.4) Lg(man, y, s) = D(m) y(a) {—s, a ) Ly(y, $),
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en désignant par Lo (%, s) la valeur de 'intégrale a I’origine. En particulier,
on a donc

(1.7.5) Ly (xs 8) = P(D, ) Lo (7, )
et
(1.7.6) Lo(g, 2> 8) = L(g, D, %> 5) Ly (1, $).

On peut donc remplacer les fonctions L(g, D, x, s) par les fonc-
tions Ly (g, 7, 5), et cela d’autant plus qu’on a la proposition suivante
qui est démontrée, cas par cas, dans les paragraphes 4, 5, 6 :

ProrosiTioN (1.8). — Supposons P (D, y)=o et la représentation D
irréductible. Il existe une fonction de Schwartz-Bruhat ¢, a valeurs dans
Pespace des opérateurs de 5¢(D), qui est de type D et telle que

(1.8.1) Ly (xs 8) = (D, %, 8) P(D, ),

ot (D, y, )" est une fonction entiére de s, a valeurs complexes.

Dans la suite, on supposera choisie, pour toute classe de représen-
tations irréductibles © et pour tout y tel que P(D, y)# o, une telle
fonction « privilégiée ».

THEOREME (1.9). — Soient p.€ K et ¢ le caractére de N—(K) qu’il
détermine.
(i) Pour tout ¢ € $(K?), lintégrale

(1.9.1) Ey(9, % 85 1) = L,(gn—, 3, s+ 1)¢(n~) dn—
N—(K)

converge absolument pour (Rs>o. La convergence est normale pour g
dans un compact de G(K), ®Rs dans un compact de R}, ¢ dans un borné
de S(K?. En particulier, Uintégrale (1.9.1) définit, pour ces valeurs
de s, une fonction continue du couple (g, s), holomorphe en s.

(ii) Pour p.€ K, lintégrale E,(g, y, s; |+) se prolonge en une fonc-
tion entiére de s, continue en (g, s).

(iii) On a, pour p€ K7,

(1.9.2) E(9, 1 85 ) =2 | - F Eg(g, % — S5 12)-

Prouvons d’abord (i); en fait, nous allons montrer que I'intégrale
double

(1.9.3) Eq(g, 7, 5 1) = (g te) L) 7O | L1 dn- d't

N—(K) Y K*

converge normalement pour ®s dans un compact de R}, ¢ dans un
compact de G(K) et o dans un borné de $(K3). Pour cela, quitte a
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remplacer la fonction ¢ par ¢(g(v)), on peut se borner a étudier (1.9.3)
pour g =-e. Nous écrirons simplement

(194) ECP(X: S5 H)ZE@((E, %> S5 AU’)'

L’intégrale (1.9.4) se met encore sous la forme

1.9.5) E,(y, s; p) = o(te,+ txe.) y (&) | t |+ v (xp) de d*t.

K< K*

La convergence de cette intégrale est évidemment équivalente a celle
de I'intégrale obtenue en changeant x en x¢{—', c’est-a-dire de I'intégrale

(1.9.6) .EQ(X,s;H)==ZT o(tes+ zes) () | 17 (x et da d't,

K K*

et notre assertion est alors immeédiate.

Prouvons maintenant ’assertion (ii). Pour cela, introduisons la trans-
formée de Fourier partielle de o :

(1.9.7) P@etye) = [ o@etve) <o) do.
K

Il est clair que ¢ >3 est un homéomorphisme de $(K?) sur lui-méme,
si p.72 0, comme on le suppose. Avec cette notation, I'intégrale (1.9.6)
s’écrit encore

(1.9.8) @%aw=fwm+ﬁmmmwm.

o/ K%

Nous allons voir que cette derniere intégrale est normalement conver-
gente pour ¢ dans un borné BcS(K*) et ®s dans un compact de R.

Notons que si ¢ décrit B, la fonction ¢ décrit un borné B.
Si K est archimédien, on voit que, pour tout entier N > o, il existe
une constante C telle que

[3(tes+1te) | = C(1+ |t|V4|t|=") pour tout 9B

et notre assertion en résulte aussitot.

Si K est non archimédien, pour ¢ € B, le support de § reste dans un
compact fixe et le module de § reste borné par un nombre fixe. Alors
la fonction ¢+ g(fe,+ t—'e,) reste bornée par un nombre fixe et a
support dans un compact fixe de K. A nouveau, notre assertion s’en
suit immédiatement.

Nous avons donc déja obtenu le fait que E,(y, s; 1) se prolonge en
une fonction entiére de s. Comme toute forme linéaire bornée sur $(K?)
est continue, lapplication (9, s) > E,(y, s; 1z) est continue. Enfin si
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95 (v) = 9(g(v)), I'application gi> ¢, est icontinue, et il en est de méme
de l'application

(9, 8) > Eg (9, 1, 83 1) = E5, (25 85 1)-

Prouvons maintenant la derniére assertion. La encore il suffit de
I’établir pour g =e. Changeons { en {~' dans l'intégrale (1.9.8). Il vient

(1.9.9) Eo(rs 53 9) = | fllect te) 7)1 &'

ol 'on a désigné par f I’élément de S(K*) défini par
(1.9.10) f(xe,+ ye) =3 (ye + xe,).

Il est clair que f est de la forme { pour un {eS(K?) convenable.
On a donc

(1.9.11) Eo(ys s3 ) =Ey (% —s35 2).
Il suffit maintenant de calculer ¢ a partir de la formule
(1.9.12) J(xe+ ye.) =3 (ye+ xe)

qui s’écrit encore (on remplace y par u)
/ Y(xe+ vey) t(uvp) dv =fcp(ue;—i— vey) T(xv ) dv.
K K

La formule de réciprocité de Fourier donne

[ et ye) = [ <(—yup) du [ (et ve) =(uop) do

ou encore
b(xe+ye)=|p |ﬂ<p(uel—{— vey) T(xvp.—yup) dudy,

c’est-a-dire
(1.9.13) Y@)=|p]o(p).
On en tire immédiatement, pour ®s <o,
(1.9.18)  Ly(g, ot —s+ 0 =|plF @) L3(g % —s + 1),
puis .
(1.9.15) Ey(g, 7 —9) =2 Es(g, % — ),

d’oui enfin, en rapprochant de la formule (1.9.11), la relation (1.9.2).

BULL, SOC. MATH. — T. 95, FASC. 3. 17
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Du théoréme précédent, on déduit aussitot le résultat suivant :
CoroLLAIRE (1.10). — Soit D une représentation irréductible de M

el y un caractére de module 1 de K tel que P (D, y) = o. Soit v la fonc-
tion privilégiée relative a D et y. Soit enfin p.€ K'.

(i) La fonction E(g, D, y, s; +) se prolonge en une fonction entiére
de s continue en (g, s).

(ii) On pose
(1.10.1) YD, y, 8) = L (g, — s+ 1) [¢(D, % s+ D] P(D, ).

Cet opérateur de Uespace #¢(D) est une fonction méromorphe de s et holo-
morphe dans le demi-plan ®Rs <1.

(iii) Pour tout s, on a
(1.10.2) E(9, D, 7, 85 1) =2 () [ PE(g, D, 31, — 5 1) U(D, 7, 9)-

En effet, si ¢ désigne provisoirement une fonction quelconque de type D,
on a toujours, pour ®s > o,

(1.10.3) Lo (g, 7, 8) = L(g, D» 7 9) Loy, 9).
D’oii, toujours pour ®s > o,

(1.10.4) E(9, D, %, 85 1) Lo (4, s+ 1) = E5(9, 25 85 1)-

Supposons maintenant que ¢ soit la fonction « privilégiée ». Comme
L(g, D, 3, $) P(D, ) =L(g, D, %, s), on a aussi

E(9, D, 7, 85 1) P(D, 1) =E(9, D, %> 85 1)
et la relation (1.10.4) peut encore s’écrire
(1.10.5)  E(9, D, 1, 85 1) =[(Ds 2 s+ 01 Eo(9, %> 85 1),

et comme [¢(D, %, s+ 1)]' est une fonction entiére de s, la premiére
assertion est démontrée.

D’autre part, dans la formule qui définit U(®D, ¢, s), le facteur
L;(y, —s+1) est donné par une intégrale qui converge pour
®R(—s+ 1) >0, Ccest-a-dire pour ®Rs <r1. D’ol la deuxieme assertion.

Enfin, appliquant la relation (1.10.4) en remplacant ¢ par &,  par ¥
et s par —s, on voit que 'équation fonctionnelle (1.9.2) peut encore
se mettre sous la forme

(1106) E(g, D, A S3 ‘u,);(b’ X,S—,—I)
=7 FE@ D, 1 — 55 1) Lg (7, —s +1),

d’ou la relation (1.10.32).
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ReEMARQUE (1.10.7). — D’aprés la formule (1.7.5) appliquée a &
et 7, on voit que
P(®, ) 4(®, 4, ) P(D, y) =4(D, % 9).

Comme E(g, D, y, 4+ s; ) n’est pas nulle comme transformée de
Fourier, on voit d’abord que P (D, %)= o, et que U(D, y, s) est 'unique
homomorphisme et méme isomorphisme de 4¢(D, y) sur 4¢(D, ) satis-
faisant I'équation (1.10.2). D’autre part, si ¢ est une fonction de type D
quelconque, d’aprés (1.10.4), I'équation fonctionnelle (1.9.2) peut se
mettre sous la forme

E(gs D, As S5 f"') L’P(X’ s+ I)
=|pla) E@ D, 4, —s5 1) Ly —s+1).
En rapprochant de (1.10.2), il vient donc
(1.10.8) Ly (% —s+1) =D, %, 8) Ly (1, s+ 1).
En raisonnant de la méme facon, et en appliquant deux fois la rela-
tion (1.10.2), il vient
(1.10.9) 9D, 7, — ) U(D, 1, ) = P(D, y).

I1 est clair que les résultats précédents s’étendent au cas d’une repré-
sentation unitaire ® de M qui n’est plus nécessairement irréductible.
De facon précise, soient © une telle représentation, y un caractére de
module 1 de K* tel que P(D, %) 7= o. Alors il existe une fonction méro-

morphe U(D, y, s) 4 valeurs dans l'espace des opérateurs de 5¢ (D)
telle que, pour toute fonction, » de type D, on ait

Ly (g, —s +1) =D, 1, ) Lo (1 s +1);

cette fonction est holomorphe pour ®s <1, et I'intégrale E(g, D, y, s; 1)
se prolonge en une fonction entiere de s vérifiant

E(9 D, 0 s W) =72 FE@ D, 7, —s; 1) (D, 1, 9).

Dans la suite, nous aurons besoin de majorations de 'intégrale (1.2.1).

LemMme (1.11). — Soit ¢9eS(K?). Dans toute bande |Rs|<=m, la
fonction E,(g, y, s) est bornée, et 'on a
(1.11.1) Sup | Bo(gs 7, 5)|= sup |Ey(g, % 9.
|Rs|<m RS |=m

Si K est un corps non archimédien, E;(g, x, s) ne dépend, comme
fonction de s, que de N(p)’. En particulier, elle admet un groupe de
périodes imaginaires, et notre assertion est donc une conséquence du
principe du maximum.
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Si K est archimédien, nous allons voir que, pour s=a4 i3, et
o €[—m, m], la fonction E,(g, y, s) tend vers zéro lorsque { tend vers
Pinfini et cela uniformément en «. Notre assertion sera a4 nouveau une
conséquence du principe du maximum. On peut supposer g = e. Alors,
en utilisant la notation introduite en (1.9.7), il vient

Eo(p, )= | 3(tes+ 1 e) % (0) | ¢ |+8 d't.
K*

Soit T le sous-groupe de K formé des u tels que |u|=1. Alors, on a
K*=RIT, et I'on peut supposer y trivial sur R}. Posons

(1.11.2) @Y., y.) = [c”p(yiuep}— y.u—'e) y (u)du pour y.€R.
Jr

Ceci définit une fonction de S(R?) et E,(y, s) s’interpréte comme la
transformée de Fourier de la fonction

(111.3) fa(x) — (D(e,v, e_l,).
En effet,on a (avec s==a + i3siK =Ret as=a 4 i3 si K= C)

1.11.4) Eqo(y 5) = fn fal@) €5 da.

11 suffira donc de prouver que f est une fonction indéfiniment dérivable
a décroissance rapide de x et que cette fonction décrit un borné de S(R)
lorsque « décrit I'intervalle (—m, m). Or ®(e*, e~*) est o(eVi*) pour
x+>+o00 et tout N> o. La fonction f,(x) est donc rapidement décrois-
sante uniformément par rapport a «. On raisonne de méme pour la
dérivée de fa(x) :

fo,c (.CC) — e(:x-i—x).u 3% (6"', e_,y;) + e(a—i)x gg)z

(e, €) + o fa(2),

et de proche en proche pour les dérivées successives.

CororLLAIRE (1.12). — Soient © une représentation de dimension finie
de M et y un caractére de module 1 de K*. Il existe une fonction continue
positive C(s) possédant la propriété suivante : Pour tout compact 2 de K,
tout m > o, il existe B>o tel que, pour 1€, | Rs|=m, on ait

(1.12.1) [E(9, D, %, 83 1) | = B C(s) E(g, m).
Il suffit de prouver notre assertion pour une représentation irré-

ductible telle que P(®D, y)#o. Soit ¢ la fonction « privilégiée » de la
proposition (1.8). En vertu de la relation (1.10.5), le lemme (1.11)
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permet d’écrire qu'on a, pour |Rs|=<m,

(1.12.2)  |E(9, D, 1, s; P~)|f§C(S)l sullo E5(9, 7, 85 1),
Rs'|=m
ou I'on a posé C(s)=|c(D, y, s +1) [
Il suffira donc de prouver l'existence de B> o telle que

(1.12.3)  |Ey(9, x S5 )| < BE(g9, m) pour |Rs|=m et pel.

Or, vu la relation (1.10.4) et I’équation fonctionnelle (1.9.2), on a,
pour ’*s=m> o,

(1.12.4)  Eo(g, 7, + 85 )=E(9, D, 1, 83 1) Ly(r, s + 1);
(1.12.5)  Ex(g, 7z, —ss W) =2 |+ E(9, D, 7, 85 1) La(, s + 1),

Pour ces valeurs de s, l'intégrale E(g, D, %, s; ) converge et I'on a
donc, en tenant compte de (1.1.5),

[E(g, D, y, 83 1) | < L(gn-, m) dn—= E(g, m).

N—(K)
De méme,
[E(g, D, %, s; 4) | < E(g, m) pour Rs=m.

Compte tenu des relations (1.12.4) et (1.12.5), il nous suffira de prouver
que, pour toute fonction de Schwartz-Bruhat ¢ et tout m > o, la fonc-
tion Ly(x, s +1) est bornée sur la droite ® s=m. Mais si f> o est
une fonction de Schwartz-Bruhat telle que |4 |=f, on a, pour ®Rs=m,

(Ly(is+0)| = [ f(te) |t d't=Ls(x, m +1).
K*
D’olt notre assertion et le lemme (1.12).

2. Convergence des intégrales pour (G de rang quelconque.

Dans ce paragraphe, on désigne encore par K un corps commutatif
localement compact non discret, et par G un groupe algébrique semi-
simple, simplement connexe, défini et déployé sur K. Il existe donc un
tore maximal A de G déployé sur K. On désigne par X*(A) I'ensemble
des caracteres rationnels de 4, i. e. ’ensemble des morphismes de groupes
algébriques A —> K*. Si K* désigne le dual de Pontrjagin du groupe
localement compact K*, le dual du groupe localement compact A (K)
s’identifie au produit tensoriel

ARy = B ®,X(4)
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I'élément 7 ® % de R*®@ X*(A) définissant I’homomorphisme a > y (% (a))
de A (K) dans le groupe T des nombres complexes de module 1. De la
meéme facon, on désigne par Fg et F les espaces vectoriels

2.1.1) Fr=R®zX*(A), F=C®zX"'(4).
Tout élément 7€ F (ou Fg) définit un caractére généralisé a > (2, a )

c’est-a-dire un homomorphisme de A (K) dans G*. Si 7-=281 \;, ona

Cy ar=N | Aa) |

I3

On désigne par W le groupe de Weyl de G par rapport & A, par Rc X*(A)
I’ensemble des racines de G par rapport a A. A toute a€R est donc
associé un sous-groupe radiciel N, défini par la condition suivante :
Il existe un K-isomorphisme X, de K sur N, tel que

a.X,().a'=X,[x(a) ], acA, teK.

Pour toute partie close ¢ de R (i. e. telle que les relations o€y, €,
o+ 3€R entrainent o+ 3€y). on note Gy le groupe algébrique
engendré par les N,, x€d. On choisit un sous-groupe de Borel B de G
contenant A. Le radical unipotent N de B est donc de la forme N= Gg,,
o R, désigne un systéme de racines positives de R. On notera A I'en-
semble des racines simples correspondantes. Si ¢ est une partie de R
contenue dans R, ou plus généralement dans un conjugué de R, par W,
le groupe Gy est unipotent, et on le note alors Ny. La relation Noc Ny
(qui est équivalente a « € ) est souvent notée € Ny par abus de langage.
Le groupe N_y est souvent noté N.

Soit 0 une partie de A; on note [0] I’ensemble des racines combinaisons
des a€0. Tout transformé ¢ de [0] par W est clos et symétrique (i. e. égal
4 son opposé). 1l est fauxr qu’'une partie close et symétrique soit toujours
de cette forme. Si ¢ est de cette forme, le groupe Gy est semi-simple,
et la composante neutre Ay de An Gy en est un tore maximal décomposé
sur K, et By=AyNwnr, un sous-groupe de Borel. En particulier,
si ¢ est de la forme ¢={a, — a |, on écrira simplement G* A% B>
Comme G est simplement connexe, le groupe G, est isomorphe a SL (2, K).
D’ailleurs, en général, le groupe Gy est simplement connexe.

Un K-sous-groupe parabolique P de G contenant A est un sous-
groupe défini sur K contenant le groupe de Borel B= AN ou l'un de
ses conjugués par W. Un tel sous-groupe est. donc engendré par A et
un groupe Gy, ou |} est une partie parabolique de R, c’est-a-dire une
partie vérifiant les conditions équivalentes suivantes :

(2.1.2) U est close et R=JbuU(—1);
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(2.1.3) 1l existe une partie 0 de A telle que ¢ soit conjuguée de R, u[0]
par un élément de W;

(2.1.4) 11 existe un demi-espace fermé L de Fp tel que y=RnL.

(’équivalence des deux premiéres conditions est connue, et il est
clair que la troisitme entraine la premiére et la seconde entraine la
troisiéme.)

Si § est une partie parabolique de R, on pose

2.1.5) be=4n(—=19)  bu=9—14s

On voit que ¢, et 4, sont closes et ¢, symétrique. Le groupe Gu, est
donc semi-simple. Nous dirons souvent que c’est la partie semi-simple
du sous-groupe parabolique P engendré par A et Gy. Le groupe uni-
potent V=N, est le radical unipotent de P. Soit T' la composante
neutre de 'intersection des noyaux des « € ;. Le groupe P s’écrit comme
produit semi-direct P=Z(T).V de V par le centralisateur Z(T) du
tore T. On appellera horicycle de G relatif & A un sous-groupe de la
forme Ny, et partie horicyclique de R une partie de la forme ¢,, ou ¢
est une partie parabolique de R. D’ailleurs, si & est une partie para-
bolique, il en est de méme de J'=—1, et I'on peut donc encore carac-
tériser les parties horicycliques comme les complémentaires des parties
paraboliques. Vu (2.1.4), on peut encore caractériser les parties hori-
cycliques ¢ par la condition suivante :

(2.1.6) 1l existe un demi-espace ouvert L dans Fp tel que s=LnNR.

Gardons les mémes notations, et soit toujours V=Ny, un hori-
cycle ou ¥ est une partie parabolique. Nous dirons que le groupe VAN—
est un hémicycle de N— (relatif a A) et que n=R_n{Y, est une partie
hémicyclique de R_. On peut donc encore caractériser une partie hémi-
cyclique par la condition suivante :

(2.1.7) 1l existe un demi-espace ouvert L dans F tel que n=LnR.

Par exemple N—, et plus généralement tout horicycle de G contenu
dans N—, est un hémicycle. Il en est de méme de tout groupe de la
forme N-n(wNw~"), ol w est une représentante du groupe de Weyl.
De méme, soit 6 A et soit » ’ensemble des racines négatives combi-
naisons des « € 0. En utilisant par exemple la derniére condition (2.1.7),
on voit facilement que » est un hémicycle. Il est évident que tout hémi-
cycle contient au moins une opposée d’une racine simple.

On choisit maintenant un produit scalaire symétrique positif et inva-
riant par W sur l'espace vectoriel Fr. A tout «€A est associé un élé-
ment A\, € X*(A) caractérisé par les relations

(2.1.8) (A, B)=o0 pourBeld, BAua; 2(Aay @)= (a, ).
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D’ailleurs soit X,(A) l’ensemble des morphismes de K* dans A. Les
groupes X*(A) et X, (A) sont en dualité, ainsi que les espaces vectoriels
Fr=X"(A)®R et Fr=X,(A)® R. Pour chaque «€R, il existe
un unique &€ Fg tel que

v v X a)
2. 1 . == _— \ = ( 2
( 9) Wed=21—2, &> a et {hya> Q(a,a)’
ou w, est la symétrie par rapport a «. Les & sont les coracines, et pour « € A,

les A, sont les poids dominants fondamentaux. Pour = et (3 simples, on
a donc

(2.1.9.1) <Ay B>=0s3 et wuAg=Ag—oaza

Les A, forment une base du Z-module X*(A) et des espaces F et Fpg,

Soit ¢ une partie close et symétrique de R. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(2.1.10.1) Soit V Tespace vectoriel engendré par ¢, ona RNnV=y;

(2.1.10.2) 1l existe un hyperplan H de Fg tel que HNR=9;
(2.1.10.3) 1l existe cA et weW tel que o=w][0];
(2.1.10.4) 1l existe une partie parabolique ¢ telle que ¢=1{,.

(L’équivalence de la premiére et de la deuxiéme condition et de la
troisieme et de la quatrieme condition est immédiate. Il est clair que
la troisieme entraine la premiére. Si la deuxiéme est vérifiée, et L est
un demi-espace fermé limité par H, on a la quatriéme avec ¢=LnNR.)

Supposons ces conditions vérifiées ou, comme nous dirons aussi,
supposons que ¢ soit une bonne partie close symétrique. Soit G'= Gy
et A’=(G'nA)". Alors la restriction d’'un caractéere du tore A au
tore A’ définit des homomorphismes de restriction

@.1.11) X'(4) > X*(4"), Fp>X'(A)®R.

De méme, linjection de A’ dans A définit des homomorphismes
d’injection

XA - X*(A) et X"(A") @ R— Fg.
En particulier, I’ensemble ¢ des restrictions des € ¢ au tore A’ est le
systéme des racines de G’ par rapport a A’. De plus, pour chaque e €,

la coracine & est en fait dans I'espace X*(A’) @ R et s’identifie a la coracine
du systéme ¢ associée a la restriction de « au tore A’.

En particulier, si A€ Fg et «€¢, on a donc
2.1.12) by 3>=LCX &)

en désignant par A la restriction de 2, c’est-a-dire son image dans
Fr® X*(A") par 'homomorphisme (2.1.11).
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La référence générale pour tous ces résultats est [2] et [4].
On choisit maintenant un sous-groupe compact maximal M de G (K)
adapté au tore A :

Si K=R, on choisit d’abord un R-automorphisme involutif de G
tel que g(a)=a ' pour aeA (R), et I'on prend pour M P’ensemble
des xe€ G(R) tels que o(x)==x;

Si K= G, on désigne par A (R) I’ensemble des a€ A tels que 2(a) € R*
pour tout 2€X*(A), et I'on choisit un automorphisme involutif ¢ du
groupe algébrique réel sous-jacent tel que ¢(a)= a—' pour tout ae A (R),
et I'on prend pour M l’ensemble des xe€ G (G) tels que o(x)=x;

Si K est non archimédien, on choisit une base de Chevalley de 1’algébre
de Liel® de G, relative a la sous-algébre de Cartan v, algébre de Lie du
tore A, et 'on prend pour M I’ensemble des points qui conservent le
réseau engendré par cette base dans la représentation adjointe

(cf- [5] et [11]).

On a la décomposition d’Ivasawa

(2.1.13) G(K)= MA (K) N(K).

Pour chaque bonne partie close et symétrique ¢ de R, lintersection
(2.1.14) My=Mn Gy(K)

est encore un sous-groupe compact maximal de Gy(K) « adapté » au
tore Ay. En particulier, pour chaque «€R, il existe un isomorphisme

2.1.15) X.: SL(2, K)— G

qui transforme le groupe des matrices triangulaires en le sous-groupe
de Borel B?%, et le sous-groupe compact maximal de SL(2, K) du § 1
[SO (2, R), SU (2, CG), SL (2, D)] selon le cas en le groupe

(2.1.16) M== M n G*(K).

Les éléments du groupe de Weyl admettent des représentants dans le
groupe M.

Notons le lemme suivant :

LEMME (2.2). — Soient Y, n, o des parties closes de R confenues dans
un méme systéme de racines positives et telles que

d=nvg, nne=4gd.
Alors, tout point de Ny(K) peut s’écrire d’'une fagon unique sous la forme

2.2.1) n=uv, avec ueN,(K) et veN;(K).
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De plus, on peut choisir les mesures de Haar, dn, du, dv des groupes loca-
lement compacts Ny(K), N (K), N,(K) de fagon que dn= du dv.

La premiére assertion est un cas particulier de 3.11 dans [2] et la
seconde une application de la proposition 13, chap. VII, § 2 dans [3].

On se donne maintenant une représentation unitaire ® de M dans
un espace hilbertien de dimension finie #¢(®D) et un caractére ¥
(de module 1) de A(K). On désigne par P(D, y) le projecteur ortho-
gonal de #¢(D) sur le sous-groupe des vecteurs v € 4¢(D) tels que

2.2.2) D(@an)v=y(a)v pour aeAK)nM et neNK)nM.

Soit 2 un élément de F; on définit une fonction sur G(K) a valeurs
dans I’espace des opérateurs de 3¢(D) par la formule

(2.2.3) L(g, D, 7, 1)="D(m) x(a) {—2, a> P(D, ),

ol g=man désigne une décomposition d’Ivasawa de g. (Comme au § 1,
le second membre ne dépend en fait que de g.) On définit ainsi une fonc-
tion continue du couple (g, s) qui est holomorphe en s. D’ailleurs, si K
est archimédien, cette fonction dépend analytiquement de g¢. Si, au
contraire, le corps K n’est pas archimédien la fonction précédente est
localement constante.

Soit V un sous-groupe hémicycle de N—. On se propose d’étudier
Iintégrale
(2.3) Er(g, D, 4 25 0)=[ L(gv, D, 7, 2 +p) L(v)dv,

F(K)
ou Z désigne un caractére de module 1 de V(K) et p la demi-somme
des racines positives. On a désigné par dv une mesure de Haar du

groupe V(K) choisie une fois pour toutes. Lorsque le caractere ¢ est
trivial, nous écrirons simplement

2.3.1) Er(g, D, 7, 4) =f L(gv, D, ¥, % -+ p) dv.
F(K)

Dans ce cas, il sera utile d’observer qu’on peut écrire 'intégrale (2.3.1)
sous la forme

(2.3.2) Ep(g, D, 7 1)= f Lgu, D, 7, 1 + p) dit,
U(K)/U(K)N N (K)

ot U est un horicycle de G relatif a A qui rencontre N— suivant V,
et diz une mesure invariante sur le quotient U (K)/U (K) n N (K). En effet,
d’une facon générale, si f est une fonction sur U(K), invariante a droite
par U(K)NnN (K), on a

U(K)= V(K).(U(K) nN(K))
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et
2.3.3) f f(0) dv = f f(w) du,
7 (K) U(K)/U(K)(\ N (K)

et il suffit donc d’appliquer cette formule a la fonction
ur L(gu, ®, ¥, 2+ p)

qui est définie sur U(K) [cf. lemme (2.2)]. Du reste, si ¢ est un carac-
tere non trivial de V(K) qui se prolonge en un caractére de U(K),
trivial sur U(K)nN(K), on a encore une formule analogue a (2.3.2).

D’autre part, nous écrirons simplement :

(" EV(ms Lo ;\; C) :El'(e9 29 e )\; C)9

(234) ' E]f(b, L )\) = Er'(e, D, Lo )‘).

Plus particuliérement, si ®, y, { sont triviaux, on écrira simplement

@.3.5) Ep(g, 1) = f L(gv, 7 + p) dv.

JrK)

Comme au § 1, on a la majoration suivante :
(2.3.6) I|L(g, D, y, 1) | ZL(g, R2),

ou 'on désigne par R4 la partie réelle d’'un 4 € F par rapport a la forme
réelle Fg de F. (On a F=Fg+ iFg et tout 2€F est de la forme
J=11+ 1y, ot 7, et J,€Fg; on pose ®R%i=7.) De plus, on a égale-
ment le lemme suivant :

LEMME (2.4). — Soient 2, un compact de Fg et £ un compact de G(K).
Il existe deux constantes A el B> o telles que

(2.4.1) A|L(g, )| | L(wg, ®2) | ZBL(g, 7)

pour R1AELy, welq ge G(K).

Comme au § 1, le lemme (2.4) permet de ramener la convergence
de lintégrale (2.3) a celle de l'intégrale E(e, 7) pour 7€ Fg, qui est
I'intégrale d’une fonction positive. De facon plus précise, avec les nota-
tions du lemme (2.4), si E(e, 2) converge normalement pour 7€,
il en est de méme de l'intégrale E(g, D, y, »; ) pour g€, R1.€8y,
¢ quelconque.

D’autre part, le calcul de I'intégrale E; (g, D, y, ) se raméne a celui
de Tintégrale E, (D, y, ). En effet, il est clair que E, (g, D, y, 7) se
transforme & gauche par la représentation © du groupe compact M.
Choisissons, d’autre part, un K-sous-groupe parabolique P contenant A
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dont le radical unipotent U coupe N— suivant V. Alors, en écri-
vant Ey(9, D, 7, /) comme intégrale sur U(K)/UnN(K), on voit
aussitdot que Ep(g, D, y, ) est invariante par U(K) a droite. D’autre
part, il est facile de voir que E,(g, D, ¢, ) se transforme a droite par
un caractere (généralisé) de A (K). On a, en effet,

@.4.3) E, (ga, D, 7, 1) = ( —r—p— N o a ) 1@ Er (g, Dy 7, 1)

\ re’l”

Comme on a P(K)=MG (K) A(K) U(K), ou G’ désigne la partie
semi-simple de P, on voit que I'intégrale est déterminée par sa restriction
a G'(K). Cette derniére est encore une fonction qui se transforme a
gauche par une représentation d’'un sous-groupe compact maximal
de G'(K) et a droite par un caractére généralisé d’'un sous-groupe de
Borel de G’(K). De facon précise, on a dans G'(K) une décomposition
d’Ivasawa « induite » par celle de G(K)

2.4.3) G'(K)=M'A"(K) N'(K),
ou T'on a posé
2.4.4) M=GEK)nM, A'=(G'nA)", N'=G'nN.

Soient o' la demi-somme des racines positives de G’ (i. e. appartenant
a N') et P'(D, %) le projecteur de ¢ (D) sur le sous-espace des vecteurs v
tels que

2.4.5) D(an)v=y(a)v, aeA'(K)nM', neN'(K)nM'.
Considérons la fonction définie sur G'(K) par la formule
(2.4.6) L' (g, D, %, ) =D(mM) g (@) {— 12, a>P'(D, %),

ol ¢ =man est une décomposition d’Ivasawa de g dans G"(K). Avec ces
notations, on a la proposition suivante (qui est en fait bien connue) :

ProrposiTiON (2.5). — Pour tout g€ G'(K), on a
@2.5.1)  Ei(g D,y H=L(9 D, 1, 1+ ) E(D, 7, )

On a seulement a prouver, pour ge G'(K), ae A’ (K), neN'(K),
les relations suivantes :

@.5.2) E(ga, D,z ) =<{—A—t, a>7(@ Er(g Ds 1 13
(2.5.3) E,(gn, D, 7, N =Ep(g, D, 1 1.

Prouvons (2.5.2). Comme P est un sous-groupe parabolique de G,
toute racine « de G par rapport a A est, soit dans G', soit dans U, soit
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dans le sous-groupe unipotent opposé U—. En particulier, on a, pour la
demi-somme p des racines positives, la relation

’ I N I O
(254) p=0p _5_; 2‘ a'_.; Z 6’
xeUNN BeunnNn—

ce qui s’écrit encore, puisque V=UnN-,

(2.5.5) p+2m#%éh ot 1= a.

e’ aeU

Or la restriction de 2 & A’ est égale a larestriction du module algébrique
de groupe P. Comme A’ est dans la partie semi-simple de P, cette restric-
tion est triviale, et la formule (2.5.2) apparait comme un cas particulier
de la formule (2.4.2).

Prouvons la formule (2.5.3). Comme n est dans P(K)nN(K), il
normalise U, N et UnN. Il définit donc un automorphisme du quotient
UE)UEK)NN(K) qui laisse évidemment stable la mesure inva-
riante. En écrivant E, comme intégrale sur ce quotient, on a aussitot

(2.5.6) Ey(gn, D, , 1) :f L(gnun—, ®, %, A + p) du

U(K)/UAN (K)
=E;(9, D, x5 1)
D’ou la relation (2.5.3) et la proposition (2.5).
Si ¢ est un caractere de module 1 du groupe V(K), on a seulement

la proposition moins précise suivante, dont nous laisserons la démons-
tration au lecteur :

ProposiTioN (2.5.7). — On utilise les notations précédentes. Soient
meM, ge G(K), ve V(K), ac A(K). On a, dans le domaine de conver-
gence de Uintégrale,

(2.5.7. I) E}/(mg, :D, X, )\; C): b(m) El’(gs D, X; )\; :);
(2.5.7.2) Ep(gn, ®, 7, 1;0) =Er(g, D, % 23 D) L(0);
2.5.7.3) Ey(ga, D, v, 2;0) =Er(9, D, %, 25 9

X[ —r—p— a>x(a)’

eV
ot l'on désigne par ¢¢ le caractére de V (K) défini par
¢ (v) =t(a"va).

Dans un autre ordre d’idées, supposons que P soit un sous-groupe
parabolique standard, c’est-a-dire contenant le sous-groupe de Borel B
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choisi. La partie semi-simple G’ de ce parabolique est donc de la forme
G'= G[9], ou H c A. Gardons les notations de (2.4.3) a (2.4.6). Le radical
unipotent U de P est donc engendré par les N, pour «>o, a¢[0],
et le groupe N’ par les N, pour « > o, «€[0]. Soit N'— le groupe uni-
potent opposé a4 N’. Comme on I’a déja remarqué, c’est un groupe hémi-
cycle de G. Alors, on a la proposition suivante :

ProrposiTiON (2.6). — Pour g€ G'(K), on a
(2.6.1) L(g, D5 2 2+ 0) =L(9, D, 15 2+ 0) P(D, 7).
Pour ge G(K) et ue U(K), on a, dans le domaine de convergence de
Uintégrale,
(2.6.2) En—(9u, ®, 3, 5 0) = Ex—(g, D, 35 43 %)

L’assertion (2.6.1) est immédiate si 'on remarque que

(2.6.3) P:P’+§Z“

aelU

N . N o g e \
et que le caractére rationnel 2‘ « a une restriction triviale a A’. L’asser-
aeU
tion (2.6.2) se prouve ainsi; on écrit

(264) EN’—(gu’ D’ y&) )\; C) = L(gl)u’, D, y&) A + P)C(v) dl),

N'—(K)

ol u'=v'uv est un élément de U (K). Comme UcCN et que la fonc-
tion a intégrer est invariante par N, la relation cherchée est immédiate.

Pour étudier la convergence des intégrales (2.3), nous aurons besoin
du lemme suivant :

LemME (2.7). — Soit V un hémicycle contenant au moins deux racines
(on rappelle que R est un systéme de racines réduit). Alors il existe un
sous-groupe parabolique P de G contenant A et V dont le radical uni-
potent U coupe N— suivant un sous-groupe propre de V.

Raisonnons en termes de racines. Soit » une partie hémicyclique
de R_ contenant au moins deux racines. Il suffit de prouver I'existence
d’un hyperplan H de Fg délimitant un demi-espace ouvert L tel que :

2.7.1) ncL, ~R-nLcwn, OF#LnR_#nu.

Pour cela choisissons des hyperplans H, et H, limitant des demi-espaces
ouverts L, et L, tels que

R_=RﬂL[ et 77=R_r\Lo.
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Quitte 4 modifier H,, on peut supposer que v n’est pas contenu dans
un hyperplan du faisceau linéaire engendré par H, et H,. Soit alors e,
et e, des vecteurs issus de l'origine, orthogonaux respectivement a H,
et H, : On suppose e, dans L, et — e, dans L,. Pour o =<t <1, on pose
e, =1te,+ (1—1t)e,. Vu le choix de e, et e, on a

(€0, ) >0 et (e, @) <o pour tout xen.
Il existe donc un ¢ tel qu’on ait
(e, ¥)>0 pour tout a €7 et (e, B) =0 pour un 3€v au moins.

Soient alors H I'hyperplan issu de l'origine et orthogonal a e, et L le
demi-espace ouvert délimité par H et contenant e. Il est clair que L
convient. En effet, on a ncL; si une racine négative « est dans L, on a
(&1, x) <o et (e, @) > o0, d’otr a fortiori (e,, ) > o et a€n. On a, d’autre
part, LnR_>+n puisqu’'une racine au moins de » est dans H. Enfin,
si LnR_ était vide, I'ensemble 7 serait contenu dans H qui appartient
au faisceau linéaire engendré par H, et H,. On voit que » satisfait (2.7.1).
D’ou le lemme.

TuEOREME (2.8) (GINDIKIN et KARPELEVIC, cf. [6]). — Soient V=N,
un hémicycle de N— et { un caractére de module 1 du groupe V(K).
L’intégrale
(2.3) El"(g’ b; X’ )‘; C) :/

7

~

L(gv, D, 2, 1 +p) L) dv
K)

converge absolument pour i dans le tube B(V) défini par les inégalités

( (Rl ay>o0 pour —a€m

2.8. 4
( ) | (Soit encore (R1, @) >o0 pour —a€1).

Soient Q¢ un compact de G(K), 2 un compact de Fyg contenu dans B(V);
la convergence est normale pour g€ Qq, Ri€ Ly En particulier, 'intégrale
précédente définit une fonction continue du couple (g, 1) holomorphe en A
sur G(K)xB(V).

Comme on I'a déja dit, on peut se borner a démontrer le théoréme
pour D=1, y =1, {=1id, 1€ Fg et ¢ = e. Par récurrence sur le nombre
d’éléments de 7, nous allons prouver que, pour tout 2€ B(V)n Fg, on a

~

(2.8.2) L, 2) =1 pour ve V(K) et j L(v, 1+ g)dv <+ o0.
V7 (K)

Si 7 contient une seule racine, c’est 'opposée d’une racine simple z.
En vertu de la proposition (2.6), pour tout ve V(K), on a

L@ 1) =L@ sx\s), L@ %+0)=L®, Ay sz\2)

2.8.3) si 7\22831\3.
Bea
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En d’autres termes, a condition d’identifier le groupe SL(2, K) au
groupe G* au moyen de l'isomorphisme X,, la fonction L(v, 2) n’est
autre que la fonction notée L(v, s.) au § 1. Il suffit donc d’appliquer
les formules de la proposition (1.4) (ii) pour voir que si A€ B(V)n Fg,
c’est-a-dire si s,>o0, on a L(v, 2) <1. De méme, la proposition (1.5)
montre que

fL(v, A+ p)dv <+ o0.

Nous pouvons donc supposer que 7 contient p> o éléments et que
nos assertions sont établies pour p’<p. Il existe alors, en vertu du
lemme (2.7), un sous-groupe parabolique P de G contenant A et V
dont le radical unipotent U coupe N— suivant un groupe V'=UnN—
qui est un sous-groupe propre de V. Désignons par G’ la partie semi-
simple de P et par B’=A'N’ le sous-groupe de Borel B'= (Bn G')°
de G'. Notons que, si G'= Gy, la trace d’'une partie parabolique (resp.
horicyclique, hémicyclique) de R sur ¢ est une partie parabolique (resp.
horicyclique, hémicyclique) de ¢. En particulier, le groupe V'=VnN'—
est un hémicycle du groupe G' contenu dans N'—. D’autre part, en vertu
du lemme (2.2), on a

V(K) = V'(K) V'(K).

En effet, si une racine «€V n’est pas dans U, elle est dans la partie
semi-simple de P, donc dans N'-ou N'—. Mais comme V est contenu
dans N—, on a nécessairement «e N'—.,

Ecrivons donc tout point ve V(K) sous la forme

©2.8.4) p=0v'v", avec v'eV(K), v'eV"(K).

Ecrivons une décomposition d’Ivasawa de v’ dans le groupe G’
(2.8.5) v'=man, meM'=Mn G'(K), ae A’ (K), neN'(K).

On peut écrire

2.8.6) L, ) =L(anv"n~', 1) = L(anv"n—'a™", %).L(a, %)
=L(anv"n~"a',4).L{', 4).

D’autre part, en vertu du lemme (2.2), on a U(K) = V"(K).UnN (K).

En particulier, anv"n—'a—' est dans U (K) et égal modulo N (K) a un
élément v, de V’. D’ou

(2.8.7) L(v, %) =L(', ) L(vs, »).

Si 2€B(V), 4 est a fortiori dans B(V"), et la restriction de 2 au tore A’
est dans le tube B (V') de 'espace X*(A') ® C associé a I’hémicycle V'
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de G'. Nous pouvons donc appliquer I'hypothése de récurrence aux
groupes V' et V”. Nous avons donc

(2.8.98) L@, ) <L: et L, ) <1,

D’otl, en vertu de (2.8.7), I'inégalité cherchée L (v, 1) <1.
Utilisons toujours le lemme (2.2). Nous pouvons écrire
2.8.9) L(v, % +p)do= dv’/ L@'v", 1 + ) dv",

¥ (K) P (K) V' (K)
ce qui peut encore s’écrire en vertu de la proposition (2.5),

(2.8.10) f L@, 2+ p)dv= L@, %+ p")dv
7 (K)

7 (K)

xf L@", % +p) dv",
oK)

ou o’ désigne la demi-somme des racines a€ N'.

Comme plus haut, si A est dans B(V), on peut appliquer ’hypothése
de récurrence aux groupes V' et V” et les intégrales

(2.8.11)f L@, +o)d et f L@", % +p) dv"
7 (K) 7 (K)

sont finies. Il en est donc de méme de l'intégrale (2.8.10).

Notons que si A est de la forme A =12,+4 A, ou L, €B(V)nFg, on a
(2.8.12) L@, 2 +p)=L(®, A+ 0) L(v, 1)

et donc, en vertu de (2.8.2),
(2.8.13) fL(v, )\—}—p)dv_é;fL(v, %o+ p) dv < + 0.

A fortiori, T'intégrale / L (v,2 +p)dv converge normalement pour A

dans un compact de B(V)n Fg.

La démonstration précédente fournit en fait un moyen de calculer
les intégrales E (D, x, }) par récurrence sur le nombre de racines
contenues dans V. De facon précise, soient toujours V un sous-groupe
hémicycle de N— et P un sous-groupe parabolique de G contenant A
et V dont le radical unipotent U coupe N— suivant un hémicycle V”
contenu dans V. Soit G’ la partie semi-simple de P et soit V'=Vn G'.
Le groupe V' est un hémicycle de G'. Utilisons encore les notations (2.4.3)
a (2.4.6).

BULL, S0C. MATH. — T. 95, FASC. 3. 18
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ProposiTION (2.9). — Soit £ un caractére de module 1 du groupe V (K),
trivial sur V' (K).

(2.9.1) Pour ge G(K), ueU(K), »eB(V), on a
E"(gu’ D, X )‘; Z.) :EV(ga D, Lo )\; t_)-
(2.9.2) Pour ge G'(K), on a

Er(9, D, 5 23 0) = L(gv's D, 2 + 4 0) L") dv" Epo (D, 7, 7).

77 (K)

En utilisant 4 nouveau le lemme (2.2), on peut écrire

2.9.3) E(g,D, 7, }; ) — f (@) dv’ f L(gv'v", ®, 4,  + p) dv”,
7 (K) s
c’est-a-dire

(2.9.4) Ep(g, D230 = |  Ep(gr, D, 1 D)) dv.
)

VK

Alors T’assertion (2.9.2) est seulement une conséquence de la propo-
tion (2.5). Quant a I'assertion (2.9.1), on remplace ¢ par gu dans la
formule précédente. Il vient ainsi

(2.9.5) Ep(quw, D, 7, 13 2) = j Eplgu'a, D, 7, 1) L") v,
Vr(K)

ou =) 'uv’ est encore un élément de U (K). Comme la fonc-
tion Es . (9, D, %, 4) est invariante par U (K) [puisqu’on peut la définir
par une intégrale portant sur un quotient de U (K)], la relation (2.9.1)
est établie.

REMARQUE (2.9.6). — Par récurrence sur le nombre de racines
contenues dans V, on raméne facilement l'intégrale E (D, v, ) & un
produit d’intégrales analogues pour un groupe G de rang 1, i.e. iso-
morphe a4 SL(2, K). Une telle intégrale se prolonge analytiquement en
une fonction méromorphe, comme il est facile de le voir [c¢f. § 4,
remarque (4.5)]. D’autre part, on a déja vu que I'intégrale E, (g, D, ¥, )
se ramene a l'intégrale E, (D, ¥, 4) [cf. proposition (2.5) et les remarques
qui la précédent]. En combinant ces résultats, on obtient le fait
que E; (g9, D, x, A) se prolonge en une fonction méromorphe de la
variable .

(2.9.7) Soit ¢ un caractére de module 1 de I’hémicycle V. On peut
appliquer la proposition précédente en prenant pour V” un hémicycle
contenu dans V sur lequel ¢ soit trivial, maximal pour cette propriété.
Avec les notations de la proposition (2.9), dans 1’étude de Iinté-
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grale E; (g, D, x, 4; £), on peut se borner aux ¢ € G'(K) puisqu’on connait
le comportement de l'intégrale lorsqu’on remplace ¢ par mg, par ga
[cf. (2.5.9)] ou par gu [cf. (2.9.1)] et qu'on a G(K) =M G'(K) A(K) U (K).
Comme E,;.(D, y, 2) admet un prolongement analytique méromorphe
d’aprés la remarque (2.9.6), la formule (2.9.2) raméne le prolongement
analytique de E, (g, D, %, 2; {) a celui de l'intégrale

(2.9.8) L'(gv, D, 1> 4 + p) £(v") dv.

V' (K)

En d’autres termes, pour faire le prolongement analytique de I'inté-
grale E,, on peut remplacer le groupe G par le groupe G’. De proche
en proche, on est ramené au cas ou ¢ est « générique », i. e. n’est trivial
sur aucun des hémicycles contenus dans V. Comme un hémicycle contient
toujours 'opposé d’une racine simple et que, pour toute racine simple «,
le groupe N; est un hémicycle, cette condition signifie encore que Z
n’est trivial sur aucun des groupes N3z, a€4d, contenus dans V.

REMARQUE (2.9.9). — Les résultats précédents s’étendent au cas
d’un groupe semi-simple réel quelconque, non nécessairement déployé.
Ils s’étendent aussi au cas d’'un groupe déployé mais non nécessairement
simplement connexe, sur un corps K localement compact quelconque.

3. L’équation fonctionnelle des fonctions de Whittaker.

Les notations sont celles du § 2; on se donne en particulier une repré-
sentation unitaire ® du groupe M dans un espace hilbertien de dimen-
sion finie 4¢(D), un caractére de module 1 ; du groupe A (K), un élé-
ment 4 de F. On pose

(3.1.1) A= Z ss\s 2@ =] | 1=(Va(@).

Beld BeA
Pour chaque «€ ], on choisit un isomorphisme

(3.1.2) X,: SL(2, K)— Gy

transformant le sous-groupe compact maximal M, de SL(2, K) déja
introduit au § 1 (resp. le sous-groupe de Borel B,= A,N, des matrices
triangulaires) en M*=Mn G*(K) (resp. en le sous-groupe de Borel
B*= A*N,). Soit maintenant D, la représentation DoX, de M,
dans le sous-espace ¢, engendré par les vecteurs de la forme D (m)v,
ol me M, et v est dans I'image 3¢ (D, ) du projecteur P (D, ). Vu le
lemme (1.2), la restriction de P (D, y) a 3¢, est le projecteur P (D, y4)
de 3¢, sur le sous-espace des vecteurs ve€ JC, tels que

(3.1.3) Da(an)v=ya(a)v  pour a€A,(K)nM, et neN,(K)nM,.
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Il en résulte que, pour tout ge G*(K), on a
(3.1.4) L(g, ®, %, 2 + p) = L(Xa" (9)s Das % S+ 1),

ol le second membre désigne la fonction introduite sous cette notation
au § 1. Soit, d’autre part, { un caractére de module 1 du groupe N3 (K)
ou plus généralement d’un groupe V(K) contenant Nz (K) et p,e K
le scalaire déterminé par la relation

3.1.5) c[aea<; ‘:)] =7 (T ).

D’autre part, le groupe N; est, comme on I’a déja dit, un hémicycle
de G, et 'on notera simplement E. (g, D, x,2; {) I'intégrale correspondante.
Alors, pour tout ge G*(K), on a

(3.1.6) Ea(g, @, X, )\; :) == E(x;l(g)’ D\‘Zy XO(, SOC; IJ'C‘L)’

ou le second membre désigne la fonction introduite sous cette notation
au § 1. Enfin, nous désignerons par U.(D, x, s) 'opérateur de 3¢ (D)
qui est nul sur lorthogonal de 4¢, et se réduit sur s¢ a Iopéra-
teur U (Dy, %o ) [cf. form. (1.10.1)].

Supposons maintenant p,5%o0. Le corollaire (1.10) implique que
E,(9, D, %, »; £) se prolonge en une fonction entiere de A lorsque ¢
est dans G*(K). Ce méme corollaire implique aussi la relation

(3.1.7) Ea(g, D, %, 25 0) = Za(Pa) | o ' Ea(g, Dy Way, Wak; §) Ya(D, 15 S1)

toujours pour g€ G*(K). Enfin le corollaire (1.12) entraine I'existence
d’une fonction continue C(s)>o possédant la propriété suivante :
Pour tout compact & de K* et tout b> o, il existe une constante B > o
telle que

(3.1.8) | Ea(g, D, 1, 25 0) | = BC(s) Ex(g, %)
pour g, €, g€ G*(K), | Rs,| < b et ou 'on pose

3.1.9) Xb=6{)\——£(0{sa—b) a.

En effet, la restriction de 4, au tore A est égale a celle de b A, de sorte
que E, (g, ) =E(X3'(9), b). L’inégalité (3.1.8) se réduit donc a
Iinégalité (1.12.1).

Ces résultats s’étendent au cas d’'un élément g quelconque dans le
groupe G (K). De facon précise, on a la proposition suivante :

LEmMME (3.2). — On suppose le caraciére { non Irivial.

(i) Lintégrale E.(g, D, ¥, *; %), pour g€ G(K), se prolonge en
une fonction holomorphe de 2.
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(ii) Pour g€ G(K), on a
(32 I) Ea(g, D, Ls )\; C):z:x(‘u:x) | ] I"”” Ea(gy D, Wo s Wo h; };) qa(g, X S“).
(iii) Soit b > o et p.,€ K* Il existe une constante B telle que
(3.2.2) [ Ea(9, D, %5 25 0) [ =B C(s) Eu(g, 1)
pour |Rs,| b et }=RA— ; (R8y— b) a.
(iv) Le prolongement E.(g, D, y, *; {) est une fonction continue du
couple (g, 4).

Soit U le groupe horicyclique engendré par les racines positives dis-
tinctes de «. La fonction E,(g, D, %, 4; £) est invariante par U (K) a
droite [cf. (2.6.1)]. Elle se transforme & gauche par la représentation D
de M. Or, on a

(3.2.3) G(K)= M. G.(K) A (K) U(K).

Il suffit donc de prouver les assertions (i) a (iii) du lemme (3.2), pour
un g€ G,(K) A (K). Désignons par T la composante neutre du noyau
de « dans le tore A. Il existe un ensemble fini Q,c A (K) tel que

(3.2.4) A(K) = A*(K) Q, T (K).

Comme {e T (K) commute & G* on a

(3.2.5)  Eu(gt, D, 7, %; ) = L(gnt, D, 7, % + 0) £(n) dn

N (K)

ou encore
3.2.6) Eu(gt, D, %4 1; )=y <{—2—p, t>E«(g, D, x, 15 0).
On a, de méme,
(3.2.7)  E,(gt, D, way, wyl; §)

=7 Wx (D) {—p—wad, 1> Es(g, D, Way, Wah; C);
(3.2.8) Eu(gt, 1) =<{—p— L, D> Es(g, 1)
Comme ¢ est par hypothése dans le noyau de «, on a
3.2.9) wel=1t et iy t>= R ).
Les relations (3.2.7) et (3.2.8) se réduisent donc simplement a
(3.2.10) Equ(gt, D, way, wek; §) ==y () {—p— 11> Ea(g, D, Way, Wak; §);
(3.2.11) Ex(gt, ) ={-—0— @R} 1> Ea(g, h).
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Les relations (3.2.6), (3.2.10) et (3.2.11) montrent qu’on peut se
borner désormais & établir les assertions (i) a (iii) du lemme (3.2) pour ¢
dans un ensemble de la forme G*(K)Q,.

Soit donc w €2, Désignons par {” le caractére de N;(K) défini par
(3.2.19) . {(w'nw) = (n).
Il est de parametre o(w) o, On a [cf. (2.5.7.3)]
3.2.13) Ei(go, D,y 13 ) =x(@){a—o—2 o >E, (g9, D, 3 4;L%).

Cette formule achéve de prouver la premiére assertion.
On a, de méme,
(3.2.14) Ey(go, D, Way, Wil £) =wsy(®){ a—p—wyhy, o>
X Eyx(g, D, way, Wal; ).

D’autre part, supposant g€ G*(K), I'équation fonctionnelle (3.1.7)
pour le caractére £ s’écrit

(3.2.15) Eu(g, D, %, 25 £°) = yalpaa(®)]] paa(w) ™

XEl(g, @, wa){, w3(7; :(n) LI.’X(Dy 7,, 81)’
soit encore
(3.2.16)  Eu(g, D, %, 25 L) = Za[ 2 (@)1 (S22, ©  La(pa) | (2o |™

XEl(g, D, w.‘XX_’ wa); Cm) qa(b’ 7,, 1)'
Compte tenu des relations (3.2.13), (3.2.14) et (3.2.16), la rela-

(3.2.1) pour un élément de la forme gw avec ge G*(K) et we 2, se
ramene a 1'égalité :

(@) oa—1, 0> 7a[a(@)] {(Saat, 0> =Wwsy(w) {az—Wwsl, » >,

formule qui résulte simplement de la définition de w,.

Prouvons maintenant I’assertion (iii). Soit b > o. Il existe une cons-
tante B telle que, pour tout we L, et tout ge G*(K), on ait

(3.2.17) [Ex(g, D, o 45 £ | =B C(s) Ea(g, 20)
chaque fois que |Rsy| 0.
On a déja vu que
(3.2.13) E.(gw, D, % 23 ) =y (0){a—po—24, > Ea(g, D, x, 45 £*).
De méme, on a
3.2.18) E.(gw, h) =< a—p—2s, > Eu(g, 1)
Or le quotient

\

[g@){a—p—12, 0>|[{a—p—17, w>=<—é(&sa—b)a, m>

/
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reste borné pour |®Rs,|-<b. Quitte a changer la constante B, on a
donc encore

(3-2.19) | Eo(gws D5 7, 25 O | =B C(s) Ex(gw, 1)

pour g€ G*(K), weQ, et | Rs,|b. Ceci achéve la démonstration de
Passertion (iii) du lemme (3.2).

Il reste a prouver la derniére assertion. Elle est évidente si K est
non archimédien, car la fonction E.(g, D, %, 2; {) se transforme par
une représentation fixe du compact maximal M et est donc invariante
par les translations & gauche par les éléments d’un sous-groupe ouvert
de G(K). Si, au contraire, K = R ou G, appelons A, et T, les points
de A, (K) et T(K) sur lesquels les caracteres rationnels de ces deux
tores prennent des valeurs réelles > o; en transformant la décompo-
sition d’Ivasawa par un représentant de w,, on obtient que

(3.2.20) G(K)=MA . T .N:(K) V(K)

et méme le fait que l'application (m, qa, {, n, v) = matnv est un homéo-
morphisme du produit M XA X T, XNz(K)x V(K) sur G(K). Compte
tenu des formules qui précédent, l’assertion (ili) se ramene aussitot
a la continuité de E.(a, D, 1, Sa \x; {) sur A, X G qui est déja connue
d’apres le § 1.

Nous allons en déduire le résultat fondamental de ce paragraphe.

ProrosriTioN (3.3). — Soient V un sous-groupe hémicycle de N—, ef «
une racine simple dont U'opposé est dans V. Soit { un caractére de module 1
de V(K) qui soit non trivial sur le groupe N3(K) (i. e. tel que le para-
meélre ., soit non nul). Alors Uintégrale E, (g, ®, y, 4; {) se prolonge en
une fonction holomorphe a Uenveloppe convexe D de B(V)uws B(V).
On a, pour tout »€D,

(3.3.1) Ey(9, D, 1, 435 0) = Za(pa) | 1o ™
XEI'(g, D, Wo Yy We h; C) qa(b, Xocssac)-
Soit ¢ I'ensemble des € V et soit v cy I'ensemble des 3 distincts

de — a. Comme ¢ et 7 sont des ensembles clos, on voit qu’en posant
U = N,, tout point ve V(K) s’écrit de fagcon unique

3.3.2) v =un, ue U (K), ne N;(K)
et 'on a
3.3.3) L) =t (n) et dv =du dn.

Pour 2 dans le domaine de convergence de l'intégrale E,, i. e. A€ B(V),
on a donc

3.3.6) Er(g.Dp )= f L(gun, D, 1, A+ p) &(u) £ (n) du dn,
UK Y N= (K)
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soit encore

(3.3.5) E,(g,m,x,x;:)=f

U

E.(gu, ®, 3, }; ) ¢(u) du.
K)

De maniére plus précise, il résulte du théoréme de Lebesgue-Fubini
que, pour A dans B(V)n Fg,

(3.3.6) f Ea(u, 1) du
U (K)

(qui est 'intégrale d’une fonction positive) est finie. Si, de plus, Q. est
un compact de G(K) et 2, un compact de B(V)nFg, il existe un
o€ B(V)nFg tel que &,ck + B(V) et une constante A > o telle que

(3.3.7) [L(gh, ®, 1+ 0) | = A L(h, R} + p) Z A L(h, %, + p)

pour g€ s, he G(K), R)€Qp [Cf. lemme (2.4) et formule (2.8.2).]
Cela montre que, pour ge G(K), RAeQp, ue U(K), on a

(3.3.8) |Ea(gu, D, ¥, 23 8) | = A Ea(u, L)

et Tintégrale (3.3.5) est donc normalement convergente pour g€
et (R)\EQI‘.

Soit maintenant D’ I'ensemble des A€F qui vérifient la condition
suivante :

3.3.9) Il existe b>o tel que |Rsy|<b et A,eB(V).

<On pose i,=RAI— %(u’\sm— b) a.>

Il est clair que D’ est un tube ouvert, c’est-a-dire I’ensemble des A€ F
dont la partie réelle est dans un ouvert de Fg. De plus, il est clair que D’
est convexe. Enfin D’ contient B(V) et w,B(V). En effet, si 2eB(V),
on a en particulier (R2, «) >0, donc Rs,>o. Prenant b> Rs, et
assez voisin de R s,, on a encore A, € B(V). Donc D' >B(V). Siw,2e€ B (V),
on a Rsy<o et en prenant b >—Rs, et assez voisin de — Rs,, on
prend %, assez voisin de A_ gz, = ®R(w,)) pour que 4,€B(V). Donc, on
a aussi D'>w,B(V) et finalement D' >D.

Soit veD'. 1l existe donc un b>o tel que b > |Rs,| et v,eB(V).
Il existe donc un voisinage compact Qr de ’®v dans FrnD’ tel que,
pour %€ &y, on ait encore b >|Rs,| et A, € B(V). Soit £, un compact
de D' tel que ®R(2p)c ;. Il existe, d’aprés (3.2.2), une constante B
telle que

(3.3.10) | Ex(gu, D, 3, 4; §) | < B Eq(gu, %)
pour 1€ L,, g€ G(K), ue U(K).
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L’intégrale (3.3.5) est alors dominée par l'intégrale
(3.3.11) f E.(qu, %) du.
U (K

Si g est dans un compact fixe Q; de G(K) et A€, a fortiori }, est
dans un compact de B(V), et l'intégrale (3.3.11) est normalement
convergente. Ainsi, pour tout compact 2; de G(K) et tout compact
assez petit £, de D', I'intégrale (3.3.5) est normalement convergente
des que g€, et 1€ ). Cette intégrale fournit donc un prolongement
holomorphe de E,- (g, ®©, ¥, »; {) au domaine D’ > D, et ce prolongement
est fonction continue du couple (g, 7).

Quant & I'équation fonctionnelle, elle résulte simplement du
lemme (3.2) (ii).

THEOREME (3.4). — Soient V un hémicycle et { un caractére de module 1
du groupe V (K). Soit ) I’ensemble des racines simples « dont 'opposé — «
est dans V et qui sont telles que  soit non frivial sur N;(K). Soit W' le groupe
engendré par les symétries pour o €f). Alors la fonction E; (9, D, y, ; )
se prolonge en une fonction holomorphe de 2 a Uenveloppe convexe de la
réunion des w B(V) pour we W',

On notera qu'on peut toujours se ramener au cas ou ¢ n’est trivial
sur aucun des groupes N;(K) contenus dans V(K), pour « simple.
[Cf. remarque (2.9.7).]

Rappelons qu’on appelle longueur d’un élément we W le plus petit
des entiers ¢ tels que w soit produit de ¢ symétries par rapport aux
racines simples. On a également le résultat suivant que nous rappelons
sans démonstration (cf. [4] par exemple) :

LeEMME (3.4.1). — Soit w=w,w’, ott w' est un élément de longueur q
et o une racine simple. Alors si w est de longueur q + 1, la racine w'—"'(«)
est une racine positive.

Appliquons ces résultats au groupe de Weyl W' du systeme de
racines [0]. Nous noterons [(w) la longueur dans W’ (ou dans W cela
revient au méme) d’'un élément weW'.

LeMMmE (3.4.2). — Soit w=w,w', ott w et w' sont dans W' et a dans 0,
el ot l(w)=q + 1, L(w') = q. Alors, pour tout ) dans I’adhérencede w B (V),

_
on a Rsy=o0 <on pose =>_‘33 &p>.
A
En effet, soit A =wy, ot peB(V). Alors

(0{7\’ d) — (G{H)aw"’l, a) _ ((R‘U.’ w'—! a).

(0, 0) (o, a) (o @)

RSy=2
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Comme w'—'«[0] et est une racine positive, on voit que —w'—'a est
dans V, de sorte que, par définition du tube B(V), on doit avoir

(Rp, w—a)>o0 ou Rs, <o.

Si maintenant 4 est dans ’adhérence de w B(V), on a aussitot ®Rs,—o
par continuité.

D’autre part, appelons tube diédral tout sous-ensemble H de F défini
par des inégalités (R4, ) > o, ol u. est un élément convenable de Fg.
En particulier, si H est contenu dans le demi-espace ouvert (R 7%, p) > o,
on dit que l'hyperplan L d’équation (R3, p)=o0 est un mur de H
si HNL est d’intérieur non vide dans L. Cet intérieur est la face de H
relativement a L.

En particulier, posons B = B(V). Alors, pour tout o« €0, I’hyperplan
d’équation (R7, «)=o0 est un mur de B (car cet hyperplan est déja
un mur de la chambre de Weyl positive qui est contenue dans B). D’une
facon générale, nous appellerons face spéciale d’'un transformé wB de B
par W', toute face de wB relative 4 un hyperplan défini par une racine
a€[0]. Il est clair que B et w,B ont une face spéciale commune si o €.
Il en résulte que, pour tout we W’, les tubes diédraux wB et ww.B
ont une face spéciale commune. Du reste, écrivons tout we W' sous la
forme d’un produit de générateurs w =w, w, ... w,. Alors dans la suite

3.4.3) B, wB, wwB, ..., ww,...w,B=wB
deux tubes consécutifs ont une face spéciale commune. On a aussi
3.4.3.1) Si w\Bnw,B*#@, ou w,eW’, on a w,=w.

En effet, soient G'= Gy, A'=(G'nA)’ et 2> 4 la restriction
d'un % & A’ [ef. (2.1.11)]. Le groupe de Weyl de G’ s’identifie & W’
et si A=wyp =w.p,, ol ;,€B, on a

) =Wy 1 = W) [ha,

ol p; est dans la chambre de Weyl positive de A'. D’olt w, = w,. Soit,
d’autre part, B, la réunion des wB, pour we W’ et [(w) =q, et de leurs
faces spéciales communes. On a :

(3.4.4) L’ensemble B, est un tube et en particulier un ensemble
ouvert et connexe dans F;
(3.4.5) Pour ¢>o, on a B, ,>B;

(3.4.6) La bande B, contient la réunion des w,B,u B, pour 2€9
et est contenue dans ’enveloppe convexe de cette réunion;
(3.4.7) Pour ¢>o et a€0, lintersection B,nw.B, est connexe

et contient Buw,B; en particulier, la réunion B,uw,B, est un tube
connexe;
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(3.4.7.1) Pour « et Beh, lintersection [B,uw,B,|n[B,uwsB,]
est connexe.

En effet, il est clair que si deux tubes diédraux ont une face commune,
la réunion de ces tubes et de leur face commune est encore un tube
connexe. Cela montre déja que B, est un ouvert, et (3.4.3) montre qu’il
est connexe. D’oli-la premiére assertion (3.4.4). L’assertion (3.4.5) est
immédiate. Quant & I’assertion (3.4.6), il suffit d’observer que si deux
tubes diédraux ont une face commune, ’enveloppe convexe de leur
réunion contient certainement cette face. En particulier, la réunion
des w,B,uB, pour €0 admet une enveloppe convexe qui contient
tous les ensembles wB pour [(w) = q + 1 et toutes leurs faces spéciales
communes. En particulier, cette réunion contient B,.,. Prouvons main-
tenant I’assertion (3.4.7). Comme B, nw,B, est un ouvert, il est évident
que cette intersection est la réunion de certains transformés de B par W’
et des faces spéciales communes a ces transformés. Nous allons voir que
les transformés de B par W’ qui sont contenus dans B,nw,B, sont
exactement les ensembles de la forme wB et w,wB pour l(w)=q—1.
D’aprés (3.4.3), la réunion de ces tubes diédraux et de leurs faces
spéciales communes est connexe, et cela prouvera (3.4.7).

Soit donc wB un transformé de B par un élément we W’ de lon-
gueur ¢—1. On a donc wBc B, ,CB, et I'on peut écrire w = w,(w,w),
ou [ (w,w) =< q. On a donc wB = w, (w,wB) cw,B,. Ainsi wBc B, nw,B,
et il en résulte aussi que w,wBCB,Nnw,B,.

En sens inverse, soit wB un transformé de B par un élément de lon-
gueur =q. Supposons wBcw,B, soit encore w,wBcB,. Cela signifie
que w,w est au plus de longueur ¢ [¢f. (3.4.3.1)]. Il n’y a alors que deux
possibilités : Ou bien l(w) =< q-—1, ou bien (W) =¢q et l(Waw) =g —1.
Mais alors, on peut écrire w, == w,(w.,w), ou w,w est de longueur au
plus ¢—1. Notre assertion est donc démontrée. On prouve de
méme (3.4.7.1). Notons aussi que :

(3.4.8) Si »ew,B, et .,&B,, le coefficient ®s, reste <1 au voisi-
nage de 2.

En effet, s’il en est ainsi, le point 2, est nécessairement dans I'adhé-
rence d’un ensemble de la forme w,wB avec l(w,w) =q + 1 et [(w) =q.
Au point 2, le coefficient ®s, est o en vertu du lemme (3.4.2).
D’ou notre assertion

Nous allons maintenant prouver, par récurrence sur ¢, que la fonc-
tion E; se prolonge en une fonction holomorphe de 2 a B...

En vertu de la proposition (3.3), pour chaque =€ 0, nous avons déja
montré que E,- se prolonge en une fonction holomorphe a I'enveloppe
convexe de Buw,B, donc a fortiori a la réunion de B, w,B et de leur
face commune dans I'hyperplan défini par «. L’intersection de ces diffé-
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rents ensembles, pour «€0, est évidemment B qui est connexe. Il en
résulte que E, se prolonge en une fonction holomorphe a B,.

Nous pouvons donc désormais supposer ¢>>o et notre assertion
établie pour les ¢’ < ¢. Prenons maintenant un «€0. Nous allons voir
que E, se prolonge analytiquement a la réunion B,uw,B,.

Si 2ew,B;, on a w,A€eB, D’aprés I'hypothése de récurrence,
E;(9, D, way, Wel; Q) est déja définie et holomorphe au voisinage de 2.
On peut donc poser provisoirement

(B-4.9) V() = (pa) [ | “Er (95 Dy Wiy 7, W3 ) Ta(D, 75 52)

et cela définit une fonction méromorphe de 2, dont les seules singu-
larités sont les poles de Uq (D, %, s), donc sur des hyperplans, s, = Cte.
Regardons maintenant ce qui se passe si 4 est dans ’ensemble connexe
B,nw,B,. Cet ensemble contient Buw,B. D’apreés la proposition (3.3),
si A est dans Buw,B, on a

(3.4.10) Er(g, D, 3 25 ) =V ().

Par conséquent, la fonction (%) coincide avec E,(g, D, y, %; {) sur
tout l’ensemble B,nw,B,. Ainsi E,(g, D, y, 2; {) admet un prolon-
gement, a priori méromorphe a l'’ensemble B, nw,B,. Montrons que
ce prolongement est en fait holomorphe.

Il suffira de montrer que la fonction ¢(2) est holomorphe au voisi-
nage d’un point 2, de w, B, n’appartenant pas a B,. Mais d’apres (3.4.8),
au voisinage d’un tel point Rs, reste <1 et, d’aprés (1.10.1), le fac-
teur Y, (D, y, S,) reste holomorphe au voisinage de 4, Donc () est
holomorphe au voisinage de 2,. Ce qui prouve notre assertion.

D’aprés (3.4.7.1), Vintersection de B,uw.B, et de B,uwsB, pour «
et 30 est encore connexe. Il en résulte que E, se prolonge analyti-
quement a la réunion des B,uw,B, pour « €. Appliquant le théoréme
de Hartogs, on obtient le prolongement de E, & l'enveloppe convexe
de cette réunion et a fortiori & B,...

Ainsi E, se prolonge a tout ensemble B,. Soit m la borne supérieure
des longueurs des we W’'; la bande B,, contient la réunion des wB
pour we W'. 11 suffit donc d’appliquer une nouvelle fois le théoréme de
Hartogs pour obtenir le théoréme.

COROLLAIRE (3.5). -— Soif { un caractére « générique » de N—(K) (i. e.
e 7 o pour toute racine simple o). Alors Ex—x(g, D, y, ; £) se prolonge
en une fonction holomorphe de A sur F.

En effet, dans ce cas, le tube B(V) est la chambre de Weyl positive
définie par les inégalités

RSy >0 pour tout o € A,
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Il existe un élément w, de W qui transforme B(V) en — B(V). L’enve-
loppe convexe de WB(V) est donc I’espace F tout entier.

REMARQUE (3.5.1). — Le domaine D du théoréme (3.4) n’est pas
toujours I'espace F tout entier comme le montre I’exemple suivant.
Soit G = SL (4, K). Le systéme de racines simples A est formé de trois
racines o;, @, a3 Prenons pour V le groupe unipotent horicyclique
engendré par les racines négatives qui contiennent — a,. Le domaine B (V)
est défini par les inégalités

R84+ RS, > o, RSy 4 R8> o, R (814 82+ 83)> o, RS> 0;

le groupe W' se réduit a l'identité et w,. Le transformé de B(V) par w.
est défini par les inégalités

R8> o0, RS, << o, RS> 0, R(S1+ 82+ 83)> o.

L’enveloppe convexe de la réunion est contenue dans le demi-espace
(R(81 + Sy + S:g)> O.

4. Le groupe SL (2, R).

Dans les §4, 5, 6, on se propose d’étudier plus en détail le cas du
groupe SL (2, K). On rappelle la nature des représentations du compact
maximal M, et 'on exhibe une fonction ¢ « privilégiée » au sens de (1.8).
On calcule ¢, Ly, L3 et l'opérateur 4 (D, y, ).

Dans ce paragraphe, le corps K est le corps R des nombres réels.
On a posé

4.1.1) 7(x) = exp(2imx).

Les caractéres multiplicatifs de module 1 de R* sont donnés par
“4.1.92) x> sgn(x)t | x |9,

ol :=o, 1 et ceR.

On prend comme sous-groupe compact maximal de G le groupe
abélien SO(2, R) formé des matrices de la forme

cosh —sin0
(4.1.3) <sin0 cose>’ beR.

Les représentations irréductibles de M sont donc de dimension 1; ce
sont les caractéres

< cos —sinf

. P> eif meZz,
sin 0 cos0 > ’ €
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Si D est le caractére de parameétre m et y le caractére de R* de para-
meétre (s, o), le projecteur P (D, y) se réduit au scalaire 1 si m et ¢ ont
la méme parité et a o dans le cas contraire.

On suppose désormais m et < de méme parité en sorte que P(D, ) =1.
Une fonction privilégiée de type D (par rapport a y) est donnée par

“4.1.9 9 (ve; -+ ye.) =[x + iy.sgn(m)]im e =+
Il est clair que c’est bien une fonction a décroissance rapide.

ProrosiTioN (4.2). — Avec les notations précédentes, on a
(4.2.1) Lo(y s)zﬁ‘i"”*"”mr[é(lm] +s—i°')];
(4.2.9) 2(e, + ye) = o(@e, + ye) [—sgn (m)]";

F[;(lm|+x—s+w)"

(4.2.3) 9(D, 7, s)=[—sgn(m)]" ="' —— ,
1‘[5(|m1+1+s~w)J

La premiére assertion est immédiate. Il suffit de prouver la seconde,

car la troisitme s’ensuivra aussitdt. Comme § est aussi de type D, il
suffit de calculer

(4.2.4) S (yes) — f o(ue, + ves)ye—* " dy du,

ce qui donne, en passant en coordonnées polaires,

2T

+
(42.5) @(yez)zf ‘o!’“!'*)'le*ﬁp’d‘of einloeﬁﬂiﬂypms()do
0 0

ou encore, en introduisant la fonction de Bessel J,.),
. ]
4.2.6) @(yeg)zznil’”"/ plmi+te= e, (—2myp) do.
0

Cette derniére intégrale se trouve, par exemple, dans[1], vol. II,7.7.3 (24).
Il vient ainsi, mettant fin 4 la démonstration de (4.2.2),

4.2.7)  B(ge) = (—)niyginlen = [—sgn(m)]" ¢ (ye.).

Remarque. — La formule (4.2.2) résulte aussi des propriétés des
polynomes harmoniques.

Nous allons maintenant calculer l'intégrale E(g, D, 7, s; ) en fonc-
tion des fonctions hypergéométriques confluentes. La proposition (2.5.7)
montre qu’il suffit de calculer E(D, y, s; ) [on a, en effet,
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G(K) =MA(K)N—(K)]. Le calcul qui suit reproduit un travail di
a Christian HouzeL et resté impublié,

Pour n:(iC (1)>’ on a sans peine
4.2.8) L@, D,y s+1)=(—)"(—x+i)"|x+i"",
d’ou

At o
(4.29) E(Q, s S5 {J‘) zj (___ i)m | x _I_ l‘|~—m—)—.c+ia'(_x + l')m e dy,

I1 est tres facile de prouver que l'intégrale précédente est fonction méro-
morphe de s pour p.=o. Pour g 7o, on peut écrire

@.2.10) E®, 7,5 p) = @iy [amp " w, Qmwh§@+0>

nm

ou 'on a posé, pour u> o et k demi-entier,
-+ %
@.2.11)  we(w,s) = wf £ i 2 (¢ ) 2e dI

et ol n=-—sgn(x). De plus, on a supposé o =o (pour passer de la
au cas général, il suffit de changer s en s—ic dans les formules qui
suivent).

L’intégrale (4.2.11) converge pour ®Rs > On pose maintenant

N o=

v=1it—u. Alors, lintégrale (4.2.11) prend la forme
\ —s—+k
(4.2.12) wi(u, s) = of s~ u"‘e—“f(- U)—-““<1 + Ev_u e dv,
D

ou D désigne la droite Ry =—u, orientée comme 1’axe imaginaire, et

sur laquelle on choisit les arguments de —v et 1+ %1 tels que

arg<1-l— ;v_u>

On peut maintenant transformer (4.2.12) en une intégrale sur le
contour C de la figure 1, portant sur la fonction

T
= —

™
arg(—0) | =7 g

(4.2.13) v (— o)k < 1+ v >~S+A‘e—u’

2U
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ou les arguments sont choisis de facon que

4.2.14) |arg (—v)| <L,

arg<1 + 2—%) Ién.

Les poles de (4.2.13) sont o et —au; ils sont 4 Pextérieur du

contour (abcdca) de la figure 2. Comme Rs> é, on vérifie que l'inté-

N
o

Fig. 1.

-u

Fig. .

grale sur le demi-cercle tend vers zéro lorsque son rayon tend vers 4 oo
On peut donc écrire
: —s+k
(4.2.15)  we(u, §) —— i~ uke—s f (— u)—H(er 2 > e do,
C
les arguments étant définis par (4.2.14). Cette intégrale converge pour
tout s, d’ou le prolongement analytique de wi. On pose maintenant

1

uk — I
4.2.16) Wi () =— e I'<k——r+5>
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si k est demi-entier et re C tel que k—r + é n’est pas entier négatif.
Il vient

—_ —s 1\ I
“4.2.17) wi(u, §) = 2"~ w(—1) T6IH Wk’is+§(2 u)

si s + k n’est pas entier négatif.

Transformons lintégrale (4.2.16). Le contour C se déforme en le
contour formé de la demi-droite (4 w0, d), du cercle de centre O et de

rayon o et de la demi-droite (J, + ). Si (K( % +r—k> > o, linté-
\

grale sur le cercle tend vers O avec d, d’ol, pour d{<r+ é —k>>o,

la relation

1
4.3) Wi, @)=e " ut—

1—&—/\-

+o 1 0 r—=3
f v G <1+—> edv.
0 u'

C’est 1a une expression connue des fonctions de Whittaker. (Cf. [1],
vol. I, chap. 6, p. 274-275 et [20], chap. 16, 16.12 4 16.40.) Il est connu
que, pour tout k, les fonctions de Whittaker se prolongent en fonctions
entiéres de r avec la relation fondamentale

4.3.1) Wi r= Wi _re
Compte tenu de (4.2.17) et (4.2.10), on a
T+ T
@4 E@ pssp=r""|pf
5 LA (ST
l‘[;(s—i-l—i-nm)—l 2

et la relation (4.3.1) redonne I’équation fonctionnelle déja établie pour
I'intégrale E(D, y, s; ).

ReMARQUE (4.5). — La relation (1.10.5) du §1 fournit donc une
représentation intégrale des fonctions de Whittaker W; , pour k demi-
entier. Du reste, la méme intégrale fournit le prolongement analytique
de E(D, y, s) (c’est-a-dire de I'intégrale relative 4 un caractére trivial)
en une fonction méromorphe.

En effet, revenons pour un instant a la situation générale du § 1,
et utilisons les notations de (1.10). Vu la relation (1.10.5), qui est vraie
a priori pour ®s > o, on peut se borner a établir que, pour toute fonc-

BULL. SOC. MATH, — T. 95, FASC. 3. 19
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tion ¢ € $(K?), l'intégrale E,(g, y, s) se prolonge en une fonction méro-
morphe de s. Or la relation (1.9.6) peut encore s’écrire

@.5.1) Eie. )= | oltetae)i@®|tFdudt.

K*<

Mais il est clair que la fonction
*.5.9) V@) = [ e, +ae) do
est encore dans $(K) et la formule (4.5.1) s’écrit donc

(4.5.3) Eo(e 1 9= [ 47O tF 't

Notre assertion est donc encore une conséquence des résultats de [17].

5. Le groupe SL (2, C).

Dans ce paragraphe, K est le corps G des nombres complexes et G
le groupe SL (2, G). Le module de C est le carré de la valeur absolue
ordinaire. Le caractere additif v est donné par

B.1.1) 7(2) =expLiTRz
et la mesure de Haar du groupe additif est la mesure
(B.1.2) dz=2adadp pour z=oa -+ if, a et BeR.

Les caractéres de module 1 du groupe multiplicatif C* sont donnés par
(.1.3) zZ> 20| z P,

oi neZet ceR.

On prend comme sous-groupe compact maximal de G le groupe
M = SU (2, G). Les représentations irréductibles du groupe M sont
paramétrées par les entiers m>.o. La représentation de parameétre 1
est la représentation naturelle de M dans G2, la représentation D de
paramétre mest la puissance symétrique m'*m de la précédente. En
d’autres termes, si I'on désigne par X, Y la base canonique de C2, la
représentation D est la représentation naturelle de M dans I'espace des
polyomes homogeénes de degré m en X et Y. Une base de cet espace
est formé des mondmes

(5.1.4) Xm=ryp, oLp<Lm.
Ce vecteur est dans I'image du projecteur P (D, y), ou y est n’importe

quel caractére multiplicatif de paramétres (m—2p, ¢). En particulier,
Passertion du lemme (1.2) est évidente.
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Dans ce qui suit, la représentation © de paramétre m et le caractére y
de paramétres (n, o) sont choisis une fois pour toutes de facon que
P(®, y) #0. On a donc n=m-—2p. On supposera également o= o
pour simplifier. (Il suffira de changer s en s—ic dans les formules qui
suivent pour retrouver le cas général.)

On désigne par ¢ la fonction de type D qui est définie par la formule
suivante :

(5.1.5) o(0)=D(g)t" exp(—27l) P(D, y),

ou ve G, v=t.g(e), tL>0, geM.

On définit ainsi une fonction & décroissance rapide qui est méme indé-
finiment dérivable & décroissance rapide [il est clair que ¢ est & décrois-
sance rapide et la proposition (5.2) va montrer qu’il en est de méme
de %].

ProrositioN (5.2). — On utilise les notations précédentes et I’on pose
w= <0 _1)- Alors on a
I o

(.2.1) b(te)=i"DW)o(le), [>o0;

(5.2.2) Ly (, s)=(2w)—%m—sI‘<§m +s>P(SD, 23

I‘(g —]—1—S>
(5.2.3) 4D, 59)=i" (1) =L P(D, 7) D) P(D, 7).
I‘(; +I+S>

\

I1 suffit de démontrer la premiére assertion, les autres en étant des consé-
quences immédiates.

A

Notons d’abord que § étant de type D et e;=w(e,), la relation (1)
peut s’écrire aussi bien

(5.2.4) be)=(—D"9@e),  y>o.
Notons maintenant que tout point v€ G* peut s’écrire

(5.2.5) =1.g (e, geM, t>o,

et quon a, pour toute fonction f continue & support compact sur C3,

6.2.6) ]ff(aei—i- be,) dadb=8n2ﬂ+wf[t.g(ej)113dtdg,
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ou dg désigne la mesure de Haar normalisée du groupe compact M.
D’autre part, tout point ge M peut s’écrire sous la forme du produit

g=-e(ds) u(®) e(y»),

T
avec oL, ZLam, oL,Lam, oéﬁé;,

6.2.9) {

olt 'on a posé

(5.2.8) e@):(e""* °>’ u(e)=<°"se isin0>.

o e isin0 cosf

On a alors

(5.2.9) f F(9)dg= (47r'2)—'ljﬂ Fle(y) u(®) e(y,)]sin20 dy, db, di.
M

Appliquons ceci au calcul de

(5.2.10) EP(yeﬂ:f[cp(aei + be,) = { ae, + be,, ye, > da db,

ol 'on pose
v ae, + be,, xe, + ye, >=exp[4{in R(xb—ya)|.

Nous avons donc

(.2.11) §(yes)= 8> ﬂ t dt f oltg(e)] = tg(en), ye. > dg.
On a d’abord

G.2.19) 47 [ oltge) = tg(e), ye: >dg

= f B Dle)] dd. f ‘ D[u(b)]sin26 d t7 e—2=*
0 0
27
Xf X(ei%) w{ty el (ba+ly u(9) ey, e; >dd, P(D, y)
0
= zn'P(fD,!X)f ) E[u(ﬂ)] sin20 dO ¢ ergrlﬂ
x [ et exp(— himyitcost cosd) &y P(D, 7).

[On change {, en (¢,—,), et I'on remarque que

P, =@ [ Dlelze)dt. |
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L’intégrale en ¢, fait apparaitre une fonction de Bessel, et ’on obtient

(5.2.13) @(yq):gn?ﬂnlf e—*7 ¢ F(yf) t+ dt,

ou l'on a posé

wl

F@yt)y= P(D, p)u®) P(D, y)sin20J,,,(— §ry cosb) do.

On a sans peine
(5.2.14) P@®, x)u®)P(D, y)

—_ v m_p /P. 1) m—2s in2s .
= N < 5 >(s)( 1)* COS 0 sin*s 0 P (D, 7).

0LsLp,m—p

Pour calculer I'intégrale F (yf), on développe le fonction J|,(— 4=yt cos0)
en série entiére, et 'on intégre terme a terme. Les intégrales en 0, qui
apparaissent alors, se raménent sans peine & des facteurs I' et l'on
obtient ainsi le développement en série entiére de F(yf) :

(6.2.15) Fn= (-;)/(-nyt)2/+lnl/<l—-’—"ﬂ>z

2

lém—]n[

><1/<1+1+’"—J;|"_‘>1P(:D,X).

La derniére intégrale en ¢ se calcule terme a terme.

On peut calculer l'intégrale E(D, y, s; +) au moyen des séries hyper-
géométriques F, (cf. [1], vol. I, chap. IV et V). En effet, cette intégrale
s’interpréte comme la transformée de Fourier d’une fonction définie
sur N—(C)= R Cette fonction est matricielle, et ses coefficients par
rapport 4 la base (5.1.4) se transforment chacun par un caractére du
groupe MnA (C) opérant dans N—(C) par la représentation adjointe.
Lorsqu’on identifie N—(C) a R’ ce groupe s’identifie au groupe des
rotations dans R2 La transformée de Fourier d’un tel coefficient se
calcule au moyen d’une intégrale de Fourier-Bessel. On obtient ainsi
une intégrale de la forme

-3 f O Gy T T G Dt

ou f(f) est un polynéme, et I'on peut maintenant calculer cette inté-
grale au moyen de la méthode exposée dans [19], 13.6, c’est-a-dire en
remplagant J, par son développement en série entiére ou son intégrale
de Barnes-Mellin.
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6. Le groupe SL (2, K) pour U non archimédien.

Dans ce paragraphe, on désigne par K un corps localement compact
non archimédien de caractéristique quelconque. L’anneau des entiers
de K est O, l'idéal maximal de ce dernier p. Le groupe G est le
groupe SL(2, K) et le sous-groupe compact maximal de G est le- groupe
M= SL(2, D).

Pour chaque entier n > o, on désigne par O, ’anneau quotient O/p~,
par D), le groupe des éléments inversibles de ce dernier et par p I'image
de p dans D,. Ainsi pour m>n, & un isomorphisme prés :

6.1.1) O,=On/"p.

De méme, 14 p* est un sous-groupe multiplicatif de O* et 14 p* un
sous-groupe multiplicatif de O, et 4 des isomorphismes prés, on a

(6.1.2) On="D0/1+ p"=On/1+ "

Soient 7 le caractére de K choisi une fois pour toutes et = une unifor-
misante. Alors, pour x€ D, le scalaire v(x=n—") ne dépend que de la
classe © de x dans O, ce qui autorise a le noter simplement < (tm—").
Alors le groupe additif O, est mis en dualité avec lui-méme par
@, y) >t (xym™).

D’autre part, un caractére y généralisé du groupe K* est de la forme

(6.1.3) 7@ =z} o],

ot oG, ou ¥, est la restriction de y au groupe O* des unités et v (x)
désigne la valuation normalisée de x. On dit que y est ramifié si y, est
non trivial. Dans ce cas, il existe un plus petit entier m >o tel que y,
soit non trivial sur 1+ p”. Nous dirons que p™ est le conducteur de .

Comme au § 1, on désigne par G (resp. B, A, N) le groupe des matrices
carrées 2 X2 de déterminant 1 (resp. triangulaires supérieures, diago-
nales, triangulaires supérieures strictes). Pour chaque entier n, on
note G, (resp. B,, A,, N,) le groupe des points 4 valeurs dans O,. Ainsi
la réduction modulo p” définit un homomorphisme surjectif de M sur G,

’

dont le noyau est le groupe I, formé des matrices ((cl b) a coefficients

d

\

dans O et telles que
6.1.4) ad—bc=1, a, d =1 modp~, b, c = omodp”.

Soit D une représentation irréductible de M. Pour n assez grand, la
représentation D est triviale sur I, et provient donc d’une représen-
tation encore notée ® du groupe G,. Soit n le plus petit de ces entiers.
Nous dirons que p” est le conducteur de D. Soient y un caractére de
module 1 de K*, et p™ son conducteur. On suppose que le projec-



FONCTIONS DE WHITTAKER, 291
teur P (D, ) n’est pas nul. Alors m est inférieur a n et la restriction de ¥
a O définit, par passage au quotient, un caractére encore noté y de O,
ou encore un caractére (toujours noté y) du groupe B,, & savoir

o a!

6.1.5) <“ x >}—>x(a).

Montrons que I’espace des vecteurs v de la représentation tels que
(6.1.6) D)v=y(b)v pour tout beB,

est de dimension 1. Cela entrainera que I'image de P (D, y) est de dimen-
sion 1. Or vu I'hypothése P(D, y) % o, la représentation D, considérée
comme représentation de G,, est contenue dans la représentation de G,
induite par le caractére y du groupe B,. Il suffira donc de prouver le
lemme suivant :

LemME (6.2). — Le commutant de la représentation de G, induite par
le caractére y de B, est une algébre commutative.

Ce résultat est bien connu. Pour la commodité du lecteur, nous en
donnerons la démonstration. Ce commutant s’identifie 4 I’algébre H,,(y)
des fonctions f sur G, qui se transforment a droite et a gauche par 7,
le produit étant la convolution

(6.2.1) fx o)=Y @ 9N

G./B,

Nous utiliserons le lemme suivant ¢

LemMmeE (6.2.2). — Soit w= <(: _:)I>. Un systéme de représentants

des classes a droite G,[B, est formé des matrices suivanfes :

(6.2.3) <

I

o * 1y
a; 1> pour &), et <0 >w pour y€O,.

1

Observons que l’ensemble des matrices g= <Z b) pour lesquelles ¢

d
est inversible est une réunion de classes a droites de B,. Si ¢ est inver-
sible, on peut écrire g de facon unique sous la forme

g=<; ?) wb, avec b,€B,.

Au contraire, si ¢ n’est pas inversible, I’élément a est inversible, et I'on
peut écrire g de facon unique sous la forme

g=<; ?)bn, avec y&¢D, et b,eB,.
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De facon précise, on a les relations suivantes :

(6.2.4) <Z Z>=<I ac—1>w<c d> pour ¢ inversible.

o 1 o ¢
a b I o a b - . .
(6.2.5) ¢ d)=\eam 1 o q-) Pourcnmon inversible;

Ces assertions entrainent aussitot le lemme (6.2.2).

Ce lemme entraine en particulier que G,.7est réunion (non disjointe)
des doubles classes des éléments suivants :

(6.2.6) w, <; ?) pour z& 9.

En particulier, pour prouver le lemme (6.2), il suffit de prouver que,
pour f et v dans H,(y), les produits f % ¢ et ¢ % f prennent les mémes
valeurs sur chacun de ces éléments. On a

(6.2.7) fx o) = Z f("’)‘?["’_l<l _xx>w]

Xeo \ Ol
+ 21y D)o (L 2)e)
r&0,

Soit encore

©.2.8 fxe@= Y f@e(; ?)

I

XeO;,
+ X1y Yo+ X oy o)1,
. xeo} r&o;,

Mais si z€O;, on a en vertu de 6.2.4),

(6.2.9) (2 3)=0 % )e( &)

et, par conséquent,

6.2.10) Y oly t)=e@ Y @
Xeo, Xe9on

Cette derniére expression est d’ailleurs nulle si y n’est pas trivial. En tout
cas, on a toujours une expression de la forme

Y ey )@

Mwad
X¢0,

+ 31 e +asw@ow,

r&o;,

(6.2.11) f % o(w)=
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qui est symétrique en f et o, i. e. ne change pas si I'on intervertit f et o.
De méme, pour z&D;, on a

(6.2.12) f*CPC ?>= Zf(w)c‘o[w—’(:) T><; (I)>]

Xe®

+ X f(lll (:)w(ziy (1))

\
Y€,

Dans cette expression, la deuxiéme somme s’interpréte comme un produit
de convolution sur le groupe additif des éléments singuliers de O,, et
est donc symétrique. Evaluons la premiére. On a facilement

6209 (1 F)(1°)

—(3 e (T Ok )

Car z étant singulier, 1+ xz est inversible. Sur I'élément (6.2.13),
¢ prend la valeur o(w) z[— (1 + zz)]. On a donc, en définitive,

©.2.16)  fxo() )=f@e@ ¥ 7—(+z2)

) XeD0,
Y I o I o
+ X f<y r>q‘°<z——y 1>'
y&O,,
Cette derniére expression est symétrique en f et ¢. D’oll le lemme (6.2).

Nous choisissons maintenant de la facon suivante une fonction de
type D privilégiée par rapport a y :

— Si D est la représentation unité (ce qui entraine que le carac-
tére y est non ramifié), ¢ est la fonction caractéristique des entiers
dans K?;

— Si D est non triviale, ¢ est définie par

q_)(l)):o si U¢M61,
o()=D(mM)P(D, ) si v=me, meM.

Alors :

ProposiTION (6.3). — On a
6.3.1) Ly(p 9)=[1—N@®)']P(®, y) si D est non lriviale;

(6.3.2) Lo(x, )=[1—N(@)~'1[r—7@) N(p)~]P(D, y) dans le cas
contraire.
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En effet, tout ke K s’écrit de facon unique :
(6.3.3) k= n"u, ou n=v(k) et ued.
La mesure de Haar d*¢ du groupe multiplicatif est donnée par

(6.3.4) f foat=a—N@)Y [ f@) dg,

n€EZ o*
ou du est la mesure de Haar de masse 1 du groupe compact O
Appliquons cette formule au calcul de l'intégrale L,(y, s), il vient

6:3.5) LyGp 9=G—N®Y, [ ¢ ue) 1) 7(=) N du.

Supposons D non triviale. Alors, pour n ;£ o, le vecteur n*ue, n’appar-
tient pas & Me,, et o(n"ue,)=o. L’intégrale (6.3.5) se réduit donc au
terme n=o, d’ou (6.3.1).

Supposons D triviale. Alors (6.3.5) se réduit aux termes n>o.
Ainsi :

(6.3.6) Loz, 8)=[1— N@) "1 D IN @)~ 7(m)]"

n>o
La formule (6.3.2) en découle aussitot.
ProposITION (6.4). — Si D est la représentation unité (et y non ramifié),
on a

— 1P N@)

6.4. (s, 7 9= L) ;
©-4-0 e r )= = N
(6.4.2) E(1, %, 85 p)=o0 si pégO;

— PR N@E)~ @l _ ‘
T —— (1—7ZE N@E=)

1— 2PN~

si peD et pZo;
(6.4.4) E(1, 1, 9)=[1—7 @) N@)~]

La premiére assertion est immédiate, car on a dans ce cas §=09.

Pour prouver les autres, on peut se borner au cas ou y est trivial. Alors,
on a

(6.4.5) E(1, 1,5 p)= [supo, 1y e e dy

6.4.3 )E@nsn=

= f < (py) dy + X N(p)y 7+ f © () dy,
i) T

Pt —p O*
-/ f<uy>dy+2N<p>—w+'>[ | ceuay
LY p=1 E

L—PH O

t(ny) dy ]
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Si o n’est pas entier, il définit un caractére non trivial y > t(yp) des
groupes 77O pour p>-o, et il vient ainsi E(i, 1, s; p)=o. Si, au
contraire, p est entier, le caractére yr>t(ny) est trivial sur les
groupes 790, avec o pv(u), et non trivial sur les groupes =D,
avec p >v(px). L’intégrale (6.4.5) se réduit donc a I’expression

6.4.6) 14+ Y N(p)rer
1Lp Lo (W)
PO TP+ O
soit
6.4.7) 1+(G—N@E™) X N@7—NE)- e,
1Zp <o)

ce qui se laisse facilement mettre sous la forme (6.4.3).

Enfin si p est nul, I'intégrale se met sous la forme

©.4.8 1+ X |NEen [ dg— N [ @}

P TErD PO

soit

6.4.9) 1+ D N @) 7 —N @)=,
P

et ceci se ramene a (6.4.4).

Nous n’aborderons pas, dans le cas général, le calcul de § et de I'opé-
rateur Y(D, ¥, s). Il est évident que U (D, ¥, s) est connu a un scalaire
prés, puisque c’est un isomorphisme de l'image de P (D, y) sur celle

de P(D, 7). Le probléme est de déterminer ce scalaire. Par exemple,
si © et y sont de méme conducteur p™, on a

G4.10) 9@ 7% 9=NE 90 Y, D(} T)2@P®. ),
Xe9,
olt g(y) est la somme de Gauss

(6.4.11) 9= 7@ (" a).
O

De plus, on peut voir que I’équation fonctionnelle se réduit essentiel-
lement a la relation bien connue

960 9(7) =7 (—1) N(@)".
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7. Le cas global G = SL (2, A).

Dans ce paragraphe, k désigne un corps de nombres, c’est-a-dire une
extension finie du corps Q des nombres rationnels. On désigne par A

Panneau localement compact des adéles de k et, pour chaque place p,
par k, le corps localement compact correspondant. En tant qu’en-

semble, A est défini comme le sous-ensemble du produit[lkp, formé

des éléments x=(x,) tels que x,€D, pour presque tout p fini.

On désigne par $(A”) I'espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur A~
C’est donc l’espace vectoriel, engendré par les fonctions de la forme

(7.1.1) o =l[ Pp (%p)s ou ¢,€8(ky) pour tout p

et ou, pour presque tout p fini, ¢, est la fonction caractéristique de oy
dans kj.

On désigne par dr la mesure de Haar du groupe additif A qui est le
produit des mesures de Haar d,x, des corps k,, introduites au §1 et
aux §4, 5, 6. On désigne par A* le groupe des idéles, c’est-a-dire le
groupe des éléments inversibles de A. Pour toute place p, désignons
par J,z, la mesure de Haar de k, définie par

(7.1.2) 6pxp=[xp}"’ d,x, si p est a l'infini;

(7.1.3) 6pxp=(1—N(p)f1)—1|xp‘—‘ d,x, sip est fini.

Alors le produit de ces mesures est une mesure de Haar d*x du groupe
multiplicatif A*. Pour tout y€ A’ on a d’autre part

(7.1.4) d@a)=|ylde, ou |yl=]]|v.| siy=(y)

Pour chaque place p, soit 7, le caractére additif choisi au § 1. Alors la
formule

(7.1.5) c@=|]5(@) pour z=(z,)

définit un caractére du groupe additif A satisfaisant aux conditions
suivantes :

(7.1.6) Le groupe A est mis en dualité avec lui-méme par (z, y) = 7(zy);
(7.1.7) Le sous-groupe discret k de A est son propre orthogonal;

(7.1.8) La transformation de Fourier

v@=[ sy
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définit une bijection de $(A) sur lui-méme, et la formule de réciprocité
s’écrit

[ 9@ =<w).

On considere le groupe G = SL (2, k) comme groupe algébrique défini
sur k, et I'on note G(A)=SL (2, A) le groupe des points adéliques
de G. On considere les sous-groupes A, N, N~ de G, introduits au § 1,
et 'on pose

M=Ii[Mv’

ou, pour chaque place p, M, est le sous-groupe compact maximal de
G,=SL (2, k,) introduit au § 1. Il est clair que M est un sous-groupe
compact maximal de G(A), et quon a la décomposition

(7.1.9) G(A)=MA(A)N(A).
On pose

a
(7.1.10) A&)aﬂ>=m

et, pour tout s G, be B(A),
(7.1.11) (s, b>=|AD)].

Tout caractére y de module 1 de A* définit un caractére de module 1
de B(A) ou A(A) auquel on I'identifie, & savoir a+> ¢ (A (a)). Le carac-

tére X est de la forme y(x) =l] xp (%p)> OU, pour tout p, y, est un

caractére de module 1 de k; supposé non ramifié pour presque tout p

fini. Dans la suite, on suppose que i est frivial sur k*, c’est-a-dire que y
est un caractére de Hecke.

Soit D une représentation unitaire irréductible du groupe M. Alors D
est un produit tensoriel

(7.1.12) D=@® D,
o ®,, pour chaque place p, désigne une représentation unitaire irré-

ductible de M, qui, pour presque tout p, est triviale. Soit P (D, y)

le projecteur orthogonal de l’espace de la représentation sur le sous-
espace H(D, y) des vecteurs v qui vérifient

(7.1.13) D) v=H(d)v, beB(A).
Dans la suite, on suppose P(D, y)#o. On a
(7.1.14) P(®, ) =Q P (D, %),
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et en particulier 'image de P(D, y) est de dimension 1. Si ¢ =man
avec me M, ae€ A(A), ne N(A), on peut poser

(7.2) L(g, D, 7, 8) = D(m) x (@ {—s, a ) P(D, y).

Cette fonction est évidemment le produit de ses composantes locales;
celle-ci sont les fonctions introduites au § 1; si g = (gp), on a

(7.2.1) L(g, D, %, 5) =]] Ly(9p Dy A S)-

Soit maintenant p un élément de A. Il détermine un caractére

\

(7.2.2) 2o °) @

X1

du groupe N—(4). On se propose d’étudier I'intégrale
7.2.3)  E®, 1 s; 1) =f L(gn-, ®, 7, s + 1) dn-.
N=(4)

Il est clair que cette intégrale est le produit de ses composantes locales.

ProrosiTioN (7.3). — L’intégrale (7.2.3) converge absolument pour
® s >1. Elle définit une fonction holomorphe et continue en (g, s). Pour
Rs>1, elle est égale au produit infini convergent

(7.3.1) E(g D % 55 ) = | | Er (95 Ds 100 5 1)

0w g=(gp)s = () 2= (ko) D=0 Dy

Comme dans le cas local, il suffit d’étudier l'intégrale pour g=ce,
D=1, y=1,5€R, p=o0. Alors les fonctions a intégrer sont positives,
et on a (avec les mémes notations qu’au § 1)

(7.3.2) E@ ) =]]E.9 ]] E,(, 3),

P fini P infini

les deux membres étant simultanément définis. Si ®Rs>1, tous les
facteurs locaux sont définis, et I'on a en particulier, pour toute place
finie p [cf. proposition (6.4.5)],

Ey(6 ) =G—N@™)™

Vu les résultats connus sur la convergence des produits eulériens, on
voit que le produit infini converge, et il en est donc de méme de I'inté-
grale E(e, s).
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Du reste, on a, de fagon générale, si p.=o,
(7.4 E®, %) =] Es(®p 2 ) | | Eo (Do 10 5),
peSs p&ES

ou I'on désigne par S I'ensemble formé des places a I'infini et des places
finies ou Dp est non triviale. Pour pg& S, on a

(7.4.1) E,(Dy 4y )= [1—7®) N) ]

Désignons par {(y, s) la fonction de Hecke ([8], [9], [16]) :
(7.4.2) t@ o) = —2@N@- 1

le produit étant étendu aux places finies ot % n’est pas ramifié. Nous
désignerons par {4 (y, s) la fonction « incompléte » définie par le méme

produit étendu seulement aux places finies ou D, est triviale (ce qui
entraine y,, non ramifié). On a donc

(7.4.3) ()=t 9] | =2 NE)~],

pES

ou S’ désigne l'ensemble fini des places finies ou y, est non ramifié
et D, non triviale. Avec cette notation, on a

(7.4.4) E(D, 7, ) =2, Ey(Dps £ 8) Eo (1> 9)-

peSs

Cette formule met en évidence le prolongement analytique de E(D, y, s).

Gardons les mémes notations et supposons que p. soit un idele de A.
Alors pour ®s>o, on a

(7.4.5) E(®, y, 83 1) =]‘1Ep(1>p, T S5 1p) || Ey(1pr Zps $5 1p)-
peSs p&ESs

Nous avons calculé les facteurs relatifs aux places p& S dans la propo-
sition (6.4.4). Il vient, en utilisant ce résultat,

(7.4.6) E(D,y,58; )= geléEp(Dp’ L S3 Hp)m
l.[ Z(Puy) N(p)—

pas T ZM®NE)™
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pourvu que p, soit un entier de k, en toutes les places p&S. Sinon,
ona E(D, y, s; p)=o.

On sait que p, est de toute fagon une unité pour presque tout p et

que, par conséquent, dans 1’expression précédente, il n’y a qu’un nombre
fini de termes de la forme

1=y (Prp) N[l
1—y(P)N@)—

On remarquera que, dans un tel facteur, ||, est en fait une puissance

négative de N(p), et en conséquence un tel facteur est en fait une fonc-
tion entiere de s.

En particulier, on voit que le produit E(D, y, s; ) {5 (%, § 4+ 1) ‘se
prolonge en une fonction entiére de s. Introduisons maintenant I’opérateur

=11 o —s+1)
(7.4.7) 4(D, %, 5) _>|_€! U (D ko ) E (s )
p
On a aussitdt I'équation fonctionnelle
(7.4.8) E®, 1 W=7+ E®D, L —5; 1) I(Ds 1, 9

On peut aussi retrouver ces résultats directement en raisonnant comme
au § 1. Pour cela introduisons les notations suivantes : pour ¢ € S(A?),
posons

(7.4.9) Log. 7. 9= [ oltg@)]z®|tdt

(7.4.10) E (g, 085 1) = L,(gn, 3, s +1)&(n) dn.
N-(&)

Ces intégrales convergent pour ®s>1. Posons aussi
(7.4.11) & (xe + ye») =ﬂcp (ue, + ve,) T (xv — yu) du dv.

TutorEME (7.5). — Si p est un ideéle, la fonction E,(g, v, s; |+) se
prolonge en une fonction entiére de s. Soit m >1; on a

(7.5.1) sup  Eq(g, 7> 53 H)=w§ulg Eq(9, 1> 83 1)

|Rs|<m

Pour tout s, on a

(7.5.2) Eq(9, % 85 1) =% () [+ Eg (g, 2 — S5 1)
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En effet, pour ®s>1, on peut mettre E sous la forme d’une intégrale
double convergente

(7.5.3)  Ey(3 83 1) =j]ﬁcp(te, + atey) 5 (0) | £+ d't < (z ) da,

ce qui s’écrit encore, en changeant x en xf—! :

@5.0)  E(usiw=[ dle+tte)z@ltdy,
(¥ A“
ot 'on a posé
(7.5.5) b (uey + vey) = f o (uey + xey) v (xvp) dz.
A

Comme ¢ € S(A?), ces assertions seront conséquences du lemme suivant :

LemME (7.5.6). — Soit fe S(A?). L’intégrale
(7.5.7) f f(te,+ t-1e,) |t} d't
A

est absolument convergente. Posons s = o -+ i{3. Elle tend vers zéro lorsque {3
tend vers + oo, uniformément pour o dans un compact.

On peut supposer f(x) =[[ fy(Z,), ot fy> o et est égale pour presque
tout p fini a la fonction caractéristique de O} dans k;. Soit T I'ensemble

formé des places a l'infini et des places exceptionnelles. On a alors
(les deux membres étant définis simultanément) :

(7.5.8) fA‘f(tel—|—t—1eg)[tl5d*t=Hfkfp(te,+t—1e2)|t|~‘6pt.
" )

D’apres le § 1, on sait déja que le produit (fini) des facteurs précé-
dents pour pe T est défini et tend vers zéro & l'infini, uniformément
pour Rs dans un compact. Le produit des facteurs précédents pour p& T
est convergent et borné dans toute bande. Or, si f, est la fonction carac-
téristique de O; dans k,, la fonction f > f (fe;+ {~'e.) est la fonction
caractéristique de O dans k;. Tous les facteurs relatifs a des places pe T
sont donc égaux a 1 dans le produit (7.5.8). Le lemme est donc démontré.

La premiére assertion de (7.5) est donc établie. La seconde résulte
de ce qui précéde et du principe du maximum. La derniere se prouve
comme au § 1.

Remarque. — Les résultats précédents, en particulier ’équation (7.5.2)
se rattachent & la théorie des séries d’Eisenstein. Ils se déduisent par
la méthode exposée dans Yintroduction des résultats exposés dans [8]
[voir (3.11) & (3.14), loc. cit.].

BULL, S00. MATH, — T. 95, FASC. 3. 20
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Posons maintenant
(7.5.9) e@=]]os(z,), ou z=(z,)

en désignant, pour toute place p, par ¢, la fonction « privilégiée » du § 1.
Comme dx est le produit des mesures d,z,, introduites en (7.1.3), on a

(7.5.10) Ly =[] I—_—A‘,T)_]L% (s 8) [T Leow (0 9)-

P fini P infini

Posons C=] [ [1—N(»)~']~' et appliquons la formule (6.3.2), il vient

P fini
Pe&ES

(7.5.11) Ly(t ) = C] | Lep (0 8) eo% 9).

pPES

ot S est, on le rappelle, I'ensemble des places infinies et des places finies
ou D, est non triviale et y non ramifié et o {5(y, s) est la fonction

déja introduite en (7.4.3).
Dans le domaine ®s>1, on a
(7.5.12) Eo(9, 7 85 ) =E(9, D, %, 85 1) Ly (1 s + 1)
D’autre part, l'opérateur U(D, y, s) déja défini par (7.4.7) vérifie
(7.5.13) Ly —s+1) =49, 1, 8) Ly (y, s 4 1).

TaEorEME (7.6). — Le produit E(g, D, y, s; 1) {5 (%> S +1) se pro-
longe en une fonction entiére de s. On a

(7.6.1) E(9, D, 2 85 1) =% () |+ E(9, D, 3 — 5 1) I(D, 1 5)-

Il existe une fonction continue C(s), possédant la propriété suivante :
Pour tout b>1 et tout compact @ de A*, il existe une constante C(b, &)
telle que pour |Rs| b et p.e, on ait

(7.6.2)  |E(g, D, % 55 ¥) Lp (% s +1) | = C(b, Q) E(g, b).
En effet, pour chaque place pe€ S, on peut écrire
(7.6.3) Lo (2 8) = ¢(Dps 2 8) P (D %)

ou &t (Dp, Aps s) est une fonction entiére de s a valeurs complexes.
La formule (7.5.11) peut encore s’écrire

(7.6.4) L@(X’ s) = CCD(Z’ s) (D, X s) P(D, ya)
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ou 'on a posé
(7.6.5) e@®, % ) =] [ ¢(®p 1 9)-
pES

Alors la formule (7.5.12) s’écrit encore
(7.6.6) CE(g, D, 2 83 1) Lo (o S +1) = Eq(g, 2% 83 1) e (D, 2 5 +1),

et ceci donne le prolongement analytique du produit E¢,. L’équa-

tion (7.6.1) s’établit comme au § 1. Quant & la derniére assertion, on
écrit pour b>1 et | Rs| b, en tenant compte de (7.5.1),

(1.67) C|EG D151 taf s +1) | <D 19) sup Eolg 75 p),

et I'on acheve alors la démonstration comme dans (1.12).

Notons maintenant que si y n’est pas une puissance (imaginaire pure)
de la norme, la fonction ¢4 (¥, s) est entiére. Au contraire, si y(r) =|z|"”,
on a {y(y §) =g (1, s—io), et cette fonction admet un podle pour
s =1ic 41, d’ailleurs simple. En tout cas, la fonction

(7.6.8) Lo (s 8) = Cp (s 8): (s —ic—1)
est entiére. On en déduit aussitot le lemme suivant :

LemMe (7.7). — Désignons par {5 (y, s) la fonction précédente si
est une puissance de la norme, et la fonction {4 (x, s) dans le cas contraire.
Alors le produit

(7.7.1) U(®d, i, 8) (> s+ 1)
est holomorphe pour Rs <1.

En effet, dans la formule (7.4.7) qui définit 4(D, y, s), les fac-
teurs Q(Dp, Aps S)» pour p €S, sont holomorphes dans la bande ®Rs <C1.
Le lemme (7.7) résulte donc simplement des assertions qui le précedent.

Lorsque D est une représentation quelconque non nécessairepent
irréductible, mais encore écrite comme produit tensoriel ) D, d’une
famille de représentations D, de M,, triviales pour presque tout p,
on peut encore définir la fonction ¢ incompléte

(7.7.2) @ =ts]] [1—138;';]
PET
20.
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ou T est I'ensemble des places finies ol  est non ramifié et D, non

triviale. Alors si D, est une représentation irréductible contenue dans D,
on peut écrire

(773) :b(i’ s)=CQ0(Zi S)II[I_I%EE_;:]’
peT

ou T” est I’ensemble des places finies p telles qué y ne soit pas ramifié
en p, la représentation (D,), triviale et la représentation D, non triviale.

Ce dernier produit est d’ailleurs fonction entiére de s, bornée dans toute
bande bornée. On voit que les résultats précédents s’appliquent encore
au cas d’une représentation non irréductible telle que D et, en particulier,
on a encore le lemme (7.7).

8. Cas global pour un groupe de rang quelconque.

Dans ce paragraphe, le groupe G est un groupe algébrique semi-
simple, simplement connexe, défini et déployé sur le corps de nombres k.
Il existe donc un tore maximal A de G déployé sur k. Le dual de
Pontrjagin du groupe A (A) n’est autre que le groupe

8.1.1) Ar®, X' (A),

I'élément y ® A définissant 1’homomorphisme

8.1.2) a y(A(a)

de A (A) dans T. De méme, on désigne par F et Fg les espaces
(8.1.3) Fr=R® X*(A), F=C0GQR X*(4).

Tout élément AeF définit un caractére généralisé ar><{2, a). Si

A =Zs,~® A, Oon a
8.1.4) <, a>=H| A(a) [

On désigne toujours par W le groupe de Weyl, par R le systéme des
racines de G par rapport a A. On choisit un k-sous-groupe de Borel
B= AN, et l'on désigne par R, le systéme de racines correspondant.
On utilise les notions introduites au §2, horicycles, hémicycles, etc.
On choisit un sous-groupe compact maximal de G (A) adapté au tore A.
De fagon précise, on choisit une base de Chevalley de la k-algébre de
Lie de G et, pour chaque place p, on désigne par M, le sous-groupe des

points de G (k,) qui conserve le réseau engendré sur O, par cette base.
D’autre part, ‘pour toute place a I'infini p, on choisit un sous-groupe
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compact maximal M, de G (k,) adapté au tore A (ky). Alors le produit
M =l—]Mp est un sous-groupe compact maximal de G (A). Pour chaque
racine «, il existe un isomorphisme

(8.1.5) X, : SL(2, k) > G

qui transforme le sous-groupe des matrices triangulaires en le sous-
groupe de Borel A*N, de G* et le compact maximal M, de SL(2, A)
introduit au § 7 en le groupe M*= M n G*(A).

On choisit maintenant une représentation D= ) D, de M et un
caractére y de module 1 de A (A). On suppose y frivial sur A (k). On intro-
duit, comme au § 2, un projecteur P (D, y) et une fonction L (g, D, %, 1),
notée simplement L (g, 1) si D et y sont triviaux. On se propose d’étudier
Iintégrale

(8.2 Ev(9, D, 1 15 £)=/ L(gv, D, y, 4 + p) E(v) dv,
Y V(A

ol V est un hémicycle de N— et { un caractére de module 1 du groupe V (A).
Lorsque D et y sont triviaux et £=1, on écrit simplement E,(g, )
pour lintégrale précédente. On a sans peine les analogues des propo-
sitions du § 2. En particulier, la convergence de (8.2) est donnée par
le théoréme suivant :

TutorEME (8.3). — Pour tout hémicycle V, Uintégrale (8.2) converge
absolument dans le tube défini par les inégalités :

8.3.1) (R4, &) >1 pour tout o tel que —ae€V.

Soit B'(V) le tube précédent. La convergence est normale pour g dans un
compact de G(A) et R4 dans un compact de B'(V). En particulier, 'inté-
grale (8.2) définit une fonction holomorphe en 4 et continue en (g, 1) sur
G (A)xXB' (V).

Lorsque V contient une seule racine, on est ramené au cas de SL(2, A).
Alors la condition précédente est bien celle du § 7. Dans le cas général,
on proceéde par récurrence sur le nombre de racines contenues dans V.

ReEMARQUE (8.3.2). — Au moins lorsque V=N—, on peut déduire
ce résultat du théoreme de Godement sur la convergence des séries
d’Eisenstein (cf. Introduction).

Le prolongement des intégrales (2.8) se fait alors comme au § 3.
Soient « une racine simple et D, la représentation D o X, du compact
maximal M, de SL(2, A) dans I’espace engendré par les vecteurs de
la forme D (m)v, pour me M* et v dans I'image de P (D, y). Désignons
par Y,(D, i, s) I'opérateur qui se réduit & 4 (Da, 14, S) sur le sous-espace
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précédent et a zéro sur P'orthogonal. Soient enfin { un caractére de
module 1 du groupe N—(A), et p,€A le scalaire défini par

8.3.3) g[ae(i ?>]=T(.’l¢p-a).
ProposiTioN (8.4). — Soit

B.4.1) Eug.Dpkd=[ Lgn Dy i+oi@dn

N-(A)
(8.4.2) Auvec les notations de (7.4.3), le produit
E(g, D, % A £) CSDG(ZX’ Sa+1)

se prolonge en une fonction holomorphe de 3.

(8.4.3) On a, en posant ):ng Ag et x(a)zl—[ xs(Ag(a)),
A A

Eu(g, D, 25 45 8) = Ya(a) | pa | Ea(g, Dy Way, Wak; £) u(D, La» Sa)-

(8.4.4) Il existe une fonction continue C(s) possédant la propriété
suivante : Pour tout b> 1 et tout compact Q de A*, il existe une cons-
tante C (b, Q) telle que, pour | Rs, | Db et p.€ L, on ait

(8.4.5)  |Ea(9, D, x> 15 E) Tp, (Yo Sa+1) = C(s2) Ea(g, 1) C(b, Q),
ou l'on a posé hy= R} — %(J{sa— b) a.

On déduit ceci de (7.6.2) en remarquant qu'on peut écrire
A(A)=Q'T(A) A*(A), ou Q' désigne un sous-ensemble compact de A (A)
et T la composante neutre du noyau de « dans A. Bien entendu, on
raisonne comme dans (3.2).

En raisonnant comme dans (3.3), on en déduit le théoréme suivant :

ProrosiTioN (8.5). — Soient V un sous-groupe hémicycle de N—, o une
racine simple dont l'opposée est dans V, et pn, un caractére de module 1
de V(A) tel que le paramétre p., soit un idéle. On désigne par D I’enve-
loppe convexe de la réunion B'(V)uwy(B'(V)). Alors le produit

(851) Ey(9, D, A; E)C;,m(ia, Set1)
se prolonge a D en une fonction holomorphe. Pour 1€D, on a

(8.5.2) Ep(g, D, %, 3 8) = Yalita) | 2a [ Er (g5 D, Way, Wak; E) Ya(D, X, Sa).
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En fait, on prouve que le produit (8.6.1) se prolonge au domaine D’
des 2 satisfaisant a la condition suivante :

Il existe b>1 tel que

|Rsa|<b et h=RA—(Rsa—b)aeB'(V).

Si 2eB'(V), on a en particulier Rs,=(R2, ¥) <1 et, en prenant
b> Rs, et assez voisin de Rs,, on a A,€B'(V).

Si 2ew,(B'(V)), on a Rsy<<—1 et, en prenant b>—Rs, et
assez voisin de — RS, on a A, assez voisin de w, R A pour que A, € B'(V).
ainsi D’ est un tube ouvert et convexe qui contient B'(V) et w, B’ (V).

Gardons les mémes notations, et appelons 0 I’ensemble des racines
simples « dont 'opposée est dans V et pour lesquelles le paramétre p.,
soit un idele. Soit W’ le groupe engendré par les w, pour «€f. Avec les
notations de (7.7), on pose

(8.5.3) Al V=] to.@e sa+ 1.

aeh

Par récurrence sur I'entier ¢ > o, on définit A,(¥, 4) :

8.5.0) AL N=A400  Aplo )=4,00 D] | A¢(waz, wad).

aeh

Les fonctions ainsi définies sont holomorphes en A.

TutoriME (8.6). — Avec les notations précédentes, le produit
(86 I) EV(ga bs Xs xs E)Am—1(X’ ;‘)’

ot l'on désigne par m le maximum des longueurs des éléments de W', se
prolonge en une fonction holomorphe a Uenveloppe convexe de la réunion
des wB'(V) pour we W',

En vertu du théoréme de Hartogs et de la proposition (8.5), le produit
Ey(g, D, 3, 25 £) Ao(y, 4) se prolonge en une fonction holomorphe a
Ienveloppe convexe C de la réunion de B’(V) et de ses transformés
par les w,, ou a€f. Posons B=CnB(V). Cest un tube polyédrale
(i. e. 'ensemble des A dont la partie réelle est dans un polyédre convexe).
Chacun des hyperplans { &, ® 1> = o, pour « €0, en est un mur. En par-
ticulier, B et w, B ont une face commune dans ce mur. De fagon générale,
soit B’ un transformé de B par W’. Nous appellerons face spéciale de B’
toute face de B’ définie par une o €[0].

Pour tout entier ¢ > o, soit B, la réunion des wB, pour we W' et
l(w) <£q, et de leurs faces spéciales communes. On a I’analogue des
propriétés (3.4.4) a (3.4.8) et, en particulier, le fait que B, soit un
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tube ouvert et connexe. Par récurrence sur ¢, nous allons voir que le
produit E, (g, D, y, 4; £) Ag(x, 2) se prolonge en une fonction holo-
morphe a B,,,. Il suffira de faire ¢ =m—1 et d’appliquer le théoréme
de Hartogs pour obtenir (8.6).

Comme C>B,, notre assertion est établie pour ¢ = o. Nous pouvons
donc supposer q > o et notre assertion établie pour les ¢’ < q. L’hypothése
de récurrence entraine a fortiori que le produit E; (g, D, ¥, 4; £) 4,(x, 1)
se prolonge en une fonction holomorphe a B,. Le tube B,uw,B, est
connexe et la fonction

(8.6.2) Y(A)=Ey(g9, D, Way, Waks; &) | o ga (o) TuDs Lar Sa) Ag (1 1)

est une fonction méromorphe sur w,B, qui coincide avec E,.A,(y, 2)
sur B, nwyB, (qui est connexe) en vertu de (8.5). Mais si 2, est dans w,B,,
et non dans B, le coefficient s,= (4, %) est de partie réelle <o
[ef. (3.4.8)]. Alors le produit Y,(®, y, so) Ae(x, 2) est holomorphe au
voisinage de 2, en vertu de (7.7). D’autre part, on a w,%,€B,. Donc
le produit

Er(9, D, Way, Wad; £) Ay (Way, wyl)

est holomorphe au voisinage de 4, en vertu de I’hypothése de récurrence.
Par définition, A,(y, A) est égal au produit de A, ,(Way, Wah) Ao(y, 1)
par une fonction holomorphe. Il en résulte que ¢ (2) est une fonction
holomorphe sur w, B,. Ainsi E;, admet un prolongement a tout ensemble
B,uw.B, pour a€f, donc aussi & B,., que contient leur enveloppe
convexe.
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