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1. Grupos cuaterniónicos como grupos fuchsianos

1.1. Grupos discretos de cuaterniones y plano superior de
Poincaré. Sea D un álgebra de cuaterniones sobre un cuerpo total-
mente real F . Sea Σ el conjunto de primos arquimedianos de F . Sea G
el grupo multiplicativo de D. Para cada primo v de F (arquimediano
o no) tenemos la completación Dv sobre el cuerpo topológico Fv, y
ponemos Gv = D×v . El álgebra de adèles de D es el producto restringi-
do D(A) =

∏′
vDv sobre todos los primos de F , definido exactamente

como en el caso de un cuerpo de números. Es decir, en cada primo
no arquimediano v, Dv contiene una subálgebra compacta maximal
ODv ⊂ Dv; si Dv

∼−→M(2, Fv) entonces ODv = M(2,Ov). El álgebra
D(A) es el subconjunto de (xv) ∈

∏
vDv donde xv ∈ ODv salvo en

un número finito de primos. Además hay un homomorfismo inyectivo
FA := AF → D(A) cuya imagen es igual al centro de D(A).

Del mismo modo, definimos el grupo de ideles de D como el pro-
ducto restringido D×(A) =

∏′
vD

×
v =

∏′
v Gv. Escribimos D×(A) =

D×∞ × D×(Af ), donde D×∞ =
∏

v∈Σ D
×
v y D×(Af ) =

∏′
v finito D

×
v . La
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norma reducida ν : D → F es un mapeo multiplicativo y aśı define
homomorfismos locales y globales:

νv : Gv → F×v , ν : G → F×, νA : D×(A) → F×A .

La norma local νv es suryectiva si v es un primo finito o si Dv '
M(2,R); si Dv ' H, el álgebra de cuaterniones de Hamilton, la imagen
de la norma local νv es el grupo de números reales positivos.

Escribimos D×F para los elementos globales, es decir el grupo mul-
tiplicativo del álgebra D. Podemos considerar D×F como subgrupo de
D×(A). Dado un subgrupo compacto abierto K ⊂ D×(Af ), el grupo
de congruencia de nivel K, ΓK ⊂ D×F , es la intersección en D×(A) de
D×F con K.

Sea ΣD ⊂ Σ (resp. Σ′D ⊂ Σ) el subconjunto de los v no ramificados
(resp. ramificados), para los cuales Dv 'M(2,R) (resp. Dv ' H). Sea
H± = C r R, la unión de los semiplanos superior e inferior. Hay una
acción del grupo D×∞ =

∏
v∈Σ D

×
v sobre H±,ΣD =

∏
v∈ΣD

H±v : si v ∈ ΣD

el factor D×v
∼−→GL(2,R) actúa sobre el factor H±v y los factores D×v

con v ∈ Σ′D actúan trivialmente. Sea ΓK ⊂ D×F el grupo de congruencia
de nivel K. Vı́a la inclusión ΓK ↪→ D×∞ tenemos una acción de ΓK sobre
H±,ΣD .

Fijamos un punto h ∈ H±,ΣD y definimos K̃∞ = K̃h ⊂ D×∞ [con
virgulilla] como el estabilizador de h:

(1.1) K̃∞ = {g ∈ D×∞ | g(h) = h}.

El grupo K̃∞ contiene al centro Z∞ =
∏

v∈Σ F
×
v de D×∞, y el cociente

K̃∞/Z∞ es compacto. Sea K∞ = Kh el subgrupo compacto maximal
de K̃∞ (hay solo uno), que además es compacto maximal conexo en
D×∞. La definición de formas modulares sobre D×(A) (ver más abajo)
depende de la elección de un subgrupo compacto maximal K∞ ⊂ D×∞,
pero distintos K∞ dan teoŕıas equivalentes (espacios isomorfos) de for-
mas modulares.

Proposición 1.2. La acción de ΓK sobre H±,ΣD es propiamente dis-
continua. Si D es un álgebra de división, entonces el cociente ΓK\H±,ΣD

es compacto.

La discontinuidad propia se muestra como en el caso de la acción de
GL(2,R)+ sobre el semiplano superior.

Ejercicio 1.1. Demostrar la discontinuidad propia.

Para mostrar la compacidad, utilizamos el teorema siguiente del libro
Basic Number Theory de Weil (Theorem 4 del caṕıtulo IV, sección 3) :
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Teorema 1.3. Sea D un álgebra de división de dimensión finita sobre
F . Para cada número real µ ≥ 1, sea

Dµ = {d ∈ D×(A) : ||d||A ≤ µ, ||d||−1 ≥ µ−1}
Entonces Dµ es un conjunto cerrado en D×(A) y la imagen de Dµ en
D×\D×(A) es compacta.

Si D = F , el enunciado sigue del argumento de la geometŕıa de
números utilizado para demostrar la finitud del número de clases y el
teorema de Dirichlet. El caso de un álgebra no conmutativa es exac-
tamente lo mismo. En particular, si D1 = ker || • || : D×(A) → R×, el
teorema de Weil implica que D×\D1/K ·K∞ es compacto.

El cociente ΓK\H±,ΣD es un ejemplo de una variedad de Shimura
conexa de dimensión |ΣD|. Cuando |ΣD| = 1, es una curva de Shimu-
ra conexa. (Es un abuso escribir eso; esa curva no es necesariamente
conexa, porque H± tiene 2 componentes conexas. Pero es más sencillo
no separar las componentes conexas de H±.) Resulta de la proposición
que el subgrupo de ΓK que estabiliza la componente conexa H+ de
H± es un grupo fuchsiano, de modo que ΓK\H±,ΣD es isomorfa a la
unión de uno o dos cocientes de H+ por un grupo fuchsiano. Todav́ıa
no es ese el objeto que nos interesa. Cuando el grupo de clases hF es
de orden mayor a 1 no se pueden definir operadores de Hecke de modo
natural sobre esas variedades conexas. Para eso tenemos que trabajar
con las variedades de Shimura adélicas. Además, para las aplicaciones
aritméticas, hay que construir modelos de las variedades de Shimura
sobre cuerpos de números.

En el resto del curso, siempre vamos a suponer que |ΣD| = 1; entonces
la variedad es una curva de Shimura. Para evitar dificultades técnicas
es mejor en este curso trabajar con el grupo PD = D×/F×, y con
los grupos locales PD∞ = D×∞/F

×
∞ y adélicos PD(A) = D×(A)/F×A ,

PD(Af ) = D×(Af )/F
×(Af ). Eso tiene sentido porque el centro F×∞

de D×∞ actúa trivialmente sobre H±,ΣD = H±. Una curva de Shimura
adélica de nivel K ⊂ PD(Af ) = D×(Af )/F

×(Af ) es el cociente

KS(D) = PD\[H±,ΣD × PD(Af )/K].

Exactamente como en el caso de la variedad modular de Hilbert, hay
un conjunto finito U = {ui, i ∈ I} de elementos de PD(Af ) y una
descomposición

PD(A) = D×(A)/F×A =
∐
i∈I

PDui[PD∞ ×K].

Pero esa descomposición es más sencilla que en el caso de GL(2, F )
cuando D es un álgebra de división; como Weil muestra en su libro
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Basic Number Theory, la demostración de la finitud del número de
clases se aplica sin cambios a un tal cociente. Entonces, si escribimos

KS(D) = PD\[H±,ΣD×(PD(Af )/K)] = PD\[
∐
i∈I

H±,ΣD×PDuiK/K]

se puede escribir∐
i∈I

[PD ∩ uiKu−1
i \H±,ΣD ] =

∐
i∈I

Γi\H±,ΣD

donde hemos escrito

Γi = PD ∩ uiKu−1
i = ΓuiKu−1

i

en nuestra notación anterior.
En efecto, si x, x′ ∈ H±,ΣD , entonces las imágenes de xui y x′uj en el

cociente
PD\[

∐
i∈I

H±,ΣD × PDui ×K]/K

coinciden si, y solamente si, ui = uj y existen d ∈ PD, k ∈ K, con

dxuik = x′ui ⇔ x′ = dx[uiku
−1
i ].

Pero como x′, x ∈ H±,ΣD y uiku
−1
i ∈ D×(Af )/F

×(Af ), eso quiere decir
que d[uiku

−1
i ] = 1 ∈ D×(Af )/F

×(Af ); de modo que d ∈ Γi. Aśı la
imagen de xui en H±,ΣD está bien definida en Γi\H±,ΣD .

Ya hemos demostrado la siguiente proposición:

Proposición 1.4. El cociente adélico

KS(D) = (D×/F×)\[H±,ΣD × (D×(Af )/F
×(Af ))/K]

es una unión finita de curvas de Shimura conexas.

1.2. Curvas de Shimura: teoŕıa anaĺıtica de formas modula-
res. Todas las consideraciones en esta sección son válidas para cual-
quier álgebra cuaterniónica de división D. Pero como ya hemos dicho,
siempre vamos a suponer que |ΣD| = 1, y escribiremos H± en vez de
H±,ΣD .

Sea v el único primo arquimediano en ΣD, y sea K̃v = K̃∞ ∩ D×v .
Entonces Dv ' M(2,R), y tenemos un isomorfismo D×v /K̃v = H±:
entonces K̃v es el estabilizador de h y el mapeo

ph : D×v /K̃v → H±, d 7→ d(h)

es un isomorfismo C∞. El estabilizador K̃∞ de h es entonces igual a
K̃v ×

∏
w 6=vD

×
w , y tenemos también un isomorfismo C∞

(1.5) ph,∞ :
∏
w

D×w/(K̃v ×
∏
w 6=v

D×w)
∼−→H±.
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El grupo K̃v estabiliza el punto h y por esta razón actúa sobre el
espacio tangente complejificado TH±,h,C = TH±,h ⊗ C de H± en h. Sa-
bemos además que la acción de D×v sobre H± conserva la estructura
anaĺıtica del espacio. Aśı la acción de K̃v sobre TH±,h,C conserva la des-
composición en subespacios holomorfo y anti-holomorfo, cada uno de
dimensión uno:

TH±,h,C
∼−→T holh ⊕ T̄ holh .

El diferencial del mapeo ph es un mapeo suryectivo

dph : TD×v ,1,C → TH±,h,C.

Denotamos gv el álgebra de Lie del grupo de Lie D×v
∼−→GL(2,R), e

identificamos gv con M(2,R). Como TD×v ,1 = gv, el diferencial es un
mapeo suryectivo

M(2,C) → TH±,h,C

que además es un homomorfismo de representaciones del grupo K̃v.
Aqúı la acción de K̃v sobre M(2,C) está dada por conjugación (repre-
sentación adjunta):

ad(k)(X) = kXk−1, k ∈ K̃v, X ∈M(2,C).

De aqúı en adelante, h designa el punto i ∈ H+. Con esta convención,
el estabilizador K̃v en GL(2,R) es nada más que el subgrupo de matri-

ces

(
a b
−b a

)
con a, b ∈ R y a2 + b2 6= 0. Y el mapeo a+ bi 7→

(
a b
−b a

)
define un isomorfismo C× ∼−→K̃v. Es fácil descomponer M(2,C) en
espacios propios para la acción de K̃v: si

k̃v = Lie(K̃v)⊗ C =

{(
a b
−b a

)
, a, b ∈ C

}
,

entonces
M(2,C) = k̃v ⊕ p+ ⊕ p−

con

p+ = CX+, p− = CX−, X+ =

(
1 i
i −1

)
, X− =

(
1 −i
−i −1

)
.

Resulta de un cálculo fácil que

Lema 1.6. El diferencial dph identifica p+ ∼−→T holh , p−
∼−→T̄ holh . Una

función φ : H± → C es holomorfa si y solamente si la función com-
puesta Φ = φ ◦ ph : D×v → C es solución de la ecuación diferencial
X−Φ = 0.

Ejercicio 1.2. Demostrar el Lema 1.6.

Más generalmente, ponemos k̃ = Lie(K̃∞) = k̃v ⊕ (⊕w 6=vLie(D×w)).
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1.2.1. Formas modulares y funciones adélicas. Una forma modular
clásica sobre la curva (no conexa) KS(D) es una función holomorfa
sobre H±,ΣD × (D×(Af )/K) que satisface una ecuación funcional que
corresponde a sus pesos, que en nuestra situación son enteros pares
(porque todas nuestras formas son supuestas invariantes por la acción
de F×(A)). Pero como la componente D×w , con w 6= v, es compac-
ta módulo F×w , no podemos definir un factor como cwzw + dw en la
coordenada w. En vez de eso, tenemos que utilizar las representaciones
irreducibles del grupo D×w , que generalmente son de dimensión supe-
rior a 1; es decir, tenemos que introducir formas modulares con valores
vectoriales.

Podemos tratar todos los primos arquimedianos de manera homogénea.
Sea ρ : K̃∞/(

∏
w|∞ F

×
w ) → GL(W ) una representación irreducible, con

W = Wρ un espacio vectorial complejo de dimensión finita. Una tal
representación admite una factorización

ρ = ρv ⊗ (⊗w 6=vρw),

ρv : K̃v/F
×
v → C×, ρw : K̃w/F

×
w

∼−→ H×/R× → GL(Ww)

donde todas las ρw son irreducibles. Definimos el factor de automorf́ıa

jρ : D×v ×
∏
w 6=v

D×w × H± → GL(W ) = GL(⊗w 6=vWw);

(1.7) jρ

((
a b
c d

)
, (gw), z

)
= ρv(cz + d) · ⊗w 6=vρw(gw).

Ejercicio 1.3. Demostrar que jρ satisface la ecuación funcional de
factores de automorf́ıa:

jρ(gvg
′
v, (gw)(g′w), z) = jρ(gv, (gw), g′v(z))jρ(g

′
v, (g

′
w), z).

Vamos a escribir jρ(g, z) con g = (gv, (gw)) ∈ D×∞.
Aśı podemos definir una forma modular clásica de peso ρ por la

fórmula habitual:

Definición 1.8. Sea K ⊂ D×(Af ) un subgrupo abierto compacto.
Una forma modular de peso ρ y de nivel K para D× es una función
holomorfa

f : H± ×D×(Af )/K → W

que satisface la ecuación funcional

f(d(z), ιf (d) · gf ) = jρ(ι∞(d))f(z), z ∈ H±, d ∈ D×.
Aqúı hemos designado por ι∞ (respectivamente ιf ) la inclusión

ι∞ : D× ↪→ D×∞ (respectivamente ιf : D× ↪→ D×(Af )).
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Vamos a designar por Mρ(D
×, K) al espacio de formas modulares

clásicas de peso ρ y de nivel K. Si ρv es el homomorfismo x 7→ x2 y si
ρw es la representación trivial para w 6= v, escribimos M(2,2,...,2)(D

×, K)
en vez de Mρ(D

×, K). Como en el caso de formas modulares de Hilbert,
tenemos la descripción siguiente de M(2,2,...,2)(D

×, K):

Proposición 1.9. Hay un isomorfismo natural

M(2,2,...,2)(D
×, K)

∼−→Ω1(KS(D))

donde Ω1(KS(D)) designa el espacio de formas diferenciales holomor-
fas sobre KS(D).

2. Formas modulares cuaterniónicas y curvas de Shimura

Antes de presentar las definiciones formales, quisiera explicar que
una forma modular sobre el grupo G = D× admite una descomposi-
ción como combinación lineal de autoformas para operadores de Hecke,
exactamente como las formas modulares de Hilbert, con algunas mo-
dificaciones naturales. El aspecto más importante de la teoŕıa es que
una autoforma sobre el grupo multiplicativo de D contiene la misma
información que una autoforma modular de Hilbert. Hay una correspon-
dencia entre autoformas modulares sobre D× y autoformas modulares
de Hilbert. La correspondencia es inyectiva: todas las autoformas (más
precisamente, sistemas de autovalores) sobre D× tienen realizaciones
como autoformas modulares de Hilbert, pero no todas las autoformas
de Hilbert surgen de esta manera de D×. La correspondencia se lla-
ma correspondencia de Jacquet-Langlands y es una de las motivaciones
principales para el estudio de formas modulares sobre D×. La propie-
dad principal de esta correspondencia es la preservación de funciones
L.

Hay pocas referencias sobre las formas modulares cuaterniónicas,
pero el libro [5] de Godement y Jacquet es una buena introducción a
los principales temas de esta sección.

2.1. Definiciones. En esta sección, D es un álgebra de cuaterniones
de división sobre el cuerpo totalmente real F . Escribimos D×(A) =
D×∞ ×D×(Af ) como en la sección precedente.

Definición 2.1. Una forma modular (forma automorfa) sobre D× es
una función f : D×(A) → C con las propiedades siguientes:

1. Para cualquier gf ∈ D×(Af ), g∞ 7→ f(g∞, gf ) es una función
C∞ sobre D×∞.

2. Para cualquier g∞ ∈ D×∞, gf 7→ f(g∞, gf ) es una función local-
mente constante sobre D×(Af ).
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3. Para cualquier γ ∈ D× y g ∈ D×(A), f(γ · g) = f(g).
4. Existe un subgrupo Kf ⊂ D×(Af ), abierto y compacto, tal que
f(gk) = f(g) para cualquier g ∈ D×(A) y k ∈ Kf .

5. Sea C(D×(A)) el espacio de funciones continuas complejas sobre
D×(A). El subespacio de C(D×(A)) generado por las funciones
g 7→ f(gk∞z), con k∞ ∈ K∞, y con z ∈ F×(A) (el centro de
D×(A)) es de dimensión finita.

6. Sea v ∈ ΣD un primo arquimediano de F con Dv ' M(2,R).
Sea Cv ∈ U(Lie(Dv)) el operador de Casimir (ver el curso de A.
Pacetti). Entonces el subespacio de C(D×(A)) generado por las
funciones

∏
v∈ΣD

Ckv
v f , kv = 0, 1, 2, 3, . . . , es de dimensión finita.

A diferencia de lo que pasa en el caso de formas modulares de Hil-
bert, el cociente (D×∞×D×(Af ))/F

×(A) es compacto (como ya hemos
visto), y no es necesario imponer una condición de crecimiento modera-
do. Vamos a designar por A(D×) al espacio de formas modulares sobre
D×; esta notación sigue siendo válida cuando D = M(2, F ) es el álge-
bra de matrices. Si W es un espacio vectorial complejo de dimensión
finita, podemos definir una forma modular sobre D× con valores en
W como una función f : D×(A) → W tal que, para toda forma lineal
λ : W → C, λ ◦ f es una forma modular en el sentido de la Definición
2.1.

Como en el caso de formas modulares de Hilbert, las formas modu-
lares clásicas para D× se identifican con formas modulares adélicas. Si
d = (d∞, df ) ∈ D×(A), f ∈Mρ(D

×, Kf ), definimos

(2.2)
Φ = Φ(f) : D×\D×(A)/Kf → W ;

Φ(d∞, df ) = jρ(d∞, i)
−1f(d∞(i), df ).

Proposición 2.3. El mapeo f 7→ Φ(f) define un isomorfismo entre
Mρ(D

×, Kf ) y el espacio Ahol(D×, Kf , ρ) de formas modulares Φ :
D×\D×(A)/Kf → W tales que

(i) dr(X−)Φ = 0, donde r : D×∞ → Aut(A(D×)) es la representación
regular a derecha (de multiplicación a derecha) y dr : Lie(D×∞) → End(A(D×))
es su diferencial.

(ii) Para todo k ∈ K̃∞ y todo d = (d∞, df ) ∈ D×(A), Φ(d∞k, df ) =
ρ(k)−1Φ(d).

La demostración es idéntica a la del caso de formas modulares de
Hilbert.

Para tratar todas las formas automorfas de manera uniforme, es
más natural reemplazar el espacioAhol(D×, Kf , ρ) de formas modulares
vectoriales por la imagen de Ahol(D×, Kf , ρ)⊗Hom(Wρ,C) en A(D×)
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bajo el mapeo natural

Ahol(D×, Kf , ρ)⊗ Hom(Wρ,C) ↪→ A(D×(A),Wρ)⊗ Hom(Wρ,C)

→ A(D×),

donde A(D×,Wρ) designa el espacio de funciones de D×(A) con valores
en Wρ que satisfacen las condiciones de la Definición 2.1, y la última
flecha es inducida por contracción del producto tensorial

Wρ ⊗ Hom(Wρ,C) → C.
Aśı vamos a trabajar únicamente con formas modulares adélicas con
valores complejos.

Si f ∈ A(D×) y si g ∈ D×(A) definimos r(g)(f) ∈ A(D×) por la
fórmula

r(g)(f)(d) = f(dg)

(traslación a derecha). La acción g 7→ r(g) ∈ Aut(A(D×)) define una
representación de D×(A) en el espacio A(D×).

Definición 2.4. Una representación automorfa de D×(A) es una sub-
representación irreducible de A(D×).

Esta definición sigue siendo válida cuando D = M(2, F ). En este
caso, A(GL(2, F )) contiene el subespacio A0(GL(2, F )) de formas cus-
pidales como sub-representación. Una representación automorfa cus-
pidal de GL(2, FA) es una sub-representación irreducible de A0(D×).

Comentario 2.5. Si trabajamos con el grupo PD = D×/F× y consi-
deramos el subespacio

A(PD) = A(D×) ∩ C(D×(A)/F×(A))

entonces A(PD) es también una representación de D×(A) que además
es isomorfa a una suma numerable de representaciones irreducibles, si
D es un álgebra de división. (En el caso contrario, hay que considerar
también los espacios provenientes de series de Eisenstein.)

Observación 2.6. Sea Π una representación irreducible de A0(D×).

Entonces hay una factorización Π
∼−→⊗′v Πv como producto tensorial

restringido sobre los primos de F . Aqui Πv es una representación irre-
ducible de D×v . Ver por ejemplo [5, §10].

2.2. Operadores de Hecke. Fijamos un grupo de nivel abierto
compacto K ⊂ D×(Af ). El álgebra de Hecke H(K) (respectivamen-
te H(K)Z) de nivel K es el álgebra Cc(D

×(Af )//K) (respectivamente
Cc(D

×(Af )//K,Z)) de funciones continuas sobre D×(Af ) con sopor-
te compacto con valores en C (respectivamente en Z), invariantes bajo
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multiplicación por ambos lados por elementos de K. Es un álgebra para
la convolución

φ1 ? φ2(g) =

∫
D×(Af )

φ1(h)φ2(gh−1)d×h,

donde tomamos la medida de Haar d×h normalizada de tal forma
que

∫
K
d×h = 1. Entonces la función caracteŕıstica 1K de K es el

elemento neutro del álgebra H(K). Suponemos que K =
∏

vKv con
Kv abierto compacto en D×v . El álgebra local H(Kv) (respectivamente
HZ(D×v , Kv)) es el álgebra Cc(D

×
v //Kv) (respectivamente Cc(D

×
v //Kv,Z)),

definida de la misma manera.

2.2.1. Álgebra de Hecke no ramificada (esférica). Si v es un primo no
ramificado para D y si Kv = GL(2,Ov), entonces H(Kv) es el álgebra
de Hecke clásica. Tomamos la medida de Haar dhv con

∫
Kv
dhv = 1.

El álgebra H(Kv) tiene como generadores las funciones caracteŕısticas

de las dobles coclases Rv = Kv ·
(
$v 0
0 $v

)
· Kv, R

−1
v , y Tv = Kv ·(

$v 0
0 1

)
·Kv, con $v un uniformizador de Fv.

2.2.2. Acción de operadores de Hecke sobre formas modulares. Sea
f ∈ Mρ(D

×, Kf ) una forma modular clásica de peso ρ y de nivel Kf .
Suponemos que v es un primo no ramificado para Kf : Kf ⊃ Kv =
GL(2,Ov). Entonces el álgebra de Hecke esférica H(Kv) actúa sobre
el espacio Ahol(D×, Kf , ρ). Si T ∈ H(Kv), definimos T class(f) por la
fórmula (cf. Prop. 2.3)

(2.7) Φ(T class(f)) = T (Φ(f))

En particular, si la forma automorfa Φ(f) ∈ Ahol(D×, Kf , ρ) es un
vector propio de el álgebra H(Kv), entonces f es también un vector
propio de los operadores de H(Kv). Los operadores T class coinciden
con los operadores de Hecke clásicos, salvo multiplicación por factores
escalares de normalización.

2.3. Funciones L. Sea f una autoforma modular sobre D×. Éste no
es un grupo conmutativo, pero el método de la tesis de Tate se aplica
casi sin cambios en esta situación para permitir la definición de una
función L de f . Seguimos la versión de este método en el libro Zeta
Functions of Simple Algebras de Godement y Jacquet [5].

Más precisamente, el grupo adélico multiplicativo D×(A) está conte-
nido en el grupo aditivo D(A). Sea ϕ : D×(A) → C una forma modular
y sea Φ : D(A) → C una función con soporte compacto. (Suponemos
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que ϕ es invariante bajo F×A para simplificar las fórmulas.) Podemos
definir una integral zeta:

(2.8) Z(ϕ,Φ, s) =

∫
D×(A)

ϕ(g)Φ(g)||ν(g)||sd×g

que es absolutamente convergente para Re(s) >> 0. Suponemos que Φ
tiene una factorización Φ = ⊗′vΦv donde Φv = 1ODv

en casi todo primo
no arquimediano v. Suponemos también que ϕ tiene una factorización
análoga ϕ = ⊗′vϕv. Para interpretar esa condición es necesario utilizar
la teoŕıa de representaciones; tenemos que suponer que ϕ es un vector en
una sub-representación irreducible Π de L2(F×AD

×\D×(A)). Como en

2.6 hay una factorización Π
∼−→⊗′v Πv, donde Πv es una representación

irreducible de D×v . Entonces para Re(s) >> 0 la integral zeta tiene un
producto de Euler convergente:

Z(ϕ,Φ, s) =
∏
v

Zv(ϕv,Φv, s),

donde

Zv(ϕv,Φv, s) =

∫
D×v

ϕv(gv)Φv(gv)||νv(gv)||sd×gv.

Además, podemos definir la transformada de Fourier Φ̂ de Φ. Sea ψ =
⊗vψv : F\FA → C× un carácter aditivo no trivial, con ψv : Fv → C×.
Ponemos

Φ̂(x) =

∫
D(A)

Φ(y)ψ ◦ TrD(xy)dy; Φ̂v(x) =

∫
Dv

Φv(y)ψv ◦ TrD(xy)dy,

donde TrD : D → F es la traza reducida y dy es una medida de Haar
autodual. Si ponemos ϕ∨(g) = ϕ(g−1), ϕ∨v (gv) = ϕ(g−1

v ), entonces

Teorema 2.9. Para cada primo v se pueden definir factores locales
Lv(Πv, s) y ε(Πv, ψv, s) como en la tesis de Tate con las propiedades
siguientes:

1. Para toda Φv y toda ϕv ∈ Πv, el cociente

Ξ(ϕv,Φv, s) =
Zv(ϕv,Φv, s+ 1

2
)

Lv(Πv, s)

es una función entera de s.
2. Si v es un primo no arquimediano, q = Nv, entonces o bien
Lv(Πv, s) = 1, o bien Lv(Πv, s) es producto de uno o dos facto-
res de Euler de la tesis de Tate, y la función Ξ(ϕv,Φv, s) es un
polinomio en qs y q−s.

3. Si v es un primo arquimediano entonces Lv(Πv, s) es un producto
de potencias de π y de factores Γ.
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4. El factor ε(Πv, ψv, s) es una función entera de s, y hay una ecua-
ción funcional local:

Ξ(ϕ∨v , Φ̂v, 1− s) = (−1)evε(Πv, ψv, s)Zv(ϕv,Φv, s)

donde ev = 0 si Dv = M(2, Fv) y ev = 1 si Dv es un álgebra de
división.

Exactamente como en la tesis de Tate, hay también una ecuación
funcional global:

Teorema 2.10. Sea ϕ y Φ, y Z(ϕ,Φ, s) como en (2.8). Entonces

Z(ϕ,Φ, s) = Z(ϕ∨, Φ̂, 2− s).

Finalmente, definimos la función L de Π como el producto de Euler

(2.11) L(Π, s) =
∏
v

Lv(Πv, s).

El producto es convergente para Re(s) >> 1 (de hecho, para Re(s) > 1
con nuestras hipótesis). Definimos el factor épsilon del mismo modo:

(2.12) ε(Π, s) =
∏
v

εv(Πv, ψv, s).

El producto es independiente del carácter ψ escogido. Como en la tesis
de Tate, deducimos formalmente la ecuación funcional de la función L.

Corolario 2.13.

L(Π, s) = ε(Π, s)L(Π∨, 1− s),
donde Π∨ es la representación automorfa contragrediente de Π.

2.4. Teoŕıa local de representaciones, caso no arquimediano.
En este párrafo k es un cuerpo p-ádico, con anillo de enteros O y valor
absoluto | • |k. Los dos lemas siguientes son básicos.

Lema 2.14 (lema de Schur). Sea π una representación lisa e irreducible
de GL(2, k). Sea Z = k× ⊂ GL(2, k) el centro de GL(2, k). Entonces
existe un homomorfismo ξπ : Z → C×, el carácter central de π, tal que,
para todo v ∈ π y todo z ∈ Z,

π(z)v = ξπ(z)v.

En el lema de Schur, la hipótesis que π sea lisa es esencial.

Ejercicio 2.1. Demostrar el lema de Schur: Sea U ⊂ GL(2, k) un
subgrupo abierto tal que el subespacio

πU = {v ∈ π | π(u)v = v ∀ u ∈ U}
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es de dimensión positiva. Sea z ∈ Z. Mostrar que el grupo Z estabiliza
el subespacio πU y que existe un vector v ∈ πU , v 6= 0, que es vector
propio de todos los elementos de Z. Entonces utilizar la irreducibilidad
de π para terminar la demostración.

Lema 2.15. Sea π una representación lisa e irreducible de dimensión
finita de GL(2, k). Entonces dimπ = 1 y existe un carácter continuo
(localmente constante) χ : k× → C× tal que π = χ ◦det (el carácter se
factoriza por medio del determinante).

Ejercicio 2.2. (a) Demostrar que, si π es lisa y de dimensión finita,
entonces hay un subgrupo abierto U ⊂ GL(2, k) tal que πU = π. En
particular, existe ε > 0 tal que, si a ∈ O, |a|k < ε, entonces, para todo
v ∈ π,

π

((
1 a
0 1

))
v = π

((
1 0
a 1

))
v = v.

(b) Demostrar el Lema 2.15.

Ahora pasamos a las tres clases de representaciones lisas de dimen-
sión infinita.1

2.4.1. Serie principal. Sea (χ1, χ2) un par ordenado de caracteres de
k×. Sean G = GL(2, k) y B ⊂ G el subgrupo de Borel triangular
superior, que se puede descomponer como B = A ·N , con

A =

{(
a1 0
0 a2

)}
, N =

{(
1 x
0 1

)}
.

Definimos

I(χ1, χ2) =

{f : G → C | f(ang) = χ1(a1)|a1|
1
2χ2(a2)|a2|−

1
2 · f(g), a ∈ A, n ∈ N}

(todas las funciones son supuestas localmente constantes y por lo tanto
continuas). Esta es una representación inducida normalizada, y G actúa
sobre I(χ1, χ2) por traslación a derecha:

r(g)f(h) = f(hg).

Las potencias 1
2

de la norma garantizan que casi siempre tenemos un
isomorfismo

I(χ1, χ2)
∼−→ I(χ2, χ1)

Más precisamente, tenemos la siguiente proposición:

1Las diapositivas de un seminario de Pilar Bayer, http://www.icmat.es/

seminarios/langlands/14.01.10/bayer.pdf, contienen una buena introducción
a este material.

http://www.icmat.es/seminarios/langlands/14.01.10/bayer.pdf
http://www.icmat.es/seminarios/langlands/14.01.10/bayer.pdf
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Proposición 2.16. (a) I(χ1, χ2) es irreducible a menos que χ1/χ2 =
| • |±1.

(b) Si χ1/χ2 6= | • |±1 entonces

I(χ1, χ2)
∼−→ I(χ2, χ1)

como representaciones irreducibles admisibles de GL(2, F ).
(c) Si χ1/χ2 6= | • |±1 entonces la representación contragrediente de

I(χ1, χ2)∨ de I(χ1, χ2) es isomorfa a la representación I(χ−1
1 , χ−1

2 ).

‘Las representaciones I(χ1, χ2) se llaman representaciones de la serie
principal.

SeaK = GL(2,O) ⊂ G, dondeO es el anillo de enteros de k. Sea$ ∈
O un uniformizador, q = |O/$O|. Suponemos χ1 y χ2 no ramificados.
Entonces I(χ1, χ2) contiene un vectorK-invariante canónico f0 definido
por

f0(k) = 1 ∀ k ∈ K.

La descomposición de Iwasawa G = B ·K implica que todos los valores
de f0 quedan determinados por este propiedad. Se puede definir un álge-
bra local de Hecke HZ(G,K), la subálgebra del álgebra compleja H(K)
definida antes, de funciones con valores en Z; entonces para cualquier
anillo A definimos HA(G,K) = HZ(G,K)⊗Z A. El álgebra HA(G,K)
es conmutativa, y tiene como en el caso complejo dos generadores

T = K ·
(
$ 0
0 1

)
·K, R = K ·

(
$ 0
0 $

)
·K;

HA(G,K) = A[T,R,R−1].

El álgebra de convolución H(G) de todas la funciones localmente cons-
tantes y con soporte compacto opera sobre cualquier representación lisa
de G, y la función f0 es un autovector para su subálgebra HC(G,K),
con

(2.17) Tf0 = q
1
2 (χ1($) + χ2($))f0, Rf0 = χ1($)χ2($)f0.

Una representación irreducible con un vector v0 fijo por K está deter-
minada, salvo isomorfismo, por sus autovalores t0 y r0 con T (v0) = t0v0,
R(v0) = r0v0. Una tal representación se llama esférica.

Si k = Qp entonces T es el operador clásico T (p), y R = T (p, p) (salvo
normalización). La teoŕıa clásica de los operadores de Hecke queda
completamente sustituida por la teoŕıa de representaciones esféricas.
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2.4.2. Representaciones de Steinberg. Sea χ : k× → C× un carácter
liso. Sean

χ1 = χ · | • |−
1
2 , χ2 = χ · | • |

1
2 .

En ese caso es fácil ver que la función fχ(g) = χ(det(g)) pertenece a
I(χ1, χ2). Hay una sucesión exacta corta de representaciones admisibles

0 → Cfχ → I(χ1, χ2) → St(χ) → 0

donde G actúa por el carácter χ ◦det sobre Cfχ y St(χ) es irreducible;
las St(χ) son las representaciones de Steinberg. Cuando χ es el carácter
trivial, llamamos a St(1) la representación de Steinberg.

La representación I(χ2, χ1) es tambien reducible y tiene a St(χ) como
sub-representación, y a χ ◦ det como cociente.

2.4.3. Representaciones supercuspidales.

Definición 2.18. Sea π una representación irreducible de GL(2, k).
Decimos que π es supercuspidal si HomGL(2,F )(π, I(χ1, χ2)) = 0 para
cualquier par (χ1, χ2) de caracteres.

Las representaciones de Steinberg y las representaciones de la serie
principal no son supercuspidales, todos las demás lo son.

No hay una construcción elemental de representaciones supercus-
pidales. La clasificación de estas representaciones más importante es
la correspondencia de Langlands. Para explicar eso, necesitamos algu-
nas definiciones suplementarias. Sea F = O/$O el cuerpo residual de
k, y Frob : F̄ → F̄ el automorfismo de Frobenius: Frob(x) = xq. Sea
Wk el grupo de Weil de F ; lo podemos definir como el subgrupo de
γ ∈ Gal(k̄/k) que actúan sobre F̄ como potencias enteras de Frob.

Teorema 2.19 (Tunnell, Kutzko). Hay una biyección entre las (cla-
ses de equivalencia de) representaciones supercuspidales de GL(2, k) y
(clases de equivalencia de) representaciones irreducibles de dimension
2 de Wk.

La correspondencia de Langlands vale también para las represen-
taciones supercuspidales de GL(n, k) (Teorema de MH-Taylor y Hen-
niart), pero la clasificación de representaciones no supercuspidales es
técnicamente más complicada.

2.4.4. Representaciones discretas y temperadas.

Definición 2.20. Sea π una representación irreducible de GL(2, k).
Decimos que π es discreta si π es isomorfa, o bien a una representación
de Steinberg, o bien a una representación supercuspidal. Decimos que π
es esencialmente temperada si π es isomorfa, sea a una representación
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discreta, sea a una representación I(χ1, χ2) de la serie principal con
|χ1(x)| = |χ2(x)| para x ∈ k×. Decimos que π es temperada si π es
esencialmente temperada y con carácter central unitario.

Comentario 2.21. Las representaciones temperadas son las que con-
tribuyen a la fórmula de Plancherel en análisis armónico sobre el grupo
(descomposición del espacio L2(GL(2, k)) como integral directa de re-
presentaciones irreducibles). Las representaciones discretas con carácter
central unitario son las que contribuyen discretamente a la ’ de Plan-
cherel (con medida puntual positiva).

2.4.5. Representaciones del grupo multiplicativo de un álgebra de di-
visión. Ahora suponemos G = D× con D un álgebra cuaterniónica de
división sobre k. Sea π una representación lisa irreducible de G. Exac-
tamente como en el caso de GL(2, k), el centro ZG ' k× actúa sobre π
por un carácter ξπ. Como el cociente G/ZG es un grupo compacto, eso
implica que π es necesariamente de dimensión finita.

2.5. Teoŕıa local de representaciones, caso arquimediano. En
este párrafo vamos a estudiar algunas representaciones irreducibles de
los grupos GL(2,R) y H×. Comenzamos por el grupo H×. El lema de
Schur sigue siendo válido, y como el cociente H×/R× es compacto y se
identifica con el grupo SO(3) de rotaciones de R3, toda representación
irreducible y continua de H× es de dimensión finita.

Proposición 2.22. Para todo entero impar t = 1, 3, 5, . . . , existe una
única clase de equivalencia de representaciones irreducibles πH

t de H×/R×
de dimension t.

Demostración. SeaG el grupo recubridor universal de H×/R× ' SO(3);
entonces G es isomorfo al grupo SU(2): hay una sucesión exacta corta

1→ {±1} → SU(2)→ SO(3)→ 1.

Las representaciones irreducibles de un grupo de Lie G compacto y
simplemente conexo son clasificadas por las representaciones irreduci-
bles de su álgebra de Lie (complejificada) g. Cuando G = SU(2), el
álgebra de Lie g es isomorfa al álgebra de Lie

sl(2) = {X ∈M(2,C) | Tr(X) = 0}.

Un teorema básico de la teoŕıa de álgebras de Lie afirma que las repre-
sentaciones irreducibles de sl(2) son clasificadas por enteros positivos
1, 2, 3, . . . ; la representación trivial es la única de dimension 1, la repre-
sentación natural sl(2) → End(C2) es la única de dimension 2, y para
cualquier entero t ≥ 2, la representación sl(2) → End(Symt−1(C2)) es
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de dimension t (es la representación natural sobre los polinomios ho-
mogéneos de grado t− 1 en dos variables).

Si ponemos C = Sym0(C2), con la representación trivial, entonces
el grupo SU(2) actúa también sobre Symt−1(C2) para cualquier t > 0.

El centro C de SU(2) es el grupo

{
±
(

1 0
0 1

)}
; la acción de C so-

bre Symt−1(C2) es trivial si y solamente si t es impar. En consecuen-
cia, las representaciones irreducibles de H×/R× ' SU(2)/C son las
Symt−1(C2) con t impar. �

La teoŕıa de representaciones de G = GL(2,R) es más complica-
da. En realidad, en la teoŕıa de formas automorfas, es más natural
hablar de representaciones del álgebra de Lie (complejificada) g =
M(2,C) que tienen una estructura de (g, K)-módulo en el sentido de
Harish-Chandra. Sea K ⊂ G un grupo compacto maximal; cuando
G = GL(2,R), ponemos K = O(2), el grupo ortogonal con respecto al
producto escalar euclidiano.

Definición 2.23. Un (g, K)-módulo es un espacio vectorial V (sobre
C) que admite una acción lineal π de g y una acción continua ρ de K
que son compatibles:

1. La acción de g sobre V , restringida al álgebra de Lie de K, coin-
cide con el diferencial de ρ;

2. Si k ∈ K, X ∈ g, entonces ρ(k)π(X)ρ(k)−1 = π(ad(k)X).

De un (g, K)-módulo obtenemos automáticamente una representa-
ción del álgebra universal envolvente de g. Sin embargo, si

π : G → Aut(V )

es una representación continua sobre un espacio vectorial topológico
razonable, se puede definir el subespacio V ∞ ⊂ V de vectores diferen-
ciables; entonces V ∞ es denso en V (teorema de G̊arding) y admite una
estructura canónica de (g, K)-módulo. Eso se aplica, por ejemplo, a las
representaciones de la serie principal de GL(2,R), que son construidas
exactamente como en el caso no arquimediano.

Para las aplicaciones a las formas modulares holomorfas, necesita-
mos solo la clase de representaciones holomorfas de GL(2,R), o más
bien los (g, K)-módulos holomorfos. Nos interesan solo las represen-
taciones con carácter central trivial (es decir, las representaciones de
PGL(2,R) = GL(2,R)/R×). Como en el caso de H×/R×, la clasifi-
cación de (g, K)-módulos con carácter central trivial se reduce a la
clasificación de módulos sobre sl(2). Como grupo compacto maximal
de SL(2,R) tomamos el grupo SO(2) = O(2) ∩ SL(2,R).
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Ejercicio 2.3. Determinar el normalizador de SO(2) en SL(2,R).

Proposición 2.24. Sea t ≥ 0 un entero. Existe un único (sl(2), SO(2))-
módulo π′t irreducible generado por un vector vt caracterizado por las
dos propiedades siguientes:

(i) X−vt = 0, con X− =

(
1 −i
−i −1

)
;

(ii) vt es un vector propio de SO(2) con carácter(
a b
−b a

)
vt = αt+1(a+ ib)vt,

donde αt(e
iθ) = eitθ.

Ejercicio 2.4. Sea vt ∈ π′t el vector de la proposición. Sea X+ =(
1 i
i −1

)
∈ sl(2). Demostrar que, para todo entero a ≥ 0, el vector

(X+)avt es un vector propio de SO(2), y calcular su valor propio.

Definición 2.25. Una representación irreducible π de GL(2,R) (es
decir, un (gl(2), O(2))-módulo)) es de la serie discreta si contiene al
(sl(2), SO(2))-módulo π′t con t > 0. La representación irreducible π es
un ĺımite de la serie discreta si contiene al (sl(2), SO(2))-módulo π′0.

La proposición siguiente es una aplicación fácil de la teoŕıa de repre-
sentaciones inducidas:

Proposición 2.26. Sea τ1 y τ2 dos representaciones irreducibles de
GL(2,R) que contienen la misma representación π′t de SL(2,R). En-
tonces τ1 y τ2 son equivalentes.

Aśı tenemos el derecho de hablar de la representación irreducible πt
de GL(2,R) que contiene π′t.

Comentario 2.27. Sea F = Q y sea f una forma modular clásica
de peso k > 0 para un subgrupo de SL(2,Z) de ı́ndice finito. Sea π
la representación automorfa de GL(2,A) que corresponde a f . Enton-
ces la componente π∞ de π correspondiente al primo arquimediano es
isomorfa a la representación πk−1.

Más generalmente, si f es una forma modular de Hilbert de pe-
so (2, 2, . . . , 2), con representación automorfa asociada π, entonces la
componente πv en cualquier primo arquimediano es isomorfa a la re-
presentación π1.

2.6. Correspondencia de Shimizu y de Jacquet-Langlands.
Para describir la correspondencia de Jacquet-Langlands entre formas
modulares (automorfas) de Hilbert y formas modulares (automorfas)
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sobre D×(A), lo más sencillo es de comenzar con la correspondencia
local de Jacquet-Langlands JL entre representaciones de los grupos lo-
cales D×v y de GL(2, Fv). Con las definiciones ya introducidas eso se
hace bastante rápidamente y muy conceptualmente. Sin embargo, las
demostraciones de la correspondencia local están basadas en la corres-
pondencia global.

2.6.1. Correspondencias locales. Sea v un primo de F . Ponemos G =
GL(2, Fv), J = H×v , donde Hv es un álgebra cuaterniónica de división
de dimensión 4 sobre Fv. Las representaciones irreducibles de J son
todas de dimensión finita. Designamos por Rep(J) (respectivamente
Rep(G)) el conjunto de (clases de equivalencia de) representaciones
irreducibles de J (respectivamente G).

Teorema 2.28 (Correspondencia (local) de Jacquet-Langlands). Exis-
te una biyección canónica

JL : Rep(J) ' Repdisc(G) ⊂ Rep(G)

entre el conjunto Rep(J) de representaciones irreducibles de J y el
conjunto Repdisc(G) de representaciones (irreducibles) discretas de G.
Esta biyección conserva los factores locales de la ecuación funcional: si
Π ∈ Rep(J), y ψ : Fv → C× es un carácter aditivo no trivial, entonces

L(Π, s) = L(JL(Π), s) ε(Π, ψ, s) = ε(JL(Π), ψ, s)

donde L(Π, s) y ε(Π, ψ, s) son los factores locales de Godement-Jacquet
introducidos en el Teorema 2.9.

Las representaciones de J de dimensión 1 son las que se corresponden
con las representaciones de Steinberg de G.

Las representaciones no discretas de GL(2, Fv), en particular las
representaciones de la serie principal, no tienen correspondientes en
Rep(J).

Le demostración depende de la fórmula de trazas y necesita la in-
troducción de la teoŕıa de caracteres de representaciones de grupos
reductivos sobre cuerpos locales. El carácter de una representación irre-
ducible π de J es nada más que la traza habitual, que tiene un sentido
porque π es de dimensión finita. En cambio, el carácter de una repre-
sentación de dimensión infinita es una distribución, y su existencia y
propiedades hacen parte de la teoŕıa de Harish-Chandra. Con las bue-
nas definiciones, se puede caracterizar la correspondencia JL por un
relación expĺıcita de caracteres. Sin embargo, la conservación de facto-
res locales es suficiente para caracterizar la correspondencia.
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En general, la determinación expĺıcita de la correspondencia local de
Jacquet-Langlands es dif́ıcil, porque no hay una descripción elemen-
tal de las representaciones supercuspidales. En ciertos casos hay una
descripción directa de la correspondencia. Nos limitamos a las repre-
sentaciones con carácter central trivial.

Proposición 2.29. Sea v un primo arquimediano. Entonces para todo
entero impar t > 0, JL(πH

t ) = πt.

Por supuesto, no se puede separar la demostración de esta proposi-
ción de la demostración de la correspondencia en general.

Proposición 2.30. Sea v un primo no arquimediano, y sea χ : F×v → C×
un carácter liso. Sea π(χ) = χ ◦ ν : J → C× una representación de di-
mensión 1 de J . Entonces JL(π(χ)) = St(χ).

2.6.2. La correspondencia global. Ahora sea D un álgebra de división
global sobre F . Sea S ′D el conjunto de primos de F (arquimedianos
o no) de ramificación para D: Dv es un álgebra de división sobre Fv
si y solamente si v ∈ S ′D. Entonces Σ′D es el subconjunto de primos
arquimedianos en S ′D. La cardinalidad |S ′D| de S ′D es un número par;
como hemos supuesto que D es un álgebra de división, |S ′D| ≥ 2.

La correspondencia global de Jacquet-Langlands es una biyección del
conjunto Aut(D×) de representaciones automorfas de D× y un subcon-
junto del conjunto Aut(GL(2, F )) de representaciones automorfas de
GL(2, FA).

Teorema 2.31. Sea π una representación automorfa de D×(A)/F×A .
Sea Π = JL(π) la representación admisible de GL(2, FA) definida como
producto tensorial restringido ⊗′vΠv, donde

1. Si v /∈ S ′D, D×v ' GL(2, Fv) y Πv es equivalente a πv;
2. Si v ∈ S ′D, Πv es equivalente a JL(πv).

Entonces Π es una representación automorfa de GL(2, FA); además,
Π esta contenida en el espacio de formas cuspidales.

El mapeo π 7→ JL(π) define una biyección entre Aut(D×) y el sub-
conjunto de Aut(GL(2, F )) de representaciones automorfas Π de GL(2, FA)
que satisfacen la condición de que Πv esta en la serie discreta para todo
v ∈ S ′D.

La demostración de este teorema por Jacquet y Langlands está basa-
da en la fórmula de trazas. Se puede leer un bosquejo de la demostración
en la sección 2.2 de [6]. Ese bosquejo presupone la existencia de la co-
rrespondencia local, pero en la práctica, las correspondencias local y
global son demostradas simultáneamente.
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2.7. Formas modulares de Hilbert de peso (2,2,...,2). El Teo-
rema 2.31 tiene una interpretación más elemental en términos de for-
mas modulares holomorfas. Sea KS(D) la curva de Shimura asociada
al álgebra de división D con ΣD = {v}. Sea (ρ,Wρ) una representación

irreducible de K̃∞ trivial en el centro de D×∞. Si w 6= v, designamos por
tw la dimensión de Wρw , donde ρw : D×w/F

×
w = H×/R× → GL(Wρw) es

la componente local de ρ en w. Sea ρv el carácter α−tv de SO(2) ⊂ K̃v.

Si u es un primo no arquimediano, u /∈ S ′D, entoncesD×u
∼−→GL(2, Fu).

Aśı podemos identificar las álgebras de Hecke esféricas de D×u y de
GL(2, Fu), relativamente a sus subgrupos compactos maximales res-
pectivos.

Corolario 2.32. Sea S un conjunto finito de primos no arquimedia-
nos que contiene todos los primos no arquimedianos en S ′D. Sea Kf ⊂
D×(Af ) un subgrupo compacto abierto que contiene GL(2,Ou) para to-
do primo no arquimediano u /∈ S. Sea f : H±×D×(Af )/Kf → W una
forma modular clásica que es autoforma para los operadores de Hecke
en los primos fuera de S. Entonces existe una forma modular de Hilbert
fHilb de peso tv en v y de peso tw + 1 en el primo arquimediano w 6= v,
que es autoforma para los operadores de Hecke en los primos fuera de
S con los mismos valores propios que f .

Para aplicaciones a las curvas eĺıpticas, nos bastará enfocar nuestra
atención en las formas modulares sobre curvas de Shimura que corres-
ponden a las formas modulares de Hilbert de peso (2,2,...,2), es decir,
con tv = 2 y con tw = 0 para todo w 6= v.

2.7.1. Formas nuevas. La teoŕıa de formas nuevas, introducida por
Atkin y Lehner y generalizada por Miyake y otros, permite definir un
espacio natural de dimensión uno en una representación automorfa de
GL(2, FA). Esta teoŕıa se generaliza fácilmente al caso de D×(A) si
nos limitamos a las representaciones automorfas asociadas a formas de
peso (2,2,...,2) cuyas componentes locales en los primos de S ′D son de
dimensión uno.

Introduciremos los grupos de nivel más importantes. Si v ∈ S ′D, sea
ODv el orden maximal de Dv.

(2.33) K(D) =
∏
v/∈S′D

GL(2,Ov)×
∏
v∈S′D

O×Dv
⊂ D×(Af )

(producto sobre primos no arquimedianos) es un grupo de nivel ma-
ximal. Sea n ⊂ OF un ideal relativamente primo al conjunto S ′D, y
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definimos
(2.34)

K0(n, D) = {k = (kv) ∈ K(D) | kv ≡
(
∗ ∗
0 ∗

)
(mód n) ∀v /∈ S ′D};

(2.35)

K1(n, D) = {k = (kv) ∈ K(D) | kv ≡
(
∗ ∗
0 1

)
(mód n) ∀v /∈ S ′D}.

Teorema 2.36. Sea S un conjunto finito de primos no arquimedia-
nos que contiene todos los primos no arquimedianos en S ′D. Sea Kf ⊂
D×(Af ) un subgrupo compacto abierto que contiene GL(2,Ou) para
todo primo no arquimediano u /∈ S. Sea f : H± × D×(Af )/Kf → C
una forma modular clásica de peso (2,2,...,2) que es autoforma para los
operadores de Hecke en los primos fuera de S. Sea Π la representación
automorfa de D×(A) asociada a la forma modular clásica f . Supone-
mos que, en todo primo no arquimediano v ∈ S, la componente Πv de
Π es de dimensión uno.

Entonces existe un ideal n ⊂ OF relativamente primo al conjunto
S ′D, el conductor de Π (fuera de S ′D), tal que

1. dim ΠK1(n,D) = 1;
2. Si n′ ) n es un ideal de OF , entonces ΠK1(n′,D) = {0}.

Cuando Π es una representación automorfa de D×(A) como en el
Teorema 2.36 con conductor n (fuera de S ′D), llamaremos a los ele-
mentos de ΠK1(n,D) vectores nuevos. Las formas modulares clásicas que
corresponden a los vectores nuevos en Π se llaman formas nuevas (de
nivel K1(n, D)). Una forma nueva de nivel K1(n, D) que es invariante
por la acción del grupo conmutativo K0(n, D)/K1(n, D) se llama una
forma nueva de nivel K0(n, D). Sea

Mρ(D
×, K1(n, D))nuevo ⊂Mρ(D

×, K1(n, D))

(respectivamente

Ahol(D×, K1(n, D), ρ)nuevo ⊂ Ahol(D×, K1(n, D), ρ))

los subespacios de formas nuevas (respectivamente de vectores nuevos),
y definimos Mρ(D

×, K0(n, D))nuevo y Ahol(D×, K0(n, D), ρ)nuevo de la
misma manera.

El subespacio deMρ(D
×, K) ortogonal al subespacioMρ(D

×, K)nuevo,
con respecto al producto escalar de Petersson, se llama el subespacio
de formas viejas:

(2.37) Mρ(D
×, K) = Mρ(D

×, K)nuevo ⊕Mρ(D
×, K)viejo.
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En el caso de formas de peso (2,2,...,2), identificamosM(2,2,...,2)(D
×, K) =

Ω1(KS(D)); entonces (2.37) se escribe

(2.38) Ω1(KS(D)) = Ω1(KS(D))nuevo ⊕ Ω1(KS(D))viejo.

La principal propiedad del espacio de formas nuevas está expresada por
el siguiente teorema (teorema de multiplicidad uno).

Teorema 2.39. Sea K = K0(n, D) o K1(n, D). El espacio de formas
nuevas de nivel K es un módulo semisimple sobre las álgebras de Hecke

T(K) ⊂ End(Mρ(D
×, K)),Tnuevo(K) ⊂ End(Mρ(D

×, K)nuevo)

generada por los operadores T class con T ∈ H(Kv), v relativamente
primo al conjunto S ′D y al ideal n.

Además, si λ : T(K) → C es un carácter entonces el subespacio
Mρ(D

×, K)nuevo[λ] de vectores propios de T(K) para el carácter λ es
de dimensión ≤ 1. Si dimMρ(D

×, K)nuevo[λ] = 1 entonces el carácter
λ aparece con multiplicidad 1 en Mρ(D

×, K) (es decir, la multiplicidad
en espacio de formas viejas es igual a 0).

Definimos T(K)Q ⊂ T(K) como la Q-subálgebra de T(K) generada
sobre Q por los operadores T class con T ∈ HZ(D×v , K), con v relativa-
mente primo al conjunto S ′D y al ideal n.

Proposición 2.40. La descomposición (2.38) está definida sobre Q.
Más precisamente,

1. Los caracteres de T(K) están todos definidos sobre la clausura
algebraica Q de Q, y si λ : T(K)Q → Q es un carácter no trivial
entonces, para τ ∈ Gal(Q/Q), τ ◦ λ es también un carácter no
trivial de T(K)Q:

Mρ(D
×, K)[λ] 6= 0⇒Mρ(D

×, K)[τ ◦ λ] 6= 0, ∀τ ∈ Gal(Q/Q).

2. Si dimMρ(D
×, K)nuevo[λ] = 1 entonces,

∀τ ∈ Gal(Q/Q),Mρ(D
×, K)viejo[τ ◦ λ] = 0.

Demostración. La primera parte de la proposición es un caso particular
de un teorema de Shimura sobre la racionalidad de formas modulares.
Ahora, si λ′ es un carácter de T(K) tal que Mρ(D

×, K)viejo[λ′] 6= 0,
entonces hay un ideal n′ ) n con Mρ(D

×, K1(n′, D))[λ′] 6= 0. La se-
gunda parte se obtiene aplicando la primera parte a los subespacios
Mρ(D

×, K1(n′, D)) de Mρ(D
×, K1(n, D)) con n′ ) n. �

Ejercicio 2.5. Sea p un ideal primo de OF . Suponemos que

D×p
∼−→GL(2, Fp).
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Sea a ≥ 1 un entero y sea n = pa. Sea $ ∈ Op un uniformizador en Fp

y sea γb =

(
$b 0
0 1

)
, b = 1, . . . , a. Sea m un ideal de OF relativamente

primo a p. Demostrar que la traslación por γ−1
b ∈ D×p

∼−→GL(2, Fp):

Ub(f)(g) = f(gγ−1
b )

define un mapeo inyectivo

Ub : Mρ(D
×, K0(m · pa−b, D)) → Mρ(D

×, K0(m · pa, D)).

El espacio de formas viejas es la suma de las imágenes de los Ub.

Ejercicio 2.6. Sea p un ideal primo de OF . Suponemos que

D×p
∼−→GL(2, Fp).

Sea wp =

(
0 1
$ 1

)
. Sea m como en el Ejercicio 2.5. Demostrar que la

traslación por wp (definida como en el Ejercicio 2.5) define una involu-
ción de Mρ(D

×, K0(m · p, D)).

3. Formas modulares cuaterniónicas y curvas eĺıpticas

3.1. Curvas eĺıpticas sobre un cuerpo totalmente real. Una
curva eĺıptica E sobre un cuerpo F es una curva no singular proyectiva
de género 1 definida por ecuaciones con coeficientes en F , con un punto
racional ∞ sobre F . Toda curva eĺıptica E es isomorfa a una curva
plana definida por una ecuacion cúbica en tres variables, o en forma
inhomogénea de Weierstrass

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, ai ∈ F, i = 1, 2, 3, 4, 6.

Decir que una curva eĺıptica esta definida sobre F es equivalente a decir
que su invariante j pertenece a F .

Como E es de género 1, su jacobiano J(E) es de dimensión 1, y la
aplicación

E → J(E), x 7→ (x)− (∞)

es un isomorfismo. En particular, los puntos de E sobre cualquier cuer-
po forman un grupo conmutativo, y designamos por 0 su elemento
neutro. El teorema siguiente2 es fundamental:

Teorema 3.1. Sea F̄ una clausura algebraica de F . Si N ∈ N es
coprimo con la caracteŕıstica de F , el grupo E[N ] = {x ∈ X(F̄ ), Nx =
0} es isomorfo a (Z/NZ)2.

2Ver, por ejemplo, J. Silverman, The Arithmetic of Elliptic Curves, Corollary
6.4.
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El grupo de Galois Gal(F̄ /F ) actúa sobre E[N ] y si fijamos una base
obtenemos una representación

Gal(F̄ /F ) → GL(2,Z/NZ).

Sea p un número primo invertible en F . Definimos el módulo de Tate

Tp(E) = lim←−
n

E[pn]

donde el mapeo E[pn] → E[pn−1] está dado por la multiplicación por p.

Entonces Tp(E)
∼−→Z2

p; más aún, la acción de Gal(F̄ /F ) sobre Tp(E)
es una representación continua

ρE,p : Gal(F̄ /F ) → GL(2,Zp).
Ahora suponemos que F es un cuerpo de números totalmente real.

Entonces es un teorema de Serre (en el caso F = Q) y otros que la
representación ρE,p es absolutamente irreducible. Sea v un primo de
F no arquimediano de caracteŕıstica residual distinta de p. Existe un
conjunto finito S = S(E) de primos de F tal que la curva E tiene buena
reducción en el cuerpo residual k(v) de v para v /∈ S. Sea v /∈ S, qv =
|k(v)|. Entonces E (mód v) es una curva eĺıptica sobre el cuerpo finito
k(v), y el grupo E(k(v)) es un grupo finito. Sea Nv(E) = |E(k(v))|, y
escribimos

Nv(E) = 1 + qv − av(E).

Entonces el número av(E) ∈ Z determina la restricción ρv de la re-
presentación ρE,p a un grupo de descomposición Γv ⊂ Gal(F̄ /F ). De
hecho, esa restricción es no ramificada, porque E tiene buena reduc-
ción, y ρv está determinada por la traza del Frobenius ρE,p(Frobv);
y

Tr(ρE,p(Frobv)) = av(E).

Como el teorema de densidad de Chebotarev implica que la unión de
las clases de conjugación de los ρE,p(Frobv), con v /∈ S, es densa en la
imagen de ρE,p, y como ρE,p es absolutamente irreducible, su clase de
isomorfismo está completamente determinada por los números Nv(E)
con v /∈ S.

Si E y E ′ son dos curvas eĺıpticas isógenas sobre F , entonces S(E) =
S(E ′) y Nv(E) = Nv(E

′) para todo v /∈ S. En consecuencia, tenemos
la primera parte del teorema siguiente:

Teorema 3.2. (a) Si E y E ′ son dos curvas eĺıpticas isógenas sobre
F , entonces ρE,p y ρE′,p son equivalentes para todo p.

(b) [Faltings] Si E y E ′ son dos curvas eĺıpticas sobre F , y si ρE,p
y ρE′,p son equivalentes como representaciones de Gal(F̄ /F ) para un
número primo p, entonces E y E ′ son isógenas.
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Comentario 3.3. En particular, el teorema de Faltings implica que,
si ρE,p y ρE′,p son equivalentes como representaciones de Gal(F̄ /F )
para un número primo p, entonces ρE,q y ρE′,q son equivalentes para
todo primo q. Pero éste es un resultado mucho más elemental que el
teorema de Faltings. Lo mencionamos aqúı porque es importante en la
demostración de la automorf́ıa de curvas eĺıpticas sobre cuerpos reales
cuadráticos.

3.2. El jacobiano de una curva de Shimura. Si X =
∐
Xi es

una curva proyectiva suave con componentes conexas Xi, definimos
Jac(X) =

∏
i Jac(Xi). Sean K = Kf ⊂ D×(Af ) y X la curva de

Shimura KS(D), considerada como superficie de Riemann. El jacobiano
se construye del siguiente modo. La cohomologia H1(KS(D),C) admite
una descomposicion de Hodge

(3.4) H1(KS(D),C) = Ω1(KS(D))⊕ Ω̄1(KS(D))

en suma directa de espacios de diferenciales holomorfas y anti-holomorfas.
Por otro lado, como tenemos el isomorfismo de la Proposición 1.9, po-
demos identificar

(3.5) H1(KS(D),C)
∼−→M(2,2,...,2)(D

×, K)⊕ M̄(2, 2, . . . , 2)(D×, K)

Por dualidad, la descomposición (3.4) corresponde a una descompo-
sición de la homoloǵıa:

(3.6) H1(KS(D),C) = Ω1(KS(D))⊥ ⊕ Ω̄1(KS(D))⊥.

El teorema siguiente es válido para toda curva proyectiva suav e com-
pleja:

Teorema 3.7. Hay isomorfismos naturales (funtoriales) de grupos

H1(KS(D),Z)\HomC(Ω1(KS(D),C))
∼−→

H1(KS(D),Z)\H1(KS(D),C)/Ω1(KS(D))⊥
∼−→Jac(KS(D)).

Comentario 3.8. Si X es una curva suave proyectiva compleja, la
inclusión H1(X,R) ↪→ H1(X,C) define un isomorfismo

H1(X,R)
∼−→H1(X,C)/Ω1(X)⊥

de espacios vectoriales reales. Aśı podemos escribir

Jac(X)
∼−→H1(X,Z)\H1(X,C)/Ω1(X)⊥

∼−→H1(X,R)/H1(X,Z)).
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3.3. El álgebra de Hecke como álgebra de endomorfismos del
jacobiano. Sean X y Y dos curvas proyectivas suaves conexas sobre el
cuerpo k. Una correspondencia entre X e Y es una subvariedad cerrada
C ⊂ X × Y (no necesariamente conexa) tal que las dos proyecciones
p1 : C → X y p2 : C → Y son morfismos finitos. Sean n1 y n2 los
grados de los morfismos finitos p1 y p2. Una correspondencia define un
homomorfismo

[C] : Jac(X) → Jac(Y )

del siguiente modo. Si x ∈ X, la fibra Cx = p−1
1 (x) =

∑
aici(x) es un

divisor efectivo en C de grado n1 =
∑
ai; aqui ai ∈ N y ci(x) ∈ Cx.

Entonces [C](x) =
∑
aip2(ci(x)) ∈ Jac(Y ). Si C es una curva suave

(esa será el caso en nuestros ejemplos), la definición es más sencilla. Por
funtorialidad del jacobiano tenemos morfismos p1,∗ : Jac(C) → Jac(X)
y p2,∗ : Jac(C) → Jac(Y ). Por dualidad (autodualidad del jacobiano),
tenemos también un morfismo

p∗1 : Jac(X) = Ĵac(X) → Ĵac(C) = Jac(C),

y [C] = p2,∗ ◦ p∗1.
Si k ⊂ C es un subcuerpo de C, y si C es una curva suave, tenemos

también morfismos de homoloǵıa

p∗1 : H1(X,Z) → H1(C,Z); p2,∗ : H1(C,Z) → H1(Y,Z)

y los morfismos análogos para homoloǵıa con coeficientes reales. El
primer homomorfismo es definido por dualidad de Poincaré. El homo-
morfismo [C] se define expĺıcitamente por

p2,∗ ◦ p∗1 : Jac(X) = H1(X,R)/H1(X,Z) →
H1(C,R)/H1(C,Z) → H1(Y,R)/H1(Y,Z) = Jac(Y ).

La definición de una correspondencia sigue siendo válida con mo-
dificaciones naturales cuando X y Y son curvas suaves y proyectivas
pero no necesariamente conexas. Ahora sea K =

∏
vKv ⊂ D×(Af ) y

consideremos el caso cuando X = Y es la curva de Shimura KS(D) (no
necesariamente conexa) de nivel K. Esta curva es proyectiva y suave
si K es un subgrupo suficientemente pequeño, lo que vamos a suponer.
Sea v un primo no ramificado para D y con Kv = GL(2,Ov) (decimos
que v es relativamente primo al nivel de K). Sea

Iv = {k = ( a bc d ) ∈ Kv | c ∈ $vOv}

con $v un uniformizador de Fv. Sea K0(v) =
∏

w 6=vKw × Iv (hemos

reemplazado Kv por Iv). La inclusión ιv : K0(v) ↪→ Kv define un mor-
fismo natural p1 : K0(v)S(D) → KS(D). Pero hay una segunda inclusión
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ι′v : K0(v) ↪→ Kv, definida por

ι′v(k) = nvkn
−1
v , con nv =

(
0 $−1

1 0

)
∈ D×v

La inclusión ι′v define un segundo morfismo p2 : K0(v)S(D) → KS(D).
La imagen del morfismo

(p1, p2) : K0(v)S(D) → KS(D)× KS(D)

es una correspondencia T (v).
Escribimos JacK(D) = Jac(KS(D)). El homomorfismo [T (v)] =

p2,∗ ◦ p∗1 : JacK(D) → JacK(D) es una correspondencia de Hecke. Por
otro lado, hemos visto que JacK(D) es isomorfo al grupo

H1(KS(D),Z)\HomC(Ω1(KS(D)),C)

que es cociente de HomC(M(2,2,...,2)(D
×, K),C). La proposición siguien-

te se demuestra por un cálculo expĺıcito elemental.

Proposición 3.9. Sea v un primo no arquimediano que es relativa-
mente primo al nivel de K. La correspondencia de Hecke [T (v)] ∈
End(JacK(D)) es inducida por el operador de Hecke Tv actuando en
M(2,2,...,2)(D

×, K) via la suryección

HomC(M(2,2,...,2)(D
×, K),C) → JacK(D).

Además, hay una correspondencia R(v) ⊂ KS(D) × KS(D) tal que
[R(v)] ∈ End(JacK(D)) es inducida por la acción del operador de Hec-
ke Rv sobre M(2,2,...,2)(D

×, K).

Corolario 3.10. La subálgebra TK ⊂ End(JacK(D))⊗Q generada por
las correspondencias [T (v)] y [R(v)], para todos los primos v que son
primos al nivel de K, es conmutativa.

3.3.1. El módulo de Tate y la cohomoloǵıa étale de KS(D). Recorda-
mos un teorema fundamental de Shimura:

Teorema 3.11 (Shimura). Sea σ : F ↪→ R el único primo (real) en
ΣD. El conjunto de curvas de Shimura {KS(D)}, con K ⊂ D×(Af )
abierto compacto, tiene un modelo canónico KS(D)σ sobre el cuerpo
σ(F ). Más precisamente, para todo K hay un isomorfismo canónico

KS(D)
∼−→KS(D)σ ×F,σ C

y una acción del grupo D×(Af ) sobre el conjunto de KS(D)σ que con-
serva estos isomorfismos.

En consecuencia, el sistema de jacobianos JacK(D) tiene también
un modelo canónico sobre σ(F ) (que identificamos con F ), y podemos
definir el módulo de Tate p-ádico Tp(JacK(D)) = lim←−n JacK(D)[pn]
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como representación del grupo de Galois Gal(F̄ /F ). Por otro lado,
hay isomorfismos canónicos entre cohomoloǵıa p-ádica étale y espacios
duales de módulos de Tate:

(3.12) H1(KS(D),Qp)
∼−→Hom(Tp(JacK(D)),Qp)

como representaciones de Gal(F̄ /F ). Además, los isomorfismos (3.12)
son isomorfismos de módulos sobre el álgebra de Hecke TK .

Para simplificar la notación, fijamos ΣD = {σ} y escribimos

X(D) = K(D)S(D)σ; X0(n, D) = K0(n,D)S(D)σ;X1(n, D) = K1(n,D)S(D)σ;

y definimos los jacobianos Jac(D) = Jac(X(D)), Jac0(n, D), y Jac1(n, D)
y las álgebras de Hecke T(D), T0(n, D), y T1(n, D) del modo evidente.

Comentario 3.13. En general, si una de las curvas X(D), X0(n, D), y
X1(n, D) es singular, la reemplazamos por su modelo suave para definir
su jacobiano. Eso no cambia nada en lo esencial.

Ya hemos visto en la sección 2.7.1 que la teoŕıa de formas nuevas es
válida para curvas de Shimura X1(n, D) y X0(n, D). Como por un lado
tenemos

H1(Xi(n, D),Qp)
∼−→H1(Xi(n, D),Q)⊗Qp, i = 0, 1;

H1(Xi(n, D),C)
∼−→H1(Xi(n, D),Q)⊗ C, i = 0, 1

y como por otro lado tenemos la descomposición de cada uno de los
dos factores del miembro derecho de (3.4) en formas nuevas y formas
viejas, siguiendo (2.38), eso implica que el miembro izquierdo de (3.12)
admite una descomposición análoga a la de (2.38):

(3.14)
H1(Xi(n, D),Qp) =

H1(Xi(n, D),Qp)
nuevo ⊕H1(Xi(n, D),Qp)

viejo, i = 0, 1.

Por dualidad, (3.14) y (3.12) implican una descomposición del módulo
de Tate de Jaci(n, D):
(3.15)

Tp(Jaci(n, D))⊗Qp =

[Tp(Jaci(n, D))⊗Qp]
nuevo ⊕ [Tp(Jaci(n, D))⊗Qp]

viejo, i = 0, 1.

Es una consecuencia de la Proposición 2.40 que la descomposición
(3.15) proviene de una descomposición de la homoloǵıa

H1(Jaci(n, D),Q) = H1(Xi(n, D),Q)

=H1(Jaci(n, D),Q)nuevo ⊕H1(Jaci(n, D),Q)viejo.
(3.16)

Definimos el cociente nuevo Jaci(n, D)nuevo de Jaci(n, D), i = 0, 1, co-
mo la variedad abeliana cociente maximal p : Jaci(n, D) → A, con la
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propiedad de que el núcleo del mapeo p∗ : H1(Jaci(n, D),Q) → H1(A,Q)
sea igual a H1(Jaci(n, D),Q)viejo.

Proposición 3.17. 1. La inclusión Ti(n, D) ↪→ End(Jaci(n, D))⊗
Q induce un homomorfismo

Ti(n, D)→ End(Jaci(n, D)nuevo)⊗Q, i = 0, 1.

2. La homoloǵıa H1(Jaci(n, D)nuevo,Q) es un Ti(n, D)-módulo se-
misimple.

3. Sean A y B dos variedades abelianas de dimension ≥ 1, y sean

p : Jaci(n, D)nuevo → A; q : Jaci(n, D)nuevo → B

homomorfismos de variedades abelianas. Suponemos que los núcleos
de p y q son conexos. Si A y B son isomorfas, entonces ker p =
ker q.

Demostración. Es consecuencia inmediata de la Proposición 2.40. �

3.4. Curvas eĺıpticas como cocientes de una curva de Shimu-
ra. Sea E una curva eĺıptica sobre el cuerpo totalmente real F . Es un
celebrado teorema de Breuil, Conrad, Diamond, y Taylor [1], basado
en los métodos introducidos por Andrew Wiles, que si F = Q, E es
isomorfa a un cociente del jacobiano de la curva modular clásica X0(N)
donde N es igual al conductor de E. (El caso de curvas eĺıpticas semi-
estables hab́ıa sido demostrado un poco antes por Wiles y Taylor-Wiles,
y hab́ıa permitido a Wiles demostrar el Último Teorema de Fermat.)

Un teorema análogo, válido para cualquier cuerpo real cuadrático F
([F : Q] = 2) ha sido demostrado muy recientemente por Freitas, Le
Hung, y Siksek [4]. Pero el enunciado del teorema es un poco diferen-
te en el caso general. En el siguiente teorema consideramos F como
subcuerpo del cuerpo R ⊂ C por una de las inyecciones σ : F ↪→ R.

Teorema 3.18 (Freitas, Le Hung, y Siksek). Sea E una curva eĺıptica
sobre el cuerpo real cuadrático F . Entonces E es modular: existe una
forma modular de Hilbert f de peso (2, 2), que es vector propio de los
operadores de Hecke de nivel relativamente primo al nivel K, tal que
hay una identidad de funciones L:

L(s, f) = L(s, E).

Si además existe un primo no arquimediano v donde E tiene re-
ducción multiplicativa o supercuspidal [ver más abajo], entonces E es
isomorfa a un cociente del jacobiano de una curva de Shimura de la
forma X0(n, D), donde D es un álgebra de cuaterniones sobre F con
|ΣD| = 1.
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En particular, la condición “E es modular”no implica necesariamente
que E es isomorfa a un cociente del jacobiano de una curva de Shimu-
ra si d = [F : Q] es par. Existen ejemplos de curvas eĺıpticas sobre
cuerpos reales cuadráticos con buena reducción en todos los primos no
arquimedianos; una tal curva no puede ser cociente del jacobiano de
una curva de Shimura.

Tenemos que explicar el significado de “reducción multiplicativa o
supercuspidal.” Esas nociones tienen significados puramente geométri-
cos, pero para nosotros es más fácil explicarlas en términos del sistema
de representaciones {ρE,p} de Gal(Q/F ). Sea v un primo no arqui-

mediano de F , y sea Γv ⊂ Gal(Q/F ) un grupo de descomposición del
primo v – Γv es el estabilizador de una extensión v̄ de la valuación sobre
F asociada al primo v a la extensión Q. Fijamos un primo racional p y
sea ρp,E,v la restricción de ρE,p al subgrupo Γv de Gal(Q/F ). La clase
de isomorfismo de ρp,E,v no depende de la elección de la extensión v̄ de
v. Para un v fijo podemos siempre suponer que v no divide a p. Si ρp,E,v
es una representación irreducible, entonces el Teorema 2.19 implica la
existencia de una representación supercuspidal πv(E) = π(ρp,E,v) irre-
ducible y lisa de GL(2, Fv). En este caso decimos que E tiene reducción
supercuspidal.

Más generalmente, el Teorema 2.19 es la parte dificil de la corres-
pondencia local de Langlands para GL(2) (sobre un cuerpo no arqui-
mediano). Sea k un cuerpo p-ádico, con v relativamente primo a p, y
sea ρ : Γv → GL(2, k) una representación continua. La corresponden-
cia local de Langlands da una representación π(ρ), irreducible y lisa,
de GL(2, Fv). Si ρ es irreducible, es la representación del Teorema 2.19.
Si ρ es reducible, tenemos que distinguir entre dos casos. Sea Iv ⊂ Γv
el subgrupo de inercia.

1. Si ρ es reducible y la imagen de la restricción de ρ al subgrupo
Iv es infinita, entonces π(ρ) es una representación de Steinberg.

2. Si ρ es reducible y la imagen de la restricción de ρ al subgrupo Iv
es finita, entonces reemplazamos ρ por su semisimplificación ρss.
Es la suma de dos caracteres de Γv con valores en k. Es decir,
ρss = σ1 ⊕ σ2,

σi : Γv → k×, i = 1, 2.

Sea χi : F×v → L× el carácter de F×v asociado a σi por la teoŕıa
de cuerpo de clases para Fv. Entonces π(ρ) = I(χ1, χ2) cuando
esta representación inducida es irreducible (lo que el único caso
que nos interesa).

3. En particular, π(ρ) es una representación esférica si y solamente
si ρ es una representación no ramificada.
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Comentario 3.19. La definición de π(ρ) parece depender de la iden-
ficación de los caracteres χi : F×v → k× con caracteres con valores
complejos. Cuando ρ = ρp,E,v, o más generalmente cuando ρ provie-
ne de una representación sobre la cohomologia p-ádica de una curva de
Shimura, es un teorema que los caracteres χi tienen valores algebraicos,
y existe un método para reemplazar los χi p-ádicos por χi complejos.

Decimos que E tiene reducción multiplicativa si π(ρp,E,v) es una re-
presentación de Steinberg.

Hemos definido para todo primo v no arquimediano una represen-
tación lisa e irreducible πv(E) = π(ρp,E,v) asociada a la curva eĺıptica
E, o más bien a su módulo de Tate. El siguiente teorema implica que
πv(E) es esférica para todos los primos salvo un número finito:

Teorema 3.20. La curva eĺıptica E tiene buena reducción en el primo
v si y solamente si, para todo primo racional p relativamente primo a
v, ρp,E,v es una representación no ramificada (es decir, si y solamente
si π(ρ) es una representación esférica).

Siguiendo el Comentario 2.27, para un primo σ arquimediano defini-
mos πv(E) = π1, la representación de GL(2,R)/R× que corresponde a
las formas modulares de peso 2. Aśı podemos definir la representación
irreducible π(E) = ⊗′vπv(E) de GL(2, FA), teniendo en cuenta el hecho
(Teorema 3.20) que casi todas las πv(E) son no esféricas. El Teorema
3.18 admite la siguiente refórmulación:

Teorema 3.21 (Freitas, Le Hung, y Siksek). Sea E una curva eĺıptica
sobre el cuerpo real cuadrático F . Entonces la representación π(E) de
GL(2, FA) es isomorfa a una representación automorfa cuspidal.

Si además existe un primo no arquimediano v donde E tiene re-
ducción multiplicativa o supercuspidal , entonces π(E) es de la forma
π(E) = JL(πD(E)), donde πD(E) es una representación automorfa
de D×(A) con D un álgebra cuaterniónica de división sobre F con
|ΣD| = 1.

Más generalmente, tenemos la siguiente conjetura.

Conjetura 3.22. Sea E una curva eĺıptica sobre el cuerpo totalmente
real F . Entonces la representación π(E) de GL(2, FA) es isomorfa a
una representación automorfa cuspidal.

Si además el grado d = [F : Q] es impar, o si existe un primo no
arquimediano v donde E tiene reducción multiplicativa o supercuspidal,
entonces π(E) es de la forma π(E) = JL(πD(E)), donde πD(E) es una
representación automorfa de D×(A) con D un álgebra cuaterniónica de
división sobre F con |ΣD| = 1.
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3.5. Algunas ideas de la demostración de Freitas et al.

3.5.1. La parte automorfa. Como d = 1 es un número impar, la Con-
jetura 3.22 se aplica al caso d = 1, es decir, al caso F = Q. Cuando
F = Q, la Conjetura 3.22 es el teorema de [1]. La demostración en
el caso de un cuerpo real cuadrático tiene la misma estructura que la
demostración de [1], que generaliza la demostración del caso ya tratado
por Wiles en [9]. Wiles trabajaba no con curvas de Shimura construidas
a partir de álgebras de división sino con las curvas modulares X0(N)
asociadas al grupo GL(2) = M(2)× sobre Q:

X0(N) = [GL(2,Q)\H± ×GL(2,AQ)/K0(N) ·A×Q]∗

donde el supráındice ∗ designa la compactificación. Aqúı hemos reem-
plazado el ideal n por el entero N > 1. Como D = M(2,Q), escribimos
TN en vez de T0(N,D) para el álgebra de Hecke correspondente.

Sea E una curva eĺıptica sobre Q. Para demostrar que E es isógena
a un cociente de J0(N) = Jac(X0(N)), es suficiente (Teorema 3.2)
demostrar que la representación ρE,p de Gal(Q/Q) sobre el módulo de
Tate de E es isomorfa a una sub-representación del módulo de Tate
de Jac(X0(N)). Una consecuencia de [1] es el siguiente teorema más
preciso:

Teorema 3.23. De hecho, ρE,p es isomorfa a la representación de

Gal(Q/Q) sobre un TN -submódulo de

Tp(Jac(X0(N))nuevo = lim←−
n

Jac(X0(N))nuevo[pn]

de Zp-rango 2.

Como Tp(Jac(X0(N))nuevo)
∼−→H1(Jac(X0(N))nuevo,Z)⊗Zp, un TN -

submódulo M ⊂ H1(Jac(X0(N))nuevo,Z) define un TN -submódulo de
Tp(Jac(X0(N))nuevo). Por otra parte, el isomorfismo de Hodge (3.4)
identifica M ⊗ C a un TN submódulo de

Hom(Ω1(X0(N)),C)⊕Hom(Ω̄1(X0(N)),C).

Como el álgebra de Hecke TN es autoadjunta para el producto escalar
de Petersson, se puedo demostrar que

Proposición 3.24. (a) Los TN -módulos Ω1(X0(N)),C) y Ω̄1(X0(N)),C)
son isomorfos.

(b) Sea h ∈ H1(Jac(X0(N))nuevo,C) un vector propio de TN :

T (h) = λ(T )h ∀T ∈ TN .
Entonces hay una forma modular nueva

ω ∈ Ω1(X0(N)),C)
∼−→M2(Γ0(N))
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que es vector propio de TN con carácter λ.
(c) Sea M ⊂ H1(Jac(X0(N))nuevo,Z) un TN -submódulo de Z-rango

2. Entonces la acción de TN sobre M se factoriza por un carácter
TN → Z.

Sea M ⊂ H1(Jac(X0(N))nuevo,Z) un TN -submódulo de Z-rango
2. La Proposición 3.24 implica que existe una forma modular nueva
ω ∈M2(Γ0(N)) con los mismos valores propios que M para el álgebra
de Hecke TN . Ya hemos visto que ω corresponde a una representa-
ción automorfa Π de GL(2,AQ). Y es fácil demostrar que Π es una
representación cuspidal.

Por otra parte, si Π es una representación automorfa cuspidal de
GL(2,AQ) tal que dim ΠK0(N) = 1, y si el carácter de TN sobre ΠK0(N)

tiene valores en Z, entonces existe un cociente E de Jac(X0(N))nuevo

de dimensión 1, invariante por las correspondencias de Hecke, y la
acción de TN sobre Tp(E) ⊂ Tp(Jac(X0(N))nuevo) (o sobre el cociente
Tp(Jac(X0(N))nuevo) → Tp(E)) es idéntica a la acción sobre ΠK0(N).

La misma construcción es válida si reemplazamos Q por un cuer-
po totalmente real F y X0(N) por la curva de Shimura X0(n, D). El
siguiente teorema de Carayol es una generalización de un resultado
celebrado de Eichler y Shimura.

Teorema 3.25 (Carayol). Sea E una curva eĺıptica sobre el cuer-
po totalmente real F . Suponemos que E es isomorfa al cociente de
Jac(X0(n, D))nuevo asociado a la representación automorfa ΠD de D×(A).

Entonces π(E)
∼−→JL(ΠD). En particular, tenemos

L(s, E)
∼−→L(s,ΠD).

La demostración del teorema de Carayol (y del teorema de Eichler-
Shimura) está basada en una comparación de las correspondencias T (q)
(para un número primo q) con la correspondencia de Frobenius, actuan-
do sobre un modelo de la curva de Shimura en caracteŕıstica q. Esta
comparación se llama la Fórmula de congruencia de Eichler-Shimura.

3.5.2. La parte aritmética. Hasta ahora hemos explicado (¡muy rápi-
damente!) cómo obtener una curva eĺıptica sobre F a partir de una
representación automorfa con ciertas propiedades. Pero el teorema de
Freitas et al. va en la dirección opuesta. ¿Cómo obtener una represen-
tación automorfa π cuando tenemos solamente la curva eĺıptica E, o
más bien su representación p-ádica ρE,p?

Designamos por ρE[p] la representación de Gal(Q/F ) sobre E[p], que
es un espacio vectorial de dimension 2 sobre Fp. La idea de Wiles es
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comenzar por suponer que p = 3. ¿Por qué 3? Porque un teorema de
Langlands y un teorema de Tunnell implican el siguiente teorema.

Teorema 3.26. Sea F un cuerpo totalmente real. Sea

ρ : Gal(Q/F ) → GL(2,F3)

una representación continua. Entonces hay un ideal n ⊂ OF y una
forma modular nueva de Hilbert f de peso (2, 2, . . . , 2) para K0(n) tal
que ρf,3 ≡ ρ (mód 3).

No hemos definido las representaciones ρf,p : Gal(Q/F ) → GL(2, Q̄p)
asociadas a las formas nuevas de Hilbert. Si f es de peso (2, 2, . . . , 2) y
de nivel K0(n), y si d = [F : Q] es un número impar, entonces ρf,p es la
representación sobre un submódulo del módulo de Tate del jacobiano
de una curva de Shimura, y la reducción módulo p de ρf,p es la acción
sobre un subgrupo del grupo de elementos de p-torsión del jacobiano.
Más generalmente la primera construcción de estas representaciones
fue encontrada por Taylor en su tesis.

Como consecuencia del Teorema 3.26, sabemos que ρE[3] es isomorfa
a una representación de la forma ρf,3 (mód 3) para una forma modu-
lar nueva de Hilbert f de peso (2, 2, . . . , 2). El siguiente teorema del
art́ıculo [4] está basado en el método de Wiles y Taylor-Wiles, y más di-
rectamente es una consecuencia de un resultado de Breuil y Diamond (y
de resultados anteriores de Kisin, Gee, y Barnet-Lamb-Gee-Geraghty):

Teorema 3.27. Sea E una curva eĺıptica sobre un cuerpo totalmente
real F . Sea p un número primo impar. Suponemos que

1. ρE[p] es isomorfa a una representación de la forma ρf,p (mód p)
donde f es una forma modular nueva de Hilbert para F de peso
(2, 2, . . . , 2);

2. La restricción de ρE[p] al grupo de Galois Gal(Q/F (ζp)) es ab-
solutamente irreducible.

Entonces E es modular.

Ya sabemos que ρE[3] satisface la primera condición. Pero ¿qué hacer
si la restricción de ρE[3] a Gal(Q/F (ζ3)) es reducible? Cuando F = Q,
Wiles utiliza una propiedad geométrica de la curva X0(15) – es una
curva de género uno, con un número finito de puntos racionales sobre
Q – para mostrar que, si la imagen de ρE[3] es demasiado pequeña,
entonces se tiene (i) se puede mostrar que ρE[5] es isomorfa a una
representación de la forma ρf,5 (mód 5) y (ii) las imágenes de ρE[3] y
ρE[5] no pueden ser simultáneamente pequeñas. Aśı el Teorema 3.27
implica que E es modular. (Ver el art́ıculo [3] de K. Buzzard para una
explicación más detallada de la demostración de Wiles.)
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Cuando F es un cuerpo real cuadrático, la curva X0(15) puede tener
un número infinito de puntos racionales sobre F , y el argumento de
Wiles no funciona. Los autores de [4] se vieron obligados a generalizar
este argumento. En vez de la curva X0(15) y solo las representaciones
ρE[3] y ρE[5] utilizan una familia de 27 curvas modulares y las tres
representaciones ρE[3], ρE[5] y ρE[7]. El análisis de puntos racionales
de estas 27 curvas, sobre cuerpos reales, es muy sutil, y es poco probable
que permita demostrar la Conjetura 3.22 en toda su generalidad.
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