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МЕТОД УСРЕДНЕНИЯ 
ДЛЯ ДВУМЕРНЫХ «ИНТЕГРИРУЕМЫХ» УРАВНЕНИЙ 

И. М. к р и ч е в е р 

Метод усреднения Уизема (или, как его еще называют, нелинейный 
метод ВКБ) является обобщением на случай уравнений в частных производ
ных классического метода усреднения Боголюбова — Крылова. Этот метод 
применим к нелинейным уравнениям, обладающим запасом точных решений 
вида и {Ux + Wt + S I / ) . Здесь и {z^, , . ,, z^ \ I) — функция с единич
ными периодами по ẑ -; U — {U^, . . ., Ug), W = (TFj, . . ., Wg) — векто
ры, зависящие, как и сама функция и, от параметров/ = ( / j , . . ., Ijs), U = 
= и (/), W = W (I). Эти решения служат основой построения асимптоти
ческих решений, главный член которых имеет вид 

uis-^S{X,T)+ZiX,T)\I{X,T)), (1) 

где Д. зависят от «медленных» переменных X = гх, Т = et, г — малый 
параметр, а вектор-функция S (Z, Т) определяется из уравнений 

, dxS = и (I (Z, Т)) = U{X, T); drS = W{I (X, T)) = W {X, T). (2) 

Уравнениями Уизема называются уравнения, описывающие «медлен
ную» модуляцию параметров 1^ (X, Т). Их можно получить, потребовав, 
чтобы следующий член асимптотического ряда имел равномерную оценку, 
меньшую по порядку, чем главный член. (Подробнее см. [1; 2], где можно 
найти и обширную библиографию по этому вопросу.) 

Если параметры 1^ являются интегралами исходного уравнения с ло
кальными плотностями, т. е. 1-^ = \ Р^ {и, и\ . . .) dx, diP^ = d^Q^, где 
Р^ и Qj^ = Q^ (Uy и , . . .) — дифференциальные полиномы от и, то замк
нутую систему уравнений на 1^ можно получить (см. [3]), усредняя послед
нее равенство по «быстрым» переменным х, i, 

OTII, = dxJ]i, J], = \QK {и, U\ . . .) dx, (3) 

Следует отметить, что весьма часто уравнения (3) постулируются в качестве 
первичного принципа без дополнительного анализа и точной формулировки 
связи усредненной системы с задачей построения решений исходного урав
нения. 

Гамильтонова теория усредненных уравнений (3) была построена в ра
боте [4], где была получена и классификация невырожденных общих гамиль-
тоновых систем «гидродинамического» типа: д^!^ = v\dxlt (здесь г|е Ц) за
висят от / и не зависят от их производных). Эти результаты послужили 
отправной точкой для работы [5], в которой была предложена схема построе
ния решений общего положения для «диагонализуемых» гампльтоновых 
систем гидродинамического типа, т. е. систем, для которых существуют 
инварианты Римана — переменные г̂  (/), при переходе к которым матрица 
vl становится диагональной. 

Наличие однофазных (g == 1) периодических решений характерно для 
многих нелинейных уравнений. Существование же многофазных периодр!-
ческих решений является ситуацией исключительной. Наиболее широким 
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классом таких уравнений являются уравнения, к которым применим метод 
обратной задачи. В частности, это уравнения, допускающие представление 
Лакса L = [А, L], где L^ А — дифференциальные операторы по х, коэффи
циенты которых зависят от ^ и L К их числу относятся уравнение Корте-
вега — де Фриза, нелинейное уравнение Шредингера, уравнение sine-gordon. 
Для этих и ряда других пространственно-одномерных эволюционных урав
нений в цикле работ С. П. Новикова, Б. А. Дубровина, В. Б. Матвеева, 
А. Р. Итса были построены с помощью методов алгебраической геометрии 
многофазные периодические решения, получившие название конечнозонных. 
(Обзор этих результатов содержится в [6; 7]. Несколько позднее часть из 
них была получена в [8; 9].) 

Основной целью настоящей работы является обобщение метода Уизема 
на случай пространственно-двумерных «интегрируемых» уравнений, анало
гом представления Лакса для которых является предложенное в [10] пред
ставление вида 

[ду - L, dt - А] = о, (4) 
где L и А — дифференциальные операторы 

п т 
L=^Ui(x,y,t}di, A='2iVj(x,y,t)di ..(5) 

CO скалярными или матричными (Z X /)-коэффициентами. В дальнейшем 
будет предполагаться, что старшие коэффициенты L и А являются постоян
ными диагональными матрицами и^ = Un^ap,, v^ ~ ?̂ тбар> с различными 
элементами на диагонали. В этом случае сопряжением U = gLg~^, А' = 
= gAg~^ с помощью диагональной матрицы g (х), можно добиться того, что 
v-ni-i — и . 

Общая схема построения конечнозонных решений таких уравнений была 
предложена в [И] (см. также [12]; дальнейшие этапы развития теории ко-
нечнозонного интегрирования представлены в обзорах [13—17]).Эти решения 
явно выражаются в терминах тэта-функций Римана. Для соответствующих 
операторов L, А найдутся диагональные матрицы а = а (1)^ b = b (1), с = 
= с (I), Ф такие, что 

L - gLg-\ А = gAg'\ (6) 
где g = ехр {ах -{- by -{- ct -j- Ф), а коэффициенты й̂  и dj операторов L 
и А имеют вид 

ut = ut {Ux + Vy + Wt-r^\I), dj =^ dj {Ux+Vy + Wt+Z\ / ) . (7> 

Здесь iii (z ,̂ . . . , ^ 2 ^ 1 / ) , dj (z ,̂ . . ., Zĝ  | /) — функции с единичными пе
риодами по Zi, аналитически зависящие от параметров / = (/i, . . ., Ijsf). 
Векторы и = и (/), V = V (/), W = W (!) являются вещественными и 
так же, как и а, 6, с, зависят от / . Матрица Ф и вещественный вектор t. 
в (7), (8) произвольны. 

Предлагаемый метод построения уравнений Уизема основан лишь на 
внутренней самосогласованности выбора главного члена асимптотического 
ряда в таком виде, что для соответствующих операторов 

Lo = GLoG-\ А о = GAoG'\ (8) 

где G - ехр (е'^^о (X, У, Г) + Ф (Z, Г, Г)), а коэффициенты 
ют вид 

й; (е-1^ (Х, Y, Т) + I (X, Y,T)\I {X, У, Т)\ 
bj {г-'S {X, Y,T)-\-t, {X, Y,T)\I {X, Y, Т)). ^ ' 
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Вектор-функция S (Z, F , Т) и диагональная матрица SQ {X, F , Т) должны 
удовлетворять условиям, аналогичным (2): 

dxS = и (X, Y, Г), dyS = V {X, у , Т), дтЗ = ly (Х, г , Г), 
a.v5o = а {X, Y, Т), dyS, = b {X, Y, Т), djSo = с {X, Y, Т). ^ ^^ 

Здесь Y = гу (такая же, как и X, Г) — «медленная» переменная. 
Уравнения Уизема, полученные в § 2, представляют собой необходимьш 

условия существования асимптотического решения уравнений (4) с главным 
членом вида (8), (9), у которого следующие члены асимптотического ряда 
допускают равномерную оценку, меньшую по порядку, чем главньп"! член» 
В § 1 излагаются необходимые для дальнейшего сведения о конструкции 
конечнозонных решений уравнений, допускающих коммутационное пред
ставление (4). 

В § 3 предложена схема построения решений уравнений Уизема для 
пространственно-двумерного случая. В частном случае пространственно-од
номерных уравнений она дает более эффективную формулировку конструк
ции работы [5]. Кроме того, она содержит и решения, полученные в [18] для 
описания ударных волн в уравнении КдФ. 

Здесь особо следует отметить, что в простейшем случае «нульзонных» 
решений предлагаемая конструкция позволяет получать решения уравнений 
Уизема, являющихся в этом частном случае не чем иным, как квазикласси
ческим пределом исходных уравнений. Для пространственно-одномерных 
систем наша конструкция переходит в схему построения решений квази
классических пределов уравнений типа Лакса, которая в ряде примеров 
была предложена В. А. Геогджаевым, который развивал результаты работы 
В. Е. Захарова, впервые доказавшего интегрируемость этих уравнений. 

В качестве примера приведем конструкцию решений хорошо известного 
в нелпнейной теории звуковых пучков уравнения Хохлова — Заболотской 

-о^иуу^(щ к-ищ] =0. (И) - ^ и Uyy -^ yui 2 

Уравнение (11) совпадает с уравнением Уизема (38) для «нульзонных» ре
шений уравнения Кадомцева —Петвиашвили. Его решения, в соответствии 
с конструкцией § 3, можно получить, задав произвольный контур X на 
комплексной ^-плоскости и дифференциал dh (т) на нем. 

Зададим функцию 3^ формулой 

f(k,k,.k,)=(f) '̂ ;̂ .̂ , т^ж, 

где I (т) определяется из уравнения 

1^ + 2и1^ + ^ ul — {к^ + k^f — 2и {к^ + k^f + - | -гс {к^ + к.) = т^, 

и = kik2 — (ki -\- к^) , 
W = З/с̂ /сз (/Cj -\- к2). 

Здесь к^, А̂2 — произвольные параметры. Как следует пз теоремы 2, если 
эти параметры определить из системы уравнений 

^ 7, , . I / Q 7 , 2 Г (/i> Â i, Ь ) = х + 2-^к^у + \bk] + ^u)t, 7 = 1, 2, 

которая в неявном виде определяет к^ и к^ как функции переменных х, г/, t, 
то функция 

и {х, у, t) = к^к^ — (/ti -J- k^f 
будет удовлетворять уравнению (И). 
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Подробному изложению конструкции решений других уравнений, яв
ляющихся квазиклассическими пределами пространственно-двумерных ин
тегрируемых уравнений, и анализу физических приложений этих решений 
будет посвящена отдельная публикация. 

Достаточность полученных в настоящей работе уравнений Уизема для 
построения всего асимптотического ряда зависит от интегрируемости перио
дической задачи для исходного уравнения. В недавней работе автора была 
доказана интегрируемость этой задачи для уравнения КП-2, что позволяет 
доказать, что в случае этого уравнения уравнения Уизема являются не толь
ко необходимыми, но и достаточными. К сожалению, рамки одной работы 
не позволяют изложить этот вопрос в полном объеме. Ему будет посвящена 
отдельная статья. 

§ 1. Необходимые сведения из теории 
конечнозонного интегрирования 

Исходным объектом в конструкции [12] конечнозонных решений урав
нений (4) является неособая алгебраическая кривая Г рода g с отмеченными 
точками Pi, . . ., Pi, в окрестности которых фиксированы локальные пара
метры к^ (Р), к^ (Ра) = О, а = 1, . . ., 1. Кроме того, зафиксируем наборы 
полиномов Qa (к) степени п, R^ (к) степени т я Ota (к) произвольных степе
ней, i = 1, . . ., 2g. 

Для любого набора точек у^, . . ., y^+i-i общего положения существует 
единственная функция 'фа (^, У, ̂  ,̂ Р), Р (=Е Г, ^ == (Si, . . ., ^2 )̂, которая: 

1°) мерохлюрфна вне точек Р^^ и имеет полюсы в точках yf, 
2°) в окрестности точки Р^ представима в виде 

с» 

t a = ехр {кцх + (?р (кц) у + Щ (̂ р) t + SOip (Ар) ^i) ( S 1з (х, у, t, I) Щ^), (12) 
г s=0 

где Агр = к^ (Р), 0̂ ' = е °̂ а̂зФ(х — произвольные константы. (Функции 
подобного типа называются функциями Бейкера — Ахиезера.) 

Обозначим через -ф {х, у, t, ,̂ Р) вектор-столбец с координатами ура, 
ос = 1, . . ., I. Как было показано в [12], существуют единственные опера
торы L и А вида (5) с матричными (Z X /)-коэффициентами (зависящими от 
Sj как от параметров) такие, что 

{ду - - L) 11) (х, I/, f, S, Р) = О, {д, ~ ^ ) ij) (х, Z/, t, S, Р) =0. . (13) 
Поскольку равенства (13) выполнены тождественно по Р, то операторы L 
и А при всех С удовлетворяют уравнению (4). 

Пусть функция 'фо (С, Р) определена равенством г|;о — S^^P (Фа — 
— Фа) ^а (О, о, о, с, Р)- Тогда ф у н к ц и и ^а (^, У, t, Р) = 
= ''['а (^, у, t, g, Р) iĵ oj (?, Р) являются функциями Бейкера — Ахиезера, 
отвечающими значениям параметров Ф^, ?j — О и набору полюсов у[, . . . 
. . ., 7^+ -̂1, который совпадает с нулями ipQ. Так как вектор-функция гр 
с компонентами гра удовлетворяет тем же равенствам (13), что и гр, то вариа
ция параметров ^, Ф эквивалентна вариации наборов полюсов у^. Обычно 
в качестве независимых параметров, определяющих конечнозонные опера
торы L, Л, выбирают у,, полагая ф^ = О, Ci = О (см. [12]). Если зафик
сировать на Г какой-либо набор у?, . . ., yg+i-u то в качестве независимых 
параметров можно выбрать Ф ,̂ . . ., Ф/_1 (в дальнейшем будет всегда пред
полагаться, что Ф/ = 0) и ^ j , которые вещественны. Этой параметризации 
мы и будем придерживаться. 

Операторное уравнение (4) представляет собой систему нелинейных 
уравнений на коэффициенты Uf и Vj операторов L и А. Оказывается, что если 
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п ^ т, то эта система редуцируется к пучку систем лишь на коэффициенты А, 
параметризованных константами /г^ь i = О, . . ., щ а = 1, . . ., / (под
робности см. в [12]). Для того чтобы выразить коэффициенты L через Uj, 
достаточно воспользоваться тем, что, как следует из (4), оператор [L, Л] 
должен иметь степень т — 1, причем диагональные элементы у старшего 
коэффициента должны быть равны нулю. Приравнивая последовательно 
нулю коэффициенты при ^Г~^^\ i = п, п — i, . . ., 1, у [L, Л], однозначно 
находят д^щ^ и ufli, а 7^ |3 (hat являются константами интегрирования). 
Как показано в [12], матричные элементы Ut являются дифференциальными 
полиномами от vf^ и hat,^ ]' ^ i, ii ^ i-

п 
Если положить Ва = Щпк^, ^ Qa = ^ h^ik'^, то приведенная выше 

конструкция задает решения редуцированной системы, отвечающей набору 
констант hai^ Таким образом, полиномы Q^ параметризуют нелинейные 
уравнения, а остальные параметры параметризуют уже, собственно гово
ря, решения соответствуюш;его уравнения. 

В дальнейшем будет указан такой выбор полиномов а^а, что при заме
нах локального параметра к' = к* (к) соответствуюп1;ие полиномы удовлет
воряют условию Oia {к') — Gia (к) ~ О {к~^). В этом случае из определения 
функции Бейкера — Ахиезера следует, что при заменах локального пара
метра таких, что к'а = ка -\- О (к^), два локальных параметра, связанных 
между собой указанным образом, будут называться эквивалентными, а мно
жество классов эквивалентности, называемых т-ростками локальных пара
метров, будет обозначаться через 1к'^]т-

Таким образом, многообразие решений, отвечающих кривым рода g", 
параметризуется наборами данных 

(Г, Р „ [kl4m, . . ,, Pi. [kl'U (14) 
и величинами Ф^, . . ., Ф/-1, ^f 

Комплексная размерность пространства модулей кривых рода g равна 
3g — 3. Поэтому размерность многообразия данных (14), которое в даль
нейшем будет обозначаться через Mg, равна N ~ 3g — 3 + ^ (^ + 2). На 
Mg может быть введена комплексно-аналитическая структура. Пусть / = 
= (/i, . . ., /jv) — произвольная локальная система координат на Mg. За
висимость всех величин в последующих формулах от Д. является комплекс
но-аналитической. 

Для того чтобы убедиться в справедливости сформулированных во вве
дении утверждений о виде коэффициентов L и А, достаточно привести выра
жения через тэта-функции Римана для функций Бейкера — Ахиезера в 
форме, которая слегка отличается от стандартной [12]. 

Зафиксируем на Г канонический базис циклов а ,̂ bj с матрицей пересе
чений uio aj = hi о bj == О, Ui о bj = 8ij. Стандартным образом определяются 
(см. [12] или [20]): базис нормированных голоморфных дифференциа
лов coĵ , векторы В^ = (B^i) их fe-периодов и соответствующая тэта-функция 
Римана — целая функция g комплексных переменных, которая при сдвигах 
аргументов на базисные единичные векторы е^ в С^ я на векторы Bj. преоб
разуется следующим образом: 

е (т + е,,) = е (т), е (т + 5 , ) - -̂̂ ^̂ к-̂ -̂ ^̂ ?̂се (т). ( i s ) 
Пусть q — произвольная точка Г. Отображения Абеля называется соответ
ствие, при котором точке Р сопоставляется вектор А (Р) с координатами 

р 
А]^=\сО]^. Для любого набора g точек общего положения 7̂  функция 
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Q{A{P) + Z), где 
Z = -A (Yi) - . . . - А (yg) + К (16) 

{К — вектор римановых констант) имеет ровно g нулей, совпадающих с YS-
Пусть 7?, . . ., Y^+/_i — некоторый фиксированный набор точек на Г. 

По теореме Римана — Роха существует единственная функция ha, имеющая 
полюсы в точках у1 и удовлетворяющая условию нормировки ha (Рр) = бар. 

Зададим функцию фа (2, Р), z = (z^, . . ., Z2g), формулой 

Фа = ha (Р) ехр {2т ^ (Aj, (Р) — А^ (Ра)) zui-g) X 

К--=1 

0 (̂  (/>) + Z, + I (.,/, + z^^^B^)) 9 (Л (РJ + Z^) 
X '-^ 5 ' ' (1^) 

е {А (Р) + z^) е (л (/>̂ ) + z^ + 3 ('Л + h^g^u)) 
где 

Za = K+ ^ А (Рр) - Zo, Zo = S -4 (Ys'). (18) 

Из (16) следует, что фа имеет единичные периоды по всем переменным 2^. 
Определим дифференциалы dp, dE, dQ как мероморфные дифференциа

лы на Г с особенностями в Ра вида dka, dQa (ка), dRa (ка) соответственно, 
однозначно нормированные требованием, что их периоды по любому циклу 
мнимые. Пусть U — вещественный вектор с координатами 

^^-•il^^P^ и^-^ = -^Ф^Р^ A:=l , . . . ,g . (19) 

Аналогично по dE и dQ определяются 2^-мерные векторы V я W. 
Разрезав Г вдоль циклов а̂ - и bj, можно выбрать однозначную ветвь 

интегралов р (Р), Е (Р), Q (Р) соответствующих дифференциалов. В окрест
ности Ра они имеют вид 

р = ка-аа + 0{ка}), Е = Qa{ka) - Ьа + О {к~% ^ = Ra (ка) - Са + О {ка'); 
(20) 

р, Е И Q можно определить однозначно, если потребовать, чтобы aj = bj = 
= ci == 0. 

Обозначим через doj, doj+g любые дифференциалы с особенностями 
в Ра, которые имеют единственные ненулевые периоды по циклам а^ и bj 
соответственно, равные + 2 я ? , j = i, . . ., g. Их первообразные будут обо
значаться через Gj (Р), j = i, . . ., 2g. 

Пусть полиномы Oia, входящис в определение функции Бейкера — 
Ахиезера, являются лорановскими частными разложения а^ в окрестности 
Ра по ка'. 

Л е м м а 1. Еектор-фунщия Бейкера — Ахиезера^ имеющая полюсы 
в выделенном наборе уз̂  представима в виде 

Vx-{-Ey-\-^t-\- 2 ст.Г-
Я]) = е̂ -̂ +ьу+с/н-Фф (f/ ^ j^Yy-{-Wt + l,P)e ^=i '"' , ' (21) 

где ф — вектор с координатами фа, определенными формулой (17); а, Ь, 
с, Ф — диагональные матрицы с элементами аа, Ъа, Са, Фа на диагонали 
{в силу сделанных предположений ui == bi = с? ^ Ф, = 0)- п = v (Р) Е = 
= Е (Р), Q=Q (Р), а, = at (Р). ' ' "̂  ' ' '' 
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Доказательство леммы состоит из прямой проверки того, что все коорди
наты вектора, заданного правой частью равенства (21), являются коррект
но определенными функциями Р с требуемыми аналитическими свойствами. 

Как следует из доказательства равенств (13) (см. [12]), коэффициенты 
операторов £ , Л, связанных о, L, А соотношениями (6), являются дифферен
циальными полиномами от матриц |s , элементы которых являются коэф
фициентами разложения сра в окрестности Pp. Так как ф {z, Р) периодичны 
по 2з, то соотношения (7) доказаны. 

Определим, следуя (21), понятие двойственной вектор-функции Бейке-
ра — Ахиезера. Для любого набора YI, . . ., yg+i~x обш;его полол^ения су
ществует единственный с точностью до пропорциональности абелев диффе
ренциал со второго рода с полюсами второго порядка в Рр, обрап];ающийся 
в нуль во всех точках у. Двойственным называется набор точек у1^ . . . 
. . ., yg+1-i^ являющихся остальными нулями со. Из этого определения сле
дует, что векторы Z и Z^, соответствующие при отображении Абеля дивизо
рам {уJ и {yt}, связаны соотношением 

Z + Z-̂  = ^ ^ 2 S ^ {Ра)' (22) 
а 

Двойственной функцией Бейкера — Ахиезера называется вектор-строка 
с координатами 'фа {^i У-, ^i ^̂  Р)ч которые мероморфны вне Р^ и имеют 
полюсы в yt; в окрестности Р^ они представимы в виде 

где 1Г^ = е-^-6,,. 
Двойственная функция Бейкера — Ахиезера имеет вид 

-px-Eij-Qt- 2 а.^; 
я|)+ = е ^=1 ф-̂  (— Ux — Vy~Wt — Z, Р) е-^^-ьу-а-Ф^ (24) 

где компоненты ф^ {z, Р) — вектор-строки ф"̂  {z, Р) — даются формулой (17), 
в которой векторы Za следует заменить на Z^ ~ Z^ -\- ZQ — ZQ. Кроме того, 
надо функцию h^ заменить на функцию fej, имеющую полюсы в yV и такую, 
что ha {Р^) = бсср. 

в работе [21] было доказано, что я|;̂  удовлетворяет уравнениям 
01)̂  {х, I/, t, I, Р) {ду - L ) ^ 0 , ij;^ (х, у, t, I, Р) (а, - Л) = о, (25) 

где операторы L и А те же, что и в (13). 
В этих формулах, как и в дальнейшем, правое действие любого операто-

p a i ) = 3 г^г^хна вектор-строку /^ равно действию формально сопряженного 

оператора, т. е. 

f Z ) = i ( - 5 . ) 4 / 4 ) - (26) 

В заключение параграфа приведем (нужное для вывода в дальнейшем 
тождеств) для любого дифференциального по х оператора D степени к опре
деление «ассоциированных» с ним операторов D^^, 7 = 0 , . . ., /с, имеющих 
степень к — / . Они однозначно определяются требованием, чтобы для любых 
вектор-строки /i и вектор-столбца /г выполнялось равенство 

{mu^^dUfUD'^X)). (27) 
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Отсюда сразу следует, что D^^^ = Z>, 

D'^^ = -J^iw,di-\ Z)(« = J^-i(illlIu.,C^ (28) 

И T. Д. Удобно определить D^^^ и для / ^ к, полагая их равными нулю. 

§ 2. Уравнения Уизема 

Как уже говорилось выше, уравнения (4) мы рассматриваем (при п ^ 
<,' т) как пучок нелинейных уравнений на коэффициенты оператора А у 
параметризованных набором констант. При этом коэффициенты L выра
жаются через коэффициенты А и hat, что условно запишем в виде L == 
= X {А, hai)- Еще раз отметим, что если зафиксировать эти выражения, 
то для любого оператора с тем же старшим коэффициентом, что и у ^ , опе
ратор L' == X {А\ hai) обладает тем свойством, что [L', А'] является опе
ратором порядка т — 1 с нулевыми диагональными элементами у старшего 
коэффициента. 

Задачу построения асимптотических решений мы рассмотрим в более 
общей постановке, чем та, о которой шла речь во введении. Пусть К {А) — 
дифференциальный оператор порядка т — 1 с нулевыми диагональными 
элементами у старшего коэффициента. Его коэффициенты являются дифферен
циальными полиномами от коэффициентов оператора А. Единственное тре
бование, которому эти полиномы доля^ны удовлетворять, заключается в 
том, что если оператор А имеет вид (6), (7), то такой же вид должен иметь и 
К {А) (в случае скалярных операторов это условие автоматически выполнено). 

Рассмотрим задачу построения асимптотических решений 
А = А, + гА^ + ...; I = Х{А. К{) = L^ + гЬ, + . . ., (29) 

(где Ai — дифференциальные операторы порядка т — 1 с нулевыми диаго
нальными элементами у старших коэффициентов) для уравнений 

dtL - дуА + [L, А] — гК{А) = О, (30) 

являющихся при к Ф о слабым возмущением исходного уравнения (4). 
I Обозначим через А ~̂̂  — А ~̂̂  (а, 6, с, U, F, TF) пространство дифферен

циальных (по х) операторов степени т — 1, которые имеют вид D = gDg~^, 
где g = ехр {ах -Ь 6г/ -f ct), а коэффициенты D являются квазипериодиче
скими функциями с векторами периодов U, F, W по соответствующим пере
менным, т. е. Wi = Wi {Ux + Vy -\- Wt), где Wt (z ,̂ . . ., 2̂̂ ) — функции 
с единичными периодами по Zj. Для любого оператора D d А ~̂̂  определим 
оператор D^ формулой ехр {&~^SQ)D ехр (—&~^SQ), где коэффициенты операто
ра D равны Wi {s~^S (X, Y, Т)), Здесь SQ (X, У", Т) — диагональная матрица, 
S — вектор, 2 = {SQ, S ) . В этих обозначениях операторы LQ И А ^ , заданные 
формулами (8), (9), равны LQ ̂  L^, AQ = А^. 

Пусть SQII S удовлетворяют условиям (10). Тогда операторы L яЛ, глав
ные части которых равны LQ, AQ, удовлетворяют уравнению (30) с точнбстью 
до О (е). Для того чтобы выписать уравнения, определяющие L^ и Л^, необ
ходимо ввести следующее определение. 

Пусть величины / , ^, Ф, параметризующие конечнозонные операторы 
L ж А, зависят от какого-либо параметра т. «Усеченной производной» опера
торов L (т), А (т) вдоль т будут называться операторы дхЬ, ЪхА, полученные 
дифференцированием (6), (7), в которых формально полагается, что векторы 



Метод усреднения 45 

Z7, У, И̂  и матрицы а, Ъ^ с постоянны. Из этого определения следует, что 

д^А = д,А + [drci. X 4- удф + tdrc, А] + ^ {xdrU + yd^V + td^W) -^ (31) 
г=1 ^ 

(такое же равенство пмеет место и для оператора dxL). 
Если параметры L п А зависят от X, Y, Г, то определим оператор F == 

^F{L,A): 
F = ЪтЬ - дуА + {L,A}, (32) 

11 i т j 

{L,A}^ У, щ S к СЖ' (dxvj) С^'-' - ^ v j ^ kC]dl-^ (дхи,) д^'''. (33) 
2=0 ji=o i=o к=о 

Оператор {L, А} получается из [L, А], если в коэффициентах последнего во 
всех дифференциальных выражениях заменить д^ на д^ + гдх и взять члены 
первой степени по 8. Отсюда следует, что F имеет степень т — 1с нулевыми 
диагональными элементами у старшего коэффициента. Из определения усе
ченных производных имеем, что F d А ~̂̂  (здесь и далее Ло̂ ""̂  d А ~̂̂  — под
пространство операторов с указанными выше старшими коэффициентами). 

Подставляя (29) в (30) и приравнивая нулю коэффициент при 8, получим 
уравнение 

Lu - А,у -т- [Lo, А,] + IL„ А,] + F^ - К^ = О (г). (34) 
Пусть г]) и ij:̂  — функции Бейкера — Ахиезера, соответствующие опе

раторам L и А. Тогда функции iĵ o и г|;о, полученные с помош;ью замены в фор
мулах (21) и (24) вектора Ux + F[/ + Wt на e'^S (Z, Y, T), диагональ
ной матрицы ax -г by -{- ct на B'^SQ (X, Y, T), a px + Ey -}- Qt — на 
^~^^OiSi (X, y , T) (Si — компоненты S), удовлетворяют уравнениям (13) 

i 

П (25), в которых L и A заменены на LQ, AQ, С точностью до О (г). 
Используя соответствующие равенства и уравнение (34), получим 

dt (to" (L^)) - ду (хй {А,%)) + S 4 i^t ай'^А, - А^Ч^) %)) + О (е) = 

= -(^ti{F^-K^)%)- (35) 
Следовательно, для того чтобы уравнение (34) имело равномерно ограни

ченное решение, необходимо равенство нулю среднего по х, г/, t (в дальнейшем 
оно будет обозначаться через <')>о) от правой части равенства (35). Отсюда 
вытекает уравнение 

<г|;̂ г̂|;>„ - <ГЩ>о = 0. (36) 
Это уравнение должно быть выполнено тождественно по Р, Из теэремы 

Римана — Роха сразу следует, что среди уравнений (36) при разных Р име
ется не более Ni ~ g -\- Im — 1 независимых. Действительно, левая часть 
(36) является мероморфной функцией на Г, имеющей полюсы в полюсах г|) и 
1^^ и полюсы кратности т — 2 в точках Ра- По теореме Римана — Роха раз
мерность линейного пространства таких функций равна N^, 

Для того чтобы получить полную систему, описывающую динамику по 
X, У, Т параметров / конечнозонных решений, уравнения (36) следует до
полнить условиями совместности уравнений (10), определяющих SQ и S: 

дуи = дхУ, dTU=dxW, dTV = dYW, ,37) 
дуа = дхЬ, дта = дхс, дтЬ = дуС. 

Рассмотрим многообразие Mg пар (Р, |х), где \х — набор данных (14), 
я Р — точка кривой Г, входящей в этот набор. Это многообразие естествен
но расслаивается над Mg, Пусть (X, / j , . . ., IN) — локальная система ко-
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ординат на Mg такая, что при фиксированных 1^ функция X (Р) параметри
зует некоторую область Г = Г (/). Любую такую систему координат будем 
называть связностью расслоения Mg -^ Mg, поскольку для любого пути / (т) 
в Mg и точки PQ ̂ Т {I (То)) можно определить поднятие этого пути в Mg, 
определив точки Р (т) условием к (Р (т)) = К (PQ). 

Многозначные функции р, Е, Q, определенные на каждой кривой, яв
ляются многозначными функциями на М ,̂ т, е, р = р (/ц I), Е = Е {%, / ) , 
й - й (X, / ) . 

Т е о р е м а 1. Система уравнений (36, 37) эквивалентна следующему 
уравнению на р (А., Z, У, Г), Е {К, X, У, Г), Q {К, X, У, Т): 

др [ _дЕ_ ____ _oQ\ __дЕ_ Г др oQ \ J^ ( ^2Р_ _ .££_') <'^'^Щ>о др ^oov 
ок[дУ дУ ) dl[dT оХ)'^ дХ[дГ дх)~ <:ф+г|)>о дХ ' ^ ^ ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р (т), /(т) — произвольная кривая 
в Mg. Тогда вдоль этой кривой р = /?(т), Е = Е (т), Q — Q(x). Если от 
т зависят и ^, Ф, то соответствующие конечнозонные операторы также за
висят от х: L = L (т), А = А (т). 

Л е м м а 2. Имеют место соотношения 
2g 

<*1f*)Xr<*1^*>.,=»- <^»' 
Здесь ф и ф"̂  — предэкспоненциальные множители в (21) и (24); оператор 
Л(̂ ) определяется по 4 в (27), Л(̂ ) = g~M(̂ )g-, g = exp {ах + by + at), 
<'X/ — среднее по x, t. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ij)"̂  = г(""̂  {x, у, t, P (т)), i])-̂  = гр (x, г/, /̂ , 
P (Xi)). Из (13) и (25) следует, что 

т 

dt i^fih) - - S ^i {^^ {А^Ч) + ( Г ((^1 - -ij 4-)), (4J) 
3=1 

где A^ = A (TI), A = A (T). Дифференцируя (41) no т̂  n полагая TJ == t, 
получим 

d,Q (ф-̂ ф) + (ф+5,сф) + J ] ('ф-̂ а.ТУ; ^ ) = - ^^^ ("f̂  ^^- '̂f^) ~ (Ф^(Л(1)5,аф))-

Ф' (AWd,U,^] ] + ir ЦдгА)х^)) -г R. (42) 

2 = 1 

2^ 
V^ / ^+ 

г=1 

Здесь остаточный член R представляет собой сумму членов вида 
R^Ii (qt + qlx + qly + qlt) {qldjv, [Ux + Vy ^ Wt + Q ^ 

s 
+ qldtw, {Ux ^ Vy + Wt^ Q), (43) 

где ŝ — константы, a га^ периодичны по z .̂ 
Векторы и и W определяют прямолинейные обмотки на Т^^. Обозначим 

через T̂ i {Q замыкание обмотки Ux + Wt -г- t. Оно является А-мерным под-
тором в Т^^. Для любой функции вида w {Ux — Wt + Q можно рассмотреть 
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среднее по подтору Г^, обозначаемое в дальнейшем через (шУт^- Оно совпадает 
со средним по х, t, т. е. <(î >ri = <^>xf-

Усредним равенство (42) по Т̂  (^ + Vy) (отметим, что среднее по х^ t 
брать нельзя, так как часть коэффициентов в (43) линейно зависит от х, t). 
Из (43) следует, что </?>ri = 0. 

Рассмотрим усредненные равенства (42) для вариаций, при которых Р, / 
не меняются, а последовательно меняются ^̂  и Фа- Для этих вариаций все 
слагаемые, кроме предпоследнего, равны нулю. Отсюда 

п так как в (44) средние по Т^ совпадают со средними по х, t, то выполнены 
равенства (40). 

Для любой диагональной постоянной матрицы г 
<ч|,̂  ([г, АЦ)т. = <я1,̂  ([г, АЩУ,^ = (dt (^-"r^^t = 0. (45) 

'Отсюда и из (31) следует, что 
<г|:+ {дгА^)Ут, = <г|)+ (Vt)>«t (46) 

SI усредненное равенство (42) переходит в (39). 
С л е д с т в и е 1. Дифференциалы dp и dQ связаны равенством 

d9. <t^t>,, + dp <а|)+ {Am^)\t = 0. (47) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим вариацию Р по Г при постоянных 

/, ,̂ Ф. Тогда все слагаемые, кроме первых двух в обоих частях (39), равны 
нулю. Отсюда следует (47). (Впервые подобное равенство в случае, когда А 
является оператором Штурма — Лиувилля, было получено в [22].) 

Из (47) следует, что в случае общего положения, когда нули dp и JQ не пе
ресекаются, нули мероморфных на Г функций <я|)"̂ г|;>г̂  и (^^'^A^^^'\^Уy.t совпа
дают с пулями этих дифференциалов. В силу аналитической зависимости всех 
этих нулей от 1^ последнее утверждение справедливо для любой кривой Г. От
метим, что из него вытекает, что средние в (47) не зависят от у. 

Равенства, полностью аналогичные (39) и (40), имеют место и для опера
тора L (для краткости мы их опустим). Из этих соотношений следует, в част
ности, что 

dE <я1)Ч>.у + dp <я1)̂  {т^)\у = 0. (48) 
З а м е ч а н и е . Если в качестве отмеченного набора 7s полюсов функ

ции Бейкера — Ахпезера выбрать половину нулей дифференциала dp, то 
для такой функции будет выполнено (как следует из доказанного) соотноше
ние <ll?»xf =- <̂ "'4̂ >.т1У ^ 1 . 

Из определения (27) следует, что для операторов L^^\ А^^\ ассоцииро
ванных с Z, Л, удовлетворяющих (4), имеют место равенства 

Lp-) __ Af -i- S [i^^'\ А^'Л = 0. (49) 

Используя эти соотношения и уравнения, которым удовлетворяют я])̂  = 
- 11)+ {х, г/, t, Р (т)) и гр! = ij} (х, г/, t, Р (т^)), получим 
т 
S д{-^ [dt (я|)̂  {1Щ-,)) - ду {^^ {АЩ^)) = 

= S dt' [{Г {L<i' {А, - А) i:,)) - (г|;+ {АО) {L, - L) 4i)), (50) 
i=i 

где L = L (г), L/^= L (т^), А =А (г), А^ = А (т^). 
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Продифференцируем (50) по т^ к положим т^ — т. Усредним полученное^ 
равенство по подтору TQ, соответствующему обмотке Ux + Fz/ + Wt + 
+ t- Среднее от всех слагаемых в (50), кроме соответствующих 7 = 1 , равна 
нулю. Аналогично доказательству леммы 2 можно показать, что усредненное 
равенство (50) приводит к соотношению (51), 

Л е м м а 3." Имеют место равенства 

+ ^ (ц>' {L'4Wi - A''%Vi) -^у^ = <,Г ({Ь^'^д.А - A^'^L) ^)>о. (51> 

Непосредственно проверяется, что для любых двух операторов Z/, А 
выполнено равенство 

{L, Л} - Ь^^ЮхА - AmxL. (52 

Поэтому утверждение леммы 3 позволяет найти среднее <'ф'̂  {{L, А}'\р)Уо. 
Из (39) при т = Y находится выражение для <'ф"^^уЛ'ф>о- Полагая т = Г 
в аналогичном равенстве для L, найдем <я);̂ ^т '̂Ф>о-

Суммируя получающиеся выражения.и используя (47), (48), получим, 
что •ж""П-»Т^ равно левой части (38) плюс сумма членов, каждый из 
которых равен нулю в силу (37). (Эти дополнительные слагаемые имеют вид 
'̂ф^Ь^ )̂ {дта — дхс)у^Уо и т. д.) Теорема доказана. 

Изложенная в § 1 конструкция решений уравнений (4) содержит в част
ном случае и конструкцию решений уравнений Лакса Lf =^ [А, L]. Рассмот
рим подмногообразие данных (14), М^ d Mg, для которых соответствующий 
дифференциал dE является точным, т. е. функция Е (Р) является однознач
ной на Г CZ М^, В этом случае коэффициенты L и Л не зависят от г/ и (4) 
переходит в уравнение Лакса. Функцию Е (Р) можно использовать для па
раметризации окрестностей всех точек соответствующих кривых, кроме ко
нечного числа. При этом р = р {Е, X, Г) и Й =̂  Q {Е, X, Т) и уравнения 
(38) превращаются в 

При К ^ О равенство (53) совпадает с уравнением дтр = о'дО, впервые по
лученным в частном случае уравнения КдФ в работе [31. Следует отметить, 
что это уравнение было получено в [3] как следствие усредненных законов 
сохранения, т. е. уравнений (3), которые постулировались априорно. Вывод 
уравнений (3), как необходимых условий ограниченности поправочного члена 
асимптотического ряда, был в случае уравнения КдФ получен в [1]. 

§ 3 . Кснетрукция решений усредненных уравнений 

Пусть Па^ т — целые числа, ^Па = g + I {т + i). Для любой кри-
а 

ВОЙ г рода g с отмеченными точками Р^ общего положения и локальными 
параметрами А-̂  существует единственная с точностью до прибавления кон
станты функция Я (Р), имеющая полюсы лишь в Ра (кратности Па) и такая, 
что в окрестности Рсб ^^^^"^"^ (Р) = ка + О {к'^'). В случае общего положения 
можно считать, что нули дифференциала d% простые, dX (qt) = 0 , ^ = О, . . ., 
N = 3g — 3 + Z (m + 2). Функцию X (Р) мояшо однозначно нормировать, 
положив X (QQ) = 0. Тогда величины it = X (g^), i = i^ , , ,^ JV, являются 
локальными координатами на Mg. (В случае уравнений Лакса подобные ко
ординаты на Mg являются инвариантами Римана.) Наборы (К (Р), Xt) образу-
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ют локальные системы координат на Mg всюду, кроме окрестностей qj, (Связ
ности на Mg, задаваемые таким образом, будут называться каноническими.) 

Зафиксируем на произвольной кривой общего положения Го кусочно-
гладкий контур X (состояш;ий из конечного числа замкнутых или разомкну
тых кривых с конечным числом пересечений), наборы точек v̂ и ^^ц, лежащие 
на и вне этого контура соответственно. С помощью канонической связности 
можно определить соответствующие контур и точки на любой кривой Г, до
статочно близкой к Го- (Например, точке t CZ X d TQ достаточно сопоставить 
точку f CZ X' d Г, которая определяется из условия Х (f) = X (t),) 

Л е м а 4. Для любого дифференциала dh на X, Н-непрерывного {непрерыв
ного по Гелъдеру) всюду, кроме точек ty, и такого, что в окрестности ty диф
ференциал (к — к (ty)) '^ dh ограничен, существует единственный дифферен
циал dA, удовлетворяющий условиям'. 

i'^. dK мероморфен на Г вне X, имеет, там простой полюс в QQ и полюсы 
в Р^ вида 

dA = dK{i, т^, (К-К {Р^)Г + 0(1)). (54) 
г=1 

2°. Предельные значения йЛ± на X Н-непрерывны вне ty и удовлетворяют 
уравнению «скачка» 

dA^^dA- =dh. (55)' 

При этом (Я — X (̂ v)) "̂ ^А ограничен в окрестности ty. 

3°. ф (5̂  - ^ {QYdA - г^,, / - ! , . . . , sy, (56)' 

(интеграл берется по малой окружности на Г, охватывающей точку ty). 
Здесь f^i, i = 1,. . . ., Xjii, и r^i, i = 1, . , ,, Sy, — произвольные наборы 

чисел. 
4°. dA имеет мнимые периоды по всем циклам на Г. 
Утверждение леммы стандартно для теории краевых задач. Дадим крат

кий набросок его доказательства. Пусть dA — дифференциал, определенный 
с помощью интеграла типа Коши 

dA: 2ш [A{Kt)dh(t), (57) 

где Л {X,q)dX — мероморфный аналог ядра Коши, являющийся по q меро-
морфной функцией с нулями кратности Sy в î v, а по л — мероморфным дифферен
циалом с полюсами в t^ кратности Sy и простыми полюсами в точках q и до-
В окрестности q он имеет вид dX (-^-:;2 ^ ^ (1)) • Такой дифференциал можно 
задать формулой (2.5) из работы [20], где можно найти дальнейшие подроб
ности о краевых задачах на римановых поверхностях. Предельные значения 
dA^ на X удовлетворяют (55). Поэтому dA ~ dA + dw, где dw является 
мероморфным дифференциалом с полюсами кратностей Sy и Хд в точках v̂ 
и Р^ соответственно и простым полюсом в до- Размерность пространства та
ких дифференциалов равна ^ + 2 J ^ V + S ^ . U И поэтому условия (54), (56) 

и 4° позволяют однозначно фиксировать d». 
Т е о р е м а 2. Пусть Xi = X (g^) так зависят от X, Y, Т, что для лю

бого i = 1, . . ., N выполнено одно из двух условий: 

§ , (dA + X dp + Y dE + Т dQ) = О либо л^ = const. (58) 
у л - А . 
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Тогда р = р {X, X, Г , Г), Е = Е {X, X, Y, Г), Й = Q {X, X, Y, Т) удов
летворяют уравнениям 

дтр = дх^, дуР = дхЕ, ду^=дтЕ. (59) 

Интеграл в (58) берется по малому контуру, охватывающему точку д .̂ 
Если Qi не лежит на Ж, то первое из условий (58) означает, что дифференциал, 
стоящий в скобках, обращается в нуль в точке д^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим дифференциал dxds, где ds = 
== dA + Z dp + Y dE-\~T dQ. Из постоянства «скачка» ds на X следует, что 
dxdS мероморфен на Г. Из (54), (56) вытекает, что этот дифференциал голо
морфен в v̂ и Рц. Кроме точек Ра и QQ, единственные точки, в которых он 
мог бы иметь полюса,— это точки д ,̂ в которых имеет особенности связность. 
Дифференциал ds не имеет особенностей в д^, поэтому при любом / = О, 
1 , 2 , . . . имеет место первое из равенств (60). Второе является его следствием^ 

^ (^Y%Zrx.y ds = 0=^j){X — Х^у/^ дх ds~i-^j){X~- Х^у/^-Ы8 = 0. (60) 

Отсюда имеем, что при всех / равно нулю первое из слагаемых в (60) (при 
7 ф 1 это вытекает из первого равенства, а при j = i надо воспользоваться 
(58)). Следовательно, dxds голоморфен вне точек Ра и до- В точках Ра он 
имеет ту же особенность, что и dp. Значит, в частности, его вычеты в этих 
точках равны нулю. Из равенства нулю суммы всех вычетов любого мероморф-
ного дифференциала следует, что равен нулю его вычет в точке до. Тем самым, 
dxds — dp является голоморфным дифференциалом на Г. В силу условия 4"̂  
и условий нормировки dp, dE, dQ этот голоморфный дифференциал должен 
иметь мнимые периоды по всем циклам. Следовательно, он равен нулю. Ана
логично доказывается, что dydS = dE и djds = dQ, Равенства (59) являют-

р 
ся следствием равенства смешанных производных s (Р) =^ds. 

З а м е ч а н и е 1. Как следует из доказательства теоремы, вектор пе
риодов дифференциала ds и матрица iS'o с диагональными элементами, рав
ными коэффициентам при нулевых степенях ка в разложениях S (Р) по степе
ням к^ в окрестностях Ра, удовлетворяют условиям (10). 

Величины i^i = -~{qi),vf = -j^{qi) и 

зависят от Xj и определяют функции и]'^' = v]'^ {Х^, . . ., ^iv)? ^^'i ~ ^t (^i^ • • • 
. . ., XN), Условия (58) в этих обозначениях имеют вид 

wt + X + Yv\+ Tv\ = 0 либо Xt = const. (62) 

При заданных X, Y, Т уравнения (62) задают систему N уравнений на N 
неизвестных Xj. Ее решения Xj (Z, У, Т) определяют частные решения урав
нений Уизема для невозмущенных уравнений (4), т. е. в случае К ^ 0. 

Эти решения зависят от выбора канонической связности и от параметров, 
входящих в определение дифференциала dA., т. е. X, dh, ty, Гуь Р^, r^f. 
Указанный в начале параграфа способ выбора канонической связности можно 
расширить. 

Пусть ^И d Мд — подмногообразие Mg (возможно, совпадающее с ним). 
Будем говорить, что на расслоении Ш —> Ж, являющемся ограничением рас
слоения Mg на ЭД, задана допустимая связность, если на каждой кривой Г^ 
входящей в набор данных, определяющих точку Ж, задана функция X (Р) 
такая, что для любого числа XQ, принадлежащего малой окрестности X (Ра) 
величины ка (Р), i = 1, . . ., ттг, где Р определяется из условия X (Р) = XQ^ 
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являются корректно определенными функциями XQ, Т. е. не зависят от кри
вой Г. Отметим, что канонические связности являются допустимыми. Точки 
Qi^ в которых dX обращается в нуль, являются особенностями связности. 

Т е о р е м а 2 ' . Пусть (Г, Ра, [/̂ a l̂m) CI ^ так зависят от Z , F , Г, 
что во всех особенностях допустимой связности на Г выполнено одно из уело-
вий {58), Тогда соответствующие абелевы интегралы р, Е, Q удовлетворяют 
уравнениям {59), 

В частном случае подмногообразия данных Ж =̂  М% определяющих 
решения уравнений Лакса, допустимой связностью является связность, за
данная функцией Е{Р), существующая на каждой кривой, входящей в набо
ры данных из M^g. Уравнения (62) при этом, если все Ei Ф const, переходят 
в уравнения, предложенные в [5]. Следует отметить, что в [5] отсутство
вало какое бы то ни было эффективное построение функций Wi, за исключе
нием случая, когда w^ порождались усредненными полиномиальными за
конами сохранения исходного уравнения Лакса. Соответствующие решения 
назывались «усредненными ^-зонными». В рахмках настоящей конструкции 
такие решения отвечают случаю й/г, = О, а все точки Pĵ t совпадают с Ра- Из 
этой интерпретации усредненно /г-зонных решений следует пропущенное в 
[5] свойство их автомодельности. Более точно рассмотрим уравнения Уизе-
ма, соответствующие уравнению КдФ. 

С л е д с т в и е . Пусть df2^ — голоморфный всюду, кроме £ = ос, 
дифференциал на гиперэллиптической кривой Г^, заданной уравнением 

2?+1 
1/2= 11 {Е — Е-^. В окрестности £ = эо он имеет особенность вида d£lj^ ~ 

= d {Е'^^^) + О (1). Тогда уравнение (62) при Wi = —j—{Ei) определяет 

решения уравнений Уизема с показателем автомодельности 7= - 3 • 
Уравнения Уизема для КдФ имеют автомодельные решения вида 

£". = t'^Ei 1 1+Y 1 с произвольным показателем у. Для построения таких ре
шений достаточно выбрать в качестве контура X разрез на Г^ вдоль всей 

2 вещественной оси, положить dh == a^d (£'"/^), п = 3 -—— , константы а^ 
могут быть различными на разных берегах разреза. Отметим, что, разби
рая более детально сформулированное следствие, моячно показать, что 
использованное в [18] автомодельное решение с показателем у = 1/2 явля
ется усредненно 7-зонным. 

Важной задачей является определение «эквивалентных» наборов пара
метров конструкции (Ж, dh, . . .), т. е. наборов, приводящих к одинаковым 
решениям уравнений Уизема. С этой задачей тесно связана и проблема эф-
фективизации решения задачи Коши для уравнений Уизема в случае про
странственно-одномерных уравнений. 

Д о б а в л е н и е . В работе [22] было предложено нетривиальное обоб
щение уравнений Лакса на случай пространственно-двумерных систем, от
личное от [4]. Наиболее интересным из таких уравений является уравнение 
Новикова—Веселова [23] 

щ = д^и + д^и + д {vu) + Ъ {vu), Зди = li\ (63) • 

д — dldz^ д •= dldz^ z = х -{- iy. 

Оказывается, что, хотя коммутационное представление для этого уравнения 
отличается от (4), уравнения Уизема и в этом случае имеют вид (38). Более 
точно: параметрами, определяющими конечнозонные решения уравнения 
(63), являются: кривая Г, на которой имеется голоморфная инволюция о с 
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двумя неподвижными точками Р^, Рг̂  и антиголоморфная инволюция т, ком
мутирующая с а, та = от, т (Р^) == Р^^ Кроме того, в окрестностях Р^, Р<^ 
фиксированы росткиJ/cjla, [/с2]з локальных параметров /с ,̂ к^ таких, что 
0*/i:. = —/с-, T*/ci = А-2- Определим на таких кривых дифференциалы d/? ,̂ 
фу, (iQ, имеющие в окрестностях Р^, Р2 вид d/?̂  ;::г: г d/b, dpy :::::: +dk, dQ ^^ 
^^ i dk^, нормированные условием вещественности периодов по всем циклам. 

Т е о р е м а 3. Уравнения Уизема для уравнения Новикова — Веселова 
ммеют вид (38), где dp = dp^, dE = dpy^ dQ = dQ. 
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