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Введение 

Общеизвестна роль алгебры комплекснозначных векторных полей на 
окружности X {S'^) (алгебры Витта) и ее центрального расширения Х^ 
в теории свободной бозонной квантовой струны, особенно в размерности 
d = 26. Эти алгебры содержат Z-градуированные подалгебры L CZ X (S^) 
и L^ d Х^, где L^ является центральным расширением L и порождена 
базисом {ei, i), в котором имеют место соотношения 

[ei, е^] = (7 — i) a+j + t -j^ 6̂ , _̂ -. (1) 

Здесь ^^=z^+i—, t — образуюп1;ая центра. Алгебра L^ называется «алгеб
рой Вирасоро», di Х^ — «алгеброй Гельфанда — Фукса». 

Алгебры L, L^ обладают разложением 
Ь' = Ь^ + Ц + L_, (2) 

где LQ = (eQ, t), di подалгебры L+ порождены элементами et, i ^ 1 ж i ^ —1 
соответственно. 

Центральное расширение L^, Х^ алгебр L, X задается коциклом Гель
фанда — Фукса 

о 

Здесь поля имеют вид / (ф)̂ ф, g (ф)<9ф. 
Наиболее фундаментальный для теории свободной струны класс пред

ставлений алгебры L^ — «модулей Верма» — задается порождающим век
тором Фо с условиями 

Ь^Фо = О, о̂Фо = ^ Ф о . Ф̂о = сФо (4) 
и реализуется на векторах вида 

^̂ ,';;;;;г̂ ,'Фо, н < ч < • - • < h < o . (5) 
в частности, вакуумный вектор в фоковском представлении является при
мером вектора Фо, хотя в квантовой теории возникает целый сложный ал
гебраический агрегат, составленный из различных модулей Верма (см. [1; 2]). 

Геометрический подход А. М. Полякова и др. к введению взаимодейст
вия в теории струны с необходимостью приводит к сложным задачам алгеб
раической геометрии римановых поверхностей ([3; 4]). Однако роль алгебры 
Вирасоро в этом подходе абсолютно не проглядывается. Цель данной работы — 
построение, как мы надеемся, правильных аналогов алгебр Вирасоро и мо-
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дулей Верма, связанных с нетривиальными римановыми поверхностями 
рода g ^ 0. Неудивительно, что вакуум должен перестроиться и наивные 
модули Верма замениться на более сложные объекты. На это указывает 
и работа Грина и Шварца [5] в однопетлевом случае. 

Хотя указанная цель является основной, вкратце мы рассмотрим и 
другой физически важный пример алгебр — «алгебру токов» G (5^), сос
тавленную из функций на окружности со значениями в полупростой алгебре 
Ли G с естественным коммутатором, и ее центральное расширение. В ней 
также лежит Z-градуированная подалгебра (алгебра Каца — Муди), сос
тоящая из тригонометрических многочленов. Для таких алгебр также име
ется разложение типа (2), где LQ ̂  G -\- С, а также теория модулей типа 
Верма. 

Исходным пунктом нашей работы является наблюдение, что нетри
виальные римановы поверхности порождают в алгебрах векторных полей 
X (S^), алгебрах токов G (S^) и их центральных расширениях плотные 
подалгебры, более сложные, чем Вирасоро и Каца — Муди. Эти подалгебры 
не являются Z-градуированными (см. § 1). Исходя из свойств этих подал
гебр естественно возникает важное понятие «обобш;енно-градуированных», 
или «А:-градуированных» алгебр и модулей. 

оо 

О п р е д е л е н и е . Алгебра G =^^Gi называется к-градуированной, 
i==-cx> 

если для всех Gj, Gt мы имеем 

GiGjd S G.. (6) 

При A: = : О получаем обычные Z-градуированные алгебры. 
Аналогично вводится понятие iV-градуированных модулей М над к-

градуированными алгебрами 

GiMj= S Mi+,-_, (7) 

Т р и в и а л ь н ы й п р и м е р . Пусть к ^ О ж G — алгебра лоранов-
ских полиномиальных полей G = L на 5^ (или на 5^, | z | = 1). Пусть мо
дуль М = ^Mi состоит из функций вида 

N N 

Р (z, 2-1) ехр ( S ^72-̂ 1 ^ Mi =-hz' exp ( S ^j^"^')) • (8) 

Здесь P — лорановский многочлен. Имеем 
1=—N 

N 

LiMjd S Mi+,_3. (9) 

Таким образом, модуль М является Л^-градуированным, хотя сама алгебра 
0-градуирована. Этот пример показывает естественность класса iV-градуи-
рованных модулей в алгебро-геометрических конструкциях теории соли-
тонов типа «функций Бейкера — Ахиезера» (см. § 6). 

Введенные здесь понятия легко обобщаются на градуировки со зна
чением в любой абелевой группе (в том числе непрерывной), причем наиболее 
интересные для нас примеры — это группы Z, Z^, i?, i?^ (§ 6). 

В § 1 вводятся важные подалгебры в алгебрах векторных полей на ок
ружности, зависяш;ие от римановой поверхности Г, доказывается, что они 
обладают /с-градуировкой, разложением типа (2), где L^, L_ — подалгебры 
Ли и размерность LQ зависит от рода g. Это разложение позволяет ввести 
аналоги модулей Верма 

L^Oo = 0, ^Фо = с Ф о . 
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Реализация этих модулей, естественно обобщающая реализацию Фейгина— 
Фукса для g = О (см. [6]), приводится в § 4. Для любых алгебраических 
кривых рода ^ ^ О устанавливается плотность этих подалгебр в алгебре 
векторных полей на S^ и важная формула для центрального заряда через 
тензорный вес модулей, на которых реализовано представление 

с= ~2 (6X2 __ 6Х + 1). (10) 

Полином (10) возникал у Мамфорда [7] для класса Черна расслоений над 
пространством модулей, но его связь с алгебрами типа Вирасоро представ
ляется важной. 

Отметим, что столь же естественно, как и обобщения алгебр Вирасоро 
и Каца — Муди, в наших рассмотрениях возникает обобщение алгебры 
Гейзенберга. Эти результаты приведены в § 3 и 4. Заключительный параграф 
работы посвящен связям этой теории с теорией солитонов. 

Авторы выражают благодарность Альварецу-Гоме, А. Т. Филипову, 
Б . Л. Фейгину, беседы с которыми стимулировали постановки рассматри
ваемых задач и идеи данной работы. 

§ 1. Алгебры векторных полей на алгебраических кривых 

Пусть Г — неособая алгебраическая кривая рода g с двумя отмечен
ными точками Р + общего положения. Обозначим через L^ алгебру меро-
морфных векторных полей на Г, голоморфных вне Р+. (Для g = О, если в 
качестве Р^ выбрать на расширенной комплексной плоскости точки z = О 
и 2 = оо, то алгебра L^ совпадет с обычной алгеброй полей, являющихся 
лорановскими полиномами.) 

Из теоремы Римана — Роха следует, что при g ^ 2 в L^ можно ввести 
базис ei полей, которые однозначно с точностью до пропорциональности 
определяются условиями: ei имеет нуль кратности i — ^о + 1 ^ точке P_^, 
и полюс кратности i -\- go — 1 в точке Р_. Здесь go = ~l ^ при четных 
g индекс i пробегает все целые числа, i = . . ., — 1 , О, 1, . . .; при нечетных 
g г пробегает все полуцелые значения г = . . . , — - j , — -^, -к-, - г * ' * ̂ ^-^и 
зафиксировать локальные параметры z± (Q), 2+ {Р±) = О в окрестностях 
точек Р^, то Ci будет иметь в окрестностях Р^ вид 

ei=.aht''-'4i+0{z±))-^. (1.1) 

Условимся однозначно нормировать et так, чтобы константа at = 1 . 
З а м е ч а н и е . В случае ^ = 1 условия нормировки е̂  для | ̂  | j> у 

такие же, как и в общем случае, и несколько отличны для | г | = : - ^ - ^^^ 
подробнее вернемся к этому в § 5, где будут приведены явные формулы для 
ei в эллиптическом случае. 

Л е м м а 1. Относительно базиса ei алгебра L^ является к-градуирован-
ной^ где к = gQi 

[ei,ej]= 2 J ^j^i+i-s- (1.2) 

(Суммирование в (1.2) идет при четных g по целым s, а при нечетном g по по-
луцелым.) 

Доказательство леммы почти очевидно и вытекает из простого подсчета 
кратностей нулей и полюсов [е^, Cj] в Р^. 
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З а м е ч а н и е . Сравнение главных частей в Р+ разложений правых 
и левых частей (1.2) дает 

4] = (7-г), c-f = ( ^ - 7 ) 4 ^ ^ . (1.3) 

Обозначим через L+ подпространства в L^, порожденные векторными 
полями ei с номерами + t > ^о + ^̂  s ^ Z. Подпространства Z/+ с 5 J^ —1 
являются, как следует из (1.2), подалгебрами в L^. В частности, L+^^ — это 
подалгебры векторных полей из L^, которые в точках Р^ (соответственно) 
голоморфны. 

Определим на Г однопараметрическое семейство С^ контуров. Пусть 
dp-дифференциал третьего рода на Г с полюсами первого порядка в точках 
Р + с вычетами + 1 соответственно. Его можно однозначно нормировать, по
требовав, чтобы его периоды по всем циклам были мнимыми. Тогда на Г кор-

Q 

ректно определена гармоническая функция R e p {Q), где р {Q) = W p и 

QQ — произвольная начальная точка. Контуры Сх — это линии уровня этой 
функции Ct = {(?: Re р (Q) = т} . При т -> + 0 0 контуры С^ представляют 
собой малые окружности, охватывающие точки Pqi. 

Ограничение любого векторного поля из W на Сх определяет гомомор
физм алгебры L^ в алгебру гладких векторных полей на С^ — X {Сх), кото
рая для достаточно больших т изоморфна алгебре гладких векторных полей 
на окружности X (S^)-

Т е о р е м а 1. Образ ix (L^) всюду плотен в X {Сх)-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим векторное поле е^. Оно имеет вне 

точек Р-1- ровно g нулей 7i, . • ., 7^, которые в общем положении можно счи
тать различными. Обозначим через i|}^ {Q) мероморфную функцию на Г, имею
щую вне Р+ простые полюсы в 7i, . . ., 7g и вид (1.4) в окрестностях P+i 

% = 6 ± 4 ' ' ( l + ^ f e ) ) . ^±-=^±{Q)^ bl^i (1.4) 
(такие функции вводились в [8] для построения коммутирующих разностных 
операторов). Кроме того, нам потребуется «двойственный» набор функций 
'Фп {Q), определяемый следуюгцим образом. 

Пусть dco — единственный дифференциал третьего рода с полюсами в 
точках Р^ с вычетами+1 , обращающийся в нуль в точках 7i ' • • -̂  7g- Кро
ме них, он имеет еще g нулей 7i, • • ^Tg- Обозначим через г|)̂  ((2) мероморф^ 
ную функцию на Г, имеющую вне Р+ полюсы в точках 7i, . • •, 7g и вид (1.5) 
в окрестностях Р^: 

^fn={bb^^zT ( 1 + 0 (z±)), z+ = z+ (Q). (1.5) 

Существование и единственность г|)̂  и ^рп являются простым следствием тео
ремы Римана — Роха. 

Л е м м а 2. Для любой непрерывно дифференцируемой функции F (t) 
на Сх ^ t имеет место равенство 

оо 

1 V l Г^ F (f) "^t, (f) 1 

п= ^х 
<\(П%(П> 

где (,^г{^^ означает среднее по п {это среднее существует, так как '\}^п^п яв
ляется квазипериодйческой функцией п). 

Отметим, что в целом условия сходимости и зависимость скорости убы
вания коэффициентов при ij)̂  от гладкости F такие же, как и у обычного нре--
образования Фурье. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о леммы в значительной степени повторяет ход 
доказательства в случае обычного ряда Фурье. Аналогично доказательству 
соотнопгения (30) работы [9] можно показать, что 

d c o = — ^ . (1.7) 

Поэтому 
1 

2jxi f * " ' ' l d ^ - i f *"*='"•'• <*•'' 
Последнее равенство справедливо, поскольку по определению г[)п и do) диф
ференциал грп̂ со голоморфен вне Р^ и интеграл в (1.8) равен вычету этого 
дифференциала в Р^ либо с противопололшым знаком вычету в Р_. 

Обозначим через S^- частную сумму ряда (1.6), в которой п меняется от 
—N до N. Тогда из (1.8) следует, что 

Обозначим через % {Q) функцию на Г, имеющую простой нуль в точке Р^ 
и полюс порядка ^ + 1 в точке Р_. Тогда частным случаем утверждения ра
боты [8] является равенство 

^+1 . 
^{Q)ЫQ)=-l^h\^n.i{QY (1.10) 

Аналогично случаю дифференциальных операторов [10] доказывается, что 
'фд удовлетворяет сопряженному уравнению 

^{QKiQ')^ ^hU^^U. (1.11) 
i = l 

Отсюда 

S (A {Q) ~ X ((?')) % (Q) ^i ((?') = S S h'nyPnH^t ~ S h\^^,^i^ . 
(1.12) 

Ставшие стандартными выражения для г|;̂  через тэта-функции Римана [8; 14] 
имеют вид 

г|)„(0=е"^%„(<?), ^:{Q) = e-"^'%t{Q). (1.13) 

Точные выражения ф^ и ф^ через тэта-функции нам не потребуются. Доста
точно лишь того, что они квазипериодичны по ^ и равномерно ограничены 
на Ст;, если Сх не проходит через точки у^, yt, (Равенство (1.6) справедливо 
и в том случае, когда С^ проходит через у^, yt»; надо лишь изменить норми
ровку Я|)̂  ((?).) 

Отсюда и из (1.12) вытекает 

(1.14) 

где функции Ф-i- равномерно ограничены на С^. Поскольку на С^ Re {р (t) — 
— Р (̂ 0) = 0> то в (1.14) стоит интеграл ограниченной быстро осциллируюн1,ей 
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функции. Интегрируя в (1.14) один раз по частям, получим 5]у — F (t) -^ О 
и лемма доказана. 

Из ее утверждения непосредственно следует утверждение теоремы. 
Пусть Е d X (Ст:) — любое гладкое поле на С^ Тогда F (t) = E/CQ является 
гладкой функцией на Сх- Отсюда, если 5jv — частная сумма ряда (1.6), по
строенного по F, то SNCQ — Е —> 0. В силу выбора точек у^ векторное поле 
гр^̂ о для любой г|9̂  голоморфно вне Р^ и, значит, принадлежит L^. Отсюда 
SjsfeQ принадлежит L^ и теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Из доказательства теоремы следует, что для любого 
контура С, не содержащего точки Р+, ограничение L^ на С плотно в подал
гебре векторных полей, голоморфно продолжимых в «кольцо» между двумя 
ближайшими контурами Ct,, С^^, заключающими между собой С. 

Доказанное предложение устанавливает связь теории представлений 
алгебр мероморфных векторных полей с теорией представлений X (S^). 

В заключение параграфа приведем интерпретацию подпространства 
LQ CZ Ь ^ , порожденного (для g ̂  2) полями ei, | И ^ ^о — 2. Пусть D — 
группа диффеоморфизмов окружности. Она действует на многообразии мо
дулей кривых рода g с отмеченными жордановым параметризованным конту
ром С. Для определения ее действия достаточно переклеить Г вдоль С с по
мощью любого диффеоморфизма. Получится новая алгебраическая кривая 
Г' с контуром С = С. Обозначим через D+ подгруппы в Z), образованные 
диффеоморфизмами, голоморфно продолжимыми на Г± соответственно. 

Двусторонние классы смежности D по /)+ представляют точки много
образия модулей кривых рода g с отмеченным контуром. Для случая, когда 
С — малый контур, окружающий точку Р^, эта конструкция сообщена ав
торам А. И. Бондалом, А. А. Бейлинсоном и М. Л. Концевичем. 

Любопытно, что эта же категория является геометрической основой ме
тода конечнозонного интегрирования (2 + 1)-систем типа КП. 

Подалгебры L+^^ являются алгебрами Ли подгрупп Z)+. Поэтому под
пространство LQ, имеющее при g ̂  2 размерность 3^ — 3, естественно 
отождествляется с касательным пространством к многообразию модулей кри
вых рода g. 

§ 2, Обобщенно-градуированные модули над алгебрами L^ 

Алгебра L^ естественно действует на пространстве мероморфных форм 
веса X на Г, голоморфных вне точек Р^. Это пространство в дальнейшем бу
дет обозначаться через ^х = §''х {Р±) — {Р± — точки общего положения). 

З а м е ч а н и е . В настоящей работе мы ограничимся случаем целых К. 
Все конструкции переносятся и на случай произвольных Я, если рассмот
реть кусочно-мероморфные формы, аналогично тому, как это будет сделано 
в лемме 4. 

По теореме Римана — Роха существуют единственные формы fj ^ f^ 
(здесь % ф 0; важный случай X = О рассмотрен отдельно в § 3), имеющие в 
окрестности Рц. вид 

fj^4>t4'~^^''4^+0(z+)){dz+)\ ф+=1. (2.1) 
Здесь /, как и ранее, пробегает в зависимости от четности g целые либо по
луцелые значения. Величина S (к) равна 

Sik) = ^-K{g+l). (2.2) 

Л е м м а 3. Модули ^^ являются обобщенно-градуированными: 

^ifj=^ 2Л ^ijfi+j-s- (2.3) 
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Доказательство леммы стандартно. Заметим, что из (1.1) и (2.1) следует 

Опишем теперь более общие модули над L^. Зафиксируем набор чисел 
{X^NJ . . ., X]S[) = X и какую-либо жорданову кривую а, соединяющую Р+. 

Л е м ма 4. Существует единственная форма fj {х) веса X на Т, которая 
голоморфна на Г вне точек Р+ и разреза а. Она непрерывно продолжима на о, 
где ее граничные значения удовлетворяют, условию 

/ ; = ^'^'%~. (2.5) 

В окрестности точек Р^ форма fj представима в виде 

fj= ф± (х) 4 -̂±-»-s<W ехр ( S x+,z^) (1+0 {z±)) (dz±)\ ф | = 1. (2.6) 

Пространство ^j[^'^ (^), порожденное формами fj{x), описанного типа 
обладает естественной структурой L^ модуля. 

Л е м м а 5. Действие Cf на fj (х) имеет вид 

eifj=^ S Rh{^)fi^j-s- (2.7) 
s=-^o-iV 

Если iV > 1 

Если N = О, то 

ff4 
^i+JTigo+N) 

E±^o±N _ __ (дг^^^) _ ^ ^ (2.8) 

RT]'' = {±j±xo-S{l) + K{±i~go+l)) "^i^' , (2.9) 

З а м е ч а н и е . При ^ = 0, N = 0 модули J^^'° {XQ) совпадают с ̂ ^^^х^ — 
основными модулями над алгеброй Витта, введенными в [6]. 

При Я = О функции fj описанного типа, являются частным случаем так 
называемых функций типа Гордана — Клебша — Бейкера — Ахиезера в 
теории конечнозонного интегрирования (обзоры можно найти в [11—16])* 
При X = i формы, определенные в лемме 3, являются частным случаем форм, 
введенных в [17] для построения асимптотически конечнозонных решений 
уравнений типа уравнения Кадомцева — Петвиашвили. 

Мы будем называть модули |^я!' ̂  (х) модулями типа Клебша — Горда
на — Бейкера — Ахиезера (КГБА), х = {X-N, . . ., :гдг). 

Доказательства лемм 3, 4 легко сводится к утверждению о существо
вании и единственности функций типа Бейкера — Ахиезера. Мы их подроб
но не приводим, так как теперь они стали абсолютно стандартны. Схема та
кова. Из теории краевых задач следует, что существует единственная форма 
fj {^o)i удовлетворяющая условиям леммы 3 при х^^]^ = 0, к Ф 0. Эта форма 
имеет вне Р^ ровно g нулей 7!'^% • -i 7^'^"- ^^^ известно, существует един
ственная функция Бейкера — Ахиезера il̂ j, с̂о (̂ ? Р)у имеющая полюсы в точках 
f l ^ . . •.Ур''' и вид 

%, хо = Ф;*х„ ехр ( S ^±kZ±) {i+0 (z±)),- Т = {х±ь), 2.10) _ V±j,Z± ]{^ -f-U {Z±)), X = {X±j,), 

Б окрестностях P+. Отсюда 

fj(^)=^j,xA^> Q)fjM- (2.11) 
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§ 3. Особый случай >о == О, Хо = 0. Дополнительные структуры 
на модулях S^yJ^ (хо) 

В дальнейшем мы будем обозначать пространство ^^-мероморфных 
функций на Г, имеющих полюсы лишь в точках Р+, через Л'^. Оно обладает 
естественной кольцевой структурой. Его аддитивный базис можно опреде
лить следуюш,им образом. 

Пусть Л; , I /1 > -|- + 1 — единственные функции, Л; GE ^ ^ , имеюн1;ие 
в окрестностях Р^ вид 

Ai = a.fz^-''\i + 0{z±)), 4=:1 (3.1) 

(/ — по-прежнему целые или полуцелые в зависимости от четности g). При 
/ = 2"' ' "2 ^ обозначим через Aj ^ Jl^ функцию, имеющую в окре
стности Р+ вид 

Aj = afzt^-'^^^'^^-\i+0{z+% a t = l , 8 = 72- (3.2) 

Этими условиями Aj определены однозначно с точностью до прибавления 
константы, которую мы обозначим через Л^/2 Е= 1. 

Структура А^ как модуля над L^ несколько более сложная, чем в общем 
случае X ~/^ 0. 

Если М + 7 + ^0 + ^ I > ^/2, то 

^iAj^ I J f%Ai^3-s. (3.3) 

где n (здесь и в (3.4)) равно О, если | / | >> g/2, и 1, если | у' I ̂  ^/2. 
В тех случаях, когда И + / + ^о + ^ I "^ ^/2, имеем 

eiAj= S r\jAi+j-s + rijAgi^. (3.4) 

Отметим еще, что ^j4g/2 = О для всех i. 
Аналогичный вид имеет и мультипликативная структура коммутативно

го кольца Л^. 
При И + / + ^/2 + ^ I > ^/2 (где т здесь и в (3.5), (3.6) равно О, если 

оба числа | i |, | / | ^ gl2, m = i, 2, если одно или соответственно два из 
этих чисел ^g/2) имеет место равенство 

g/2 

AiAj= 2 J aljAi+j^s- (3.5) 
s=—g/2—m 

Для \i + j + g/2 + m\^ g/2 
g/-i 

AiAj= S oLl^Ai+j.s + oCijAg/2. (3.6) 
s=—Я/2—m+i 

Кольцо A'^ является с точки зрения данного выше определения ^о"Гра-
дуированным, хотя по существу степень «размытости» градуировки у него 
для почти всех i, j равна g/2. В частности, подкольца Л±, порожденные Aj 
с + / ^ ^ / 2 , являются g/2-градуированными. Подкольца с^+ вместе с {g-{- 1)-
мерными подпространством ^ ^ , порожденным Aj с \ J | ^ g/2, задают разло
жение Jl^ в прямую сумму 

Л^ = Л1 + Jlo +Л^. (3.7) 
аналогичную разложению (2). 
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Мультипликативная структура Л^ позволяет определить для любой 
полупростой алгебры Ли G алгебру 

Ĝ^ = G(x)e/^^, (3.8> 
являющуюся обобщением на случай произвольных римановых поверхностей 
рода ^ ̂  О алгебр Каца — Муди. Элементами этой алгебры являются меро-
морфные функции на Г, голоморфные вне Р^ и принимающие значения в G. 
Связь G^ с алгеброй токов G {S'^) дает теорема 2. 

Т е о р е м а 2. Для любого контура Сх ограничение G^ на С^ определя
ет плотную подалгебру в алгебре гладких функций на С^ со значениями в G: 

G (С,) ^ G (S^). 
Здесь контуры С^ те же, что и в § 1. Доказательство теоремы может быть 

получено полностью аналогично доказательству леммы 2. Отметим, что ij;^ 
переходят в А^ при стремлении дивизора у^, . . ., 7^ к Р^. 

Пространства f^' ^ (х) являются модулями над jt. Умножение А^ яа 
fi представимо в виде 

Aifj= S ^i^j-s. при \i\>g/2, (3.9) 
S=-g/2 

g/-2 
Aifj= S ^uj-s при \i\<g/2. (3.10) 

S=~g/2~1 

Отдельно имеем Agj^fj = fj-
Пространства ^x' ^ являются модулями над кольцом дифференциальных 

операторов по переменным х^^. Действие образующих имеет вид 
А-

^fj=y,Fh{^)fi±s, k = i,...,N. (3.11). 

Подробнее к этому мы вернемся в заключительном параграфе. 

§ 4. «Локальное» центральное расширение алгебры L^ 
и аналоги модулей Верма 

Как следует из утверждения леммы 5 (при iV = 0), действие операто
ров ei на fj задает гомоморфизм алгебры L^ в алгебру разностных операто
ров @t°° конечного порядка. Последняя алгебра представима в виде алгебры 
бесконечных матриц, имеющих лишь конечное число ненулевых диагоналей. 
Подалгебры матриц из 6t°°, имеющих ненулевые элементы лишь над или под 
главной диагональю, обозначаются через © С пли 6t!° соответственно. 

Из (2.7) следует, что образы подалгебр L+, порожденных ei с + i ^ ^ог 
принадлежат (^1^. Разложение 

L'^^-LI+L^ + LI, L^ = {e-g,,....egJ. (4.1) 

является аналогом разложения 2 для случая алгебр, порожденных римано-
выми поверхностями произвольного рода g ̂  0. 

Алгебра ^1°° имеет единственное центральное расширение (31°°. Представ
ление этого расширения можно построить, исходя из пространства полубес
конечных форм над модулями §^х (-̂ о)̂  N = 0. Базис в этом пространстве 
Нх (XQ) образуют выражения вида 

/го/\/г.Л • • • Afi^.,AfmAirn^lAfm,2/\ • • -, fj^fl{Xo), (4.2> 

где io < 1̂ < • • • < ^т-1 < ̂  (см. [6] для случая g = 0). 
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Для любого оператора D из @{±, в частности, ei ^ L+ корректно опре
делено действие этого оператора на Н\ {х^). Действие et е L^. на образую
щих (4.2) определяется с помощью формулы Лейбница. Так как в (4.2), на
чиная с какого-то места, все номера стоят подряд, то в результате действия 
^i ^ М I > ^0 получится конечная сумма выражений вида (4.2). Естествен
ное действие @t+ на Я ^ {х^) продолжается до представления центрального 
расширения @1°°. Тем самым гомоморфизм Ь^—уЩ"^ индуцирует пред
ставление некоторого центрального расширения L^ алгебры L^ на Н% {х^). 

Зададим на Г «проективную» структуру, где допустимые системы ло
кальных координат отличаются проективной заменой. Если / (z) ^ и g (z) ^—-
представления двух векторных полей в допустимой системе координат, то фор
ма X (/? g) =f^^S dz корректно определена. Любой замкнутый контур С на Г, 
не проходящий через PJ^, определяет двумерный коцикл на алгебре L^: 

1С (ei, ej) = - ^ ф X {Ч^ ^j)- (4-^) 
с 

Центральные расширения L^, задаваемые коциклами (4.3),— это алгебры, 
порожденные элементами ei и центральным элементом t со следующими ком
мутационными соотношениями: 

[^г. ^j]=- I J c\je^.s + txc{ei^e^y [ei,t] = 0, (4.4) 

Стандартные вычисления двумерных когомологий алгебр позволяют до
казать, что (4.3) и (4.4) задают все центральные расширения L^. 

Л е м м а 6. Существует единственное «локальное» центральное расши
рение L^, обладающее свойством 

Хо {ей ej) = 0, И + / | > 3^. (4.5) 

Это расширение отвечает единственному классу гомологии несамонересе-
кающегося контура, разбивающего Г на Г± так, что Р± d Г±. Оно сохра
няет свойство ^о"Градуированности. 

В дальнейшем это «локальное» расширение будет обозначаться через L^. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что коцикл %с удовлетворяет 

(4.5) и получен интегрированием X вдоль какого-либо негомологичного нулю 
цикла С. 

Пусть 7i, . . ., 7^ (^^1^ и в доказательстве леммы 2) — нули е^ вне точек 
P-j-. Тогда е^ = г|)̂ ео = е^^Ц)^е^, где ф^ {Q) — квазипериодическая функция 
п. Интеграл 

1с {еп^ ео) = (р ^п (Q) X (^0, во) 
с 

можно при больших п вычислить методом перевала. Получим, что из (4.5) 
следует, что один из нулей ij}̂  экспоненциально стремится к точке QQ, В ко
торой имеет максимум на С функция р {Q). Поскольку класс эквивалентно
сти дивизоров нулей г|}̂  равномерно распределен на якобиане Г, то этого 
быть не может. Это рассуждение не проходит только в том случае, когда С 
гомологичен одной из негомологичных нулю компонент контура С^ для ка
кого-то значения т. Пусть С — дополнение С до С ;̂, С^ = С [j С. В этом 
случае из (4.5) и хода доказательства леммы 2 следует, что функция F (t)^ 
равная X (е^, eQ)/d(o на С и нулю на С", разлагается в конечную сумму функ
ций i|)'ji, \ к I < 3g. Но этого быть не может, потому что любая конечная сум-
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ма таких функций мероморфна на Г и не может равняться тождественному 
нулю на С. Лемма доказана. 

Т е о р е м а 3. Действие подалгебр ЬЕ^ на Н\ {XQ) продолжается до' 
представления центрального расширения L . При этом вектор 

\ 8 - ^ 0 , g = 0(raod2), 
Фо = / . Л / е . . Л / е . . Л . . . { , _ . / ^ , , ^ l ( H . 0 d 2 ) (^•^> 

Является особым для подалгебры L^, 
Ь^Ф, = 0. (4.7) 

Кроме того, имеют место равенства 
е^Ф, = /гФо, ^Фо = сФо. (4.8> 

Здесь 

с(} . )= - 2(6X2 - 6Х + 1), h = ^(xo~S {l))(S{K) + 1 - .Го - 2Х). (4.9) 

Равенства (4.7), (4.8) определяют аналоги модулей Верма. Величина к 
называется «старшим весом», ас — «центральным зарядом». 

Дадим доказательство теоремы. Первая часть утверждений следует из 
того, что по свойству локальности расширение L^ индуцировано расшире
нием ^1°° при гомоморфизме L^ в @1°°. Поэтому ограничение представления 
&1'^ BH^(XQ) на L^ задает продолжение действия Z/+- Единственные утверж
дения, которые нуждаются в доказательстве,— это формулы (4.9), выражаю
щие старший вес и центральный заряд представления через тензорный вес Л 
и параметр XQ. 

Из вида (1.1) полей ei и ^-нг^о ^ окрестности Р+ следует, что 

Хо (ег, -̂i+2go) = 12" ((̂  ~ So)^ ~-(i- go)). (4.10> 

Применим оператор [ci, e^i^2gj ^ особому вектору Фо, i >> ^о- Получим 

[еь ^-г+2.^о]Фо = ^ г ^ - г + 2 ^ Ф о = S (RiU^g,, jВ?: j-i+gJ Фо = сФо, ( 4 . 1 1 ) 

где 8 = 0 или V2 в зависимости от четности g. Из (2.9) следует, что 
с = -[{i - g,Y ~ { i - g,)] {2%' _ 2Я + 1) -

~ { i - go) (^0 -S){S + l - 2 k - X,). (4.12) 
Так как Ь^Ф^ = О, то из (4.4) вытекает 

[ег, e_i+2^J Фо = Сг^;_г+2^,в^„Фо + ХО (^г. e~i+2gj ^Фо - - сФо ( 4 . 1 3 ) 

и равенства (4.9) доказаны, а вместе с ними и теорема. 
Рассмотрим всевозможные линейно независимые векторы вида 

Ф^^^Цл^ = ^V . . бч̂ !̂̂ Фо, - оо < j , < ^0, '̂i < 2̂ < . . . < h- (4.14) 

Л е м м а 7. Условия (4.7), (4.8) вместе с условием 

/ ( Т ) . 1 . /ь ф . 1 /с 

)дпозначно и непротиворечиво определяют, представление Uh,c алгебры L 
с центральным зарядом с. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 7 основано на «фильтрации» элемен
тов — п = —^Hj {ij — go), где фильтрация Фо равна 0. При этом исполь
зуются формулы (1.2) и (1.3), а также (4.5). По суш,еству доказательство на 
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отличается от соответствующего элементарного рассуждения для обычных 
модулей Верма над алгеброй Вирасоро. Если для всех т <Сп действие L^ 
ж eg^ построено на элементах фильтрации т, то необходимо непротиворечиво 
продолжить его на элементы фильтрации п. Это делается исходя из комму
таторных соотношений, позволяющих ограничиться мономами, такими, что 
п^= , . , =1 щ = \, Положим ei = ei^g . Тогда мы имеем, согласно (1.2) 
и (4.5), 

^ёи ё^] = (/ - О ei,j + р {i^ у), (4.15) 
где фильтрация элемента р (t, /) не превосходит i + j — 1 (фильтрация эле
мента t равна нулю). Никаких других соотношений нет. Поэтому набор эле
ментов ф!̂ ^ ••̂ f̂c не подвергается факторизации. Тот факт, что совокупность 
элементов (ё^), ^ < О, не образует подалгебру, не играет роли. Лемма 7 до
казана. 

Таким образом, построенный выше модуль, натянутый на вектор Фо из 
пространства Н%(х^), является фактор-модулем (гомоморфным образом) уни
версального «модуля Верма» f/ '̂.c-

Рассмотрим присоединенную Z-градуированную алгебру Ь^ по фильтра
ции, указанной в доказательстве леммы 7 с базисом ё^. Коммутатор в этой 
алгебре, согласно (1.3), совпадает с коммутатором в алгебре Вирасоро. Зна
чит, L^ просто совпадает с алгеброй Вирасоро. 

Аналогично, исходя из базиса 1̂ - = ^-g.-i-, мы получим вторую фильтра
цию, убывающую в противоположную сторону. Коммутатор в присоединен
ной по этой фильтрации алгебре L^ имеет вид 

[^i,e,.] = ( 7 ~ - o 4 ^ ^ i + i ' (^-16) 
_ ^^^ __ 

где bi = ctZgl-i. Замена е^ = й^в^ показывает, что L^ изоморфна алгебре Ви
расоро. 

Как уже говорилось в предыдущем параграфе, на модулях ^\ [х^) дей
ствует также коммутативная алгебра Л^, Ее центральные расширения опи
сываются с помощью коциклов вида 

с 
где С — замкнутый контур на Г, не проходящий через точки Р+- При этом 
имеется представление (3.9), (3.10) алгебры Л^ в алгебру разностных опера
торов б1°°. Действие подалгебр ^ + корректно определено на пространствах 
Ж}^ {XQ) И продолжается до действия центрального расширения Jl^ всей ал
гебры Jl^. Это центральное расширение порождено Ai ж t с коммутационны
ми соотношениями 

[А„ Aj] = 7о (Ai, Aj) t, [At, t] = 0. (4.17) 
Здесь YQ, как и в случае алгебры L^, единственный «локальный» коцикл 

7 о ( ^ ь Aj) = 0, \i + j\>g, (4.18) 
отвечающий контуру CQ (вернее его классу гомологии), который разделяет Г 
на две части Г± так, что Р±С1 Г±. «Центральный заряд» в этом случае равен 
д л я всех Х ж XQ единице, т. е.; 

^ Ф о - Ф о . (4.19) 
Для рода ^ = 0 алгебра jt совпадает с алгеброй Гейзенберга pt, g^, t: 

[Рм Pjli = ki^ ^ 7 ] = О, [pi, qj] = i8i^jt, (4.20) 
тде Pi = Ai, Qi = A^i. 
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§ 5. Случай эллиптических кривых (^ = 1) 

Пусть Г — эллиптическая кривая с периодами 2(о и 2о)'. Все необхо
димые для дальнейшего сведения из теории эллиптических функций можно 
найти в книге [18], обозначений которой мы детально придерживаемся. 

На Г векторное поле — не имеет ни нулей ни полюсов. Поэтому L^ 
и Л^, как линейные пространства, изоморфны. Их базисы Ci ii At связаны 
следуюш;им образом: 

ei = Adz)4^. (5.1), 
Для всех полуцелых i, кроме 1ф —1/2, базисные функции Ai ^ Jl^ задают
ся формулой 

Здесь a (z) — а-функция Вейерштрасса. Функция A_i/^, дополняющая (5.2) 
до базиса в jl'^ может быть выбрана в виде 

^-'/^ " а ( Н - о̂) а (Z - zo) а2 {zo) ' ^ '̂"̂ ^^ 

Коммутационные соотношения в L^ имеют вид, слегка отличаюш,ийся от об
щего случая g ф 1, ж вследствие (5.1) в значительной степени напоминают по 
структуре формулы (3.3) и (ЗА). 

Для I И =7̂  % ' I / I =7̂  % и таких, что i + j ф —2, 
go 

[^г. ^ j ] = 21 cljCi+^^si g0 = ^/2' (5.4) 
S=-go 

Для \i \ф 1/2, I / I : ^ 1/2 и J -f / = - 2 

[в|, ej] = 2 4je-2-s + Cijetf^. (5.5), 

Коммутаторы ^̂  ^ eij^=— имеют вид' 

[eif^, e-BfJ= 2 J C?/^,-3//_I_S -Ьс1/,,_здв1д, (5.7)' 

go 

[ev„e_r /J= 2 J 4 . - V . ^ S - (5.8) 

Наконец, 

s=—5/9 

[e_v„ e_5/J =^ S cly,, _5/,e_3_s + с_1/з, _5/̂ ei/̂ . (5.10) 

Найдем коэффициенты c^j сначала в общем случае (5.4). Для этого, как,, 
впрочем, и в случае всех остальных формул (5.5) — (5.10), достаточно найти 
выражения для коэффициентов а^ — a'i и if в разложениях ^ ,̂ \i \ф 1/2, 
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в окрестностях точек z = +^о-

ei^ahf'^'^'ii + lh± +Oiz'±))^, z+ = z^zo, (5.11) 

ж коэффициенты ẑi/̂  в аналогичном разложении 

-̂'A = ± 2 ± ( l + fe± + 0 ( 4 ) i ^ • (5-12) 

Из (5.2) следует, что 

^̂  = ^ - 1) '̂  а((а + 1).о)— ' ^ -̂̂ ^^ 
ti = S ((2J + 1) z,) ~{i + 1/2) S (2zo), (5.14) 
gr = с ((2J - 1) z„) - (f - 1/2) S (2zo). (5.15) 

Для i = —1/2 имеем 
l 4 = 2 U z o ) - U2zo). (5.16) 

.Коэффициенты qĵ  во всех формулах равны, как и в общем случае, 
4 ^ = ( / - О - (5.17) 

Для того чтобы найти c\j в (5.4), надо подставить разложения (5.11) в (5.4) 
и приравнять коэффициенты нри[ 2+̂ -*̂ "̂  и z^^^^'^ в обеих частях равенств. 
Получим 

<^'=-(i--i)-^^^^. (5.18) 

где ai даются формулой (5.13). Кроме того, 

cli = (i - 1 ) Itj-'u + (/ - V2) I] - { i - V2) U-
Для i -^ j Ф I, подставляя (5.14), получим 

•4' = (̂  - J) (S i(2i + 2/ - 2) zo) + £ (2zo)) + (7 - 4 ) ^ ((2/ + 1) 20) -

- ( i - 4 - ) ^ ( ( 2 f + l)zo). (5.19) 

Аналогично c'^j^^ для | i + / + 3/2 | Ф —1/2 

^-;/. _ _^lj_ Г(; _ )̂ (g ((2j + 2y + 2) zo) -[S(2zo))-

- ( / + 4 ) S ( ( 2 / - l)z«) + (i + 4-)S((2^ - l)2o)] . (5.20) 

В случае i + 7 ̂  1» | J| =^ 1/2, |;'| =7̂  1/2 имеем, используя то, что ^* ^ О, 

cllVi = (4i - 2) S (zo) + ( 4 - - )̂ ^ (('"̂  - 20 20) - (j - 4") ^ ((2^ - 1) ̂ »)' (^-21) 

«ГЛ-i = - «iui-i [(4i + 2) £ (zo) - ( 4 - + )̂ ̂  ((3 + 20 20) + 

+ ( j+- | - )S((2J + l)zo)] . (5.22) 

Аналогичным же образом находятся коэффициенты и в формулах (5.5)— 
f(5.8). Мы их не приводим здесь лишь в целях сокращения объема статьи. 

В формулах (5.9) и (5.10) имеется отличие. Они содержат в правой части 
ше четыре, как в остальных случаях, а пять слагаемых. Коэффициенты 
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с1гд, i при 5 = 3/2, 1/2, - 3 / 2 , - 5 / 2 в (5.9) и cli/,, -v. при 5 = 3/2, 1/2, - 3 / 2 
и с_1/2, _5д в формуле (5.10) выражаются по-прежнему через соответствую
щие ai и gf. Для нахождения cZtjl^ i можно было бы найти выражение череа 
следующий коэффициент разложения ei в окрестности +ZQ, НО ЭТОГО МОЖНО 
избежать, если воспользоваться тем, что ^.у, имеет двукратный нуль в точ
ке Z = 0 . Поэтому левая часть (5.9) обращается в нуль в z = 0 и clxj^i для^ 
(5.9) находится из дополнительного равенства 

S c l v „ i ^ i ( 0 ) - 0 . (5.23> 

Аналогично cli/', _5д находится и в случае (5.10). 

§ 6. Структуры теории солитонов 

Обобщением конструкции § 4 является реализация представлений L 
в пространстве Н\^' {х) полубесконечных форм вида (4.2), где fj {х) ^ 
^ fx'^ (^)- Здесь и далее х ={x_jsj, . . ., хту). 

Согласно лемме 5 действие ei на fj (х) задает при каждом х гомоморфизм 
L^ в алгебру разностных операторов. Как следует из (2.7), на Н^*^ (х) кор
ректно определено действие подалгебр L^+'^'^^ CZ L^, порожденных (в соответ
ствии с определением § 1) элементами е^ с zt^'^go + /V + 1- Как и в случае 
N = О, это действие продолжается до представления алгебры L^ такого, что 

^ Г 1 ) ф , = 0, (6.1) 
^Фо = сФо, %,+]уФо = ^Фо- (6.2) 

Указанное семейство представлений L^ (в которых центральный заряд и 
аналог «старшего веса» h могут зависеть от х) нуждается в более детальном 
анализе, к которому мы предполагаем вернуться в дальнейшем. 

Рассмотрим пространство f^{^ {х). По определению это пространство 
векторных полей на Г, голоморфных вне Р+ и имеющих на линии а, соеди
няющей Р+, скачок (2.5) и экспоненциальную особенность в Р+ . Прямой ин
теграл таких пространств обладает естественной структурой алгебры Ли и 
будет обозначаться через L^»^. 

Базис в этом пространстве образует векторные поля ei (х) вида (2.6). 
Л е м м а 8. Коммутатор двух базисных полей имеет вид 

[ei (х), ej (у)] = 2 Cij (̂ ^ у) ^i+j-s (^ + U)- (6.3) 

Доказательство равенства (6.3) стандартно и использует лишь единствен
ность Ci (х), обладающих аналитическими свойствами, перечисленными в 
утверждении леммы 4. 

Равенства (6.3) показывают, что L^» ^ является «обобщенно-мультигра-
дуированной» алгеброй. В роли «мультииндексов» выступают (i, х), причем 
«размытость» градуировки имеет место лишь по индексу i. Градуировка по 
непрерывному векторному индексу х сооблюдается точно. В алгебре 1/Г,лг 
можно выделить подалгебры L+ '̂  , порожденные полями е^ (х^) с + i ^ 
^ §•() + /V + 5, S ̂  — 1 . Здесь х^ — это векторы вида г̂"̂  = (О, . . ., О, XQ, 

Пространства f^' — прямые интегралы ^\*^ (х) являются «обобщен-
но-мультиградуированными» модулями над L^^^: 

^i{^)fj{y)= Ъ Blj(x, y)fuj.s{^ + u)' (6.4) 
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До сих пор мы использовали представления L^ в алгебре разностных опе
раторов (для 1/^'^ в алгебре «обобщенно-разностных операторов» (6.4)). Вме
сте с тем L^ допускает и представления в виде дифференциальных операторов. 

Л е м м а 9. Пусть fj ^ ^\'^ [х) — форма веса X, определенная в лемме 4. 
Тогда для любого Ci ^ L^ существует единственный оператор по переменным 

такой, что 
edi = Difj (6.6) 

{суммирования no j в (6.6) нет). 
В силу (2.11) и результатов работы [19] имеем, что/у удовлетворяет дву

мерному уравнению Шредингера 

^/^ = 0' ^̂  = - Ж ^ + ^'П-)^ + «И-) (6-7) 

И идеал, порожденный Hj в кольце дифференциальных операторов по пере
менным Xi, х_^, совпадает с идеалом операторов, аннулирующих fj. Из (6.5) 
и (6.7) следует, что операторы Dl реализуют алгебру L^ на пространстве 
решений уравнения jy î]) = 0. В [20] было доказано, что аналогичное пред
ставление имеет место и для коммутативного кольца Л^> 

Рассмотрим теперь формы /j" = fj {х'^), г̂"*" = (О, О, . . ., г̂̂ , . . ., х^) — 
это формы, имеющие экспоненциальные особенности лишь в одной точке Р^. 

В работе [20] было доказано, что каждая функция Бейкера — Ахиезера, 
порождает гомоморфизм кольца Jl^ ^ Л^ функций на Г, имеющих полюсы 
в точке Р^, в кольцо обыкновенных дифференциальных операторов. Из 
(2.11) и этого утверждения следует, что для любого Ai с — i > ^ - | - + 1 
существуют единственные операторы 

5Г=0 

такие, что Mif] = Aif']. 
В случае рассматриваемых форм /j" действие Ci на /j" также эквивалент

но при ^ ̂  — ^0 действию обыкновенного дифференциального оператора 

Dtft = e,ft. I t = £ ^s{x^)(^. (6.9). 

П р е д л о ж е н и е . Операторы Di'^, i ^ — g^, задают pacuiupe-
Hue коммутативных колец обыкновенных дифференциальных операторов Mi. 
Это расширение порождает представление Z^-градуированной алгебры Ли 
И7г = w^ + W^, где Wl - это алгебра L^J^'^^ d L^\ а Wl = Л ~ ком
мутативная алгебра функций на Т с полюсом в Р^. Произведение [W^, W^\ 
естественно. 

З а м е ч а н и е . В работах [21; 22] построены представления алгебры 
гладких векторных полей на S^ в алгебру симметрии нелинейных уравне
ний, допускающих представление нулевой кривизны. Поля из X (S^), явля
ющиеся ограничением алгебры L^ на контур, отвечают симметриям, остав-
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ляющим инвариантным многообразие конечнозонных решений, отвечающих 
кривой Г (в силу результатов нашей работы). 

П р и м е р . Пусть Г — эллиптическая кривая и /^ — функция Бей-
icepa — Ахиезера, имеющая вид 

/„ (z) = z>-+-- ( 1 + 0 (zj) 

В окрестности ZQ И такая, что /^ = О (zZ^) в окрестности —ZQ, 
Хорошо известно, что операторы 

Z^=-L--2f(x + 2nzo), J'„ = - 2 - ^ + 6if> (х + 2nzo) + ЗГ (z + 2nzo) 

(6.10) 

удовлетворяют условию 
Lnfn = '^{z~Zo)L, J'„ = r(2-Z0)/„ (6.11) 

И порождают тем самым коммутативное подкольцо в кольце обыкновенных 
дифференциальных операторов. Дей^ствие еу^ на /̂ ^ равно 

^'/Л = ЩА^[-х[^~2е(х + 2nzo)) ~-^-^{х + 2nz,))U. (6.12) 

Коммутационные соотношения между L^ и А^, Di/^ легко найти: 

в заключение мы кратко сформулируем результаты, показывающие, 
что рассмотрение форм произвольного веса А, на Г позволяет расширить клас
сы точных решений пространственно-двумерных уравнений типа уравнения 
Кадомцева — Петвиашвили. 

Зафиксируем на Г произвольный набор точек общего положения у^, . . . 
. . ., Ум- Если М > 25 (X), то размерность пространства форм веса X на Г, 
мероморфных вне Р^, где они имеют полюсы в 7i^ • i 7м? и имеющих вид 

Т = ехр {z-'x + z-^y + z-H) [ § IА {dzf (6.13) 

в окрестности P^, равна М — 2S -\- i. Доказательство этого факта, анало
гично доказательству леммы 4, сводится к подобному утверждению для 
функций Бейкера ~ Ахиезера [13] (здесь, как и ранее, 2S ^ g — 2А. (^ — 1)). 

Пусть а^, . . ., GM~2S — произвольный набор контуров на Г. Зададим 
на них М — 2S форм hj^ веса 1 —X, тогда можно определить форму Т* из ус
ловий 

^ Т/г^ = О, k=:l,..,,M~2S, (6.14) 

и ^0 в (6.13) равен единице: ^о ^ 1-
Т е о р е м а 4. Существуют единственные операторы 

такие, что 
{ду -L)^ = {dt-A)W = 0. (6.16) 

Коэффициент, и (х, г/, t), являющийся вследствие (6.16) решением уравнения 
Кадомцева — Петвиашвили, представляет собой «асимптотически конеч^ 
нозонное» решение 
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Для случая X = 1 утверждение этой теоремы получено в [17], где можно 
найти точное значение термина «асимптотически конечнозонное». Доказа
тельство теоремы для всех X практически не отличаются. 

Подобным же образом можно использовать формы типа Бейкера — Ахие-
зера для построения решений общих уравнений, допускающих коммута
ционное представление, не содержащее явно спектрального параметра . Это 
уравнения типа КП или уравнения, имеющие L, А, 5-тройки. 
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