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Л и т е р а т у р а 

§ 1. Введение 

В теории нелинейных уравнений типа Кортевега — де Фриза, допускаю
щих, например, представление Лакса в виде 

п m 

(1) -%-=[А, L) где L = 2 Щ(х, t)-^t A=^vt(x, * ) -£- , 
„ их ох 

г=0 г=0 
наиболее интересные многосолитонные и конечнозонные классы точных реше
ний выделяются следующим условием: имеется оператор В, коммутирующий 
с L при t = 0: 

п . N 

(2) [L, 5 ] = [ 2 »*(*, °)-£г. 2 и ; ' ( а : ) -ё- ]= 0 

i=0 X i==0 

(это ограничение автоматически будет выполнено при любом значении t). 
В ситуации «ранга 1» (см. ниже), если, например, порядки операторов L и В 
взаимно-просты (и в матричном случае собственные значения матриц стар
ших коэффициентов операторов L и В различны), «типичные» решения урав
нений (1), удовлетворяющих условию (2), являются периодическими или 
квазипериодическими функциями х и t. Они выражаются через 6-функции 
римановых поверхностей, а сам периодический оператор L обладает неко
торым замечательным спектральным свойством «конечнозонности» блохов-
ского спектра. 

г) Даннюй обзор базируется на докладе авторов на Советско-американском сим
позиуме по теории солитонов (Киев, сентябрь 1979 г.). 
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Различными предельными переходами из периодических решений полу
чаются быстроубывающие многосолитонные решения (отвечающие безотра
жательным потенциалам), а также рациональные решения уравнений (1) 
(см. обзоры [1], [2] и книгу [3]). Напомним лемму Бурхнала — Чаунди 
(см. [4]): пара коммутирующих обыкновенных дифференциальных операторов 
(2) связана алгебраическим соотношением 

(3) R(L, В) = О, 

где R(k, \x) — многочлен с постоянными коэффициентами. 
Общая собственная функция операторов L, В 

такова, что Хж\1 лежат на римановой поверхности (3)ж обозначаемой буквой! 

(4) Щк, ц) = О 

Пара (Я, \i) — это точка Р 6 Г 
О п р е д е л е н и е . Рангом I коммутирующей пары L,B называется 

кратность собственной функции г|э(ж, к, \х) = гр (#, Р) на римановой поверх
ности (т. е. I равно размерности пространства г|з при фиксированном Р £ Г). 

Тем самым возникает Z-мерное голоморфное векторное расслоение 
с базой Г. 

Все результаты как о самих уравнениях коммутативности (2), так и о точ
ных решениях уравнений типа КдФ (1), полученные до 1978 г., относятся 
к рангу 1 — 1. 

Важно подчеркнуть, что в теории «одномерных» систем типа (1) условие 
(2) накладывается на сам оператор L из лаксовой пары. 

В работах [5], [6] для некоторых физически важных «двумерных» систем 
типа КдФ был обнаружен аналог алгебраического представления (1)я где 
оператор L имеет вид 

Здесь М и А — обыкновенные линейные дифференциальные операторы по х 
с коэффициентами, зависящими от х, у, t. 

Для отыскания точных решений «двумерных» систем вида (5) авторы 
ввели следующий «анзатц», сводящийся к набору условий, включающих 
вспомогательную пару операторов Ьг и L21 

[L, Lt] = 0 (i = l, 2), [ 4 — 4 . L ] = 0, 
[Lu L 2 ] -0 , ь = -щ—М. 

Здесь Ьг и L2 — обыкновенные линейные дифференциальные операторы 
Столько по х). 

В отличие от одномерных систем (1) порядки операторов Ьг и L2 про
извольны! 

Этот класс решений для коммутирующих пар Ьъ L2 ранга 1 был открыт 
в работе [7], а для коммутирующих пар Ьг, L2 любого ранга — в работах 
'[8], [9]. Решения ранга I > 1 зависят уже от произвольных функций одной 
переменной. 

(5) 

(6) 
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(7) . 

или 

Важнейшим примером является известное двумерное уравнение КдФ 
(или КП), где 

W ~ — U — U 

wy = ut-\uxy-\uxxx+^uus, 

TUW=i {u*+т (QUU*~ U**J) • 
Решения ранга I = 1 (т. е. когда пара Lu L2 имеет ранг 1) имеют, согласно 
[Ю], вид 

(8) U(x, у, t) = const + 2 -£^ InQ (Ux + Vy + Zt+W), 

где 9(z;1, . . ., ug) — это известная 6-функция Римана, отвечающая римано-
вой поверхности Г (4). 

Для случая I > 1 даже исследование самого условия коммутативности 
[Ьг, L2] = 0 весьма затруднительно. В работе [11] было найдено решение 
проблемы классификации таких пар Ьъ L2 для любого I > 1, где вычисление 
коэффициентов сводится к некоторой задаче Римана. 

В работах [8], [9], [12] был развит метод, позволяющий в некоторых 
случаях элиминировать задачу Римана и получить явные формулы для 
коэффициентов операторов L1 и L2 ранга I > 1. 

• § 2. Многоточечный векторый аналог функции Бейкера — Ахиезера 

Зададим набор матричных (I X /)-функций 
Ws(x, к) (s = 1, . . ., т), х = (хъ . . ., хп) 

таких, что 4^(0, к) = 1 и матрицы 

(9) А] (х, к) = ( J L Ws (х, к)) V? (х, к) 

являются полиномами по к. 
Матричные функции А\(х, к) обязаны удовлетворять соотношениям 

дА\ дА*. 

Задание полиномиальных по к матричных функций А\, удовлетворяющих 
(10), однозначно определяет Ws(x, к). 

Пусть теперь заданы произвольная неособая риманова поверхность Г 
рода g и набор ее точек Ръ . . ., Рш с локальными параметрами zs = к^(Р) 
в их окрестностях. Зададим на Г неупорядоченный набор точек 

(Т) = (Уъ • . ., ygi) 
и набор (а) комплексных (I — 1)-векторов 

«* = («{, ь . . . . «i .z- i) (f = 1, . . . , gl). 

З а м е ч а н и е . Полный набор (у, а) будет называться «параметрами 
Тюрина», так как, согласно [13], они однозначно определяют стабильное 
(в смысле Мамфорда) Z-мерное векторное голоморфное расслоение степени gl 
4 Успехи матрм» наук, т. 35, вып. 6 
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над Г вместе с оснащением, т. е. набором голоморфных сечений rji, . . ., т)^ 
Точки Yi» • • •» ygi — это точки линейной зависимости сечений т] ь a ai%j -+-
это коэффициенты£линейной зависимости 

(11) Л* М = S a i , i 4 i ( 7 i ) -
i = l 

Поставим задачу: найти вектор-функцию я|э(а?, Р) на Г, мероморфнук> 
вне Ръ . . ., Рт такую, что: 

1. Полюса я|з(а?, Р ) = (i|)i, . . ., tyi) лежат в точках yt; требуется, чтобы 
для вычетов г|)7-(#, Р) в этих точках выполнялись соотношения 

(12) resY. ^j (х, P)=ait j resY. г|э/ (а?, Р) , 

аг>-/ и 7г- не зависят от х. 
2. В окрестности точки Ps вектор-функция г|)(#, Р) должна представ

ляться в виде 
оо 

(13) ч> («, Р) = ( 2 &« и *г*) ^s (», А.) • 
г=0 

При 1 = 1 «затравочные функции» Y8 являются экспонентами и г|э совпадает 
с яг-точечным скалярным аналогом классической функции Бейкера — Ахие-
зера. 

Следуя схеме [11], основанной на технике [14], [15], получим общее-
утверждение: 

Т е о р е м а . Размерность линейного пространства функций, удовлет
воряющих при фиксированном х перечисленным требованиям, равна I. Для 
однозначного определения г|э достаточно, например, задать ее значение в про
извольной точке. Нахождение я|э сводится к системе линейных сингулярных-
интегральных уравнений на малых окружностях — границах окрестностей 
точек Рг, . . ., Рт. Интегральные уравнения решаются отдельно при каж
дом х; требование (12) на вычеты и задание г|)(#, Ро) однозначно выделяет, 
в пространстве решений сингулярных уравнений искомую вектор-фу нкцито 
Ц(х, Р). 

Полной матричной функцией Бейкера — Ахиезера будет называться 
матрица W(x, P), строками которой являются линейно независимые реше
ния задачи (12) — (13). По сформулированной теореме *¥(х, Р) определена» 
однозначно с точностью до умножения на невырожденную матричную функ
цию G(x): 

W(x, P) =* G(x)W(x, P). 
Кроме параметров Тюрина (у, а), произвол конструкции сводится 

к выбору матриц 4%. 
П р и м е р 1 (см. [8], [9]). У р а в н е н и е КП и к о м м у т и р у ю 

щ и е о п е р а т о р ы . Рассмотрим одноточечную вектор-функцию Бей
кера —гАхиезера ty(x, у, t, P) с существенно особой точкой -Ро на римано-
вой поверхности Г рода g. Она определяется параметрами Тюрина (у, а} 
и матрицей ^¥о(х, у, t, к). При 1 = 1 это классическая функция Клебша — 
Гордона — Бейкера [16]. 

а) Пусть I = 2. Выберем матричные функции A t(x, у, t, к) (i = 1, 2, 3) , 
определяющие в силу (1) Т 0 , в виде 

Л1-(к-и о) ; А*-\0 к) ; 

А3= ( 4 к + 2 
fc2_^_±! 

где и = -u\xs y,t),< 
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Из уравнений совместности (10) вытекает, что и = и(х, t) не зависит 
от у и удовлетворяет уравнению КдФ: 

iut = иххх — 6иих. 

б) Пусть 1 = 3. Выберем At в виде 
О 1 0\ 

Л I 0 0 1 (к ° ° 

" 0 0 к 

Из (10) следует, что и = и(х, у) не зависит от t и является решением урав
нения Буссинеска 

3Uyy +• ихххх о(иих)х = U. 

в) При / > 3 матрицы At(x, z/, t, к) выбираются в виде 
'0 1 0 . . . 0> 
0 0 1 0 . . . 0 

0 0 . . . 
sk 0 . . . 

А2 = к2-\-а2, А3=--к3 + а3, 

где а2 и а3 — матрицы (1x1), не зависящие от &, элементы которых являются 
дифференциальными полиномами от и0, . . ., wz_2. 

В а ж н о е у т в е р ж д е н и е . Во всех перечисленных случаях вектор-
функция Бейкера — Axuesepa г|э, имеющая в окрестности точки PQ виё 

оо 

(14) ф (х, .у, *, Р) = ( 2 L (*. 2/. 0 И ^о (А, г/, *, А), 
s=0 

!0=(1, 0, . . . , 0); Ь = <&\ . . . , Й°), 
аннулируется парой скалярных операторов (7): 

<15> (w-Af)*=(^-il)*=0' 
где 

Af=-^-4-?7 А = д3 -\- — U—±W 

Коэффициенты Z7, W не зависят от Р и определяется формулами 

1 = 2: U = u(x, * ) -2Й 2
х \ 

Z > 3 : «7= — 2g (^. 
В ы в о д . Функция U(x.0 г/, £) является решением уравнения КП 

(i6) ^ ^ - i H ^ - T ^ * - ^ - )}• 
Таким образом, мы получаем класс решений КП, зависящих от набора 

данных - , г , 
(Г, Ро, 7, - а , ио, . . ., иг_.2}. .,.' !\ , 

При Z = 2 функция ^о(#, 0 является решением обычного уравнения Кдф. 
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ПГ1-- Вектор-функция ty(x, О, О, Р) = гр(лг, Р) , зависящая от одной перемен
ной х, возникла в работе [11]. Ее компоненты — это набор из I общих соб
ственных функций пары коммутирующих обыкновенных скалярных диф
ференциальных операторов (по х): 

[L^q(x,P) = X{P)^q(x, Р) , 
1 } 1 Ц д ( ^ P) = \L(P)$q(x, P), 

где X, \х — любые алгебраические функции на поверхности Г, имеющие 
по единственному полюсу в точке Ро порядка т, п. Порядки операторов Ьъ L2 
равны соответственно ml и nl. Таким образом, коммутативное кольцо опера
торов ранга I классифицируется поверхностью Г, точкой Р 0 с локальным 
параметром, набором параметров Тюрина уи . . ., ygh ( а ь . . ., agj) и про
извольными функциями UQ(X), . . ., Ui„2(x). Оператор L в этом кольце задается 
произвольной алгебраической функцией ЦР) с единственным полюсом в 
if, точке Р 0 . Проблему эффективного вычисления коэффициентов этих опера
торов мы обсудим ниже (см. [9], [12]). 

Из уравнений (15) и (17) немедленно следуют все соотношения (6). Тем 
самым найденные решения уравнения КП ранга / соответствуют анзатцу (6). 

§ 3. Двумерный оператор Шрёдингера и двухточечные функции 
типа Бейкера — Ахиезера с разделенными переменными 

Вопрос о естественном обобщении уравнений типа Лакса (1) на случай 
операторов L, существенным образом зависящих от нескольких простран
ственных переменных, нетривиален. Заметим, что для уравнений типа урав-
нения КП соответствующий оператор содержит оператор — лишь в первой 
Степени. Известно, что для потенциала общего положения и(х), х = 
= (#1, . . ., хп), ? г > 1 , не существует оператора А. «почти коммутирующего» 
с L = Д + и, т. е. оператора такого, что [L, А] есть оператор умножения 
на функцию. Это означает, что не существует нетривиальных динамических 
систем вида L = [A, L], сохраняющих весь спектр оператора L. Собствен
ные значения L при п > 1 имеют бесконечную степень вырождения. По-ви
димому, для восстановления L достаточно задавать «данные обратной задачи» 
только при одном значении энергии. Например, при Е — 0. 

Деформации, сохраняющие спектральные характеристики при одном 
значении энергии Е = 0, описываются уравнением вида 

(18) ^- = \A,L] + BL, 

где Б — дифференциальный оператор. Такие уравнения впервые были рас
смотрены в [17]. 

Обратная задача для двумерного оператора Шрёдингера в магнитном 
поле с нулевым потоком, т. е. периодическими (или квазипериодическими) 
коэффициентами, была решена в работе [18] при использовании данных 
на одном уровне энергии, в классе операторов, аналогичных в некотором 
смысле конечнозонным. 

Напомним основные соображения, приводящие к постановке обратной 
задачи восстановления оператора 

Пусть потенциал и(х, у) и вектор-потенциалы Аг(х, у) жА2{х, у) периодичны 
по X, У с периодами Тъ Т2- Для уравнения Щ = Е^ естественно выде
ляются блоховские собственные функции как собственные функции опера-
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торов сдвига на период i 

^{x + Tuy) = ei^T^(x,y)1 • ' < ; • 
\\)(х,у + Т2) = е^т*у\>(х,у). 

Числа рх, р2 называются квазиимпульсными. В трехмерном пространстве 
совместные собственные значения операторов монодромии Тъ Т2 и опера
тора Н образуют двумерное подмногообразие. Точки его — это наборы 
Х1? Х2, Е такие, что существуют решения уравнения Hty = Е^ такие, что 
о|э(я + Тг, у) = 1Мх, у), ty(x, у + Т2) = Я2г|з(д:, у). Будем говорить, что 
Н обладает хорошими аналитическими свойствами, если это многообразие 'М*. 
при всех комплексных значениях Я ь Я2, Е является двумерным аналитическим 
подмногообразием. Тогда пересечение М2 с поверхностью Е = Е0 является 
аналитической кривой 2?(2?0), называемой «комплексной Ферми-поверх
ностью». 

Оператор называется конечнозоыным, если род W.(EQ) конечен. Выясним 
в этом случае асимптотику блоховских функций при больших значениях 
квазиимпульсов в нефизической области комплексных рг и р2. В этой, 
области они должны быть связаны соотношением р\ + р\ = 0(1). Значит 
кривая ffi(Eo) компактируется двумя бесконечноудаленными точками Р1и Р2, 
в окрестности которых для блоховских функций имеется асимптотика: 5 

ОО 

«ф = е*.«(*-**)(]>] ti(x, у) к~1) ~-eh*~z
t ; 

где к'1 и к'1— локальные координаты в окрестностях Р1и Р2- Пне точек 
Ръ Ръ Mxi У-> P)i Р 6 8?, мероморфна и имеет g полюсов ух, . . ., y^i 
Задача восстановления Н по кривой SR с двумя отмеченными точками Ри Р 2 
и набору ух, . . ., уё была решена в [18]. Обратим внимание на важное 
обстоятельство: асимптотика а|) около точек PL и Р2 зависят от разных пере1 

менных z ж z. Функции типа Бейкера — Ахиезера с этим свойством мы будем 
называть «двухточечными с разделенными переменными». Верны формулы 
{для ранга 1 = 1) 

A,=-Al+iA2=-^lnQ^+U^V^W) • 
to QiU.z + U.z + V^ + W) ' , 

Az = Ai — iA2~0; z = x-\-iy, z = x — iy\ 

u{x, y)=-J-^\nQ(Uiz + Utf + W). 
dzdz 

Постоянные вектора Ut, Vt зависят лишь от Рг, Р2, a W определяется диви
зором Yi, • • ч _7j?- Вообще говоря, оператор Н не эрмитов. Выделение пара
метров 9?, JPb Р2, уг, . . .,'<yg, для которых Н эрмитов, было получено 
в работе [19]. 

Условие конечнозонности оператора Н не является устойчивым по отно
шению к варьированию уровня энергии. Это значит, что если род комплекс
ной Ферми-поверхности-кривой ЩЕ) блоховских функций, удовлетворяющих 
уравнению Hty = Е^, конечен при одном значении Е = 2?0, то уже при 
близких значениях он становится бесконечным. В теории уравнения КдФ 
естественное обобщение языка тэта-функции позволяет решать обратную 
задачу для операторов, блоховская собственная функция которых опреде
лена на гиперэллиптической кривой бесконечного рода [20]. Для построения 



54 И. М. К Р И Ч Е В Е Р , С. П. НОВИКОВ 

полной теории двумерного оператора Шрёдингера, в силу неустойчивости 
понятия конечнозонности, необходимо построить обобщение вышеизложен
ной конструкции на случай бесконечного рода. В первую очередь необхо
димо выяснить асимптотику и расположение полюсов блоховских функций 
по квазиимпульсам при фиксированном значении энергии. Отметим, что 
соответствующая асимптотика должна рассматриваться в нефизической 
области комплексных значений квазиимпульсов. 

Аналогом уравнений (2), выделяющим конечнозонные решения уравне
ний типа Лакса, для двумерного оператора Шрёдингера является следующее 
алгебраическое требование. Пусть существуют линейные операторы Ьъ L2 
такие, что коммутаторы имеют вид 

(19) [Я, Lt] = BtH; [Lu L2] = B3H, 

где В1, В2, В3 — дифференциальные операторы. 
Совместные собственные значения операторов 
(20) Щ = 0, Ь$ = к$ 

связаны алгебраическим соотношением 
(21) В(Хг, К2) = 0, 

где R(k, \i) — полином от двух переменных. 
• Как и в теории конечиозонных решений уравнений типа Лакса и их дву

мерных обобщений (6), вводится понятие ранга алгебры операторов (19). 
Ее рангом будет называться кратность собственных значений, т. е. число 
линейно независимых решений уравнений (20). Для алгебры ранга I совмест
ные ее собственные функции образуют Z-мерное голоморфное расслоение 
над кривой Г, заданной уравнением (21). Построенные выше операторы Н 
отвечают алгебрам ранга 1. 

Интересно было бы проследить взаимоотношение понятий ранга и «общ
ности» положения для оператора Н с периодическими коэффициентами. Для 
конечиозонных операторов это взаимоотношение таково. При фиксированных 
порядках операторов Ьг и L2 число параметров, определяющих алгебраи
ческое соотношение (3) для алгебр ранга 1, больше числа параметров, опре
деляющих эти соотношения для алгебр ранга 1> 1. Однако, помимо пара
метров, задающих кривую Г, алгебра ранга I зависит от 2(1 — 1) произволь
ной функции, поэтому алгебры ранга Z > 1 , вообще говоря, не являются 
вырождением алгебр ранга Z ==-- 1. 

Приведем конструкции конечиозонных операторов Н ранга I. Пусть 
YiOz, k), W2(z, к) — матричные функции, определяемые уравнениями 

д 

(22) 
dz 4Mz, fc) = 4* (z , f c )^ ( r , f c ) , 

•А*& k)W2(~z,k), 

где 
0 
0 

0 
кг + и0 

l - f V2(s, к) 
^ dz 

1 0 . . . 0 0 
0 1 . . . 0 0 

0 . . . 0 1 
и1 • • • Ul-2 0 

0 0 .. 
1 0 . . 
0 1 0 . . 

0 0 . . 
0 0 .. 

• 

1 0 
0 1 

k2 + v0 
*>i 
v2 

Vl-2 
0 

(23) Л * = | ; А* = 

^•(О* к) = 1; ut(z), vt(z)— произвольные функции. 
Рассмотрим двухточечную вектор-функцию Бейкера — Ахиезера 

ty(z, z, P) на римановой поверхности Г рода g, отвечающую параметрам 
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Тюрина (у, а) и имеющую в окрестности двух отмеченных точек Р1, JP2 ВИД 

(24) ^(z,~z,P) 

(25) y{z,~z,P) 

Нормируем ее следующим условием: Е0 = (1/0, 0, . . . , 0 ) ; £=(£(1), . . . ,£ ( i ) ; 
? = ( £ « > , . . . , £ < ' > ) . 

Здесь ке
1 = к&

г (Р), 8 = 1, 2, — локальные параметры в окрестностях 
точек Р1? Р2. 

У т в е р ж д е н и е . Вектор-фунщия Бейкера — Ахиезера удовлетво
ряет уравнению Hty = 0, где 

H = -^-=-+v(z, z)-^ + u(z, i) 
ozdz oz 

— двумерный оператор Шрёдингера со скалярными коэффициентами 

(26) \u{z,l)=—?r®){z~*)' 

Физический смысл могут иметь лишь эрмитовы операторы Н, которые 
при выбранной калибровке отвечают случаю вещественных «магнитного 
поля» B — dvjdz и «электрического потенциала» Ь' = 2и — dv/dz. 

Как отмечалось выше, условия на параметры нашей конструкции опе
раторов Н ранга 1, соответствующие эрмитовости операторов, были полу
чены в работе [19]. Следуя ее идее, приведем аналогичные условия при 1 = 2. 

Рассмотрим кривые Г с антиголоморфной инволюцией о: Г -> Г, пере
ставляющей отмеченные точки, а(^х) = Р2, и локальные параметры 
^11(о(к1) = —к2). Зададим абелев дифференциал со третьего рода с простыми 
полюсами в точках Ръ Р2 и с вычетами ± 1 соответственно. Такой дифферен
циал существует и определен с точностью до прибавления произвольного 
голоморфного дифференциала. 

Выберем нечетный относительно сг дифференциал со, со(Р) = —со(а(Р)). 
Размерность пространства таких дифференциалов равна размерности нечет
ных голоморфных дифференциалов сох(Р). Так как умножение на i переводит 
четные дифференциалы в нечетные, то эта вещественная размерность равна g. 
Обозначим через 7ъ . . ., y2g нули со(Р). В силу нечетности со набор точек 
(у) инвариантен относительно a, G(yt) = y0(i), o(i) — соответствующая пере
становка индексов. 

П р и м е р . Пусть Г — гиперэллиптическая кривая, заданная в С2 

уравнением 

где набор комплексных чисел А,,- инвариантен относительно инволюции 
А ^Х-\ [ft, = I . 

г 
Антиголоморфная инволюция на Г, переставляющая точки Р\ = 0, 

Р2 = оо, имеет вид 

.5=0 
00 

S=0 ' 
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Абелевы дифференциалы с полюсами в Р±, Р2 имеют вид 

dX . s.y Хг dX 

«> = — + 2 J C I - F " ' 
ct — константы. Условие нечетности со означает, что сг— — cg_1_i. 

Таким образом, у4, • ••? Уг£—это нУли функции 

4-+-HS'.*') 
г=0 

на кривой Г. 
Сопоставим каждой точке уг- число at (напомним, что 1 = 2) так, чтобы 

выполнялось соотношение at = —&h\iy 
Помимо набора параметров Тюрина (у, а) вектор-функция i|)(z, z, P) 

определялась двумя функциями Uo(z) и v0(z). Пусть u0(z) = —У0(2). 
У т в е р ж д е н и е . Перечисленные ограничения на параметры задачи 

выделяют эрмитовы операторы Н. 
Н а б р о с о к д о к а з а т е л ь с т в а . Рассмотрим скалярную функ

цию 
<p(z, \ Р) = я|>(*. z, P)^(z , F, <т(Р)) 

(крест означает эрмитово сопряжение). Из (23) при I = 2 и u0(z) = —у 0(2) 
легко следует, что 

ад, *)ад, -I) = 1. 
Значит, ф(я, z, Р) — мероморфная функция на всей кривой Г. Из того, что 
а. = —аа\г), следует, что полюса ф в точках уг- простые. По определению 
Уъ • • ч Уг# дифференциал ф(я, z, P)co(P) имеет всего два полюса в точках 
Р±и Р2. Так как сумма его вычетов равна нулю, то ф(я, z, Рг) = ф(я, z, P2)-
Вычисляя значения ф в точках Ръ Р2, получим 

Значит по (26) 5(z, z) вещественно. Легко видеть, что V — также вещест
венно. 

§ 4. Деформации голоморфных расслоений 

Как уже говорилось выше, в общем случае задача вычисления вектор
ного аналога функции Бейкера — Ахиезера W сводится к системе сингуляр
ных интегральных уравнений, эквивалентных задаче Римана. Однако функ
ция W нам не нужна. Для построения коэффициентов линейных операторов 
и решений соответствующих нелинейных уравнений задача Римана может 
быть иногда элиминирована. Эта возможность основана на изучении уравне
ний на параметры Тюрина (у, а), обобщающих прямолинейные обмотки 
торов Якоби для ранга 1. 

Пусть, по-прежнему, Г — неособая алгебраическая кривая рода g с отме
ченными точками Pi, . . ., Рт и фиксированными локальными параметрами 
^(Р) в их окрестностях. Для функции Бейкера — Ахиезера W(x, P), опре
деленной в предшествующем параграфе по «затравочным функциям» ^¥ s(x, к) 
и параметрам Тюрина (у0, а0), рассмотрим логарифмические производные 
W(x, P) — матричные функции %t(x, P) такие, что 

(27) • ( - Й Г - Х < ( * , * ) ) ¥ ( * , * ) = (). 
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Функции %t(x, Р) являются мероморфными функциями на кривой Г, 
имеющими полюса в точках Ръ . . ., Рт. Кроме того, %t(x, P) имеют gf 
простых полюсов Уг(х), • • •» ygi(x)- Ранг матриц-вычетов %t в точках у^. 
равен 1. Таким образом, в точке 7s определены (Z— 1)-вектора OLSJ(X) (/ =• 
= 1, . . ., I): для матричных элементов %fb выполнены соотношения 

(28) resYs %fb = asb resYg %f. 

Параметры у(х), а(х) удовлетворяют уравнениям «деформации» 

I I 

(3°) ^T ai = - S «.«?, + «, ( S « < i) • 

где Хг,о и x*\i — коэффициенты разложения хг-(ж, Р) в лорановский ряд. 
в окрестности полюса у = ys(x) (индекс 5 для кратности формул здесь опущен): 

(31) ъ(х.Р) = Х1,о(*)(к-у)-* + Х1.1(*) + 0(к-у). 

Обозначим через ui8(x, к) матрицы, полиномиально зависящие от кг, 
равные особенностям %t в точке Ps. Это значит, что 

(32) %1(х, Р) - ui8(x, ка(Р)) 

есть регулярная функция в окрестности Ps. 
У т в е р ж д е н и е . Для любых функций uis(x, &), полиномиально зави

сящих от &, и произвольных у(х) и а(х) существует матричная функция^ 
%i(x, P), удовлетворяющая условиям (28) и (32). Она однозначно определяется 
своим значением в некоторой точке Р0, %t{x, PQ) = ui0(x). 

Произвол в определении %i(x, P) связан с тем, что матричный аналог 
функции Бейкера — Ахиезера своими особенностями в точках JPI, . . ., Jr rn 
и параметрами Тюрина определен с точностью до умножения на невырож
денную матрицу. 

Доказательство сводится к простому подсчету по теореме Римана — 
Роха размерности пространства функций, имеющих простые полюса в точ
ках ys и полюса кратности nt в точках Pt. Эта размерность совпадает с числом 
неоднородных линейных уравнений, эквивалентных (28), (32) и условию-

%i(x, Ро) = ui0(x). 

Пусть %t(x, P) — матричная функция, определенная параметрами 

{у(х), а(х), u8i(x, к), ui0(x)}. 

У т в е р ж д е н и е . Выполнение уравнений (29), (30) необходимы 
и достаточны, для того чтобы решение уравнений (27), нормированное усло
вием W(0, Р) = 1, являлось функцией Бейкера — Ахиезера. 

Для краткости ниже индекс i опускается, т. е. будем считать, что W(x, P)* 
зависит лишь от одного параметра х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего докажем, что (29) и (30) экви
валентны тому, что W(x, Р) голоморфна в точках yj(x). 

Пусть W(x, Р) голоморфна ъ у = yj(x), тогда для любого столбца W3' 
матрицы "Ч? выполнено равенство 

(33) 2<М>а = 0, о, = 1,. Y ' = (*„. . . . , i |>,) ' , 
а = 1 
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получающиеся после приравнивания нулю коэффициента при (к — у ) - 1 в (27). 
Кроме того, 

(34) 
ъ ъ 

Дифференцируя (33), получим 

а а а 

или, учитывая (33) и (34), 

(35) 2 [«аЛа + « а ( 2 « Ч & + Xg" 4 г ) + ^ а " ^ j = 
а ' Ь 

= 2 ( а а х + 2 а ь 5 С 1 ° ) ^ а = 0 . 

Равенство (29) есть простое следствие того, что логарифмическая произ
водная det W равна следу %(х, Р). Так как коэффициенты при г|)а в равен
ствах (33) и (35) должны быть пропорциональны, то имеет место (30). 

Докажем достаточность (29) и (30). Рассмотрим калибровочно эквива
лентную х матрицу %: 

% = (dxg)g~i + glg~\ 
где 

ОСо 1 ^ 
к —у 

0 
к~у 

0 

0 
I 1 

0 

0 1 0 
Кк — у — аг_! 

Непосредственная проверка показывает, что из (29) и (30) следует, что % 
зне имеет особенностей при к = у. Значит, решение уравнения 

не имеет особенностей. Тогда не имеет особенностей и Т = £-11Ф\ удовлетво
ряющая (27). 

Для завершения доказательства найдем вид W в окрестности особой 
точки Ps. Для этого поставим следующую задачу Римана: 

Найти матричную функцию *¥s(x, &), голоморфную по к всюду кроме 
окрестности к = оо, представимую в окрестности к = оо в виде 

(36) Vs(x, к) = ЩХ, кЩх, k-i(P)), 

где 

Д ( * , * ) = >j li(x)k'* 
i=0 

— регулярная в окрестности к = оо матричная функция. 
Эта задача имеет единственное решение такое, что ^ (д ; , 0) = 1. 
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Л е м м а . Логарифмическая производная Ws является полиномиальной 
функцией 

г = 1 

Доказательство леммы следует из того, что ( - J - ^ S ) ^ s 1 н е имеет особен
ностей вне к = оо, а при к'= оо имеет в силу (36) и определения 4я полюс 
порядка ns. 

Домножая (36) на Л - 1 слева, получргм, что W в окрестности Ps предста-
вима в виде (13), т. е. она является матричным аналогом функции Бейкера — 
Ахиезера. 

§ 5. Конечнозонные решения уравнения КП ранга 2 и рода 1 

В этом параграфе мы приведем явные формулы для уравнений на пара
метры Тюрина, отвечающие конечнозонным решениям уравнений КП ранга 2 
и рода 1, т. е. решениям КП, связанным с коммутативной парой операторов 
Lk и L6 порядков 4 и 6. В общем положении такие операторы связаны соот
ношением 

(37) Ц = Щ + glLt + g2 

и определяются константами gll g2, параметрами Тюрина (у, а) на эллипти
ческой кривой Г, заданной уравнением (37), а также одной произвольной 
функцией и0(х) ([11]). 

В этом случае параметры Тюрина — это пара точек Yi» 72 на эллипти
ческой кривой, в каждой из которых задано одно комплексное число а1г = 
= O&i, ОС 21 — С&2* 

Согласно примеру 1 § 1, решение КП, отвечающее коммутативной 
алгебре, порожденной L4 , L8, задается набором (у, а) и произвольным реше
нием ио(х, t) уравнения КдФ. 

Логарифмическая производная матричного аналога функщга Бейкера — 
Ахиезера Ч^я, г/, t, P), отвечающего этому решению, имеет в окрестности 
X = 0 вид 

(38) (^^)^ = ъ(х,У^Л)=(к1и D+OQ.), 
тде X = к'1 — параметр на эллиптической кривой. 

Вид особенности %±(х, г/, t, X) в окрестности X = О и задание парамет
ров Yi? y2l а ь а 2 однозначно определяет %г. Найдем ее явный вид. 

Любая эллиптическая функция представима в виде суммы ^-функций 
Вейерштрасса [21]. Будем искать %i в виде 

%1 = А ЦХ - vi) + ВЦХ - у2) + СЦХ) + D, 

где А, В, С, D — матрицы, не зависящие от Я. 
Дзета-функция Вейерштрасса задается рядом 

£(Х)=Х~1+ У] [(Я — (йттд^+Ютп + кЫтп]', Ытп = ты+П(д1 
m, n ф^О 

или соотношением £'(А,) = — f (X); f (Я)-функция Вейерштрасса имеет един
ственный полюс второго порядка в точке X = 0. В отличие от <(?(Х) функция 
£(Я) не является двояко-периодической. 

Необходимым и достаточным условием того, что %1 является эллипти
ческой функцией является равенство 

(39) А + В + С = 0. 
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Из (38) следует, что С=(. А. По определению Xi ее вычеты в точках 
7i и 72 имеют ранг 1, т. е. 

А=(а* аХ В=(а* с
й). 

Таким образом, А = (а2 —G^)"1 ( A, B=(ai — a2)~i( А. Свободный 

член в равенстве (38) равен ( __ А. Значит, 

(40) D-AZbi)-Bt(yJ = (_°u J). 
Суммируя сказанное, получим 

<41> х.-тггЬгй ? ) № - * > + ^ Ы * ?)№-*> + 

где D определено из равенства (40). По формулам (29) 

( 4 2 ) | Tix= — S p ^ = (a1-ot2)-1 , 
I 72x = — Sp В = (a2 — .ai)"1. 

Матрица Xi,i? определяющая динамику аг по х, в силу уравнений (30) равна 

Следовательно, 
(43) а1х — а\ + и — Ф(уь у2). 

Аналогично 
(44) а2х = al + u + (Dfo, 7г). 

Здесь 
Ф(7ь 72) = £(Т2 - 7i) + Б Ы - £ Ы -

Разложения логарифмических производных ЛРуР-1 и WfW"1 в окрест
ности К = 0 имеют вид 

(45) Xa = T„Y-i=(J °)+0(A), Я = А-», 

( 7 I U ^ 

ик )+0(Ь). 
к2 g "+ ©я — <°1 / 

Так же как и Хъ разложения (45) и (46) однозначно определяют функции 
%2 и Хз» Для которых может быть явно выписано представление в виде суммы 
^-функций; при этом уравнения на параметры Тюрина приобретут следующую 
4орму: 

(47) yiy = U aiy=—v(x, у, t); 
(48) 7 й = ( _ 1 ) - ( а 1 а 2 + - | - ) ( а 1 - а 2 Г ; 

(49) an=-2ai®i + a$±-a2^(-i)i(±-+ a|)<D-ff(Vi)-
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Введем обозначения уг = у -\- с(х, t); у2 = У — с(х, t) + с0; с0 = const; 
<хх — а 2 = z(x, t); аг + а 2 = w(x, у, t); Ф = Ф(у, с, с0). 

Из условия совместности потоков по х, у, t, задаваемых уравнениями 
(42) - (44), (47) — (49), получаем 

v=(a2-al)-t(<§>(y2)-f(yl)), 
j _ 
2 (50) © 1 = — ¥ - + 1 » (Ti)-ff (T2))(ai-a2)-i, 

©2 = coix—^- + ff(7i) + S) (Т^-

Сами уравнения в новых переменных приобретут вид 
( cac = z"1; zx = zw;—2Ф(г/, с, с0); cy = zy = 0; 

ct = 22_ 1(z2—ф); 
z24~ ^2 

(51) и (я, У, t)= — а\— а\ + у{х, t) = 

z2-\-w2 

ф (х, t); 

w -2ф(ж, *). 

!-одставляя в уравнение для wx выражение w 
1 + 3ciL 1 г 

(In z)x + 20z _ 1 , получим 

(52) Ф ( * , *) = • 

(53) и (я, г/, *) = 

4c2 <?4 
c* — 1 

2Фс,х + 4 ( Ф с - Ф 2 ) 

(54) C i = 8 ^ ( 1 «)- 4^5 / ^XXX* V : Фс + Ф2. 
У т в е р ж д е н и е . Каждое решение с(х, t) уравнения (54) задает 

согласно формуле (53) решение уравнения КП, которое является периодической 
функцией у. Если сх = z'1 ф0, z ^ O , то и(х, у, t) неособо и ограничено по х. 

Сопоставление конструкций решений уравнения КП с помощью век
торного аналога функции Бейкера — Ахиезера и с помощью уравнений 
на параметры Тюрина показывает, что уравнение (54) «скрыто изоморфно» 
уравнению КдФ, хотя изоморфизм трудно проследить. 

Уравнение (54) является интегрируемой системой, допускающей пред
ставление нулевой кривизны, в котором операторы алгебраическим образом 
зависят от вспомогательного «спектрального параметра», лежащего на эллип
тической кривой, в отличие от всех известных ранее случаев, где X входило 
рационально. Это представление имеет вид 

(55) ЭСп-Х8* + [Х„ Х3] = 0, 
It = Xi(s» У, t, X). 

Представление (55) позволяет обычным образом получать из разложения %i 
nofспектральному параметру X интегралы уравнения (54). Анализ общих 
систем вида (55) приводится в следующем параграфе работы. 

Рассмотрим стационарные решения уравнения (54) вида и(х + at, у), 
отвечающие решениям уравнения Буссинеска. Простая замена (см. [3] с. 309) 
позволяет из них получить и более общее решение уравнения КП типа кнои-
дальной волны и(х + %£, у + bit). 

Подстановка z = h~2(c) приводит (54) (ct — асх) к гамильтонову виду 
d2h __ dW (h, с) 

<56) 
dc* dh 

W=-4rQ{c,Cb)h* .ай-*—g-Л-в, 
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+ т(-

где Q — Фс + Ф2 — эллиптическая функция. Эта система является вполне 
интегрируемой. Из (55) следует, что она допускает коммутационное предста
вление 

(57) %ЗХ = [хь Xsl-
Следовательно, величина R(\i, Я) = det (|il — %з(х, А,)) не зависит от к 
и является интегралом уравнений 

Л((1, Я) = det foil - %3(с, Я)) = и2 - ?'(*) - Цс, с0). 
Соответствующий интеграл 1(с, с0) равен 

(58) 1{с,со)=-Ц^Пъ)+^®(ъ)^)± 

Уравнения (54) параметрированы константой с0. Совокупность их стационар
ных решений при всех с§ изоморфна пространству параметров Тюрина. 

Многообразие уровня интеграла 1(с, со) = I изоморфно трехмерному 
многообразию Якоби /(Г2) кривой Г2, двулистно накрывающей исходную 
эллиптическую кривую и заданной уравнением R([i, Я) = 0. Пересечение 
линий уровня / = const и со = const выделяет в якобиане Г2 его нечетную 
часть «многообразие Прима». 

Таким образом, многообразие модулей голоморфных оснащенных рас
слоений ранга 2 над эллиптической кривой расслаивается на двумерные 
абелевы многообразия Прима, отвечающие некоторым накрывающим эллип
тической кривой. 

В ы в о д . Кноидальные волны уравнения КП ранга 2 и рода 1 выра
жаются через 0-функции двух комплексных переменных; они не совпадают 
с решениями КП рода 2 ранга 1, которые также выражаются через 6-функциж 
двух переменных. 

Сформулированные утверждения непосредственно вытекают из резуль
татов приложения. 

В заключение параграфа приведем явную формулу для оператора £4 , 
входящего в коммутативную пару [L4, LQ] = 0 ранга 2. 

Из результатов работы [11] (§ 3) следует, что коммутативное кольцо 
однозначно определяется из уравнений (42), (43), (44), где и(х) — произволь
ная функция. Однако нет необходимости решать эти уравнения, для того 
чтобы получить все коммутативные кольца ранга два, отвечающие эллипти
ческой кривой. Если в качестве независимого функционального параметра 
выбрать с(х), то формулы (51) определяют у^(х), at(x), и(х). Тем самым, 
задание с(х) однозначно определяет с помощью (41) логарифмическую про
изводную 

(59) ^ = Х1(х,Я)=(х°а1 J J , 
где"Ф ,= [;1 , }; \Ь —собственные функции оператора L^i(x1%)~ 

Из равенства (59), означающего г|>{ = Хах̂ г + Хгг'Фъ следует рек-
курентно формулы для следующих производных. Например, 

Ч>" = ЧСаЬ + ХпМ + 1^\ + XniXvftt + ХггЬ)-
Для определения коэффициентов оператора 

d* , ',-, ; d2 , , 
Ipr + VtW-j-r + vA-, dx 

(60) 'Ц ^-^- + v2 (x) ̂ r + vl(x)^- + v0 (x) 
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лредставим Ь$г с помощью предшествующих формул в виде bx(x, X)^t -Ь 
+ Ь2(х, Х)^[. Функции Ъг(х, X), Ь2(х, X) мероморфны по X и линейно зависят-
от коэффициентов L4 . Последние находятся из сравнения лорановских раз л о--
жений Ьг и &2 в окрестности X = 0: 

&!(*, X) = ^"2 + 0(Х); Ьа(я, X) - О(Х). • 

Проделав это, получим 

L4 = L2 + c :c№(c + Co).-ff(c.+ c1)] A - ^ ( c + C o ) - g ) ( c + C l ) ; 
(61) 

Г — 
da;2 Ь = - Т Й Г + И ( Я ) . 

§ 6. Уравнения нулевой кривизны 
для алгебраических пучков операторов 

В предшествующем параграфе было показано, что построение конечно-, 
зонных решений рода g = 1 ранга 2 уравнения КП приводит к интегрируемой? 
системе, допускающей представление нулевой кривизны, но операторы в кото
ром алгебраическим образом зависят от «спектрального параметра»— точки^ 
эллиптической кривой. 

Общее представление подобного типа 

(62) ut — vx + [и, v] = 0 

означает совместность уравнений 

(63) (-^-u(x,t,P))4(x,t,P) = 0, 

(64) (-L-v(x,t,P))W(x,t,P) = Ot 

где Р — точка алгебраической кривой Г рода g с отмеченными точками 
P i , . . ., Рт, W — матричный аналог функции Бейкера — Ахиезера. 

Пусть матричные функции и(х, £, Р) и v(x, t, P) определены, как 
в § 4, своими особенностями в точках P s , значениями в фиксированной точке 
Ро, и0 = и(х, t, Ро), v0 = v(x, t, Ро). Особенности щ v в точках Ps — это 
матричные функции 

us = 2 u8i {x, t) kl; vs = 2 *>sz (a:» 0 fe\ 
i = i i = i 

полиномиально зависящие от &. 
В случае кривой рода g = 0 функции или — рациональные функции к. 

Уравнение (62), которое должно выполняться при всех &, в этом случае 
очевидно эквивалентно конечному числу уравнений. Последние получаются 
приравниванием нулю сингулярных частей w = ut — vx + [u, v] в точках 
-Pi» • • -7 ^m и значения tt> в точке Р0. 

Если род кривой Г g ^ 1, то u, v имеют помимо особенностей в точках Ps 
особенности, связанные с параметрами Тюрина (у, а ) , удовлетворяющими 
уравнениям (28) — (30). Тем не менее уравнения (62) по-прежнему эквива
лентны уравнениям, связанным лишь с точками Ръ . . ., Рт. 

У т в е р ж д е н и е . Система уравнений (63) и (64) совместна тогда 
и только тогда, когда 

(65) uot — и0х + [ио, v0] = 0, 

(66) u t - v x + [u,:v] = 0(1) \P=Ps. 
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Последние уравнения означают, что функция w = ut — vx + iu, и] не имеет 
«особенностей в точках XI, . . ., х 7?г. 

Число матричных уравнений (65), (66) равно М + Л" + 1, где Tkf = 
= 2 m s 7 ^ = 2^s- Число же независимых матричных функций, определяю
щих и, и, равно М + N -f 2. Недоопределенность системы связана с ее 
««калибровочной инвариантностью». Преобразование 

с любой невырожденной матрицей g(x, t) переводит решения (65), (66) в реше
ние этих же уравнений. 

Н а б р о с о к д о к а з а т е л ь с т в а . Рассмотрим матричную функ
цию w = ut — их + [u, v]. Уравнения (29), определяющие динамику полю
сов ys(x, t) функций и, и, эквивалентны тому, что функция w, которая апри
ори имеет в точках ys полюса второго порядка, имеет в этих точках простые 
полюса. Непосредственная подстановка лорановских разложений и, v 
в окрестности у = ys(x, t) 

" = X ^ 7 + " 1 + » 2 (*-V) + 0( (A-7) 2 ) , 

v = ^ + v^ v* (к-у) + 0 ((к- у)*) 

в w показывает, что следствием уравнений (30) является соотношение на выче
ты элементов wab в точках ys 

resy wah == а8ь resY wal. 

Значит w — функция того же типа, что и и, и, и тем самым однозначно опре
деляется своими особенностями в точках Ps и значением w(x, t, Po). По усло
вию эти параметры равны нулю. Значит, 

(67) w — ut — vx + lu, v] = 0. 
Чтобы завершить доказательство утверждения, достаточно доказать совмест
ность пар уравнений на у и а — ( а ь . . ., а^х , 1). Так как в силу (67) 
Sp w = 0, то 

Sp и\ — Sp v°x = 0 <-* yxt = ytx. 
Чтобы доказать совместность уравнений (30) для ах и at, введем вектор-
строку (3 = (Р1? . . ., рг), удовлетворяющую уравнениям 

(68) рж = - | 3 « \ 
(69) р( = -р*А 

Совместность этой пары уравнений эквивалентна совместности уравнений 
для а и at = Р̂ РГ1- Совместность (68) и (69) означает, что 

(70) $(и] -v\ + [щ v}) = 0. 

Приравнивая нулю свободный член лорановского разложения w в точке 
7 ^ ys(xi t), получим 

(71) и] -их + [и\ v1] - [v\ и*] + [и\ и*}. 

Значит, для совместности (69) и (68) достаточно, чтобы было выполнено 
равенство 

(72) . Ц[и\ v2] + [u\ v0)] = 0. 
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Это соотношение уже не содержит производных по х и t. Воспользуемся 
следующим приемом. Легко построить функцию Бейкера — Ахиезера 
W(x, t, Р) такую, что 

и(х0, t0, P) = u(x0, t0, P); v(x0, t0, P) = v(x0, t0, P). 

Здесь и="¥яЛР"1
1 v = WtW~i. Так как для этой функции уравнения (69) 

и (68) совместны, то имеет место соотношение 

для всех х и t. При х = х0, t = to оно совпадает с (72). 

§ 7. Приложение. Алгебраические связки коммутирующих потоков 

В работе [22] для уравнения КдФ и всех его высших аналогов впервые 
было найдено ^-представление, т. е. представление всей совокупности этих 
уравнений в виде уравнений нулевой кривизны пучков операторов 

полиномиально зависящих эт спектрального параметра X, t — (£ь t2, . . .); 
t± = x, t2 = t. В более общей ситуации рациональных пучков операторов 
или даже алгебраических пучков, определенных выше, инвариантное выде
ление алгебраических связок, аналогичное условию (2) для уравнения типа 
КдФ, дается следующим образом. 

Пусть имеется набор алгебраических пучков операторов 
я 

L i = - W l " U i ^ t ^ P)* 

и$, Р) — мероморфные матричные функции описанного ранее типа на алгеб
раической кривой Г рода g. При g = 0 ut — рациональные функции на сфере 
Римана с постоянными (не зависящими от t) полюсами. 

О п р е д е л е н и е 1. Совокупность операторов Lt будет называться 
коммутативной связкой, если для любых i, j операторы Lt, Lj коммутируют 

(73) J£L-J£L + [UuU)] = 0. 

О п р е д е л е н и е 2. Если существует матричная функция w(tx P), 
алгебраически зависящая от Р, такая, что 

(74) [_L_„ , (* , P), P(t, P)] = 0, 

то коммутативная связка называется алгебраической. 
Основной пример алгебраической связки — это условие стационарности 

всей связки относительно одной из переменных 

L ^ = 0 ( / - 1 , 2 , 3 . . . ) . 

В этом случае w = ut. Однако априори не нужно предполагать, что w свя
зано с набором (иъ . . . . ut, . . .). Тем не менее общий случай сводится 
к этому. 

Входящие в алгебраическую связку линейные операторы Lt = 
= — uAt, Р) (если они обладают определенными свойствами эрмитовости) 

dti 
являются «конечнозонными или конечнолакунными» в смысле спектральной 
5 Успехи матем. наук, т. 35, вып. 6 
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теории операторов [22]. Поэтому эти операторы и соответствующие решения 
нелинейных уравнений называют «конечнозонными». 

По отношению к любому из уравнений (73) с номером (г, /) оставшиеся 
уравнения с номерами (i, к) играют роль «высших аналогов КдФ». Априори 
они все являются уравнениями в частных производных. Однако условие алге-
браичности («конечнозонности») (74) приводит к тому, что эти уравнения рас
сыпаются в набор коммутирующих систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений по каждой переменной, которые явно записаны в виде конечно
мерного аналога пары Лакса (74). 

У т в е р ж д е н и е . Если операторы Lt коммутируют с w, то они 
коммутируют между собой, т. е. из (74) следуют уравнения (73). 

При фиксированном числе и порядке полюсов w пространство соответ
ствующих матриц конечномерно и уравнения (74) определяют его коммути
рующие деформации. Все уравнения (74) имеют общие интегралы- Пусть 
%(£, Р) — решение уравнений 

(75) (JL-Ui)w\(t,P) = 0; ¥(0, Р) = 1. 

Из (74) следует,, что 
(76) w(t, P)V(t, P) = 4(t, P)w(0, P). 

Значит, характеристический полином 
(77) Q(\i, Р) = det (| > J - w(t, P)) -- О 

не зависит от t. Его коэффициенты являются интегралами уравнений (74). 
О п р е д е л е н и е 3. Алгебраическая связка будет называться полной^ 

если потоки, заданные уравнениями (74), покрывают все многообразие уров
ней интегралов (77). 

В общем положении собственные значения и;(0, Р) при почти всех Р 
различны и кривая Г, определенная уравнением (77), /-лестно накрывает 
исходную кривую Г. Каждой точке у кривой Г отвечав единственный соб
ственный вектор и?(0, Р) с нормированной на единицу первой координатой. 
Остальные координаты ht(y)\ являются^ мероморфными функциями на Г. 
В екто р-фу нкция 

Ф, V) = 2 Мъ Yf(*, Р)< 

где ^((t, P) — г-й столбец матрицы ¥(£, Р), обладает следующими анали
тическими свойствами. 

1. Так как W(t, Р) мероморфна вне точек Ръ . . ., Рт, то г|э(£г у) меро-
морфна вне Р\ (/ = 1 , • . ., Z) — прообразов Р% на Г. Полюса г|э(£, у) н( зави
сят от £, их число равно g + I — 1, где g — род Г. 

2. Из уравнений (74) и того, что характеристический полином (?|не зави
сит от t, следует, что собственные значения ut(t, Р) при Р = Ps не зависят 
от t. Следовательно, в окрестности Р\ координаты ty(t, у) имеют виг 

ф = ехр(ЗЯаа)(§КЛ*)ИГ, 
где Ха — константы и к'1 = к~г(у) — локальные параметры в окрестности Р\. 

Таким образом, г|)(£, у) является функцией Бейкера — Ахиезера ранга 1 
и однозначно определяется дивизором полюсов уъ . . ., Yg+z-i- В соответ
ствии с общими рецептами i|)(f, у) может быть явно выражена через 6-функ-
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цию. Матрица w по г|э определяется равенством 

w(t, PWt, у) = (х(7Ж*, 7), 

где у = (Р, (i) — прообраз точки Р на кривой Г, заданной (77). 
Если отождествить матрицы w и AwA'1, где А — постоянная диагональ

ная матрица, то фактор-многообразие уровней интегралов (77) изоморфно 
тору-якобиану кривой / (Г) , а уравнения (74) задают прямолинейные обмотки 
на этих торах (см. [18], гл. I I I , § 3). 

В теории уравнений типа КдФ высшие аналоги образовывали полные 
алгебраические связки. Другим примером связки операторов с двумя пере
менными t-i = х + t', t2 — х — t', рационально зависящих от параметра Я, 
являются операторы вида (78), использованные в [23], [24] для теории кираль-
ных полей: 

(78) ь*~щ-&гг 
Примеры алгебраических связок, содержащих операторы вида (78) в любом 
числе, были рассмотрены Гарнье [25]1). Отправной точкой исследований [25] 
послужили уравнения Шлезингера, описывающие деформации обыкновен
ных дифференциальных уравнений, которые сохраняют монодромию особых 
точек этих уравнений, где at -> tt в формуле (78). 

Гарнье рассмотрел уравнения типа (74) специального вида: 

(79) [-Щ-&ГГ 2 ^ ] = °' 
где 

* > = 2 ^ <> = * . • • • .» ) • 
i = t ' 

Связка (79) не является полной. Число операторов п существенно меньше 
рода кривой Г, заданной уравнением 

dtt 

п 

= 2 
i = t 

К—CLf 

AJ 
'Я — aj 

л, 

.7 = 1 

Q(X, u,) = d e t ( 2 г = ^ 7 - | А - 1 ) = 0 . 

Гарнье использовал уравнения (79) для построения новых интегрируемых 
конечномерных систем. Найденная им система 

i i 

К = £«(23 £«Л«+я*)» Л1 = Л « ( ^ hr\t + at) 

на различных инвариантных гиперплоскостях |г- = Ъ^ совпадает с систе
мой Неймана гармонических осцилляторов, «насильственно» ограниченных 
на сферу j]£f = 1, [26] (что, конечно, разрушает гармоничность), а также 
с ангармонической системой осцилляторов [27]. 
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