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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ И НЕЛИНЕЙНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

И. М. К р и ч е в е р 

В работе [1] изложена схема интегрирования некоторых нелинейных дифферен
циальных уравнений методами алгебраической геометрии. После незначительной моди
фикации ее основные идеи и результаты переносятся на случай разностных уравнений. 

1. Пусть 
п2 т2 

а—-пл $=-т1 

— разностные операторы с матричными (1X1) коэффициентами. Условимся, что старшие 
и младшие их коэффициенты являются невырожденными, диагональными матрицами 
с различными элементами на диагонали. 

Рассматриваются уравнения на коэффициенты этих операторов, эквивалентные 
равенству [Lx, L2] = 0. 

Оператор L2 индуцирует на пространстве решений уравнения Ьгу = Еу конечно
мерный линейный оператор Ь2(Е). Его характеристический полином Q(w, E) определяет 
комплексную кривую Ш, а проекция (w, Е) = Р ->- Е задает на ней мероморфную 
функцию. 

Т е о р е м а 1. Для любой пары коммутирующих разностных операторов найдется 
полином от двух переменных такой, что Q(L2, Ьг) = 0. 

Если все собственные значения оператора L2(E) различны, как в случае попарно 
взаимно простых чисел п2, т2 и пг, тг, то каждой точке (w, Е) кривой $1 соответствует 
единственный с точностью до пропорциональности его собственный вектор. 

Т е о р е м а 2. Если (п2, т2) = 1, (п1ч тг) = 1, то Е(Р) имеет I полюсов 
(PJ,. . ., Pi) кратности n2ul полюсов(Р^[, . . ., Pi) кратности пг. Координаты tyj(i, Р) 
собственных вектор-функций операторов Ьг и L2 принадлежат пространству, ассоцииро
ванному с дивизором А = D -\- (i — l)Z)oo + Pj — Pj, где D — эффективный дивизор, 
имеющий для почти всех решений исходных уравнений степень g, равную роду кривой, 
a Doc = (Р\ + . . . + P+i) - (PI + . . . + PJ). 

Рассмотрим обратную задачу восстановления операторов по кривой с отмеченными 
точками Рр и дивизору D степени g. 

Так как deg A = g, то по теореме Римана — Роха \f>;-(i, P) определены условиями 
теоремы 2 однозначно с точностью до нормировки. Зафиксируем ее. Тогда справедлива 

Т е о р е м а 3. Для любой функции Е(Р), имеющей полюсы на Ш лишь в точках Рг* 
существует .единственный оператор L такой, что Lty(i, Р) = E(P)ty(i, P). 

2. В этом пункте мы построим точные решения для некоторых нелинейных диффе
ренциально-разностных уравнений. 

Пусть задан набор полиномов Qf(k) и Rp(k). 
Т е о р е м а 4. Для каждого эффективного дивизора D на кривой ffi рода g (deg D = 

= g) с фиксированными локальными координатами kj*_ (P) в окрестностях точек Р^ суще
ствует единственная с точностью до пропорциональности функция ф; (i, у, t, Р), меро-
морфная вне Р^, с дивизором полюсов D. В окрестности Ру функция 

<th (i, у, t, Р) exp {Qf (kj± (P))y + Rf (kj± (P)) t) 

имеет полюс (нуль) кратности i, если / = 7i» u * — 1» если j ф ]\. 
Задавая произвольно нормировку q>j(i, у, t, P), получим вектор-функцию 

Ф0, У, *, Р). 
Т е о р е м а 5. Существуют единственные разностные операторы, коэффициенты 

которых зависят от у и t, такие, что 

(ьг—^)ъ(; У. t, P)=o и [Lt—L)*(t, у, t, p)=o. 
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С л е д с т в и е . Эти операторы удовлетворяют уравнению 

(1) lLl, ы=°Ь.->Ь. . 
3. П р и м е р. Рассмотрим уравнения цепочки Тода: 

yn = c n + 1 —c n , cn = cn(vn — vn-1). 
По теореме 4 существует единственная функция ty(n, t, P) с полюсами в точках 

2g+2 
dl9 . . ., dg кривой 9ft, заданной уравнением w2 = П (Е —E t), и с асимптотикой в про-

2 = 1 

образах Е = ooiP*): 

^ ( я , t, E) = inX±lE±n(l + Z?(n, г ) # - * + . . . ) е х р ( + 1 * я ) . 

Согласно теореме 5 для операторов 

Lnm= i Ycn бп, m+i + Удбп, n — * Vcn+i бл, m-i» 

^ n m = y l A n °n, m + i + wn6n , 7i + y l^^n+i $n, m-i 

выполняются равенства Lty=Ety, Aty = — if. Здесь ~\/~сп = -2-± , i? n=li"(n+l , £) —£i (л, О* 

Уравнения (1) эквивалентны системе ^n = Cn+i~-cn> 

с 1 • 1 с 

совпадающей с уравнениями цепочки Тода. 
Необходимо отметить, что это представление уравнений отлично от коммутацион

ного представления, использованного в предшествующих работах (библиографию см. 
в [2]). 

Выражая г|)(п, t, P) через Э-функции Римана аналогично формулам Итса [3], а так
же § 3 работы [1], обозначений которой мы придерживаемся, получим следующие формулы: 

a e(m++w)e((B-ou+*v+w+«r) ШСп~an me((й-+w)e((re-l)u+гv+w+a)+)+const, 

d d , e(reU + iV + »+ + W) , 
»п=фГ!Г1п 8 ( t v + m + + w ) + C O D S t ' 

векторы ю+, V, U и константы зависят лишь от кривой Ш, а —— обозначает разностную 

производную. Впервые формула для переменных vnl аналогичная нашей, была получена 
С. П. Новиковым [2]. В 1977 г. автору стала известна аналогичная работа ;Мамфорда. 
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