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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ И КОММУТИРУЮЩИЕ МАТРИЧНЫЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

И. М. К р и ч е в е р 
В работе [1] была изложена алгебро-геометрическая конструкция точных решений 

уравнений Захарова — Шабата, являющихся условно периодическими функциями 
своих аргументов. Уравнениями Захарова — Шабата [2] называются нелинейные диф
ференциальные уравнения, которые могут быть представлены в виде 

д д 
0. (1) 

Условие коммутирования двух операторов эквивалентно наличию «достаточно 
большого» (мы не уточняем здесь этого понятия) набора функций, одновременно обра
щаемых ими в нуль. В работе [1] рассматривались операторы со скалярными коэффи
циентами и было доказано, что достаточными наборами для них являются функции 
^ (^1 У-> ^1 Р)-! где Р — точка неособой комплексной кривой, задаваемые своими анали
тическими свойствами на 9̂  и имеющие определенного вида существенную особенность 
в некоторой фиксированной точке. В настоящей заметке рассматриваются функции, 
имеющие существенные особенности в I точках. Это приведет к операторам, коэффи
циентами которых являются {I X /)-матрицы. Не разбирая физически интересных 
примеров (см. [2]), мы покажем, что построенные по таким функциям решения соответ
ствующих уравнений могут быть явно вписаны в терминах 6-функций Римана. 

1. Пусть 9̂  — неособая комплексная кривая рода ^ с омеченными точками 
Р^, . . ., Р; . Рассмотрим функции ч̂  (а?, у, I, Р), Р^З^, удовлетворяющие условиям: 

1. ^ (ее, 2/, ,̂ Р) мероморфна на 91 вне точек, Р^, дивизор ее полюсов О не зависит 
от а:, у, ^ неспециален и имеет степень § ~\- I — 1. 

2. В окрестности Р^ она имеет вид 
оо 

ехр {к^х + ^^ {к-) у + Л. (/с.) ^)^ (^^+^1\{х,у,1) гр. 
8 = 1 

1 
Здесь 2- =-г—— локальный параметр в окрестности Ру, ^^ (к) = с^к'^ + • • • + Сц» 
В] (к) = Ь^^пк'^ -{-,..-{- Ь^ — полиномы. 

Как было замечено в работе [4], при 1=1 эти условия вместе с нормировкой 
?о = 1 однозначно определяют Ч[̂ . Аналогично при / > О нормировка 5|о = б̂ ^ одно 
значно определяет функции ч̂ ^ (х, у, I, Р). 

Т е о р е м а 1. Существуют и единственны операторы 
п т 

1л = 2 "а (^.У.^)•^ и 12=^ у^{х,у,1)А.^ 

д д 
такие, что ЬгФ = - ^ Ф , Ь^Ф = ~^ Ф» ^де Ф— вектор, г-я , компонента которого 

есть Т . (а;,1/,^, Р). 
Матрицы и^ (х, г/, ^ определяются из системы уравнений 

а = 8 ^=8 т = 8 

Элемент С^' матрицы I равен коэффициенту при г̂ - разложения^Т*^ {х, у, I, Р) в окрест
ности Р^. Матрица с^ равна с^б^;. Аналогично находятся и матрицы Vп {х,у, {, Р), 

С л е д с т в и е 1. Операторы Ьх и Ь^ удовлетворяют уравнению (1). 
Если на кривой 9? найдется мероморфная'функция ^ (Р), имеющая полюсы в точ

ках Ру (кольцо таких функций будем обозначать через Л (91, Р^, . . ., Р/)), разложение 
которой в ряд Лорана в Р^ имеет главную часть (?;• (к^), то Ф (а?, у, I, Р) может быть 
представлена в виде Фо {х, I, Р) ехр {Е (Р)у). 

С л е д с т в и е 2. В сделанных предположениях ЬгФо = ЕФо, ХгФо = -^ Фо и, 

значит, [Ьг, Ьг] = "~^7~ • 
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Если теперь существует Я (Р) е Л (Э ,̂ Рх, . . ., Р^), эквивалентная Лу {к]) в Ру, 
то Ф (:г, у, I, Р) = Фо {х, Р) ехр (^ (Р)2/ + Я (Р)^. 

С л е д с т в и е 3. Функция Фо удовлетворяет равенствам ЬхФо = ЕФо и Ь^Фо = 
= ЯФо, а операторы — уравнению [/^1, //г! =̂ ^ ' 

Таким образом, каждый дивизор степени 1+ ^ — 1 задает гомоморфизм X^^ кольца 
Л (9 ,̂ Рх, . . ., Р;) в кольцо линейных дифференциальных операторов с матричными 
(/ X 1У коэффициентами. 

З а м е ч а н и е . Обратим внимание на то, что построенные решения уравнений 
(1), как и кр^ зависят лишь от класса дивизора / ) , так как переход к эквивалентному 
дивизору I) ' сводится к умножению Ф на постоянную матрицу. 

Т е о р е м а 2. Если в коммутативном кольце А линейных дифференциальных 
операторов с матричными коэффициентами найдутся два оператора с взаимно просты
ми порядками^ у которых старшие коэффициенты невырождены,, то найдутся кри
вая §?, точки Рх, . . ., Р^, дивизор О такие, что А,̂ ) задает изоморфизм между 
А(%Рг. . . . , Р1) и А, 

2. В качестве локального параметра гу в окрестности Ру выберем функцию \ сог, где 
Ро 

Рг) — фиксированная точка, соа — нормированный дифференциал второго рода с полю
сами второго порядка в точках Рх, . . ., Р^. Обозначим через 2тсИ7 вектор его Ь-перио-
дов (за всеми необходимыми сведениями и недостающими определениями мы отсылаем 
к работе [5]), а через 2яг7 и 2ягЯ^ — 6-периоды дифференциалов со (^) и со (Л), экви
валентных в Р^с^^ ^' ( — I ) и с? ( /?• ( -—I Iсоответственно. Введем также векторы 

являющиеся &-периодами дифференциалов, имеющих единственную особен-
ностьв Р] вида к\ -^^ . 

^^ 
Рассмотрим функции %1^ {х, у, ^), задаваемые формулами 

5 

Суммирование ведется по всем наборам ах, . . ., а^ таким, что ^ ка^^ = 5. Векто-

ры2^ соответствуют при замене Абеля дивизорам /?1 + . . . -\~Ра-1 + Рь 1 ^ г ^ >̂ где 

8 = 1 
Явные выражения для матриц ^̂  (а:, у, ^), через которые выражаются решения 

уравнений Захарова — Шабата, даются следующей теоремой. 
Т е о р е м а 3. Имеет место равенство ^з =̂ Еп̂ Ев» ^^^ элементы матриц ^в 

даются равенством 

2 1 ^ ' = е х р ( 2 х « ( - , г / . 0 ^ ^ ) . 
8=0 

В частности, для приводимого в [1] уравнения Кадомцева — Петвиашвили, по
лучим, что его решения даются формулой 

д д^ 
и(х,у,1)=с^2-^^1{х,у,1)^с + 2-^\пд {Их -\-Vу + VV^ + 2.). 
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