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ЭКВИВАРИАНТНЫЕ РОДЫ ХИРЦЕБРУХА. ФОРМУЛА АТЬИ—ХИРЦЕБРУХА 

И. М. К р и ч е в е р 
0. В настоящей заметке для каждого рода Хирцебруха h строится его эквивариант-

ный аналог — гомоморфизм hG : UG ->• K(BG) (g) Q такой, что при «аугментации» 
hG ([X, G]) переходит в h([X]). Здесь G — компактная группа Ли, 11% — С/^-модуль бордиз-
мов ^-многообразий. (Условимся, что всюду, кроме последнего пункта, многообразия 
и действия групп на них считаются унитарными.) Доказательство основных результатов 
получено при дальнейшем исследовании аналитических свойств выражений Коннера — 
Флойда, начало которому положили «уравнения Коннера — Флойда». Возникающее при 
этом «аналитическое» условие выделяет двухпараметрический род TXiV, оказавшийся сим
метрическим аналогом классического 7^-рода. Для него в качестве следствия получены 
формулы, совпадающие для 7^-рода с формулой Атьи — Хирцебруха. Эта формула 
доказана в работе [2] принципиально иным способом — с помощью теоремы об индексе* 

1. Каждому роду Хирцебруха соответствует гомоморфизм функторов Ть: U* (У) ® 

<g) Q -+• K(Y) (g) Q такой, что h совпадает с композицией U* ->• U* (g) Q —>- Q. 
Л е м м а 1. Значение гомоморфизма h на образующей и £ U2(CP°°) равно ch_1(gh1(0)» 

где gh (t) — ряд,, функционально] обратный ряду gh(t) = JV -jji—tn+1, га. е. h(u) = 

= gh\ln i\) 6 К(СР°°) ®Q=Q[[i- rill. 
Поставим в соответствие каждому G-многообразию Х класс кобордизмов р, (1), 

где pji U*((X X EG)lG)-+ U*(BG) — гомоморфизм Гизина. Это задает гомоморфизм 
X?: tfS-ь U*(BG). 

О п р е д е л е н и е . Эквивариантным родом, соответствующим роду Хирцебруха h, 
будет называться гомоморфизм h = h о %0. 

Отметим естественность этого определения относительно гомоморфизмов групп. 
Л е м м а 2. Если a: G1-^ G — гомоморфизм групп, то h * о aft = а* о hG, где 

а*: UG ->• UGi — гомоморфизм переноса, а а*: K(BG) 0 Q —•- К{ВСг) (g) Q. 
2. Рассмотрим эквивариантное вложение ^-многообразия X в пространство пред

ставления А. Ограничение нормального пучка к X при этом вложении на 6?-подмногообра-
зие Fs, неподвижное относительно действия нормального делителя Н cz G, является 
дополнительным пучком (—vs) к нормальному пучку vs к Fs в X. Пусть А и (—vs) — 
такие максимальные прямые слагаемые А и (—vs) соответственно, что действие Н на них 
не содержит тривиальных слагаемых. Обозначим для произвольного б'-пучка £ над много
образием У через ZG пучок над YG = (Y X EG)lG, полученный при естественном гомо. 
морфизме VectG(Y) -> Vect(YG). 

Т е о р е м а 1. Пусть £s — ограничение G-пучка £ над X на Fs; тогда 

e(bG)-Pi(X(lG)) = ^]ps!le((-Vs)G)-x(lsG)}, 

где ps: FSQ-+ BG, % £ U*{BU) — произвольный характеристический класс, а е(*) — 
эйлеров класс пучка. 

3. Если и G и Н совпадают с группой S1, % = 1, то из теоремы 1 следуют обычные 
выражения Коннера — Флойда, которые для краткости мы приведем сейчас лишь для 
действий с изолированными неподвижными точками. 

С л е д с т в и е 1. Пусть представление S1 в слое касательного пучка над неподвиж-
77. . 

ной точкой ps S^-многообразия X имеет вид \ J г| s2; тогда 
1=1 

(1) hS ( [Х ,*1 ] )=2П 
Li Я*1 (In Vе1) 
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Так как hsl ([X, S1]) £ Q [[1 — п]], то получаем: если g-^ln п) — аналитическая 
функция г\ в окрестности 1, то функция ФдСп), задаваемая правой частью равенства (1), 
также аналитична в некоторой окрестности 1 (т. е. не имеет полюса в 1). Кроме того, 
Ф^(1) = h([X]). Суть этой заметки сводится в некоторой мере к доказательству того, что 
если £-1(1п п) аналитична во всей замкнутой плоскости и имеет единственный нуль в 1, 
то Ф/г(?1), которая могла бы иметь полюсы в корнях из 1, аналитична всюду и, следова
тельно, константа. Это позволяет находить h([X]) = Фд(1)7 вычисляя lim Фд(т]). 

Только что сформулированное^ условие выделяет Гу-род такой, что TXiy([CPn]) = 
~У]хЧ-~У)п~1' Очевидно, что Т1у у есть Г(г/)-род. 

4. Рассмотрим произвольное ^-многообразие X. Представим нормальные 51-пуч-
ки vs к Fs в виде ^ vSJ- (g) цК Совокупность наборов пучков vs/, как обычно, задает гомо
морфизм р: U^-»Rn = 5j\ui( П BU (ni))' гДе 2^>]nj + l = n. Выберем в U* -модуле 

i?* стандартный мультипликативный базис [Т(С^-'т). Непосредственно из теоремы 1 
m 

вытекает 

С л е д с т в и е 2. Пусть р ([X, S*]) = У! [Mf] П {CP\mi)\ тогда! 
i т mi 

(2) г»,ах, ч̂) = 2 Т*.у №л П ( Jw'+»>-i ) J T^(Y] )j 
г m 

где 

TiV fax = -S у 1 , ^ J V " f e + l - ( - y ) J V " f e + l / Л у + у - 1 \ ^ - f c / x + V\x+v \fe , 
*/y V'i; £ j A 4 xJry \ хцх+У + у J \ xr\*+v+y J "*• 

fe=0 

, У , ^ ^ * * - » - ( - у ) * - » /; rî -i-У —1 \^-fe+l / * + ут)*+У 4ft 
-t- ZJ { ч y x + y \хцх+У + у } \ xxf+V+'y J * 

ft=o 

С помощью выражений для 7 ^ \ у([Х, S1]) через инварианты неподвижных точек 
действия конечных циклических подгрупп S1, которые дает теорема 1, доказывается, 
что* функция Фх, у (л)» задаваемая правой частью равенства (2), не имеет полюсов в корнях 
из 1 и, значит, аналитична всюду. Учитывая лемму 2, получаем теорему. 

Т е о р е м а 2. Для связной компактной группы Ли G Im Тх принадлежит подколъ-
цу Q cz K(BG) ® Q. 

С л е д с т в и е 3. Для Б^многообразия X имеет место формуле 

Здесь 8+(8~) — чшло отличных сШнуля пучков vs7- в разложении vs, у которых / > О (/ << 0). 
5. При замене условия унитарности многообразий и действий групп на них на ориен

тируемость практически без изменений сохраняются теоремы и определения предшествую
щих пунктов. В частности, при подходящем выборе ориентации Fs получаем для сигна
тур формулу (Атъя — Xupue6pyx)Sign([X]) = У] Sign ([Fs]). 
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