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ОБ ИНВАРИАНТНОСТИ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ КЛАССОВ 
ДЛЯ МНОГООБРАЗИЙ ГОМОТОПИЧЕСКОГО ТИПА СРп 

И. М. К р и ч е в е р 
В работе [1] сформулирована гипотеза о том, что существования нетривиального 

действия группы S1 на многообразии X гомотопического типа СРп достаточно для инва
риантности Л-рода А(х)а Н*(Х, Q), там же доказано, что при некоторых условиях на 
действия с изолированными неподвижными точками А -род действительно инвариантен. 
В настоящей заметке класс таких условий значительно расширен. 

1. Если G — компактная группа Ли, то для любого (^-многообразия определен гомо
морфизм Гизина р}: Qso ((М X EG)IG)-+ Qso (BG). Для векторного Счпучка £ над М обо
значим через §G, соответствующий ему пучок над (М XEG)/G, e (£$) — его эйлеров класс. 

Т е о р е м а . Есл-ч действие группы G на многообразии М имеет лишь изолированные 
неподвижные точки, то найдется такое представление А = Д' -f- "V Д^(^г — представ-

г 
ление G в слое касательного пучка в 1-й неподвижной точке] Af — представление в слое 
G-пучка £), что е (Д)«/?,е (£G) == 2 е (̂ *) е (^ — ^г ') ' г^е е(^) — эйлеров класс пучка над BG, 

г 
ассоциированного с представлением Д. 

Л е м м а . Если г — гомоморфизм аргументации, то е(/?,е(^)) = eZ)(e(£;)). 

2. Пусть на многообразии X h: Х-+- СРп — сохраняющая ориентацию гомотопиче
ская эквивалентность, действие S1 имеет лишь изолированные неподвижные точки. Заме
тим, что их число равно п -f- 1. 

Через б обозначим представление S1 с характером z и соответствующий ^-пучок 
над ^-многообразием. Пусть б̂  1 ^ i ^ п + 1,— представления в слоях над неподвиж
ными точками ^-пучка г]', который получен из пучка h*r\ поднятием действия S1 с базы. 

Применяя результаты предыдущего пункта к ^-пучку тг)', О ^ т ^ п, получим 
в кольце Qso (СР°°) = Qso [[и]] равенства 

(1) П е <А*) Pie < m V = 2 е ^т П е (д*>-
k i k 

p,e (mr)si) = [h*vm f] Х] + чл. старших степеней по и. 
Здесь V=G1 (и) £ Qs0 (СР ), f)— оператор высечения Чеха. Обозначим £,•== 

1фд 1фз кфг 
= -Р]*(2 *Г® ( — bl))> тогда [ ] e ( A f t ) ^ = 2 Ц e{di — 6Z) [J e(Aft). Отсюда следует 

/ k г 1 k 

(2) I}e(bk)Zj=f\ e(6j-6,) [b(Afc). 
ft г & 

£̂  = 1 + чл. старших степеней по и. Сравнивая коэффициенты при младшей степени и 
в равенстве (2), получим 

С л е д с т в и е 1. Пусть представление Д. раскладывается в сумму одномерных 
1Фз 

представлений х., 1 ^ 5 ^ п, тогда Y\XJS= j I (6j — $i). 
[8 I 

З а м е ч а н и е . Так как все x.s ф 0, то б. ф 6/, если / Ф I. Значит, действие S1 

на СРп, индуцированное представлением — 2 бг, имеет изолированные неподвижные 
г 

точки. Представления, индуцированные этим действием, в слоях касательного и кано-
1Ф5 нического пучков равны % Фп — fy) и °\* соответственно. 

i 
Из (1) и (2) получаем 

1Фз зфг 1фд 
(3) J] []'(&J-&l)P\(m%i)=%le(&t)mZi П Ueibj-dO. 

3 I г j I 
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Из сделанного выше замечания следует, что 

(4) 1] 1] е (bj-bupfimri^^e (&i)m [\ [ ] e ( 6 , _ 6 j ) 
i i д i 

Pf (тг]в1) = [СРп~т]-^-чл. старших степеней по иш 

Здесь ~: (СР"> X S^/S1 -+ СР°°. 
3. Рассмотрим произвольный мультипликативный <?-род. Ему соответствуют гомо

морфизмы колец Q: Qg0 ->- Z и Q*: Q^Q (CP°°)-+Z [[и]]. Из равенства (2) и из того, 

2
Г/1 рп~\ 

ип+1 — логарифм формальной группы «геомет-

рических» кобордизмов, следует g j = [ ] g"1 ((6j —6/) g(w))-[[]g-1 (^-sg (и))] г. Тогда 
l s 

Q* (Zj) равны 

(5) Q * ( e j ) = l ] ^ ( ( 6 j - 6 j ) g Q ( u ) ^ * Q ( " ) = 2 Q ^ ] un+1. 

С л е д с т в и е 2. Пусть для некоторого мультипликативного рода такого, что 
все sn(hi, . . ., Хп) =?£ 0, где А̂  — коэффициенты соответствующего ряда Хирцебруха, вы
полняется условие: Действие группы S1 на многообразии таково, что выражения (5) 
не зависят от]/,' тогда Pf(X) = h*Pi(CPn), Pi — характеристические классы Понтрягина, 

П р и м е р ы выражений (5) для некоторых классических родов. 

1фд 
а) 2-род: Г] (^-в«-Л"в0-П (t^.-Г*'»)"1. 

I S 

b _ о ;
 ;ff (i + 0

flJ-a»-(i-o^-8» 
z (1 + 0 J l + (l — t) J l s (i + t) Js—(l — t) Js 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим к равенствам (3) и (4) гомоморфизм Q*. Из 
сравнения коэффициентов при младшей степени и получаем, что Q([h*vm f] X]) = 
= Q([vmr\ CPn]). Отсюда и из того, что Я*(Х, Z) — урезанное кольцо полиномов, и выте
кает доказываемое утверждение. 

4. Следует отметить, что результаты этой заметки полностью переносятся на тот 
случай, когда X — квазикомплексное многообразие, а действия S1 сохраняют комплекс
ную структуру в стабильном касательном пучке. 

С л е д с т в и е 3. Пусть для некоторого мультипликативного рода Q: Qu -^ Z, 
удовлетворяющего условиям следствия 2, выражения (5) не [зависят от /, тогда классы 
Черна инвариантны, ct(X) = u*(q(CPn)). 

Дополним набор п р и м е р о в выражения (5) для некоторых родов. 

1Ф1 С О „ 
с) Г-род: [] (1_(1-*) 6 ; \ [ ] ( 1 _ ( ! _ * ) Js) \ 

l S 

l±l (dj-^t п l - t + Xjst 

(1 _|_ t) J l—(l — t) J l
 П (1 + t) J«-f(l —Q ^ 

d) Эйлерова характеристика cn: j j --—^_*/д._,я w * П 
Xjet 
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